
Numerická matematika A – 2.6.2016
A1. Zaṕı̌seme si danou soustava nelineárńıch rovnic

x2 + (y + 1)2 = 4

sin y − x = 1

a) Určete graficky přiblǐznou polohu kořen̊u soustavy. Nejprve si načrtneme obrázek, z kterého vid́ıme
přibližnou polohu kořen̊u (pr̊useč́ıky obou křivek)

b) Dále zaṕı̌seme rovnice tečných rovin ke grafu funkce f a g v bodě A = [xk, yk]

z = f(A) + fx(A)(x− xk) + fy(A)(y − yk), (1)

z = g(A) + gx(A)(x− xk) + gy(A)(y − yk), (2)

kde fx, fy, gx, gy jsou př́ıslušné parciálńı derivace.

V rovnici f(x, y) = 0 nahrad́ıme funkci př́ıslušnou rovnićı tečné roviny (tedy v rovnici tečné roviny
polož́ıme z = 0). Vyjádř́ıme x a y tak aby obě rovnice byly splněny (toto řešeńı označ́ıme xk+1, yk+1.

−f(A) = fx(A)(xk+1 − xk) + fy(A)(yk+1 − yk), (3)

−g(A) = gx(A)(xk+1 − xk) + gy(A)(yk+1 − yk). (4)

Označ́ıme ∆x = xk+1 − xk a ∆y = yk+1 − yk, danou soustavu rovnic vyřeš́ıme a následně spočteme(
xk+1

yk+1

)
=

(
xk
yk

)
+

(
∆x

∆y

)
nebo zaṕı̌seme formálně jako(

xk+1

yk+1

)
=

(
xk
yk

)
+

(
fx(A) fy(A)
gx(A) gy(A)

)−1( −f(xk, yk)
−g(xk, yk)

)
c) Voĺıme X(0) = [ 0, 1]T . Pozor, zadané rovnice je nutné nejprve upravit odečteńım pravé strany, tj.

f(x, y) = x2 + (y + 1)2 − 4,

g(x, y) = sin y − x − 1.

Dále si spočteme parciálńı derivace funkćı f a g, tedy

fx = 2x, fy = 2(y + 1), gx = −1, gy = cos y.



Tyto parciálńı derivace a funkce f , g vyč́ısĺıme v bodě X(0) a sestav́ıme soustavu lineárńıch rovnic
(viz b)), tedy

−(1 + 1− 4) = 2∆x + 2∆y, (5)

−(0− 1− 1) = −1∆x + 1∆y. (6)

nebo-li (
2 2 2
−1 1 2

)
≈
(

2 2 2
0 −2 1

)
,

tedy řešeńı je ∆x = 3
2
, ∆y = −1

2
. Nové přibĺıžeńı (aproximace) tedy je

X(1) =

(
0
1

)
+

(
3
2

−1
2

)
=

(
1.5
0.5

)
.

A2.
y′′′ + y y′′ + 1− (y′)2 = 0 y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 1

a) Rovnici zaṕı̌seme jako

y′′′ = −y y′′ − 2 + (y′)3, nebo y′′′ = g(x, y, y′, y′′),

kde g(x, y′, y′′) = −y y′′ − 2 + (y′)3. Užijeme substituci

z1 = y, z′1 = z2

z2 = y′, z′2 = z3

z3 = y′′, z′3 = −z1 z3 − 1 + z22 ,

nebo Z = F (x, Z), kde Z = (z1, z2, z3)
T a

F (x, Z) =

 z2
z3

−z1 z3 − 2 + z32


b) Postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci a jednoznačnost řešeńı dané úlohy jsou spojitost funkce g, gy,

gy′ ,gy′′ . Vid́ıme, že funkce g a parciálńı derivace

gy = −y′′, gy′ = 3(y′)2, gy′′ = −y

jsou spojité pro libovolný argument [x, y, y′, y′′], tedy hledaná oblast je

G = {[x, y, y′, y′′] ∈ R4}.

c)

x0 = 0, h = 0.2, Z(0) =

 0
0
1


Dále

k1 = F (0, Z(0)) =

 0
1

−0− 2 + 0


Zpom = Z(0) +

h

2
k1 =

 0
0.1
0.8


k2 = F (0.1, Zpom) =

 0.1
0.8

−0− 2 + 0.001

 =

 0.1
0.8

−1.999


Z(1) = Z(0) + hk2 =

 0
0
1

+ 0.2

 0.1
0.8

−1.999

 =

 0.02
0.16

0.6002





A3.

a) Náhrady v uzlu P k
i = [xi, kτ ]

∂2u

∂x2
(P k

i ) ≈
Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
,

∂2u

∂t2
(P k

i ) ≈ Uk−1
i − 2Uk

i + Uk+1
i

τ 2
,

kde Uk
i ≈ u(P k

i ), Dosazeńım do rovnice

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
+ f(x, t)

v uzlu P k
i dostaneme

Uk−1
i − 2Uk

i + Uk+1
i

τ 2
= c2

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+ f(xi, τk)

Vynásobeńım τ 2 dostaneme

Uk+1
i = c2τ 2

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
− Uk−1

i + 2Uk
i + τ 2f(xi, τk).

Označ́ıme σ2 = c2τ2

h2
a uprav́ıme

Uk+1
i = σ2Uk

i−1 + 2
(
1− σ2

)
Uk
i + σ2Uk

i+1 − Uk−1
i + τ 2f(xi, t

k)

Pro prvńı časovou vrstvu (t1 = τ):

u(xi, t1) = u(xi, 0) +
∂u

∂t
(xi, 0) +O(τ 2),

a po zanedbáńı O(τ 2)

U1
i = u(xi, 0) + τ

∂u

∂t
(xi, 0),

kde za u a ∂u
∂t

dosad́ıme z poč. podm, tedy

U1
i = xi(4− xi) + τ 0,

b) Volba h = 1, τ = 0.3, c = 3 dává σ = cτ
h

= 0.9 ≤ 1, tedy podmı́nka stability je splněna.

Hodnoty na nulté a prvńı časové vrstvě jsou stejné

xi 0 1 2 3 4

U0
i 0 3 4 3 0

U1
i 0 3 4 3 0

x = 4

t = 0.3

x = 3x = 2

A B

x = 1

P
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1

P
1

1
P

2

1

P
3

1



c) c = 3, σ2 = c2τ2

h2
= 0.81

UA = 0.81(U1
0 + U1

2 ) + 2(1− 0.81)U1
1 − U0

1 + 0.09 · 0.3 = 0.81 · 4 + 0.18 · 3− 3 + 0.027 = 1.407

UB = 0.81(U1
1 + U1

3 ) + 2(1− 0.81)U1
2 − U0

2 + 0.09 · 0.3 = 0.81 · 6 + 0.18 · 4− 4 + 0.027 = 2.407

A4.

a) Použéjeme

z′(x) =
z(x+ h)− z(x− h)

2h
+O(h2)

pro h := h/2 a z(x) = p(x)y′(x). Tedy

z′(xn) = (p(x)y′(x))
′ |x=xn ≈

p(xn − h/2)y′(x− h/2)− p(xn + h/2)y′(x+ h/2)

2h
2

kde označ́ıme pn±1/2 = p(x± h/2). Dále pak

y′(xn − h/2) ≈ yn − yn−1
h

, y′(xn + h/2) ≈ yn+1 − yn
h

.

Tedy

(p(x)y′(x))
′ |x=xn ≈

1

h2
[
pn−1/2yn−1 −

(
pn−1/2 + pn+1/2

)
yn + p(n+ 1/2)yn+1

]
.

Náhrada rovnice v samoadjungovaném tvaru −(p(x)y′)′ + q(x)y = f(x) v uzlu xn pak je po úpravě

−pn−1/2yn−1 +
(
pn−1/2 + pn+1/2 + h2q(xn)

)
yn − pn+1/2yn+1 = h2f(xn)

př́ıpadně označ́ıme qn = q(xn) a fn = f(xn).

b) Pro rovnici v samoadjungovaném tvaru −(p(x)y′)′ + q(x)y = f(x) postačuj́ıćı podmı́nky existence
řešeńı Dirichletovy úlohy jsou:

(i) Spojitost funkćı p(x), p′(x) , q(x) a f(x) na celém intervalu 〈a, b〉.
(ii) Dále p(x) > 0 a q(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ 〈a, b〉.

Vid́ıme, že funkce p(x) = x, p′(x) = 1, q(x) = (x − 1), f(x) = −1 jsou spojité na daném intervalu.
Nav́ıc p(x) > 0, a q(x) ≥ 0 pro x ∈ 〈1, 5〉.

c) Nejprve vypočteme hodnoty funkćı p a q (f - je konstantńı).

xi±h/2 1.5 2.5 3.5 4.5
p(xi ± h/2) 1.5 2.5 3.5 4.5

xi 2 3 4
q(xi) 1 2 3

Sestav́ıme soustavu rovnic (1.5 + 2.5 + 1) −2.5 0
−2.5 (2.5 + 3.5 + 2) −3.5

0 −3.5 (3.5 + 4.5 + 3)

 y1
y2
y3

 =

 −1 + 1.5 · 1
−1

−1 + 4.5 · 2

⇒
 5 −2.5 0
−2.5 8 −3.5

0 −3.5 11

 y1

y2

y3

 =

 0.5
−1

8





Numerická matematika B – XX.X.2015

B1.
xi -1 -1 0 0 1 1 2 2
yi 2.8 3.0 2.1 2.1 3.9 4.2 3.6 3.8

a) Z tabulky hodnot vypočteme∑
i

1 = 8,
∑
i

xi = 4,
∑
i

x2i = 12,

∑
i

yi = 25.5,
∑
i

xiyi = 17.1,

a dostaneme soustavu rovnic (
8 4
4 12

)(
a0
a1

)
=

(
25.5
17.1

)
b) Řeš́ıme soustavu (

8 4 25.5
4 12 17.1

)
≈
(

8 4 25.5
0 10 4.35

)
Tedy dostaneme řešeńı (2.97, 0.435)T , tj. koeficienty a0 = 2.97 a a1 = 0.435. Optimálńı polynom p∗1(x)
je dán

p∗1(x) = 2.97 + 0.435x.

B2.

a) Rovnice je lineárńı, nemuśıme tedy vyšetřovat parciálńı derivace dle y, a y′. Stač́ı spojitost koeficient̊u,
která je splněna pokud x 6= 0. Vzhledem k poč. podmı́nce zadané pro x = −3 je tedy I = (−∞, 0)

b)
z1 = y,
z2 = y′

z′1 = z2,
z′2 = 2 z1

x2
,
z1(−3) = 1
z2(−3) = 1

c) Vid́ıme: x0 = −3, h = 1, Z(0) =

(
1
1

)
.

f(x, Z) =

(
z2,
2 z1
x2
,

)
Z = (z1, z2)

T .

Poč́ıtáme

k1 = f(x0, Z
(0)) =

(
1
2
9

)
Zpom = Z(0) +

1

2

(
1
2
9

)
=

(
1.5
10
9

)
k2 = f(x0 + h/2, Zpom) =

(
10
9

0.48

)
Z(1) = Z(0) + hk2 =

(
1
1

)
+ 1

(
10
9

0.48

)
=

(
2.11
1.48

)
B3. a) Podmı́nky souhlasu:
v x = 0, t = 0: počátečńı u(0, 0) = −4, okrajová u(0, 0) = −4 v x = 1, t = 0: počátečńı u(1, 0) = 6,
okrajová u(1, 0) = 6

b) Podmı́nka stability:
pτ

h2
≤ 1

2
, p =

1

2
, h = 0.1, τ = 0.01⇒ 0.5 · 0.01

0.01
= 0.5 je splněna.

c) Označme Un
i ≈ u(ih, nτ), potom

UA =
1

2

(
U1
7 + U1

9

)
+ 0.01 · 2 · 0.8 =

1

2
(3.014 + 5.018) + 0.016 = 4.032

U1
7 =

1

2

(
U0
6 + U0

8 )
)

+ 0.01 · 2 · 0.7 = 3.014



U1
9 =

1

2

(
U0
8 + U0

10

)
+ 0.01 · 2 · 0.9 = 5.018

U0
6 = 2, U0

8 = 4, U0
10 = 6

B4. a) Regulárńı :•, neregulárńı : �

B
B
B
B
B
B
B
B
BB

u
u

�

�

b) Na y = 1 lež́ı jeden regulárńı a jeden neregulárńı:
regulárńı: 4U[0.5, 1] − U[1, 1] − U[0.5, 0.5] = 1 + 0 + 0.25 = 1.25,

neregulárńı: δ =
2

3
,

5

3
U[1,1] −

2

3
U[0.5, 1] = 1


