Numericka matematika A — 2.7.2015

A1. Je dana soustava linearnich rovnic tvaru AX = B, kde

12 -2 1
A=|(11 1]|.,6=11
2 2 1 1

a) Je pro danou matici A Gaussova-Seidelova iteracni metoda konvergentni? Zdivodnéte proc!
Dle nutné a postacujici podminky p(Ugs) < 1

A2 =2
A A T = A=A AN 202 -2 = A\ — 4N+ 4) =0
2\ 2\ A

Tedy A2 = +2, A3 = 0. Spektralni polomér matice Ugs je p(Ugs) = 2 > 1. Gauss-Seidelova
metoda tedy neni konvergentni, neni splnéna nutnd a postacujici podminka jeji konvergence (tj.
podminka p(Ugs) < 1).

b) Je pro danou matici A Jacobiova iteracni metoda konvergentni? Zduvodnéte proc!
Dle nutné a postacujici podminky pro Jac. it. met.

A2 =2
I A 1| =X4+4—44+40-22-22=X=0
2 2 A

Tedy A 23 =0a p(U;) =0 < 1. Jacobiho metoda je konvergentni, je splnéna nutna a postacujic
podminka jeji konvergence (tj. podminka p(U;) < 1).

c) Volte XO = b a provedte vipocet XV Jacobiovou iteracni metodou. Déle si soustavu rovnic
prepiseme ve slozkovém zapise z kterého vyjadiime i-tou slozku z i-té rovnice. Tedy rovnice
$1+2$2—2!E3 = 1

(L’1+ZE2+I3 1
2.I'1+2.Z'2+£L'3 = 1

upravime a doplnime ¢isla iteraci:

1
1
xékﬂ) _ - (1 _ xgk) _ a:ék)> ’
1
xgkﬂ) =7 (1 — 2x§k) — 2x§k)> .

Volime X° = (1,1,1)7, dosadime do piedchozich rovnic a spocteme

X' =(1,-1,-3)".

A2. Je dana Cauchyova tloha

y"+y 43y’ =sin(brz)  y(0) =0, y'(0) =0



a) Oznacte y(x) eseni Cauchyovy lohy y' = f(x,y), uzijte vztah

yla +h) —y(z)

h + O(h?)

Y (x+h/2) =

v bodé v = x,, a odvod’te vzorec pro Collatzovu metodu. UZijte to, Ze y je Tesenim Cauchyovy
ilohy, Tayloriv rozvoj. Cleny O(h?) zanedbejte.

Nejprve uzijeme vzorec a to, ze y je feSenim Cauchyovy tulohy, tj.
y(z +h) —y(z)
h

Déle dle Taylorova rozvoje

+ O =y (x+h/2) = flx+ h/2,y(x + h/2)).

h
y(w +1/2) = y(z) + 5y'(x) + O,

kde ¢/(z) = f(z,y(x)). Dostavame

h

y(@ +h) = y(2) + hf (v +h/2,y(@) + 5 (2, y(@) + O(h) ) + hO(h?).
Zanedbame-li O(h?) dostaneme
h
y(@+h) ~ y(@) + hf (2 + h/2,y() + 5 (2. y(a)) )
kde pro = = x,, dostdvame vzorec pro aproximace y(z,) ~ y,
Yn+1 :yn+hf(xn+h/2ayn+h/2kl)7 kl = f(a:myn)

b) Danou rovnici pfeved'te na soustavu obycejnych diferencialnich rovnic 1. fadu.

— [
21 =Y 21 = 22

—_ I & 3
2o =y 2y = sin(bma) — 2o — 323

Nebo také 7' = F(x, Z), kde

_ 2
Flx,2) = ( sin(brx) — 29 — 32} )

c) Volte h = 0.1 a urcete pribliznou hodnotu teseni y(0.2) uzitim Collatzovy metody.

xon,Z(O):(8>,h:O.1

0
klZF((),Z(O)):(Sln(571_0)_0_303)

Zpom = Z0 +0.05k, = ( 8 > :

ky = F(0.05, Zpom) = ( sin(5 - 7 - 0.05) _0—3-0(3) ) B ( \/5/(2) )



A3. Dirichletova okrajova tiloha pro obycejnou diferencidlni rovnici
—(2) +dey =2 y(1) =0, y(3) =-1

a) Ovérte, Ze dand okrajovd iloha md prdvé jedno rteSeni. Zapiste presné vSechny podminky, které
ovérujete
Uloha lze zapsat jako

—(p(@)y) +q(x)y = f(z),  y(1)=0, y(3) =—1,

kde p(z) = 3

a q(x) = 4z, f(r) = 2 Na intervalu I = (1, 3) jsou funkce p,p/, ¢ ale také f spojité.
Funkce p(xz) >0

()
a q(x) > 0.

b) UZijte ndhradu 2" = w + O(h?) v uzlu © = x, pro h := h/2 a vjraz z(z) = p(x)y'(z).

Ndsledné hodnoty v (z, £ h/2) aprozimujte opét uzitim této ndhrady. Cleny O(h?) zanedbejte a
odvod’te diferencni ndhradu rovnice v samoadjungovaném tvaru v uzlu x,,.

Pouzéjeme
, 2(x+h)—z(x—h
2(x) = ( )2h ( ) + O(h?)

pro h:=h/2 a z(x) = p(x)y'(x). Tedy

p(xn — h/2)y' (x — 1/2) — p(x, + h/2)y (x + h/2)
o

Z(xn) = (@)Y (2)) |e=a,, ~
kde oznacime p,11/2 = p(x £ h/2). Déle pak

y/(xn . h/2) ~ Yn — ynflj y/(xn + h/2) ~ Yn+1 — yn.
h h
Tedy

1

(p(x)y'(w)), [—— e [pnfl/Qynfl - (pn71/2 +Pn+1/2) Yn + p(n + 1/2)yn+1] .

Néhrada rovnice v samoadjungovaném tvaru —(p(z)y’) +q(x)y = f(x) v uzlu z,, pak je po upravé
—Pn—1/2Yn—1 + (Pn71/2 + Pnti1/2 + hZQ(%)) Yn — Pn+1/2Yn+1 = h? f(2,)
pripadné oznacime ¢, = q(z,) a f, = f(z,).

c) Volte krok h = 0.5 a sestavte soustavu linedrnich rovnic pro reseni dané ulohy metodou siti.

—2:-0+(4+0.25-4-1.5)y; — 2y, = 0.5%-2,
—2-y +(44+025-4-2)y, — 23 = 0.5%-2,
—2-yp+ (44+025-4-25)ys — 2+ (—1) = 0.5%-2,
Upravime
55 =2 0 Y1 0.5
-2 6 -2 v | = 0.5

0 —2 6.5 Ys 15



A4. Je dana smiSend tuloha pro rovnici vedeni tepla

) 8°
052y 2, w(n,0) =4dw, u(l,t) =

=2t+2
T 52 u(b,t) = 2t + 20,

2+t
a) Zapiste, jak se nahradi %—”; a % v uzlu PF = [x;, k7] pri odvozeni explicitniho schématu pro resent
dané rovnice. Dosad’te tyto ndhrady do dané rovnice a tuto upravte.

Uzijeme nahrady

ou u(x;, t —u(x;, t Ukt — yk
_( Zk) _ ( k+1) ( k) —I—O(T) a2 i
ot T T
& k k k
@( o w(wi 1, ty) — 2u(wy, ty) + u(wiy, i) oM ~ Ul —2U0F+ U,
0z2 " h? - h? ’
kde UF ~ u(PF) = u(x;,t;). Dosadime do rovnice
Ut = Uk U, —2Uf + Uf
7,—7, — 05 1—1 22 ’L+1 + :CZ + th
T h
vyndsobime 7, oznac¢ime o = %37 a dostaneme (explicitn{ schéma)

Uik+1 oy UUl']i]. —|— (1 — 20’)Uzk + O-U’L'l:»l + T~ (l‘l + Ztk)

b) Owérte, zda pro danou tlohu jsou splnény podminky souhlasu.

8
2+1

Bodx=1,t=0 4 2,1 =u(l1,0) =

8

Bodx=51t=0: 4 2|,o5 =u(5,0)=2-t+ 20]—0
4.-5=u(5,0)=2-0+20 (splnéno)

=0

(splnéno)

Rozhodnéte, zda explicitni schéma bude stabilni pro volbu prostorového kroku h = 1 a casového

kroku 7 = 0.5. 0.5 0.5 0.5
O T O U,
o= 2 = E =0.25

c) Volte h =1 a1 = 0.5 a pomoci explicitniho schématu urcete pribliznou hodnotu teseni v bodé
A=1[4,0.5].



Tedy

=18
0) =
442

+ 7(

2.0.25)Uc + 0.25Up

+(1-

0.25UR

Uy =



Numericka matematika B — 2.7.2015

B1. Je ddana soustava nelinearnich rovnic
1

— — 4y =0, 2 + 16y = 4.
X

a) Urcete graficky pribliznou polohu vSech resent soustavy. Nejprve upravime:

1 1'2 y2
= — _ —_— = 1
Y= 1 2 * %2

b) Zvolte poc¢atecni aproximaci X = (—1,0)7 a uréete XM Newtonovou metodou.

foy) =~ — 1y,

Je = T2 fy: —4, gz = 21, gy = 32y
Soustava rovnic pro A,, A, v A= X0 je

( fo(A) fy(A)

tedy



B2. Cauchyova tloha
y'+y +10y=1  y0)=1, y(0)=0

a) Urcete interval maximadlniho teSeni dané tulohy.
Linearni ODR 2. fadu s konst. koeficienty a prava strana také konstanta. Tedy
I = (—00,+0).

b) Uzitim Collatzovy metody s krokem h = 1 spocitejte pribliznou hodnotu y'(1) .
Nejprve prevedeme na soustavu ODR

v =Y, Y= Yo,
vo =1y Yy =1 —1yo — 10y

nebo Y = F(x,Y), Y = (y1,2)" a

_ Y2,
Fla,¥) = ( 1 —yo — 10y ) '

Collatzova metoda

h 1 0 1
= (0) — = ’ s
Vi =V 4 2k, <0>+0.05<_9> (_0.45>

—0.45 —0.45
ky = F(zg+ h/2,Yyom) = ( 1+o45—10> T ( —8.55 ) '

0 —0.45 0.955
v Y ke = < )*01( 855) (—0.855

Tedy vzhledem k tomu, ze Y = (y1,42)7 = (y,y')T mame
Y (1) = y2(1) = —0.855

B3. Je dana smiSena tuloha pro rovnici vedeni tepla

ou _0%u ,
n 2@—#1% v oblasti Q= {[z,t]:z € (0,1), t >0},

u(z,0) =2z + 1 proz € (0,1) au(0,t) =

57 u(l,t) =3 prot > 0.



a) Uvedte podminky souhlasu pro danou tlohu a ovérte, zda jsou splnény.

1
Bod x =0, t = 0: 2-O+1:u(0,0):m (splnéno)

Bodx=1,t=0: 2-14+1=wu(1,0)=3 (splnéno)

b) Zapiste podminku stability explicitniho schématu pro danou rovnici a ovérte, zda
je pro volbu h = 0.25 a 7 = 0.01 je splnéna.

27 2-0.01

W oz S

o

| —

c) Urcete pribliznou hodnotu reseni v bodé Al0.5,0.01] uzitim explicitniho schématu.

Volte krok h a T dle b).

" x=025 | x=05 ' x=075

Uy = 0.32Up + 0.36Uc + 0.32Up +0.01 - 0.5- 0

kde Up =~ 1u(0.25,0), Uc ~ u(0.5,0), Up =~ u(0.75,0) jsou hodnoty na nulté casové
vrstvé ddny pocateéni podminkou (2x + 1). Tedy

Up=15 Us=2  Us=25

Ug =0.32- (1.5) +0.36 - (2) +0.32- (2.5) +0.01 - (0.5 - 0) = 2.

B4. Je dana smisSend uloha pro vlnovou rovnici

0u _y 0%u + ot
ot " Ox? ’
ou 1
u(z,0) =2z+1, —(x,0) =2xz—1prox € (0,1) a u(0,t) = ——, u(l,t) =3 prot > 0.

ot 1+t



e Podminky souhlasu:

Poloha (u), Rychlost (u;)
Bod [0,0): 22+ 1,c0=1= 15|, o—10=—1=2% () |mo=—(1+8) 20
Bod [1,0]: 2z+1|,00=38 =3z, z— 1,1 =0=%(3)
b) Podminka stability pro h =0.25 a 7 =0.1: (0 < 1)
272 0.02

c) Urcete pribliznou hodnotu reseni v bodé A[0.75,0.2] uzitim explicitniho schématu.

Volte krok h a T dle b).
Nakreslime si obrazek:

A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, O . t=02
,,,,,, GBGC.D t=0.1
of -
x=075 x=1

Nulta ¢asova vrstva:
Urp = u(0.75,0) = 2.5

Prvni casova vrstva:
Up=(2-05+1)40.1-(05-1)=2-0.05=1.95
Uc=(2-075+1)+0.1-(0.75 —1) =2.5 —0.025 = 2.475

Okrajova podminka:
Up =3

Hodnota v bodé A:
Us=032U+ (2—2-0.32)Uc + 0.32Up — Ug + 0.01(0.75 - 0.1) = 2.45075



