
Numerická matematika A – 4.6.2015
A1. Zabývejme se prostou iteračńı metodou (PIM) pro soustavu rovnic x = Ux + v, kde

U =

 −0.7 0 0.2
−0.5 0.4 0
−0.5 0 −0.45

 , v =

 3
2
−1

 .

a) Spektrálńı poloměr matice je roven absolutńı hodnotě nějakého vlastńıho č́ısla λ, tj.

ρ(A) = |λ|.

Vezmeme nyńı vlastńı vektor v př́ıslušný tomuto λ, tj. dle definice

Av = λv.

Spočteme normu pravé strany
‖λv‖ = |λ|‖v‖,

a následně normu levé strany nerovnice (zde použijeme vztah mezi normou matice a vektorovou
normou)

‖Av‖ ≤ ‖A‖‖v‖.
Dostáváme tedy vztah

|λ|‖v‖ ≤ ‖A‖‖v‖.
Vlastńı č́ıslo λ jsme volili tak, aby |λ| = ρ(A), a v je př́ıslušný vlastńı vektor, tedy ‖v‖ > 0. Tedy
skutečně plat́ı ρ(A) ≤ ‖A‖.

b) Postačuj́ıćı podmı́nka pro konvergenci prosté iteračńı metody je ‖U‖ < 1 pro nějakou normu. Zde
spočteme např. řádkovou normu (ostatńı normy nejsou menš́ı než jedna)

‖U‖∞ = max{0.9, 0.9, 0.95} = 0.95.

kde jednotlivé č́ısla jsou součty v absolutńıch hodnot v prvńım, druhém respektive třet́ım řádku.
Vid́ıme, že řádková norma matice je menš́ı než jedna (‖U‖∞ < 1) a že tedy je PIM konvergentńı.

Konvergenci je také možné ověřit pomoćı nutné a postačuj́ıćı podmı́nky, tj. pomoćı spektrálńıho
poloměru matice U . (Zde to ale neńı třeba!) V tomto př́ıpadě se nejdř́ıve spočte charakteristický
polynom, tj.∣∣∣∣∣∣
−0.7− λ 0 0.2
−0.5 0.4− λ 0
−0.5 0 −0.45− λ

∣∣∣∣∣∣ = (0.4−λ) ((λ+ 0.7)(λ+ 0.45) + 0.1) = (0.4−λ)
(
λ2 + 1.15λ+ 0.415

)
,

a hledáme jeho kořeny: λ1 = 0.4, daľśı dva jsou komplexńı (diskriminant D = −0.3375)

λ2,3 =
−1.15± i

√
0.3375

2
= −0.575± i

√
0.084375,

tedy jejich absolutńı hodnota na druhou

|λ2,3|2 = (0.575)2 + 0.084375 = 0.415 < 1.

Dále vypočteme iterace, nejprve x(0) = (0, 0, 0)T , tedy

x(1) = Ux(0) + v = v =

 3
2
−1

 .



a dále

x(2) = Ux(1) + v =

 −0.7 0 0.2
−0.5 0.4 0
−0.5 0 −0.45

  3
2
−1

+

 3
2
−1

 =

 0.7
1.3

−2.05

 .

c) V části b) jsme viděli, že jediná maticová norma použitelná v daném odhadu je norma řádková
(ostatńı nejsou menš́ı než jedna). Budeme tedy poč́ıtat také s řádkovou vektorovou normou. Do-
sad́ıme do vztahu a dostaneme

‖x(2) − x∗‖∞ ≤
0.952

0.05
‖x(1) − x(0)‖∞ = 18.05 · 3 = 54.15.

A2. Je dána Cauchyova úloha pro soustavu ODR

Y ′ =

(
y1 − y22

y21 − 2y2 + 5x

)
, Y (0) =

(
1
1

)
, Y =

(
y1
y2

)
.

a) Vzorec pro Collatzovu metodu je dán jako

yn+1 = yn + hk2,

kde

k2 = f(xn +
h

2
, yn +

h

2
k1), k1 = f(xn, yn).

Obecná jednokroková metoda
yn+1 = yn + hΦ(xn, yn, h).

Volbou př́ır̊ustkové funkce

Φ(xn, yn, h) = f(xn + h/2, yn + h/2f(xn, yn)).

dostáváme Collatzovu metodu. Vid́ıme tedy, že Collatzova metoda je speciálńım př́ıpadem jedno-
krokové metody.

b) Označme y(x) přesné řešeńı Cauchyovy úlohy. Přesný relativńı př́ır̊ustek ∆(x, y, h) je definován
vztahem

y(xn+1) = y(xn) + h∆(xn, y(xn), h)

Lokálńı relativńı aproximačńı chyba je pak rozd́ıl př́ır̊ustkové funkce a přesného relativńıho př́ır̊ustku,
tedy

δn = ∆(xn, y(xn), h)− Φ(xn, y(xn), h),

tj. vid́ıme, že pak plat́ı
y(xn+1) = y(xn) + hΦ(xn, y(xn), h) + hδn

Akumulovaná diskretizačńı chyba (globálńı) chyba je rozd́ıl přibližného a přesného řešeńı

en = yn − y(xn).

Pozor: Akumulovaná diskretizačńı (globálńı) chyba neńı (jen) součtem lokálńıch diskretizačńıch
chyb !!!



c) Volte h = 0.4 a určete hodnotu aproximace řešeńı Y (0.4) užit́ım Collatzovy metody. Pro danou
rovnici Y ′ = f(x, Y ) je tedy

f(x, Y ) =

(
y1 − y22

y21 − 2y2 + 5x

)
.

Krok voĺıme jako h = 0.4, počátečńı podmı́nka

x0 = 0, Y (0) =

(
1
1

)
.

Poč́ıtáme Collatzovou metodou

k1 = f(x0, Y
(0)) =

(
1− 12

12 − 2 + 5 · 0

)
=

(
0
−1

)
.

Dále

Ypom = Y (0) +
h

2
k1 =

(
1
1

)
+ 0.2

(
0
−1

)
=

(
1

0.8

)
a

k2 = f(x0 +
h

2
, Ypom) =

(
1− 0.82

12 − 1.6 + 5 · 0.2

)
=

(
0.36
0.4

)
.

Aproximace řešeńı v bodě x = 0.4 tedy Y (0.4) je pak dána

Y (1) = Y (0) + hk2 =

(
1
1

)
+ 0.4

(
0.36
0.4

)
=

(
1.144
1.16

)
.

A3. Je dána smı́̌sená úloha ∂u
∂t

= 2∂2u
∂x2 − 4, s počátečńı podmı́nkou u(x, 0) = x2 pro x ∈ 〈0; 1〉, a

okrajovými podmı́nkami
u(0, t) = 0 u(1, t) = 1 pro t ≥ 0

a) Podmı́nky souhlasu vysvětĺıme např. takto: V bodech, které lež́ı v nulté časové vrstvě (t = 0) a
zároveň na okraji intervalu (zde x = 0 a x = 1), máme předepsánu jak okrajovou tak počátečńı
podmı́nku. Tyto podmı́nky by se měly shodovat, aby úloha byla korekrně formulovaná (a v̊ubec
připouštěla řešitelnost).

V bodě x = 0, t = 0 je podmı́nka splněna: 0 = 02,

V bodě x = 0, t = 0 je podmı́nka splněna: 1 = 12.

b) Zapǐste jak se nahrad́ı derivace ∂u
∂t

a ∂2u
∂x2 v bodě P k+1

i při řešeńı rovnice vedeńı tepla explicitńım
schématem:

Užijeme náhrady

∂u

∂t
(P k

i ) =
u(xi, tk+1)− u(xi, tk)

τ
+O(τ) ≈ Uk+1

i − Uk
i

τ

a
∂2u

∂x2
(P k

i ) =
u(xi−1, tk)− 2u(xi, tk) + u(xi+1, tk)

h2
+O(h2) ≈

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
,

kde Uk
i ≈ u(P k

i ) = u(xi, tk).



c) Volte časový krok 0.01, prostorový krok 0.25 a určete hodnotu řešeńı v bodě A = [0.75; 0.02]
metodou śıt́ı užit́ım explicitńıho schematu.

Pro danou volbu spočteme nejprve hodnotu σ, tedy

σ =
2τ

h2
=

2 · 0.01

0.252
= 0.32 ≤ 1

2
,

(podmı́nka stability je splněna). Načrtneme si obrázek śıtě:

t = 0.01

t = 0

B C

x = 0 x = 1

t = 0.02
A

D

E F G H

x = 0.75x = 0.5

Hodnotu v bodě A pak spočteme dle explicitńıho schematu

UA = σUB + (1− 2σ)UC + σUD + 0.01f(C).

Hodnoty UB, UC jsou hodnoty aproximaćı v bodech na prvńı časové vrstvě a UD = 1 je hodnota
daná okrajovou podmı́nkou. Spočteme tedy nejprve hodnoty na 1. časové vrstvě:

UB = 0.32(0.252) + 0.36(0.52) + 0.32(0.752) + 0.01 · f(0.5, 0) = 0.25,

UC = 0.32(0.52) + 0.36(0.752) + 0.32(1) + 0.01 · f(0.75, 0) = 0.5625,

kde jsme rovnou dosadili př́ıslušné hodnoty z nulté časové vrstvy v bodech E, F, G, H. Dopočteme
hodnotu aproximace v bodě A

UA = 0.32(0.25) + 0.36(0.5625) + 0.32(1)− 0.04 = 0.5625

A4. Je dána Dirichletova okrajová úloha pro Poissonovu rovnici

−∇ · (∇u) = y

v oblasti Ω ⊂ R2 dané jako vnitřek čtyřúhelńıku [0; 0], [2; 0], [0; 1.5], [1.5; 1.5]. Na hranici oblasti ∂Ω je
daná okrajová podmı́nka u(x, y) = xy .

a) Uved’te, o jaký typ rovnice se jedná a pomoćı parciálńıch derivaćı rozepǐste symbol ∇. Užit́ım
tohoto zápisu rozepǐste levou stranu rovnice tj. −∇ · (∇u) pomoćı druhých parciálńıch derivaćı.
Symbol nabla (∇) je diferenciálńım operátorem který je (ve 2D) dán jako

∇ = (
∂

∂x
,
∂

∂y
).



Poč́ıtáme-li tedy formálńı skalárńı součin dostaneme

∇ · ∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

což je Laplace̊uv operátor. Tedy máme

∇ · ∇u = 4u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

b) Vysvětlete pojem neregulárńı uzel a odvod’te náhradu v neregulárńım uzlu pomoćı lineárńı inter-
polace. Regulárńı uzel je takový, jehož spojnice se všemi sousedy lež́ı v Ω, hraničńı uzel je uzel
na ∂Ω. Neregulárńı uzel je takový uzel, který neńı regulárńı ani hraničńı, viz obrázek śıtě.

Nebo také je to takový uzel, jehož některý soused neńı již v oblasti Ω ani na jej́ı hranici (přesněji:
spojnice). Nejprve si nakresĺıme schema pro neregulárńı uzel a sousedńı regulárńı uzel

N QR sitova primka

u 

h hδ

následně pak z podobnosti trojúhelńık̊u dostaneme

UN − UR

h
=
ϕ(Q)− UR

(1 + δ)h
,

a tedy po úpravě
ϕ(Q) = (1 + δ)UN − δUR.



d) Volte krok h = 0.5 a śıt’ tak, aby bod [0, 0] byl uzlem śıtě. Sestavte śıt’ové rovnice.

A B C

D E F

Q

P

Rovnice v regulárńıch uzlech

4UA − UB − UD − (0 · 0.5)− (0.5 · 0) = 0.52 · 0.5,
4UB − UA − UC − UE − (1 · 0) = 0.52 · 0.5,

4UD − UA − UE − (0 · 1)− (0.5 · 1.5) = 0.52 · 1,
4UE − UD − UB − UF − (1 · 1.5) = 0.52 · 1,

a pak v uzlech neregulárńıch

(1 +
2

3
)UC −

2

3
UB = (0.5 · (1.5 +

2

3
· 0.5)),

(1 +
1

3
)UF −

1

3
UE = (1 · (1.5 +

1

3
· 0.5)),



Numerická matematika B – 4.6. 2015
B1. Dána soustava nelineárńıch rovnic

1− y(1 + x) = 0, x2 + y − 1 = 0

a) Urč́ıme z grafu přibližnou polohu všech řešeńı soustavy, nejprve si ale rovnice uprav́ıme (vyjádř́ıme
y),

y =
1

1 + x
, y = 1− x2

Nakresĺıme graf

x  +  y − 1 = 0
2

1 − y ( 1 + x ) = 0

b) Zvolte počátečńı aproximaci X(0) = (0, 0)T a určete X(1) Newtonovou metodou. Vid́ıme, že funkce

f(x, y) = 1− y(1 + x), g(x, y) = x2 + y − 1 = 0

maj́ı parciálńı derivace

fx = −y, fy = −(1 + x), gx = 2x, gy = 1.

Dosad́ıme X(0) = (−1, 1)T a sestav́ıme soustavu rovnic pro př́ır̊ustky

fx(X(0))∆x + fy(X
(0))∆y = −f(X(0)),

gx(X(0))∆x + gy(X
(0))∆y = −g(X(0)),

tedy

−1∆x + 0∆y = − (1− (−1) · 0) ,

−2∆x + 1∆y = −
(
(−1)2 + 1− 1

)
.

Najdeme řešeńı ∆y = 1, ∆x = 1 a spočteme nové přibĺıžeńı

X(1) = X(0) +

(
∆x

∆y

)
=

(
−1

1

)
+

(
1
1

)
=

(
0
2

)
.

B2. Řešme Cauchyovu úlohu Ẋ = AX, X(0) = X0, kde

A =

(
1 −1
−4 1

)
, X(0) =

(
0
4

)
, X =

(
x(t)
y(t)

)



a) Urč́ıme vlastńı č́ısla matice A,∣∣∣∣ 1− λ −1
−4 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2λ− 3 = (λ− 3)(λ+ 1).

Spektrálńı poloměr matice A je ρ(A) = 3.

b) Voĺıme krok h = 0.1 a spočteme přiblǐznou hodnotu řešeńı v bodě t = 0.1 Eulerovou metodou

X(1) = X(0) + 0.1AX(0) =

(
0
4

)
+ 0.1

(
1 −1
−4 1

)(
0
4

)
=

(
−0.4

4.4

)

c) h = 0.1, Collatzova metoda : t0 = 0, h = 0.1, X(0) = (0, 4)T . Hodnotu k1 již máme (viz b)) nebo
znovu spočteme

k1 =

(
1 −1
−4 1

)(
0
4

)
=

(
−4

4

)
Xpom = X(0) + 0.05k1 =

(
−0.2

4.2

)
k2 =

(
1 −1
−4 1

)(
−0.2

4.2

)
=

(
−4.4

5

)
X(1) = X(0) + 0.1k2 =

(
0
4

)
+ 0.1

(
−4.4

5

)
=

(
−0.44

4.5

)
.

B3.

a) Podmı́nky souhlasu:

Poloha (u), Rychlost (ut)

Bod x = 0, t = 0: 0 · (0− 1) = sin(0), 1− 02 = cos(0)
Bod x = 1, t = 0: 1 · (1− 1) = 0, 1− 12 = 0

b) Podmı́nka stability pro h = 0.2 a τ = 0.1:

σ2 =
4τ 2

h2
=

4 · 0.01

0.04
= 1 ≤ 1.

c) Nakresĺıme si obrázek:

t = 0.1

t = 0

x = 1

t = 0.2

x = 0.8

A

DCB

E



Hodnota UE = −0.8 · 0.2 = −0.16 je dána počátečńı podmı́nkou (nultá vrstva) a hodnota UD = 0
je dána okrajovou podmı́nkou. Hodnoty na prvńı časové vrstvě spočteme (náhrada na 1. časové
vrstvě)

UB = −0.6 · 0.4 + 0.1 · (1− 0.62) = −0.24 + 0.064 = −0.176.

UC = −0.8 · 0.2 + 0.1 · (1− 0.82) = −0.16 + 0.036 = −0.124.

Urč́ıme přiblǐznou hodnotu řešeńı v bodě A[0.8, 0.2].

UA = σ2UB + (2− 2σ2)UC + σ2UD − UE + τ 2f(C),

tedy
UA = 1 · (−0.176) + 0 · (−0.124) + 1 · (0)− (−0.16) + 0.01 · (2 · 0.8) = 0.

B4.
−
(
x2y′

)′
+ (x+ 1)y = −x3 y(1) = 0, y(5) = 0.

a) Postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci a jednoznačnost řešeńı jsou:

Podmı́nka I. Funkce p, p′, q, f jsou spojité, tj. p, p′, q, f ∈ C(〈1, 5〉).
Podmı́nka II. Funkce p(x) > 0, q(x) ≥ 0 v intervalu 〈1, 5〉.
Pro danou úlohu máme p(x) = x2, q(x) = x+ 1, a f(x) = −x3. Vid́ıme, že podmı́nky I. a II. jsou
splněny, existuje tedy právě jedno řešeńı dané úlohy.

b) Rovnice zaṕı̌seme v uzlech x1 = 2, x2 = 3, x3 = 4, dle vzorce tedy máme

−2.25 · 0︸︷︷︸
y0

+(2.25 + 6.25 + 12(2 + 1))y1 − 6.25y2 = −23,

−6.25y1 + (6.25 + 12.25 + 12(3 + 1))y2 − 12.25y3 = −33,

−12.25y2 + (12.25 + 20.25 + 12(4 + 1))y3 − 20.25 · 0︸︷︷︸
y4

= −43.

Hodnoty y0 = 0 a y4 = 0 jsou dány okrajovou podmı́nkou. Dosad́ıme a dostáváme v maticovém
zápise  11.5 −6.25 0

−6.25 22.5 −12.25
0 −12.25 37.5

  y1
y2
y3

 =

 −8
−27
−64

 .

Snadno ukážeme, že matice této soustavy je ODD (např. v řádćıch), tj.

11.5 > 6.25, 22.5 > 12.25 + 6.25, 37.5 > 12.25.


