Numerickd matematika A — 10.9.2015
Al.

a) Kvadratickd odchylka polynomu nejvyse 1. stupné p;(z) = ag + a1 je

*(pi(x)) = Z (p1(zi) — yi)2 :

Optimalni polynom pi(z) v daném piipadé ma splhovat
6% (pi (@) < 0*(pr(@)),

tj. hledame takovy polynom pro ktery je kvadraticka odchylka minimalni. VSimnéme si, ze kvadraticka
odchylka pro tento piipad je funkei dvou proménnych (koeficient ag a aq).

*(pi(x)) = Z (p1(:) — yi)2 = Z (ao + a1 — yi)2 = G(ao, a1)

7 i

b) Kvadratickd odchylka je hladkd funkce proménnych ag a a;. Minimum kvadratické odchylky tedy
muze nastat pouze ve staciondrnim bodé, tj. dostdvame podminky gTGO = 0, % = 0. Tedy po
zderivovani

2 Z(ao +a1x; — yz) 1= 0,

2 Z(ao + a1x; — y;) x; = 0.

Upravime do tvaru

aozl—i-chzxz‘:zyi
aOin—i-ale? :inyi

¢) Nejprve vypocteme soucty

doi=5, D w=4, D a7=10> 5y =53, > my =141

Tedy tesime soustavu
5 4 ap \ 5.3
4 10 ar )\ 14.1
Reseni je ag = —0.1, a; = 1.45 a optiméln{ polynom p¥(x) = —0.1 + 1.452

A2. Je dana Cauchyova tloha
y' +y +3y° =sin(57x)  y(0) =0, ¥(0) =0

a) Rovnici zapiSeme
i

y' = —y — 3y® + sin(57x)

G(z,9,y")

Vidime, ze G, G, G, jsou spojité (ovérit vypoctem!?), tedy hledand oblast je G = R?.
b) Danou rovnici pfevedte na soustavu obycejnych diferencialnich rovnic 1. fadu.

— !
21=Y 21 = 22
2 =1y 2y = sin(brx) — 2o — 323

Nebo také Z' = F(x, Z), kde

_ <2
Flx,2) = ( sin(hmx) — 29 — 323 >



c) Volte h = 0.1 a urcete pribliznou hodnotu resent y(0.2) uzitim Collatzovy metody.

zo=0,20 = ( 8>,h:0.1

0
kl:F(O’Z(O)):(sm(5-w-0)—0—3-03>

Zpom = Z© +0.05k, = ( 8 ) :

ky = F(0.05, Zpom) = ( sin(5 - 7 - 0.05) —0—3'02 ) B ( \/5/g )

70 = 700 4 0 1ky= ( 0 0702 ) .

A3. Je ddna smiSend tloha % = 2% —4, s pocatecni podminkou u(z,0) = 2% pro x € (0;1), a okrajovymi
podminkami
u(0,t) =0 u(l,t) =1 prot >0

a) Ovérime podminky souhlasu:
V bodé x = 0, t = 0 je podminka splnéna: 0 = 0%,

V bodé x = 1, t = 0 je podminka splnéna: 1 = 12
b) Zapiste jak se nahradi derivace 2 a Py

> v bodé PFTY pri feseni rovnice vedend tepla explicitnim
schématem:

Oz2 7

Uzijeme nahrady

ou b = w(zs, ter) — (g, ty) N Uit —uk

——Z(P*) = @
at( ! T +0(7) T
a
Pu gy ul(@ion, ) = 2u(@, t) + u(@ig, ) oy Ul —2Uf + UL,
a2 i) = % +0(h7) = 2 ,

kde UF ~ u(PF) = u(x;,t1.).
c) Volte éasovyj krok 0.01, prostorovy krok 0.25 a urcete hodnotu reseni v bodé A = [0.75;0.02] metodou
siti uzZitim explicitniho schematu.

Pro danou volbu spo¢teme nejprve hodnotu o, tedy

29 2.0.01 1
T2 _g32< -
7T T 0252 =9

(podminka stability je splnéna). Nacrtneme si obrézek sité:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, O | 12002
B C
® - e ,,,,,,,,,,,,, 6 ,,,,,,,,,,,,, ® t=0.01
E F G H
o o ° ¢

x=0 ‘ x=05 x=0.75 x=1



Hodnotu v bodé A pak spoc¢teme dle explicitniho schematu
Uas=0Up+ (1 —20)Uc+ oUp + 0.01f(C).

Hodnoty Ug, U jsou hodnoty aproximaci v bodech na prvni ¢asové vrstvé a Up = 1 je hodnota dana
okrajovou podminkou. Spoc¢teme tedy nejprve hodnoty na 1. ¢asové vrstve:

Up = 0.32(0.25%) 4 0.36(0.5%) + 0.32(0.75%) + 0.01 - £(0.5,0) = 0.25,
Uc = 0.32(0.5%) + 0.36(0.75%) + 0.32(1) + 0.01 - £(0.75,0) = 0.5625,

kde jsme rovnou dosadili ptislusné hodnoty z nulté casové vrstvy v bodech E, F, G, H. Dopocteme
hodnotu aproximace v bodé A

Ua = 0.32(0.25) + 0.36(0.5625) + 0.32(1) — 0.04 = 0.5625

A4. Je dana Dirichletova okrajova uloha pro Poissonovu rovnici
—Au=y

v oblasti Q C R? dané jako vnitiek ¢tyithelniku [0;0], [2;0], [0;1.5], [1.5;1.5]. Na hranici oblasti 99 je
dand okrajova podminka u(z,y) = zy .

a) Symbol A je Laplaceuv operétor defin.

’u  O%*u

Au=2Y 20
“ 8x2+8y2

b) Nejprve si nakreslime schema pro nereguldrni uzel a sousedni regularni uzel

® L ©
R N Q sitova primka

nasledné pak z podobnosti trojihelniki dostaneme

UN—UR_SD(Q)_UR
ho (1 +6h

a tedy po tprave



d) Volte krok h = 0.5 a sit tak, aby bod [0,0] byl uzlem sité. Sestavte sitové rovnice.

Rovnice v reguldrnich uzlech
AUy —Up —Up —(0-0.5)—(0.5-0
AU —Upx—Ue— U —(1-0
AUp — Uy —Ugp—(0-1)—(0.5-1.5
AU —Up—Ugp—Up—(1-15

)
)
)
)

a pak v uzlech neregularnich

2 2
142 _
(+3)UC 3UB

1 1
|+ 2)Up — =U
(+3)F sUe

0.5%-0.5,
0.5%-0.5,
0.5%-1,
0.5%-1,

2
(05 (15 + 5-0.5)) = 0.9167,

1
(1- (L5 + 5 -0.5)) = L6667,



Numerickia matematika B — 10.9.2015
B1.

a) Matice je ostie diagonalné dominantni (pro fddky ne, nebot v druhém fddku neplati 2 > 1+ | — 1]).
Ve sloupcich ale ano:

1. sloupec 5 > 1+1
2. sloupec 2 > 140
3. sloupec 4 > |=2|+]-1

Matice neni symetrickd, tedy neni SPD (pozitivni definitnost jiz tedy nevysetiujeme).

b) Jacobiho metoda je konvergentni, nebot dle a) je matice ODD.

Iterace pocitame dle

xgml) — %(2—1-x’§+2-$'§)
xgkﬂ) = %(1—1-xlf+1-m§)
xékﬂ) = 411 (—1 — a:lf)

Tedy z pocatecni iterace X(©) = B dostaneme iteraci X

2 ~1/5
X0 = 1], - XU = —2
—1 —3/4
c)
~11/5
x@ _ x(©) — -2 |, HX(l) _ X(O)HOO —9
1/4

B2. Cauchyova tloha
y'+y +10y=1  y(0) =1, y'(0)=0

a) Urcete interval mazimdlniho teseni dané tlohy.
Linearni ODR 2. fadu s konst. koeficienty a pravé strana také konstanta. Tedy I = (—oo, +00).

b) Uzitim Collatzovy metody s krokem h = 1 spocitejte pribliznou hodnotu y'(1) .
Nejprve prevedeme na soustavu ODR

Y=, Y = Y2,
Yo =1y Yy =1—1yo — 10y

Collatzova metoda



h 1 0 1
—vO) T — D) =
Y;)om Y +2k1 (O)+05 (_9) <_45)

—4.5 —4.5
kg—F(ZL’Q—i—h/Q,Y;yom)_ 1+45_10)‘_(_4_5
1 —-3.5
1) — —
Y O+ hky = ( o )1 ( ) (-—45 )
Tedy vzhledem k tomu, ze Y = (y1,%2)" = (y,%')T mame

y(1) =1p(1) = -
B3.
a) Nejprve podminky souhlasu
V bodé x = -1, t = 0 je podminka splnéna: 2-(-1)+2=0,
V bodé x = 1, t = 0 je podminka splnéna: 2:-1+2=4-0.
b) Explicitni schéma je ddno vzorcem:
Ut = oUf  + (1 = 20)U} + oUE, + 7fF
Podminka stability

pr 1
7«
TR
v nasem pripadé
2-0.01 1
o= =16-0.02=0.32 < —.
(5)° 2
1
Tedy explicitni schéma je stabilni.
c) Nejprve si nakreslime obrazek:
A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 0 R R R TR t=0.01
B . C D
o Par Par
O O O
' x=025 | x=05 | x=0.75

Hodnotu v bodé A pocitame dle vzorce
Uy = O.32<UB + UD> + 0.36U¢ + OOlf(C),
kde hodnoty v bodech B, C, D nulté casové vrstvy jsou dany pocatecni podminkou (2z + 2), tedy

Ug = 2-0.25+2=25,
Us = 2-05+2=3,
Up = 2-0.75+2=3.5.

Dosazenim dostavame

Us=0.32(25+35)4+0.36-3+0.01-4-0.5=1.92+1.08 4+ 0.02 = 3.02.



B4.
— (@) + @+ Dy=—a"  y(1) =0.y(5) =0.
a) Postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost feseni jsou:
Podminka I. Funkce p,p', q, f jsou spojité, tj. p,p’,q, f € C({1,5)).
Podminka II. Funkce p(x) > 0,q(x) > 0 v intervalu (1,5).
Pro danou tlohu méme p(z) = z?%, q(z) = z + 1, a f(z) = —2*. Vidime, ze podminky I. a II. jsou

splnény, existuje tedy praveé jedno feseni dané tlohy.

b) Rovnice zapiSeme v uzlech 1 = 2, 5 = 3, x3 = 4, dle vzorce tedy mame

—2.25- 0 4+(2.25+6.25 + 132+ 1))y, — 6.25y, = —23,

Yo
—6.25y; + (6.25 +12.25 + 13(3 4+ 1))y, — 12.25y3 = —3%,
—12.25y, + (12.25 + 20.25 + 1%(4 + 1))y; —20.25- 0 = —4°

Ya

Hodnoty yg = 0 a y, = 0 jsou dany okrajovou podminkou. Dosadime a dostdvdme v maticovém

zapise
11.5  —6.25 0 U1 -8
—6.25 22.5 —12.25 ya | = —27
0 —12.25 37.5 Y3 —64

Snadno ukézeme, ze matice této soustavy je ODD (napft. v fadcich), tj.

11.5 > 6.25, 22.5 > 12.25 4 6.25, 37.5 > 12.25.



