Numericka matematika A — 11.6.2015

A1. Déana soustava linearnich rovnic tvaru AX = B, kde

a)

21 -1 5
A=(1 2 1], B = 31,
11 =2 -1

Nejprve symetrickd a zdroven pozitivné definitni (SPD): Matice neni symetrickd (Zduvodnéni:
prvek a;3 = —1 # 1 = agy, nebo také AT # A), tedy nemize byt/ neni SPD.

NAVIC POZOR: v pripadé nesymetrické matice neni mozné ovérovat pozitivni definitnost
vypoctem subdeterminantu (hlavnich minoru), tento postup (Sylvestrovo kritérium) je pouzitelny
jen pro symetrické matice!

Ostie diagondlné dominantni: Napt. v 1. fadku pozadovand nerovnost (|a;| > >~ ; |ai;) neplati,
tj. neplati nerovnost 2 > 1 + | — 1]. Ve sloupci obdobné pro 1. sloupec. Matice tedy neni ODD.

Je pro danou matici A Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda konvergentni? Zduvodnéte!

Postacujici podminky (viz a)) pro konvergenci Gauss-Seidelovy iteraéni metody nejsou splnény.
Vysetiime tedy nutnou a postacujici podminku, tj. p(Ugs) < 1. Spektralni polomeér pocitame
pomoci vlastnich ¢isel matice Ugg, coz jsou také kofeny rovnice
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Spektréalni polomeér p(Ugs) = %6 + % <1

Nutnd a postacujici podminka (p(Ugs) < 1) konvergence Gauss-Seidelovy itera¢ni metody je
splnéna, metoda pro danou soustavu je konvergentni.

Déle si soustavu rovnic prepiseme ve slozkovém zapise z kterého vyjadiime i-tou slozku z i-té
rovnice. Tedy rovnice

21’1 + 1[L’2 — I3
log + 229 4+ 123

1%1 + 1.%'2 — 233'3 = —1
upravime a doplnime ¢isla iteraci:
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Volime X = (5,3, —1), dosadime do piedchozich rovnic a spocteme

X' =(0.5,1.75,1.625)".



A2. Je ddno h > 0, D > 0 a Cauchyova tloha ¢y = —6y, y(0) = D.

a) Pro y € C? uzijeme Tayl. polynom s Lagrangeovym tvarem zbytku, tedy

y(@ — h) = y(a) — hyf(x) + L2

|
2!
O(h2)
Vyjadiime
ylz) —ylz —h
D=L | o) = i)

Déle uzitim toho, ze y(x) je feseni Cauchyovy tlohy, tj.

Y () = fla,y(z))

v pfedchozim vztahu dostaneme (pro x = x,1)

Y(@n) = Y(@n-1) = hf(@a, y(za)) + O().

Oznac¢ime hodnoty aproximaci y, =~ y(z,), nahradime v piechoz{ rovnici a zanedbdme O(h?).
Dostaneme vzorec pro implicitni Eulerovu metodu

Yn = Yn—1 + hf(mm yn)

nebo také
Yn — hf(ilj’n, yn) = Yn—1-

b) Nejprve fesme temto piiklad pomoci explicitni Eulerovy metody. Dle zadéani vidime, ze z¢ = 0,
h >0, yo = D > 0. Prava strana diferencialni rovnice je f(x,y) = —6y.

Hodnotu v bodé z; tedy spocteme dle vzorce z a)

y1 = yo + hf(wo,y0) = (1 — 6h)yo = (1 — 6h)D,

a dale obdobné
yo = y1 + hf(z1,y1) = (1 — 6h)y, = (1 — 6R)°D,

ys = Y2 + hf(x2,92) = (1 = 6h)y, = (1 - 6h)°D.

Vidime, ze

Yn = Yn—1 + hf(ajnfla ynfl) = (1 - Gh)ynfl
a obecné tedy mame

Yn = (1 —6h)"D.
¢) Uzitim implicitni Eulerovy metody:

Obdobné jako v b) pocitdme implicitni Eulerovou metodou (hodnoty aproximaci ozna¢me z;,
20=D,20=0,h >0,y =D >0). Vidime, zZe

21 — hf(l'l, Zl) = 20, — (1 + 6h)21 = 20,

a tedy
z1 = (14 AR)™'D.



Obdobné dostaneme vztah pro
(1 + 6h>22 =21

a tedy
= (1+6h)*D.
Obecné .
p=———D
= 1+ 6h)n
A3. Je dana smiSend tuloha pro vlnovou rovnici
0?u 81 d*u ot
- = €T
ot 25 0z? ’
pocatecni a okrajové podminky u(z,0) = 22, %?(a: 0)=1-—2% u(-1,t) =1, u(l,t) = 1+t2
Poloha (u), Rychlost (u;)
a) Bodz=0,t=0. (-12=1 1—-(-1)2=0
Bodao=1t=0 1= fp = (gl 1-1°=—glop = G5l
b) Zapiste, jak se nahradi derivace gt”; a gxg v bodé PF pii feseni dané rovnice explicitnim schématem.

Toto schéma odvodte.
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dosadime do vlnové rovnice

Ut —2ufF + Ukt 81UF, - 2UF + U,
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+ f(PY)
T2 25 h? v
vynasobime 72, oznaéime o2 = 87 4 upravime
Y , 25h2

k+1 _ 277k Nk | 277k k=1 | 2 ¢(pk
U™ =0Uly+2=20)U + 07Uy — U7 + 7 f(F).
Na prvni c¢asové vrstvé: Dle Taylorova rozvoje mame na prvni ¢asové vrstve

ou
s u(g,ty) = u(x;, 0) + T

a tedy po zanedbani O(7%) a s vyuzitim pocateénich podminek

U}zx?—l—r-(l—x?)

(z:,0)7 + O(7?)

c) Stanovte pribliznou hodnotu teseni v bodé A = [0.8,0.2] explicitni metodou. Volte h = 0.2 a T
mazimdlni tak, aby explicitni schéma bylo stabilni.

Volime h = 0.2. Pro stabilitu potfebujeme o < 1, respektive o < 1, tj.

8172
— <1
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nebo 9 .
’ <1, T < Toaz = = = 0.11.
5-0.2 9

Tedy aby navic bod A byl uzlem sité, volime 7 = 0.1. Nejprve si naértneme sit v oblasti:
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Pro ¢dst d) volime krok h = 0.2 a 7 = 0.1 < T4, Pro tuto volbu vyjde 0% = % % = % = 0.81,
budeme tedy pocitat podle vzorce

UM = 0.81U%,, + 0.38UF + 0.81UF , — UF +0.01 fF.

Hodnotu v bodé A uréime z hodnot v bodech, které si ozna¢ime B = [0.6;0.1], C' = [0.8;0.1] a
D =[1;0.1]. Bod D lezi na hranici, tedy

1

Up = ——
D= 1001

=0.99.
Body B, C lezi v prvni casové vrstve, tedy priblizné hodnoty Upg, Us uréime uzitim nahrady na
prvni casové vrstve.

0
Us = u(0.6,0)+ 0.18—?(0.6, 0) = 0.6% + 0.1(1 — 0.62) = 0.424,
0
Uo = u(0.8,0) + 0.18—?(0.8, 0) = 0.82 + 0.1(1 — 0.82) = 0.676,

Budeme déle jesté potfebovat hodnotu v bodé E = [0.8,0], ktery lezi v nulté ¢asové vrstvé a
hodnota aproximace je ddna pocatecni podminkou, tj. Ug = u(E) = 0.8% = 0.64. Uzitim vzorce
pro explicitni schéma dostavame hodnotu aproximace v bodé A

u(0.8,0.2) ~ Uy = 0.81 Up + 0.38Up + 0.81Up — Up + 0.01 - £(C),
kde hodnota f(C) = 0.8-0.1 (rozmyslete si pro¢ je funkce f vycislena pravé v bodé C'). Tedy

Ua=0.763.



a) Nejprve Tayloruv polynom s Lagrangeovym tvarem zbytku

1 1 1
y(w +h) = y(z) +y' (@2)h+ 59" ()0 + 59" (@)h* + Zy" (OR*

2 3!
M
O(h%)
/ 1 " 2 1 " 3 4
y(z —h) =y(2) =y (@)h+ Sy"(@)h” — a1y (z)h” + O(h7)
Seétenim
y(x —h) +y(x+h) —2y(z) =" (x)h? + O(h?).
Tedy

y"(x) _ y(IE B h) B 2?2(;}) + y(l‘ + h) + O(h4)

b) Ovérime, pro jakou volbu 7 bude explicitni schéma stabilni. Je dan prostorovy krok h = 0.25. Pro
stabilitu mame podminku

1 7 1 5)
o=- < -, tedy 7 < — = Thae-
50.252 — 2 32
Volime tedy 7 = 0.1, aby bod A byl uzlem siteé.
c) Nejprve si nakreslime obrazek:
A
,,,,,,,,,,,,,, Q
B . C D |
Qe 0 ,,,,,,,,,,,,, 9 ,,,,,,,,,,,,,, t=0.1
Fan ) fi\ O
© O 15
x=0 %2025 | x=05

Pro h=0.25 a7 =0.1 je 0 = 0.32, tedy pocitame
Ua =0.32Up 4 0.36Uc + 0.32Up + 0.1 - (0.25 - 0.1),

kde hodnoty U¢, Up jsou hodnoty na prvni casové vrstve, hodnota U = 0 dle okrajové podminky.
Déle
Uc = 0.32(0) + 0.36(0.1875) + 0.32- 0.25 + 0.1 - (0.25 - 0) = 0.1475.

Up = 0.32(0.1875) + 0.36(0.25) + 0.32 - 0.1875 + 0.1 - (0.5 - 0) = 0.21.

Hodnota
Uas=0.32-0+0.36-0.1475+ 0.32- 0.21 4+ 0.1 - (0.25 - 0.1) = 0.1228.



Numericka matematika B — 11.6. 2015
B1.
a) Matice je ostfe diagondlné dominantni (pro fddky ne, nebot v druhém fadku

neplati 2 > 1+ | —1]).
Ve sloupcich ale ano:

1. sloupec 5 > 1+1
2. sloupec 2 > 140
3. sloupec 4 > | =2/+]-1

Matice neni symetrickd, tedy neni SPD (pozitivni definitnost jiz tedy nevysetiujeme).

b) Gauss-Seidelova metoda je konvergentni, nebot dle a) je matice ODD.

Iterace pocitame dle

1
a:(lkH) = 5(2—1-x§+2-x§)
1
:vgkﬂ) = 3 (1 —1- x’f“ +1- xlg)
1
x§k+1) = (_1 _ x’f)
Tedy z pocateen! iterace X(© = B dostaneme iteraci X
2 —0.2
X0 = 1], = X = 0.1
—1 —0.2
c)
—2.2
XYW _xO=1 09|, |XU-XO) =22
—1.2

B2.

a) Rovnice je linedrni, nemusime tedy vySetfovat parcidlni derivace dle y, v a y".
Staci spojitost koeficientu, ktera je splnéna pokud x # 0. Vzhledem k poc.
podmince zadané pro z = —3 je tedy I = (—00,0)

b)
21 =, 21 =120, 2(-3)=1
29 =1, 2h = z3, 2(=3) =1
23 =1 73 =2%, z3(-3)=1



1

¢) Vidime: 29 = =3, h=1, 20 = | 1
1
Z9,
f2,Z) = | 2, Z = (21,22, 23)".
2%,
Pocitame
1
k?l = f(.on, Z(O)) = 1
2
9

1
Zoo = 20 4
p +2

O = =

I
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1.5
k2 — f(xO + h/27 Zpom) — %
0.48
1 1.5 2.5
Z0 =79t hky=| 1 | +1| L |=12II
1 0.48 1.48
B3.
a) Podminky souhlasu:
Poloha (u), Rychlost (u)

Bod z =0,t =0: x|, = t|i=0, 1-0=1
Bodz=1,t=0: 1=1, 1-1=0

b) Podminka stability pro h = 0.25 a 7 = 0.2:
, 7% 004

0" = —

7 T 0o 0.64.

c) Nakreslime si obrazek:



A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, O . t=02
,,,,,, GBGC.D t=0.1
oF (=0
x=08 x=1

Hodnota Ug = 0.75 je ddna poc¢atec¢ni podminkou (nulté vrstva) a hodnota Up = 1

je ddna okrajovou podminkou. Hodnoty na prvni ¢asové vrstvé spocteme (ndhrada

na 1. ¢asové vrstvé)

Up =0.5+0.2-(1—0.5) = 0.6,
Uc =0.75+0.2- (1 —0.75) = 0.8.

Urcime pribliznou hodnotu reseni v bodé A[0.75,0.4].

Uy = o?Up + (2 — 20°)Uc + 0*Up — U + 72 f(C),

tedy

Ua = 0.64 - (0.6) 4+ 0.82 - (0.8) + 0.64 - (1) — (0.75) + 0.2% - (0.75 - 0.2) = 0.936

BA4.

a) Nejprve si nakreslime obrézek:
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regularni uzly: A =10.5,0.5],C =[0.5,1]
neregularni: B. D,
hranicni: Q =[1.2,0.5], P =[1.2,1]

b) Nejprve sestavime rovnice v regularnich uzlech (okrajovd podminka 1, prava
strana 2z — y)

AUy —Up —Uc— (1) = (1) = 0.5*(2-0.5—0.5),
AUc —Us—Up—(1)—(1) = 05%2-0.5—1),

a déle pak v uzlech neregularnich
1.4Up — 0.4U4 = 1.

1.4Up — 0.4Uc = 1.



