
Numerická matematika A – 11.6.2015
A1. Dána soustava lineárńıch rovnic tvaru AX = B, kde

A =

 2 1 −1
1 2 1
1 1 −2

 , B =

 5
3
−1

 ,

a) Nejprve symetrická a zároveň pozitivně definitńı (SPD): Matice neńı symetrická (Zd̊uvodněńı:
prvek a13 = −1 6= 1 = a31, nebo také AT 6= A), tedy nemůže být/ neńı SPD.

NAVÍC POZOR: v př́ıpadě nesymetrické matice neńı možné ověřovat pozitivńı definitnost
výpočtem subdeterminant̊u (hlavńıch minor̊u), tento postup (Sylvestrovo kritérium) je použitelný
jen pro symetrické matice!

Ostře diagonálně dominantńı: Např. v 1. řádku požadovaná nerovnost (|aii| >
∑

j 6=i |aij) neplat́ı,
tj. neplat́ı nerovnost 2 > 1 + | − 1|. Ve sloupci obdobně pro 1. sloupec. Matice tedy neńı ODD.

b) Je pro danou matici A Gaussova-Seidelova iteračńı metoda konvergentńı? Zd̊uvodněte!

Postačuj́ıćı podmı́nky (viz a)) pro konvergenci Gauss-Seidelovy iteračńı metody nejsou splněny.
Vyšetř́ıme tedy nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku, tj. ρ(UGS) < 1. Spektrálńı poloměr poč́ıtáme
pomoćı vlastńıch č́ısel matice UGS, což jsou také kořeny rovnice∣∣∣∣∣∣
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< 1.

Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka (ρ(UGS) < 1) konvergence Gauss-Seidelovy iteračńı metody je
splněna, metoda pro danou soustavu je konvergentńı.

c) Dále si soustavu rovnic přeṕı̌seme ve složkovém zápise z kterého vyjádř́ıme i-tou složku z i-té
rovnice. Tedy rovnice

2x1 + 1x2 − x3 = 5

1x1 + 2x2 + 1x3 = 3

1x1 + 1x2 − 2x3 = −1

uprav́ıme a doplńıme č́ısla iteraćı:
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Voĺıme X0 = (5, 3,−1), dosad́ıme do předchoźıch rovnic a spočteme

X1 = (0.5, 1.75, 1.625)T .



A2. Je dáno h > 0, D > 0 a Cauchyova úloha y′ = −6y, y(0) = D.

a) Pro y ∈ C2 užijeme Tayl. polynom s Lagrangeovým tvarem zbytku, tedy

y(x− h) = y(x)− hy′(x) +
y′′(ξ)

2!
h2︸ ︷︷ ︸

O(h2)

.

Vyjádř́ıme
y(x)− y(x− h)

h
+O(h) = y′(x)

Dále užit́ım toho, že y(x) je řešeńı Cauchyovy úlohy, tj.

y′(x) = f(x, y(x))

v předchoźım vztahu dostaneme (pro x = xn+1)

y(xn)− y(xn−1) = hf(xn, y(xn)) +O(h2).

Označ́ıme hodnoty aproximaćı yn ≈ y(xn), nahrad́ıme v přechoźı rovnici a zanedbáme O(h2).
Dostaneme vzorec pro implicitńı Eulerovu metodu

yn = yn−1 + hf(xn, yn)

nebo také
yn − hf(xn, yn) = yn−1.

b) Nejprve řešme temto př́ıklad pomoćı explicitńı Eulerovy metody. Dle zadáńı vid́ıme, že x0 = 0,
h > 0, y0 = D > 0. Pravá strana diferenciálńı rovnice je f(x, y) = −6y.

Hodnotu v bodě x1 tedy spočteme dle vzorce z a)

y1 = y0 + hf(x0, y0) = (1− 6h)y0 = (1− 6h)D,

a dále obdobně
y2 = y1 + hf(x1, y1) = (1− 6h)y1 = (1− 6h)2D,

a
y3 = y2 + hf(x2, y2) = (1− 6h)y2 = (1− 6h)3D.

Vid́ıme, že
yn = yn−1 + hf(xn−1, yn−1) = (1− 6h)yn−1

a obecně tedy máme
yn = (1− 6h)nD.

c) Užit́ım implicitńı Eulerovy metody:

Obdobně jako v b) poč́ıtáme implicitńı Eulerovou metodou (hodnoty aproximaćı označme zi,
z0 = D, x0 = 0, h > 0, y0 = D > 0). Vid́ıme, že

z1 − hf(x1, z1) = z0, → (1 + 6h)z1 = z0,

a tedy
z1 = (1 + Ah)−1D.



Obdobně dostaneme vztah pro
(1 + 6h)z2 = z1

a tedy
z2 = (1 + 6h)−2D.

Obecně

zn =
1

(1 + 6h)n
D.

A3. Je dána smı́̌sená úloha pro vlnovou rovnici

∂2u

∂t2
=

81

25

∂2u

∂x2
+ x t,

počátečńı a okrajové podmı́nky u(x, 0) = x2, ∂u
∂t

(x, 0) = 1− x2, u(−1, t) = 1, u(1, t) = 1
1+t2

.

a)

Poloha (u), Rychlost (ut)

Bod x = 0, t = 0: (−1)2 = 1 1− (−1)2 = 0
Bod x = 1, t = 0: 12 = 1

1+02
= ( 1

1+t2
)|t=0, 1− 12 = − 2·0

(1+02)2
= d

dt
( 1
1+t2

)|t=0

b) Zapǐste, jak se nahrad́ı derivace ∂2u
∂t2

a ∂2u
∂x2

v bodě P k
i při řešeńı dané rovnice explicitńım schématem.

Toto schéma odvod’te.
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dosad́ıme do vlnové rovnice
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i

τ 2
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i ),

vynásob́ıme τ 2, označ́ıme σ2 = 81τ2

25h2
a uprav́ıme

Uk+1
i = σ2Uk

i−1 + (2− 2σ2)Uk
i + σ2Uk

i+1 − Uk−1
i + τ 2f(P k

i ).

Na prvńı časové vrstvě: Dle Taylorova rozvoje máme na prvńı časové vrstvě

U1
i ≈ u(xi, t1) = u(xi, 0) +

∂u

∂t
(xi, 0)τ +O(τ 2)

a tedy po zanedbáńı O(τ 2) a s využit́ım počátečńıch podmı́nek

U1
i = x2i + τ · (1− x2i )

c) Stanovte přiblǐznou hodnotu řešeńı v bodě A = [0.8, 0.2] explicitńı metodou. Volte h = 0.2 a τ
maximálńı tak, aby explicitńı schéma bylo stabilńı.

Voĺıme h = 0.2. Pro stabilitu potřebujeme σ ≤ 1, respektive σ2 ≤ 1, tj.

81τ 2

25(0.2)2
≤ 1

nebo
9τ

5 · 0.2
≤ 1, τ ≤ τmax =

1

9
= 0.11.

Tedy aby nav́ıc bod A byl uzlem śıtě, voĺıme τ = 0.1. Nejprve si načrtneme śıt’ v oblasti:



0
x

t

A

DCB

E

x = 0.8

Pro část d) voĺıme krok h = 0.2 a τ = 0.1 ≤ τmax. Pro tuto volbu vyjde σ2 = 81
25

0.01
0.04

= 81
100

= 0.81,
budeme tedy poč́ıtat podle vzorce

Uk+1
i = 0.81Uk

i+1 + 0.38Uk
i + 0.81Uk

i−1 − Uk−1
i + 0.01 fki .

Hodnotu v bodě A urč́ıme z hodnot v bodech, které si označ́ıme B = [0.6; 0.1], C = [0.8; 0.1] a
D = [1; 0.1]. Bod D lež́ı na hranici, tedy

UD =
1

1 + 0.01
=̇0.99.

Body B,C lež́ı v prvńı časové vrstvě, tedy přibližné hodnoty UB, UC urč́ıme užit́ım náhrady na
prvńı časové vrstvě.

UB = u(0.6, 0) + 0.1
∂u

∂t
(0.6, 0) = 0.62 + 0.1(1− 0.62) = 0.424,

UC = u(0.8, 0) + 0.1
∂u

∂t
(0.8, 0) = 0.82 + 0.1(1− 0.82) = 0.676,

Budeme dále ještě potřebovat hodnotu v bodě E = [0.8, 0], který lež́ı v nulté časové vrstvě a
hodnota aproximace je dána počátečńı podmı́nkou, tj. UE = u(E) = 0.82 = 0.64. Užit́ım vzorce
pro explicitńı schéma dostáváme hodnotu aproximace v bodě A

u(0.8, 0.2) ≈ UA = 0.81UB + 0.38UC + 0.81UD − UE + 0.01 · f(C),

kde hodnota f(C) = 0.8 · 0.1 (rozmyslete si proč je funkce f vyč́ıslena právě v bodě C). Tedy

UA=̇0.763.

A4.
∂u

∂t
=

1

5

∂2u

∂x2
+ xt, u(x, 0) = x− x2, u(0, t) = 0, u(1, t) = 0,



a) Nejprve Taylor̊uv polynom s Lagrangeovým tvarem zbytku

y(x+ h) = y(x) + y′(x)h+
1

2
y′′(x)h2 +

1

3!
y′′′(x)h3 +

1

4!
y′′′′(ξ)h4︸ ︷︷ ︸
O(h4)

.

y(x− h) = y(x)− y′(x)h+
1

2
y′′(x)h2 − 1

3!
y′′′(x)h3 +O(h4)

Sečteńım
y(x− h) + y(x+ h)− 2y(x) = y′′(x)h2 +O(h4).

Tedy

y′′(x) =
y(x− h)− 2y(x) + y(x+ h)

h2
+O(h4).

b) Ověř́ıme, pro jakou volbu τ bude explicitńı schéma stabilńı. Je dán prostorový krok h = 0.25. Pro
stabilitu máme podmı́nku

σ =
1

5

τ

0.252
≤ 1

2
, tedy τ ≤ 5

32
= τmax.

Voĺıme tedy τ = 0.1, aby bod A byl uzlem śıtě.

c) Nejprve si nakresĺıme obrázek:

t = 0.1

x = 0.5x = 0.25

A

DCB

x = 0

Pro h = 0.25 a τ = 0.1 je σ = 0.32, tedy poč́ıtáme

UA = 0.32UB + 0.36UC + 0.32UD + 0.1 · (0.25 · 0.1),

kde hodnoty UC , UD jsou hodnoty na prvńı časové vrstvě, hodnota UB = 0 dle okrajové podmı́nky.
Dále

UC = 0.32(0) + 0.36(0.1875) + 0.32 · 0.25 + 0.1 · (0.25 · 0) = 0.1475.

UD = 0.32(0.1875) + 0.36(0.25) + 0.32 · 0.1875 + 0.1 · (0.5 · 0) = 0.21.

Hodnota
UA = 0.32 · 0 + 0.36 · 0.1475 + 0.32 · 0.21 + 0.1 · (0.25 · 0.1) = 0.1228.



Numerická matematika B – 11.6. 2015

B1.

a) Matice je ostře diagonálně dominantńı (pro řádky ne, nebot’ v druhém řádku
neplat́ı 2 > 1 + | − 1|).
Ve sloupćıch ale ano:

1. sloupec 5 > 1 + 1

2. sloupec 2 > 1 + 0

3. sloupec 4 > | − 2|+ | − 1|

Matice neńı symetrická, tedy neńı SPD (pozitivńı definitnost již tedy nevyšetřujeme).

b) Gauss-Seidelova metoda je konvergentńı, nebot’ dle a) je matice ODD.

Iterace poč́ıtáme dle

x
(k+1)
1 =

1

5

(
2− 1 · xk2 + 2 · xk3

)
x
(k+1)
2 =

1

2

(
1− 1 · xk+1

1 + 1 · xk3
)

x
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3 =

1

4

(
−1− xk1

)
Tedy z počátečńı iterace X(0) = B dostaneme iteraci X(1)

X(0) =

 2
1
−1

 , → X(1) =

 −0.2
0.1
−0.2

 .

c)

X(1) −X(0) =

 −2.2
−0.9
−1.2

 , ‖X(1) −X(0)‖∞ = 2.2.

B2.

a) Rovnice je lineárńı, nemuśıme tedy vyšetřovat parciálńı derivace dle y, y′ a y′′.
Stač́ı spojitost koeficient̊u, která je splněna pokud x 6= 0. Vzhledem k poč.
podmı́nce zadané pro x = −3 je tedy I = (−∞, 0)

b)
z1 = y,
z2 = y′,
z3 = y′′

z′1 = z2,
z′2 = z3,
z′3 = 2 z2

x2 ,

z1(−3) = 1
z2(−3) = 1
z3(−3) = 1



c) Vid́ıme: x0 = −3, h = 1, Z(0) =

 1
1
1

.

f(x, Z) =

 z2,
z3,
2 z2
x2 ,

 Z = (z1, z2, z3)
T .

Poč́ıtáme

k1 = f(x0, Z
(0)) =

 1
1
2
9


Zpom = Z(0) +

1

2

 1
1
2
9

 =

 1.5
1.5
10
9


k2 = f(x0 + h/2, Zpom) =

 1.5
10
9

0.48


Z(1) = Z(0) + hk2 =

 1
1
1

+ 1

 1.5
10
9

0.48

 =

 2.5
2.11
1.48


B3.

a) Podmı́nky souhlasu:

Poloha (u), Rychlost (ut)

Bod x = 0, t = 0: x|x=0 = t|t=0, 1− 0 = 1
Bod x = 1, t = 0: 1 = 1, 1− 1 = 0

b) Podmı́nka stability pro h = 0.25 a τ = 0.2:

σ2 =
τ 2

h2
=

0.04

0.252
= 0.64.

c) Nakresĺıme si obrázek:



t = 0.1

t = 0

x = 1

t = 0.2

x = 0.8

A

DCB

E

Hodnota UE = 0.75 je dána počátečńı podmı́nkou (nultá vrstva) a hodnota UD = 1
je dána okrajovou podmı́nkou. Hodnoty na prvńı časové vrstvě spočteme (náhrada
na 1. časové vrstvě)

UB = 0.5 + 0.2 · (1− 0.5) = 0.6,

UC = 0.75 + 0.2 · (1− 0.75) = 0.8.

Urč́ıme přiblǐznou hodnotu řešeńı v bodě A[0.75, 0.4].

UA = σ2UB + (2− 2σ2)UC + σ2UD − UE + τ 2f(C),

tedy

UA = 0.64 · (0.6) + 0.82 · (0.8) + 0.64 · (1)− (0.75) + 0.22 · (0.75 · 0.2) = 0.936

B4.

a) Nejprve si nakresĺıme obrázek:

A B

C D

Q

P



regulárńı uzly: A = [0.5, 0.5], C = [0.5, 1]

neregulárńı: B,D,

hraničńı: Q = [1.2, 0.5], P = [1.2, 1]

b) Nejprve sestav́ıme rovnice v regulárńıch uzlech (okrajová podmı́nka 1, pravá
strana 2x− y)

4UA − UB − UC − (1)− (1) = 0.52(2 · 0.5− 0.5),

4UC − UA − UD − (1)− (1) = 0.52(2 · 0.5− 1),

a dále pak v uzlech neregulárńıch

1.4UB − 0.4UA = 1.

1.4UD − 0.4UC = 1.


