
Numerická matematika A – 22.5.2015

A1.

a) Vlastńı č́ısla λk matice UJ se poč́ıtaj́ı jako kořeny rovnice det(L+λD+U) = 0, nebot’ jak snadno
ověř́ıme plat́ı

det(UJ − λE) = det(−D−1(L+ U)− λD−1D) = det(−D−1) det((L+ U + λD).

Spektrálńı poloměr pak je největš́ı absolutńı hodnota ze všech těchto vlastńıch č́ısel, ρ(UJ) =
max |λk|.

b) A je ODD pokud bud’ pro všechna i plat́ı |aii| >
∑

j 6=i aij nebo pro všechna i plat́ı |aii| >
∑

j 6=i aji.

Daná matice neńı ODD, nebot’ v druhém řádku/sloupci požadovaná nerovnost neńı splněna.

c) Nejprve rozhodneme, zda je Jacobiova metoda pro danou soustavu rovnic konvergentńı. Postačuj́ıćı
podmı́nka vzhledem k b) neńı splněna, zjist́ıme tedy, zda je splněna nutná a postačuj́ıćı podmı́nka:
ρ(UJ) < 1. Vlastńı č́ısla matice UJ poč́ıtáme postupem dle a). Tedy

det
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 = 32λ3 − 4λ+ 8λ = 0

Kořeny jsou λ1 = 0, a komplexńı λ2,3 v absolutńı hodnotě splňuj́ı |λ2,3| =
√

1
8
< 1, tedy ρ(UJ) < 1.

Tedy Jacobiova metoda je konvergentńı nebot’ nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro jej́ı konvergenci
je splněna.

Dále si soustavu rovnic přeṕı̌seme ve složkovém zápise z kterého vyjádř́ıme i-tou složku z i-té
rovnice. Tedy rovnice

4x1 − 2x2 + 0x3 = 2

1x1 + 2x2 + 1x3 = −2

0x1 + x2 + 4x3 = 1

uprav́ıme a doplńıme č́ısla iteraćı:
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Voĺıme X0 = (2,−2, 1), dosad́ıme do předchoźıch rovnic a spočteme
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A2.



a) Ze vztahu daném v zadáńı vyjádř́ıme y(x+ h)

y(x+ h) = y(x) + hy′(x+ h/2) + hO(h2),

kde použijeme předpoklad, že funkce y(x) je řešeńı Cauchyovy úlohy, tedy

y′(x+ h/2) = f(x+ h/2, y(x+ h/2)),

a kam dosad́ıme za y(x+ h/2) dle Taylora rozvoje

y(x+ h/2) ≈ y(x) +
h

2
y′(x) = y(x) +

h

2
f(x, y(x)) +O(h2).

Tedy pro x = xn, y(xn) ≈ yn a zanedbáńım O(h2) dostaneme jednokrokovou Collatzovu metodu

yn+1 = yn + hf(xn + h/2, yn + h/2f(xn, yn)).

b) X(0) =

(
1
0

)
, t0 = 0, h = 1,

k1 = f(t0, X
(0)) =

(
−2 4
−4 −2

)(
1
0

)
=

(
−2
−4

)
,

Xpom = X(0) +
h

2
k1 =

(
1
0

)
+ 0.5

(
−2
−4

)
=

(
0
−2

)
,

k2 = AXpom =

(
−2 4
−4 −2

)(
0
−2

)
=

(
−8

4

)
,

X(1) = X(0) + 1k2 =

(
1
0

)
+ 1

(
−8

4

)
=

(
−7

4

)
c) Vlastńı č́ısla matice A źıskáme jako řešeńı charakteristické rovnice∣∣∣∣ −2− λ 4

−4 −2− λ

∣∣∣∣ = (−2− λ)2 + 16 = λ2 + 4λ+ 20 = 0

tedy řeš́ıme kvadratickou rovnici se záporným diskriminantem D = 16 − 80 = −64 a dostaneme
komplexńı kořeny

λ1,2 =
−4± i

√
64

2
= −2± 4i.

Reálný fundamentálńı systém dané ODR pak źıskáme jako reálnou a imaginárńı část z

e(−2+4i)tV = e−2t(cos(4t) + i sin(4t))V ,

kde V je konstantńı (komplexńı) vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu −2 + 4i. Vid́ıme, že
řešeńı záviśı na čase pomoćı funkćı sin a cos s frekvenćı f = 4/(2π) = 2/π a tedy periodou
T = 1/f = π/2 ≈ 1.57. Krok h = 1 je tedy vzhledem k velikosti periody rozhodně př́ılǐs velký.

A3. Je dána Dirichletova okrajová úloha pro Poissonovu rovnici

−4u = 2x+ y

v oblasti Ω ⊂ R2 dané jako vnitřek čtyřúhelńıku [0; 0], [2; 0], [0; 1.5], [1.5; 1.5]. Na hranici oblasti ∂Ω je
daná okrajová podmı́nka u(x, y) = x+ y .



a) Dle Taylorova rozvoje máme

y(xi + h) = y(xi) + h y′(xi) +
1

2
h2y′′(xi) +

1

3!
h3y′′′(xi) +O(h4),

y(xi − h) = y(xi)− h y′(xi) +
1

2
h2y′′(xi)−

1

3!
h3y′′′(xi) +O(h4),

Sečteńım obou rovnost́ı pro dostáváme vztah

y(xi + h)− 2y(xi) + y(xi − h) = h2y′′(xi) +O(h4),

z kterého y′′(xi) již vyjádř́ıme.

b)

4u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

Dále dle a) dostáváme v bodě Pi,j = [xi, yj]

∂2u

∂x2
(xi, yj) =

u(xi + h, yj)− 2u(xi, yj) + u(xi − h, yj)
h2

+O(h2) ≈ Ui+1,j − 2Ui,j + Ui−1,j

h2

a obdobně

∂2u

∂y2
(Pij) ≈

u(xi, yj + h)− 2u(xi, yj) + u(xi, yj − h)

h2
+O(h2) ≈ Ui,j+1 − 2Ui,j + Ui,j−1

h2
,

kde Uij jsou hodnoty aproximaćı řešeńı u(Pi,j), tj. Ui,j ≈ u(Pi,j). Dosazeńım těchto vyjádřeńı do
vyjádřeńı 4u v regulárńım uzlu Pi,j dostáváme

h24u|Pi,j
≈ Ui+1,j + Ui,j+1 − 4Ui,j + Ui,j−1 + Ui−1,j

a tedy náhradu rovnice −4u = f v regulárńım uzlu (fi,j = f(Pi,j))

−Ui+1,j − Ui,j+1 + 4Ui,j − Ui,j−1 − Ui−1,j = fi,j.

c) Nejprve si nakresĺıme obrázek:

A B C

D E F

Q



Sestav́ıme rovnice na př́ımce y = 1 postupně zleva do prava, v hraničńıch uzlech rovnou dosazujeme
Dirichletovu okrajovou podmı́nku (x+ y), tedy nejprve v regulárńıch uzlech

4UD − UE − UA − (0 + 1)− (0.5 + 1.5) = 0.52 · (2 · 0.5 + 1),

4UE − UD − UF − UB − (1 + 1.5) = 0.52 · (2 · 1 + 1),

a následně v uzlu F - neregulárńım užijeme náhrady (1 + δ)UN − δUR = ϕ(Q), kde δ źıskáme ze
souřadnic hraničńıho uzlu Q = [1.5 + 1

3
h; 1], tj. δ = 1/3. Tedy

(1 +
1

3
)UF −

1

3
UE = (1.5 +

1

6
) + 1.

A4. V oblasti QT = {[x, t] : x ∈ (1, 5), t ∈ (0, T )} je zadána smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
= 0.5

∂2u

∂x2
+ x+ 2t, u(x, 0) = 4x, u(1, t) = 4 + 3t, u(5, t) = 2t+ 20,

a) Užijeme náhrady

∂u

∂t
(P k

i ) =
u(xi, tk+1)− u(xi, tk)

τ
+O(τ) ≈ Uk+1

i − Uk
i

τ

a
∂2u

∂x2
(P k

i ) =
u(xi−1, tk)− 2u(xi, tk) + u(xi+1, tk)

h2
+O(h2) ≈

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
,

kde opět Uk
i ≈ u(P k

i ) = u(xi, tk). Dosad́ıme do dané rovnice

Uk+1
i − Uk

i

τ
= 0.5

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+ (xi + 2tk),

kterou vynásob́ıme τ , označ́ıme σ = 0.5τ/h2 a uprav́ıme:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ(xi + 2tk).

Podmı́nka stability je σ ≤ 1
2
.

b) Nejprve podmı́nky souhlasu

V bodě x = 1, t = 0 je podmı́nka splněna: 4 · 1 = 4 + 3 · 0,

V bodě x = 5, t = 0 je podmı́nka splněna: 4 · 5 = 2 · 0 + 20.

Následně ověř́ıme, zda schéma je stabilńı pro volbu prostorového kroku h = 1 a časového kroku
τ = 0.5, tedy

σ =
0.5 · 0.5

12
= 0.25 ≤ 1

2

c) Nejprve si nakresĺıme obrázek:



x = 5

t = 0.5

x = 4x = 3

A

B C D

Pro h = 1 a τ = 0.5 je σ = 0.25, tedy poč́ıtáme

UA = 0.25UB + 0.5UC + 0.25UD + 0.5 · (4 + 0),

kde hodnoty UB, UC , UD jsou hodnoty na prvńı časové vrstvě, tj. jsou dány počátečńı podmı́nkou
(4x).

UB = 4 · 3 = 12, UC = 4 · 4 = 16, UD = 4 · 5 = 10.

Tedy hodnota UA

UA = 8 + 8 + 0.5 · (4 + 0) = 18.



Numerická matematika B – 22.5. 2015

B1.

a) Matice je ostře diagonálně dominantńı (pro řádky ne, nebot’ v druhém řádku neplat́ı 2 > | − 1|+
| − 2|).
Ve sloupćıch ano:

1. sloupec 5 > 1 + | − 2|
2. sloupec 3 > 1 + | − 1|
3. sloupec 2 > 0 + 1

b) Matice neńı symetrická, pozitivńı definitnost již nevyšetřujeme.

c) Gauss-Seidelova metoda je konvergentńı, nebot’ dle a) je matice ODD.

Iterace poč́ıtáme dle
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Tedy z počátečńı iterace X(0) = B dostaneme iteraci X(1)

X(0) =

 2
1
−1

 , → X(1) =

 0.4
0.2

0

 .

B2.

a) rovnice je lineárńı, dané funkce jsou spojité všude, tedy I = (−∞,∞)

b) Výpočet Collatz:
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B3.

a) Nejprve podmı́nky souhlasu

V bodě x = -1, t = 0 je podmı́nka splněna: 2 · (−1) + 2 = 0,

V bodě x = 1, t = 0 je podmı́nka splněna: 2 · 1 + 2 = 4− 0.



b) Explicitńı schéma je dáno vzorcem:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τfk
i

Podmı́nka stability

σ =
pτ

h2
≤ 1

2
,

v našem př́ıpadě

σ =
2 · 0.01(

1
4

)2 = 16 · 0.02 = 0.32 ≤ 1

2
.

Tedy explicitńı schéma je stabilńı.

c) Nejprve si nakresĺıme obrázek:

t = 0.01

x = 0.5x = 0.25

A

B C D

x = 0.75

Hodnotu v bodě A poč́ıtáme dle vzorce

UA = 0.32(UB + UD) + 0.36UC + 0.01f(C),

kde hodnoty v bodech B, C, D nulté časové vrstvy jsou dány počátečńı podmı́nkou (2x+2), tedy

UB = 2 · 0.25 + 2 = 2.5,

UC = 2 · 0.5 + 2 = 3,

UD = 2 · 0.75 + 2 = 3.5.

Dosazeńım dostáváme

UA = 0.32(2.5 + 3.5) + 0.36 · 3 + 0.01 · 4 · 0.5 = 1.92 + 1.08 + 0.02 = 3.02.

B4.

a) Nejprve si nakresĺıme obrázek:



A B C

Q

regulárńı: A = [1, 1], B = [2, 1],

neregulárńı: C = [3, 1],

hraničńı: Q = [3.25, 1], P = [0, 1]

b) Nejprve sestav́ıme rovnice v regulárńıch uzlech (okrajová podmı́nka 2− x, pravá strana 2x+ y)

4UA − UB − (2− 0)− (2− 1)− (2− 1) = 12(2 · 1 + 1),

4UB − UA − UC − (2− 2)− (2− 2) = 12(2 · 2 + 1),

a dále pak v uzlech neregulárńıch

1.25UC − 0.25UB = (2− 3.25).


