
NMA Varianta A

1. Je dána soustava lineárńıch rovnic ~x = U~x+ ~v, kde

U =



−0.7 −0.5 −0.5

0 0.4 0
0.2 0 −0.45


 ~v =




3
2
−1


 .

a) Ukažte, že pro libovolnou matici U ∈ Rn×n plat́ı nerovnost ρ(U) ≤ ||U ||, kde ρ(U) je
spektrálńı poloměr matice U .

b) Rozhodněte, zda je prostá iteračńı metoda pro zadanou soustavu konvergentńı. V kladném
p̌ŕıpadě spoč́ıtejte prvńı dvě iterace p̌ri volbě x(0) = ~0.

c) Užit́ım vzorce

||x∗ − x(k)|| ≤ ||U ||k
1− ||U || ||x

(1) − x(0)||

odhadněte chybu ||x∗ − x(2)||1, kde x∗ je p̌resné řešeńı zadané soustavy rovnic.

2. Je dána Cauchyova úloha

y′′ + 2y′ + 5y = x, y(0) = 1, y′(0) = 0.

a) Užit́ım Taylorova rozvoje dokažte, že plat́ı vzorec

y′(x+ h/2) =
y(x+ h)− y(x)

h
+O(h2).

b) Zadanou rovnici druhého řádu p̌reved’te na soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho
řádu.

c) Zvolte krok h = 1 a určete p̌ribližnou hodnotu y′(1) pomoćı Collatzovy metody.

3. Je dána okrajová úloha pro obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu v samoadjungovaném
tvaru

−(2y′)′ + xy = 2x− 1, y(1) = −2, y(3) = 1

a) Ově̌rte, zda jsou splněny postačuj́ıćı podḿınky existence a jednoznačnosti řešeńı dané úlohy.

b) Sestavte soustavu rovnic, která vznikne diskretizaćı dané úlohy na śıti s krokem h = 0.5.

c) Zapǐste vzniklou soustavu rovnic v maticovém tvaru a rozhodněte, zda ji lze řešit pomoćı
Jacobiho iteračńı metody.

4. Je dána sḿı̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
+ 4x

s počátečńı podḿınkou u(x, 0) = 2x+2 pro x ∈< −1, 1 > a okrajovými podḿınkami u(−1, t) =
0, u(1, t) = 4− t pro t ≥ 0.

a) Ově̌rte, že jsou splněny podḿınky souhlasu.

b) Zapǐste, jak se nahrad́ı parciálńı derivace ∂u
∂t , ∂2u

∂x2 v bodě Pn+1
i p̌ri řešeńı rovnice vedeńı tepla

pomoćı implicitńıho schématu. Toto schéma odvod’te!

c) Volte prostorový krok h = 0.5 a časový krok τ = 0.1 a sestavte śıt’ové rovnice pro řešeńı úlohy
v prvńı časové vrstvě pomoćı implicitńı metody. Lze výslednou soustavu rovnic řešit pomoćı
Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody? (odpověd’ zdůvodněte)



NMA Varianta B

1. Je dána soustava lineárńıch rovnic A~x = ~b, kde

A =




5 1 −2
1 2 −1
1 0 4


 ~b =




2
1
−1


 .

a) Ukažte, že danou soustavu rovnic lze řešit Jacobiho iteračńı metodou.

b) Zvolte x(0) = ~b a spoč́ıtejte prvńı iteraci pomoćı Jacobiho metody.

c) Spoč́ıtejte řádkovou normu ||~x(1) − ~x(0)||∞.

2. Je dána Cauchyova úloha
Y ′ = AY, Y (0) = Y0,

kde

A =

(
1 −1
−4 1

)
Y0 =

(
0
4

)
.

a) Určete spektrálńı poloměr matice A.

b) Zvolte krok h = 0.1 a určete p̌ribližnou hodnotu řešeńı Y (0.2) pomoćı explicitńı
Eulerovy metody.

3. Je dána Dirichletova úloha pro Poissonovu rovnici

−∆u = 4

na oblasti Ω = {[x, y] ∈ E2 : 0 < x < 1.5, 0 < y < 1.5}, kde na hranici je p̌redepsána
okrajová podḿınka u(x, y) = 2xy.

a) Nakreslete zadanou oblast a śıt’ s krokem h = 0.5. Dále napǐste počet regulárńıch a
neregulárńıch uzl̊u śıtě a tyto vyznačte v obrázku oblasti.

b) Sestavte śıt’ové rovnice, které vzniknou diskretizaćı dané úlohy pomoćı metody śıt́ı s
krokem h = 0.5.

c) Zapǐste vzniklou soustavu rovnic v maticovém tvaru a rozhodněte, zda ji lze řešit
Jacobiho, nebo Gaussovou-Seidelovou iteračńı metodou.

4. Je dána sḿı̌sená úloha pro vlnovou rovnici

∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
+ x− 2t,

počátečńı podḿınky u(x, 0) = x a ∂u
∂t (x, 0) = x2, x ∈< 0, 1 >

a okrajové podḿınky u(0, t) = 0 a u(1, t) = t+ 1, t ≥ 0.

a) Ově̌rte, zda jsou splněny podḿınky souhlasu.

b) Volte prostorový krok h = 0.2, časový krok τ = 0.1 a ově̌rte, zda je splněna podḿınka
stability pro explicitńı metodu.

c) Vypoč́ıtejte p̌ribližnou hodnotu řešeńı u(0.4, 0.2) pomoćı explicitńı metody s kroky h
a τ z bodu b). Pro výpočet hodnot v prvńı časové vrstvě použijte náhradu druhého
řádu.


