
Numerická matematika A – 29.5.2018
A1. Je dána soustava nelineárńıch rovnic

x2 − y2 − 1 = 0

arctg x− y = 0

a) Určete graficky přibližnou polohu kořen̊u soustavy.

b) Pro obecnou soustavu nelineárńıch rovnic f(x, y) = 0, g(x, y) = 0 odvod’te soustavu rovnic pro
výpočet nového přibĺıžeńıXm+1 = [xm+1, ym+1] Newtonovou iteračńı metodou, znáte-liXm = [xm, ym].

c) Zvolte X(0) = [0, 2] a Newtonovou metodou spočtěte X(1).

A2. Je dána Cauchyova úloha pro soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic

y′1 = −y21 + 2y2 +
√
x, y1(1) = 2

y′2 =
√
y1y2, y2(1) = 2

a) Určete oblast existence a jednoznačnosti řešeńı dané úlohy.
Uved’te postačuj́ıćı podmı́nky, které jste ověřili.

b) Volte h = 0.1 a určete hodnotu aproximace řešeńı Y (1.2) =

(
y1(1.2)
y2(1.2)

)
užit́ım Eulerovy metody.

c) Volte h = 0.2 a určete hodnotu aproximace řešeńı Y (1.2) užit́ım Collatzovy metody.

d) Vysvětlete pojem jednokroková metoda pro obyčejnou diferenciálńı rovnici y′ = f(x, y).
Zapǐste vzorec pro výpočet aproximace y(xn+1). Vysvětlete užité značeńı. Uved’te aspoň jeden př́ıklad
jednokrokové metody druhého řády přesnosti (uved’te př́ıklad př́ır̊ustkové funkce).

A3. Je dána smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
+ tx v oblasti Ω = {[x, t] : x ∈ (0, 2), t > 0} ,

u(x, 0) =
6

1 + x
pro x ∈ 〈0, 2〉, u(0, t) =

12

2 + t
, u(2, t) = 3− 1

1 + t
pro t ≥ 0.

a) Ověřte splněńı podmı́nek souhlasu pro danou úlohu.

b) Uved’te, jak se v dané rovnici nahrad́ı př́ıslušné parciálńı derivace v bodě P k+1
i = [xi, tk+1] pro

implicitńı schéma výpočtu hodnot aproximaćı na (k + 1)-ńı časové vrstvě z hodnot na k−té časové
vrstvě. Implicitńı schéma odvod’te. Stručně vysvětlete význam všech symbol̊u.

c) Volte prostorový krok h = 1
2

a časový krok τ = 1 a sestavte rovnice pro řešeńı úlohy v 1. časové
vrstvě použit́ım implicitńıho schématu. Uved’te, zda je splněna podmı́nka stability schématu.

A4. Je dána Dirichletova okrajová úloha pro Poissonovu rovnici

−∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 4x− y v oblasti Ω = {[x, y] ∈ R2 : x ∈ (0, 1.5), y < 0, 3y − x+ 6 > 0},

na hranici oblasti ∂Ω pro u(x, y) plat́ı okrajová podmı́nka: u(x, y) = 3− x .

a) Rozepǐste, jak se v regulárńım uzlu Pi,j = [xi, yj] nahrad́ı parciálńı derivace v zadané úloze, a odvod’te
náhradu dané rovnice metodou śıt́ı v regulárńım uzlu Pi,j. Vysvětlete všechny použité symboly.

b) Volte krok h = 0.5 a śıt’ tak, aby bod [0, 0] byl uzlem śıtě. Sestavte śıt’ové rovnice.
V neregulárńıch uzlech užijte lineárńı interpolaci.

c) Užit́ım Taylorova rozvoje funkce z = z(x), z ∈ C4(I), se středem v bodě xi vyjádřete hodnoty funkce
z(xi ± h). Odvod’te náhradu z′′(xi) pomoćı hodnot z(xi + h), z(x) a z(xi − h) a zapǐste, jaké chyby
se dopust́ıte.



Numerická matematika A – 29.5.2018
A1. Je dána soustava nelineárńıch rovnic

x2 − y2 − 1 = 0

arctg x− y = 0

a) Určete graficky přibližnou polohu kořen̊u soustavy.

b) Pro obecnou soustavu nelineárńıch rovnic f(x, y) = 0, g(x, y) = 0 odvod’te soustavu rovnic pro
výpočet nového přibĺıžeńıXm+1 = [xm+1, ym+1] Newtonovou iteračńı metodou, znáte-liXm = [xm, ym].

c) Zvolte X(0) = [0, 2] a Newtonovou metodou spočtěte X(1).

A2. Je dána Cauchyova úloha pro soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic

y′1 = −y21 + 2y2 +
√
x, y1(1) = 2

y′2 =
√
y1y2, y2(1) = 2

a) Určete oblast existence a jednoznačnosti řešeńı dané úlohy.
Uved’te postačuj́ıćı podmı́nky, které jste ověřili.

b) Volte h = 0.1 a určete hodnotu aproximace řešeńı Y (1.2) =

(
y1(1.2)
y2(1.2)

)
užit́ım Eulerovy metody.

c) Volte h = 0.2 a určete hodnotu aproximace řešeńı Y (1.2) užit́ım Collatzovy metody.

d) Vysvětlete pojem jednokroková metoda pro obyčejnou diferenciálńı rovnici y′ = f(x, y).
Zapǐste vzorec pro výpočet aproximace y(xn+1). Vysvětlete užité značeńı. Uved’te aspoň jeden př́ıklad
jednokrokové metody druhého řády přesnosti (uved’te př́ıklad př́ır̊ustkové funkce).

A3. Je dána smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
+ tx v oblasti Ω = {[x, t] : x ∈ (0, 2), t > 0} ,

u(x, 0) =
6

1 + x
pro x ∈ 〈0, 2〉, u(0, t) =

12

2 + t
, u(2, t) = 3− 1

1 + t
pro t ≥ 0.

a) Ověřte splněńı podmı́nek souhlasu pro danou úlohu.

b) Uved’te, jak se v dané rovnici nahrad́ı př́ıslušné parciálńı derivace v bodě P k+1
i = [xi, tk+1] pro

implicitńı schéma výpočtu hodnot aproximaćı na (k + 1)-ńı časové vrstvě z hodnot na k−té časové
vrstvě. Implicitńı schéma odvod’te. Stručně vysvětlete význam všech symbol̊u.

c) Volte prostorový krok h = 1
2

a časový krok τ = 1 a sestavte rovnice pro řešeńı úlohy v 1. časové
vrstvě použit́ım implicitńıho schématu. Uved’te, zda je splněna podmı́nka stability schématu.

A4. Je dána Dirichletova okrajová úloha pro Poissonovu rovnici

−∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 4x− y v oblasti Ω = {[x, y] ∈ R2 : x ∈ (0, 1.5), y < 0, 3y − x+ 6 > 0},

na hranici oblasti ∂Ω pro u(x, y) plat́ı okrajová podmı́nka: u(x, y) = 3− x .

a) Rozepǐste, jak se v regulárńım uzlu Pi,j = [xi, yj] nahrad́ı parciálńı derivace v zadané úloze, a odvod’te
náhradu dané rovnice metodou śıt́ı v regulárńım uzlu Pi,j. Vysvětlete všechny použité symboly.

b) Volte krok h = 0.5 a śıt’ tak, aby bod [0, 0] byl uzlem śıtě. Sestavte śıt’ové rovnice.
V neregulárńıch uzlech užijte lineárńı interpolaci.

c) Užit́ım Taylorova rozvoje funkce z = z(x), z ∈ C4(I), se středem v bodě xi vyjádřete hodnoty funkce
z(xi ± h). Odvod’te náhradu z′′(xi) pomoćı hodnot z(xi + h), z(x) a z(xi − h) a zapǐste, jaké chyby
se dopust́ıte.



Numerická matematika B – 29.5.2018
B1. Je dána soustava lineárńıch rovnic tvaru AX = B, kde

A =

 2 −1 1
1 2 −1
−1 1 2

 , B =

 2
1
3

 ,

a) Rozhodněte, zda pro danou soustavu rovnic konverguje Gaussova-Seidelova iteračńı metoda.

b) Rozhodněte, zda je pro danou soustavu rovnic Jacobiho iteračńı metoda konvergentńı.

c) Určete přibĺıžeńı X(1) užit́ım Jacobiho iteračńı metody při volbě X(0) = B.

B2. Je dána Cauchyova úloha

y′′ + y′ − y = x, y(2) = 1, y′(2) = 3

a) Danou diferenciálńı rovnici převed’te na soustavu diferenciálńıch rovnic.

b) Volte krok h = 0.4. Eulerovou explicitńı metodou určete přibližnou hodnotu řešeńı y(2.4) .

c) Volte krok h = 0.4. Collatzovou metodou určete přibližnou hodnotu y′(2.4).

B3. Je dána smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
+ 4x v oblasti Ω = {[x, t] : x ∈ (1, 2), t > 0} ,

u(x, 0) = 1 + x pro x ∈ 〈1, 2〉 a u(1, t) =
4

2 + 100t
, u(2, t) =

2

1 + t
+ 1 pro t ≥ 0.

a) Ověřte, zda jsou splněny podmı́nky souhlasu. Tyto podmı́nky uved’te.

b) Zapǐste vzorec pro explicitńı schéma a podmı́nku jeho stability.
Ověřte, zda je pro volbu h = 0.25 a τ = 0.01 splněna.

c) Určete přibližnou hodnotu řešeńı v bodě A[1.25, 0.02] užit́ım explicitńıho schématu.
Volte krok h a τ dle b).

B4. Je dána okrajová úloha pro Poissonovu rovnici, tedy

−4u = x2 − y2

v oblasti tvořené čtyřúhelńıkem s vrcholy [0, 0], [3, 0], [3, −4], [0, −3],
kde na hranici je předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka u(x, y) = 2x.

a) Je dán krok h = 1. Nakreslete oblast a śıt’ v této oblasti.
Vyznačte regulárńı, neregulárńı a hraničńı uzly.

b) Pro dané h sestavte śıt’ové rovnice v regulárńıch uzlech.

c) Sestavte śıt’ové rovnice v jednom z neregulárńıch uzl̊u. Užijte lineárńı interpolaci.



Numerická matematika B – 29.5.2018
B1. Je dána soustava lineárńıch rovnic tvaru AX = B, kde

A =

 2 −1 1
1 2 −1
−1 1 2

 , B =

 2
1
3

 ,

a) Rozhodněte, zda pro danou soustavu rovnic konverguje Gaussova-Seidelova iteračńı metoda.

b) Rozhodněte, zda je pro danou soustavu rovnic Jacobiho iteračńı metoda konvergentńı.

c) Určete přibĺıžeńı X(1) užit́ım Jacobiho iteračńı metody při volbě X(0) = B.

B2. Je dána Cauchyova úloha

y′′ + y′ − y = x, y(2) = 1, y′(2) = 3

a) Danou diferenciálńı rovnici převed’te na soustavu diferenciálńıch rovnic.

b) Volte krok h = 0.4. Eulerovou explicitńı metodou určete přibližnou hodnotu řešeńı y(2.4) .

c) Volte krok h = 0.4. Collatzovou metodou určete přibližnou hodnotu y′(2.4).

B3. Je dána smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
+ 4x v oblasti Ω = {[x, t] : x ∈ (1, 2), t > 0} ,

u(x, 0) = 1 + x pro x ∈ 〈1, 2〉 a u(1, t) =
4

2 + 100t
, u(2, t) =

2

1 + t
+ 1 pro t ≥ 0.

a) Ověřte, zda jsou splněny podmı́nky souhlasu. Tyto podmı́nky uved’te.

b) Zapǐste vzorec pro explicitńı schéma a podmı́nku jeho stability.
Ověřte, zda je pro volbu h = 0.25 a τ = 0.01 splněna.

c) Určete přibližnou hodnotu řešeńı v bodě A[1.25, 0.02] užit́ım explicitńıho schématu.
Volte krok h a τ dle b).

B4. Je dána okrajová úloha pro Poissonovu rovnici, tedy

−4u = x2 − y2

v oblasti tvořené čtyřúhelńıkem s vrcholy [0, 0], [3, 0], [3, −4], [0, −3],
kde na hranici je předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka u(x, y) = 2x.

a) Je dán krok h = 1. Nakreslete oblast a śıt’ v této oblasti.
Vyznačte regulárńı, neregulárńı a hraničńı uzly.

b) Pro dané h sestavte śıt’ové rovnice v regulárńıch uzlech.

c) Sestavte śıt’ové rovnice v jednom z neregulárńıch uzl̊u. Užijte lineárńı interpolaci.


