
VARIANTA 2004/1
1. Je dána Cauchyova úloha

(x+ 1)y′′ = xy′ + ln y, y(0) = 1, y′(0) = 2.

(a) Zapǐste oblast G, v ńıž jsou splněny podmı́nky existence a jednoznačnosti jej́ıho řešeńı.

(b) S krokem h = 0.2 určete užit́ım 1. modifikace Eulerovy metody přibližnou hodnotu y′(0.2) !

2. Je dána soustava lineárńıch rovnic tvaru AX = B, kde

A =




4 1 p+ 1
1 2 0
−1 0 2


 , B =




5
3
−1


 ,

(a) Pro které parametry p ∈ R nelze soustavu řešit Gauss-Seidelovou iteračńı metodou? (Určete
všechny takové hodnoty)

(b) Pro p = −2 určete X(1) touto metodou při volbě X(0) = B.

I. Dána smı́̌sená úloha

∂u

∂t
= 0.4

∂2u

∂x2
+ 3, u(x, 0) = 1 +

x

2
, u(−1, t) =

1

t+ 2
, u(1, t) =

3

t+ 2
,

(a) Ověřte podmı́nky souhlasu.

(b) Řešte metodou śıt́ı užit́ım explicitńı formule. Volte krok h a τ maximálńı tak, aby byla splněna
podmı́nka stability a bod A[0.7, 0.02] byl uzlem śıtě. Určete přibližnou hodnotu řešeńı v bodě A.

II. Je dána okrajová úloha 4u = 3 v oblasti tvořené čtyřúhelńıkem s vrcholy [0, 0], [2, 0], [0, 1.5], [1.5, 1.5]
na hranici u(x, y) = x+1

y+1 .

(a) Ukažte, že pro dostatečně hladkou funkci z = z(x) je výraz
1
h2 (z(x+ h)− 2z(x) + z(x− h)) aproximaćı z′′(x) druhého řádu přesnosti!

(b) Odvoďte diferenčńı schéma pro řešeńı okrajové úlohy metodou śıt́ı v regulárńım uzlu.

(c) Sestavte śı̌tové rovnice v uzlech śıtě lež́ıćıch na př́ımce y = 1 které vzniknou při řešeńı úlohy metodou
śıt́ı s krokem h=0.5. V neregulárńıch uzlech užijte lineárńı interpolaci.



Vysledky
1. k1 = (2, 0), YPOM = (1.2, 2), k2 = (2, 0.35) , Y (1) = (1.4, 2.07)

2. |UG| = 16λ3 − 2λ2 + 2λ2(p+ 1), pro |p| ≥ 4 GS nekonverguje.

X(1) = (1/4, 11/8,−3/8) = (0.25, 1.375,−0.375)

I. τ = 0.01, σ = 0.4,

UA = 0.4 · 1.33 + 0.2 · 1.38 + 0.4 · 1.43 + 4 · 0.01 = 1.41

II.



NMA

1. Dána CÚ

Y ′ =

(
x

x+1
+ y2

y1 · y2

)
Y (0) =

(
0
0

)

a) Zapǐste oblast existence a jednoznačnosti maximálńıho řešeńı dané Cauchyovy úlohy.

b) Volte krok h = 0.2 a spoč́ıtejte přibližnou hodnotu Y (0.4) pomoćı takové metody, která je druhého
řádu přesnosti.

2. Dána Dirichletova úloha ∆u = −4 na oblasti Ω s okrajovou podmı́nkou u = x ·y na hranici Ω . Oblast
Ω je omezená x = 0, x = 2, y = 0 a y = 2.

a) Volte krok h = 0.5, nakreslete oblast Ω, vyznačte všechny śıt’ové př́ımky. Vzniklé uzly oč́ıslujte a
označte všechny regulárńı i neregulárńı uzly.

b) Sestavte všechny śıt’ové rovnice, které dostanete při řešeńı dané úlohy metodou śıt́ı, tak aby schema
bylo druhého řádu přesnosti.

c) Odvod’te diferenčńı rovnici v obecném neregulárńım uzlu pomoćı lineárńı interpolace.

I. Je dána soustava Ax = b, kde

A =




1 p 0
−1 2 −1
0 p 4


 , b =




1
0
4




a) Pro jaké hodnoty parametru p ∈ R je matice A ODD? Kdy je symetrická a současně pozitivně
definitńı?

b) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro které je Gauss-Seidelova iteračńı metoda pro danou
soustavu konvergentńı.

c) Volte hodnotu p = −1 a X(0) = (1,−2, 1)T . Spočtěte pomoćı Gauss-Seidelovy iteračńı metody
X(1).

II. Dána smı́̌sená úloha
∂u
∂t
− 1

3
∂2u
∂x2 = 1 ,

u(x, 0) = ax+ b pro x ∈< 0, 1 >,
u(0, t) = e−t u(1, t) = 0 pro t ≥ 0.

a) Určete, pro které hodnoty a, b ∈ R jsou splněny podmı́nky souhlasu.

b) Volte krok h = 0.1. Která z voleb τ = 0.1, 0.05, 0.02 zaručuje stabilitu explicitńıho schématu?
(Zd̊uvodněte pro každou hodnotu)

c) Volte h = 0.1 a τ = 0.01 a spočtěte přibližnou hodnotu u(0.5, 0.02) pomoćı explicitńıho schematu.



ŘEŠENÍ

1. a) G = {[x, y1, y2] : x > −1}.
b) 1. modifikace Eulerovy metody

x = 0 Y 0 = (0, 0)T , k1 = (0, 0)T , YPOM = (0, 0),

k2 = (0.09, 0)T

→ Y1 = (0.018),0

x = 0.2 Y 1 = (0, 0.018)T , k1 = (0.166, 0)T , YPOM = (0.035, 0),

k2 = (0.231, 0)T

→ Y2 = (0.064,0)

b) 2. modifikace Eulerovy metody

x = 0 Y 0 = (0, 0)T , k1 = (0, 0)T , YPOM = (0, 0),

k2 = (0.16, 0)T

→ Y1 = (0.0166,0)

x = 0.2 Y 1 = (0.0166, 0)T , k1 = (0.166, 0)T , YPOM = (0.2, 0),

k2 = (0.2857, 0)T

→ Y2 = (0.0619,0)

2.

4U1 − U2 − U4 = 1 4U2 − U1 − U3 − U5 = 1

4U3 − U2 − U6 − 1 = 1 4U4 − U1 − U5 − U7 = 1

4U5 − U6 − U4 − U2 − U8 = 1 4U6 − U3 − U5 − U9 − 2 = 1

4U7 − U4 − U8 − U9 − 1 = 1 4U8 − U7 − U9 − U5 − 2 = 1

4U9 − U6 − U8 − 3− 3 = 1

3. a) Neńı ODD, p=-1 ... je symetrická, poz. def. ∆1 = 1 > 0,∆2 = 2− 1 > 0,∆3 = 8− 1− 4 > 0 → je.

b) ∆ = 8λ3 + λ2p+ 4λ2p, λ3 = − 5
8p,pouze pro |p| < 8/5 konvergentńı.

c)
X1 = (−1,0,1)T

4. a) a=-1, b=1

b)

h = 0.1, τ = 0.1 → σ = 3.33 >
1

2
nestabilńı

h = 0.1, τ = 0.05 → σ = 1.66 >
1

2
nestabilńı

h = 0.1, τ = 0.02 → σ = 0.66 >
1

2
nestabilńı

c) σ = 1
3

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
t=0 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3

t=0.01 0.61 0.51 0.41
t=0.02 0.52



VARIANTA 27/6/2006

1. Dána smı́̌sená úloha
∂u
∂t = 4∂2u

∂x2 + x ,

u(x, 0) = ax+ b pro x ∈< 0, 4 >,
u(0, t) = 2 + t u(4, t) = −2 pro t ≥ 0.

a) Určete, pro které hodnoty a, b ∈ R jsou splněny podmı́nky souhlasu.

b) Odvod’te śıt’ovou rovnici v regulárńım uzlu (k+1)-ńı časové vrstvy při řešeńı dané úlohy
implicitńı metodou.

c) Volte krok h a τ maximálńı tak, aby implicitńı metoda byla stabilńı a bod A = [1.0, 0.5]
byl uzlem śıtě. Sestavte rovnice implicitńıho schematu na prvńı časové vrstvě.

2. Je dána soustava Ax = b, kde

A =




1 p 0
−1 2 −1
0 p 4


 , b =




1
0
4




a) Pro jaké hodnoty parametru p ∈ R je matice A ODD? Zd̊uvodněte!

b) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro které je Jacobiho iteračńı metoda pro
danou soustavu konvergentńı.

c) Volte p = −1 a X(0) = (1,−2, 1)T . Spočtěte pomoćı Jacobiho iteračńı metody X(1).

3. Dána CÚ

y′′ +
3y′

x+ 2
+

y

x− 3
= 2x y(0) = 3, y′(0) = 0

a) Zapǐste interval existence a jednoznačnosti maximálńıho řešeńı dané Cauchyovy úlohy.

b) Volte krok h = 1.0 a spoč́ıtejte přibližné hodnoty y(1.0) a y′(1.0) pomoćı Collatzovy
metody.

4. Dána Dirichletova úloha −∆u = 1 na oblasti Ω s okrajovou podmı́nkou u = x · y na hranici
Ω . Oblast Ω je dána pomoćı x ≥ 0, y ≥ 0 a y ≤ 4− x2.

a) Odvod’te diferenčńı rovnici pro danou úlohu v obecném regulárńım uzlu a ukažte, že je
druhého řádu přesnosti.

b) Volte krok h = 0.5 a sestavte śıt’ové rovnice pro všechny uzly, které lež́ı na př́ımce
y = 0.5 tak, aby schéma bylo druhého řádu přesnosti.



ŘEŠENÍ

1. a) I = (−2, 3).

b) převod

Y ′ =

(
y2

2x− 3y2

x+2 −
y1

x−3

)
, Y (0) = (3, 0)T .

Řešeńı

x = 0 Y 0 = (3, 0)T , k1 = (0, 1)T , YPOM = (3, 0.5)T ,

k2 = (0.5, 1.6)T

→ Y1 = (3.5,1.6), y(1.0) ≈ 3.5, y′(1.0) ≈ 1.6.

2.

2

3

4 5 6

1 2 Q

0 2

4

y=4−x 4U1 − U2 − U4 − 0− 0 = 0.25

4U2 − U1 − U3 − U5 − 0 = 0.25

Q = [1.87, 0.5], δ = 0.74

1.74U3 − 0.74U2 = 0.935

3. a) Neńı ODD.

b) ∆ = 8λ3 + 5pλ, |λ2,3|2 =
∣∣ 5p
8

∣∣konvergentńı pro |p| < 8/5.

c)
X1 = (−1,1,0.5)T

4.

4

CBA

0

a) a=-1, b=2

c) h=1.0, τ = 0.5, σ = 2.0

5UA − 2UB − 5 = 1 + 0.5

5UB − 2UA − 2UC = 0 + 0.5 · 2
5UC − 2UB + 4 = −1 + 0.5 · 3



VARIANTA 149

1. Dána CÚ

y′′ +
y′

x+ 1
+
√
y = 2 y(0) = 9, y′(0) = 0

a) Zapǐste oblast existence a jednoznačnosti maximálńıho řešeńı dané Cauchyovy úlohy.

b) Volte krok h = 2.0 a spoč́ıtejte přibližné hodnoty y(2.0) a y′(2.0) pomoćı Collatzovy
metody.

2. Dána Dirichletova úloha ∆u = 1 na oblasti Ω s okrajovou podmı́nkou u = x+ y na hranici
Ω . Oblast Ω je dána jako čtyřúhelńık s vrcholy [0, 0][1.5, 0], [1, 1.5], [0, 1.5].

a) Ukažte, že pro u ∈ C4 je druhá centrálńı diference náhradou u′′ s přesnost́ı O(h2).

b) Odvod’te diferenčńı rovnici pro danou úlohu v obecném regulárńım uzlu.

c) Volte krok h = 0.5 a sestavte śıt’ové rovnice. V neregulárńıch uzlech užijte lineárńı
interpolaci.

3. Je dána soustava Ax = b, kde

A =




4 0 p− 1
0 2 1
1 0 2


 , b =




4
3
2




a) Pro jaké hodnoty parametru p ∈ R je matice A ODD? Zd̊uvodněte!

b) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R pro které je GS iteračńı metoda pro danou
soustavu konvergentńı.

c) Volte p = 2 a X(0) = (2, 1, 0)T . Spočtěte pomoćı GS iteračńı metody X(1).

4. Dána smı́̌sená úloha
∂u
∂t = ∂2u

∂x2 + 3 ,

u(x, 0) = ax+ b pro x ∈< 1, 4 >,
u(1, t) = 2 u(4, t) = 5 pro t ≥ 0.

a) Určete pro které hodnoty a, b ∈ R jsou splněny podmı́nky souhlasu.

b) Volte maximálńı krok h a τ tak, aby explicitńı metoda byla stabilńı a bod A = [2.0, 1.]
byl uzlem śıtě.

c) Spočtěte přibližnou hodnotu řešeńı v bodě A explicitńı metodou.



ŘEŠENÍ

1. a) x > −1, y > 0.

b) převod

Y ′ =

(
y2

2−√y1 − y2

x+1

)
, Y (0) = (9, 0)T .

Řešeńı

x = 0 Y 0 = (9, 0)T , k1 = (0,−1)T , YPOM = (9,−1)T ,

k2 = (−1,−0.5)T

→ Y1 = (7,−1), y(2.0) ≈ 7, y′(2.0) ≈ −1

2.

3 4

1 2

0 2

4U1 − U2 − U3 − 0.5− 0.5 = −0.25

4U2 − U1 − U4 − 1− 2 = −0.25

Q2 = [1.166, 1], δ = 0.66

Q1 = [1.33, 0.5], δ = 0.33

1.33U4 − 0.33U3 = 2.166

1.66U2 − 0.66U1 = 1.833

3. a) |p− 1| < 4

b) |p− 1| < 8

c)
X1 = (1,1.5,0.5)T

4.

41

A

B C D

a) a=1, b=1

b) h=1.0, τ = 0.5, σ = 0.5

c) σ = 0.5, UB = 2, UC = 4.5, UD = 5.5, UA = 5.25.



NMA

1. Dána C.Ú.

y′′ =
10

x+ 1
y +

10

2− xy
′, y(0) = 1, y′(0) = −1.

a) Zapǐste oblast existence a jednoznačnosti řešeńı dané úlohy.

b) Užit́ım Eulerovy metody s krokem h = 0.5 spoč́ıtejte y(1, 0) a y′(1, 0).

c) Užit́ım Collatzovy metody s krokem h = 0.5 spoč́ıtejte y(0, 5) a y′(0, 5).

2. Dána Dirichletova úloha ∆u = 10 na oblasti Ω s okrajovou podmı́nkou u(x, y) = x+y
na hranici ∂Ω. Oblast Ω je čtyřúhelńık s vrcholy [0; 0][14

10
; 0], [11

10
; 1], [0; 1].

(a) Ukažte, že pro dostatečně hladkou funkci z = z(x) je výraz
1
h2 (z(x+ h)− 2z(x) + z(x− h)) aproximaćı z′′(x) druhého řádu přesnosti!

(b) Volte krok h = 0.5. Zakreslete oblast a śıt’ s č́ıslováńım uzl̊u. Sestavte śıt’ové
rovnice pro danou úlohu ve všech regulárńıch uzlech.

(c) Sestavte śıt’ové rovnice pro danou úlohu ve všech neregulárńıch uzlech. Užijte
lineárńı interpolaci!

3. Dána smı́̌sená úloha
∂u
∂t

= 3∂2u
∂x2 + t+ x ,

u(x, 0) = ax+ b+ x2 − 5x+ 4 pro x ∈< 1, 4 >,
u(1, t) = 0 u(4, t) = 0 pro t ≥ 0.

(a) Ukažte, že pro dostatečně hladkou funkci z = z(x) je výraz
1
2h

(z(x+ h)− z(x− h)) aproximaćı z′(x) druhého řádu přesnosti!

(b) Určete hodnoty a, b ∈ R tak, aby byly splněny podmı́nky souhlasu. Volte ma-
ximálńı krok h a τ tak, aby explicitńı metoda byla stabilńı a bod A = [2; 0, 3]
byl uzlem śıtě.

(c) Spočtěte přibližnou hodnotu řešeńı v bodě A explicitńı metodou.

(a) Vysvětlete princip metody nejmenš́ıch čtvercu. Odvod’te soustavu normalńıch
rovnic pro polynom nejvýše 1. stupne a obecnou tabulku hodnot xi, yi, i =
0 . . . n.

Je dána tabulka hodnot

xi -1 0 1
yi 1.1 1.0 0.6

(b) Určete polynom p∗1 nejvýše 1. stupně, který ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u
nejlépe aproximuje danou tabulku hodnot.

(c) Určete polynom, který interpoluje danou tabulku hodnot.



1. CU:

(a) x 6= −1, x 6= 2.

(b) Eulerova metoda:
Y (0.5) ≈ (0.50000, 1.5)

Y (1.0) ≈ (1.25, 8.166)

(c) Collatzova metoda:
k1 = (−1.00000, 5)

Ypom = (0.75000, 0.25)

k2 = (0.25, 7.43)

Y (0.5) ≈ (0.25, 7.43)

2. Dirichletova uloha

(a)

(b) jediny regularni uzel (U1)

−4U1 + U2 + (0 + 0.5) + (0.5 + 0) + (1.0 + 0.5) = 0.52 10

(c) jediny neregularni uzel (U2)

Q = [1.25, 0.5], δ = 0.5

(1 + 0.5)U2 − 0.5U1 = (1.25 + 0.5)

3. Smisena uloha

41

A

B C D

(a)

(b) a = 0, b = 0, τ = 0.15, h = 1

(c) UC ≈ −0.8, UD ≈ −0.65,

UA ≈ 0.45 (0−0.65)+(1−0.9) (−0.8)+0.15 (2+0.15).

4. MNČ/Interpolace

(a)

(b) p∗1(x) = 0.9− 0.25x

(c) pINT (x) = 1− 0.25x− 0.85x2



ZKOUŠKA NMA

1. Je dána Cauchyova úloha

xy′′ + 5xy′ =
x

x− 2

√
y, y(1) = 4, y′(1) = 0.

(a) Zapǐste postačuj́ıćı podmı́nky zaručuj́ıćı existenci a jednoznačnost řešeńı dané Cauchyovy úlohy
a najděte oblast, kde jsou splněny.

(b) S krokem h = 0.2 určete přibližnou hodnotu y′(1.2) pomoćı Collatzovy metody(1. modifikace
Eulerovy metody).

2. Pro soustavu Ax = b, kde

A =




1 p 0
−1 2 −1
0 p 4


 , b =




1
0
4




a) Definujte pojem ostře diagonálně dominantńı (ODD) matice pro matici B = (bij) typu 3x3.
Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R pro které je zadaná matice A ODD!

b) Zapǐste nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro konvergenci Jacobiho metody. Určete všechny
hodnoty parametru p ∈ R, pro které je splněna.

c) Volte p = −1 a X(0) = (1,−2, 1)T . Spočtěte X(1) Jacobiho iteračńı metodou .

I. Je dána smı́̌sená úloha
∂2u

∂t2
=

1

9

∂2u

∂x2
+ xt

u(x, 0) = α+ βx,
∂u

∂t
(x, 0) = γ + δx pro x ∈ 〈0; 1〉

u(0, t) =
t

t+ 1
, u(1, t) =

−2t

t+ 1
pro t ∈ 〈0;∞)

(a) Zapǐste podmı́nky souhlasu a určete hodnoty α, β, γ, δ ∈ R tak, aby byly tyto podmı́nky byly
splněny.

(b) Odvod’te śıt’ovou rovnici pro řešeńı dané úlohy explicitńı metodou. Zapǐste podmı́nku pro
stabilitu schématu a ověřte jej́ı splněńı pro volbu h = 0.1 a τ = 0.1.

(c) Určete přibližnou hodnotu řešeńı v bodě [0.1; 0.2] explicitńı metodou. V prvńı časové vrstvě
užijte náhradu s chybou O(τ).

II. a) Zapǐste postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci řešeńı Dirichletovy úlohy pro obyčejnou diferenciálńı
rovnici v samoadjungovaném tvaru (t.j. −(p(x)y′)′ + q(x) = f(x) ).

b) Dána Dirichletova úloha

y′′ − 2y′ + (x− α)y = e2x, y(1) = 0, y(2) = 1.

Rovnici zapǐste v samoadjungovaném tvaru. Určete všechny hodnoty parametru α ∈ R, pro
které jsou uvedené podmı́nky (viz a) splněny

(c) Zapǐste rovnice pro řešeńı dané úlohy pomoćı metody śıt́ı. Pro h = 0.2 a α = 5 zapǐste 1.
rovnici (tj. v bodě x = 1.2) ze soustavy rovnic, která vznikne při řešeńı dané úlohy metodou
śıt́ı.



ŘEŠENÍ

1. a) x 6= 0, x 6= 2, y 6= 0 tedy G : 0 < x < 2, y > 0. b)

~f(x, (Y1, Y2)T ) = (Y2,−5Y2 +

√
Y1

x− 2
)T .

k1 = ~f(1, (4, 0)T ) = (0,−2)T , Ypom = (4,−0.2)

k2 = ~f(1.1; (4,−0.2)) = (−0.2, 1 +
2

−0.9
)T = (−0.2,−1.22)T , Y 1 = (3.96,−0.244)T .

2. a) (řádky - neńıODD, (sloupce obdobně))

1 > |p|, 2 > | − 1|+ | − 1|, 4 > |p|

b) det(. . . ) = λ(8λ2 + 5p)

λ1 = 0, |λ2,3|2 =
5|p|
8

< 1, p ∈ [−1.6, 1.6].

c)
X(1) = (−1, 1, 1/2)T .

I. a) α = 0, β = 0, γ = −3, δ = 1 b) σ = 1/3 c)

u(0.1, 0.2) ≈ 2(1− 1

9
)0.07 +

1

9
(

1

11
+ 0.04) + 0 + (0.1)2 0.1 0.1.

II. b) α ≥ 2, −(e−2xy′)′ − e−2x(x− α)y = −1
c)

−e−2×0.3Y 2 +
(
e−2×0.1 + e−2×0.3 + 0.22(5− 0.2)e−2×0.2

)
Y 1 − e−2×0.1 Y 0

︸︷︷︸
0

= 0.22 × (−1).



Numerická matematika A – 24.6.2014
A1. Je dána soustava lineárńıch rovnic tvaru AX = B, kde

A =




4 1 p− 1
1 2 1
−1 1 2


 , B =




5
3
−1


 ,

a) Definujte spektrálńı poloměr a řádkovou normu čtvercové matice C = (cij)i,j.

b) Je daná matice A ostře diagonálně dominantńı pro některé parametry p ∈ R?
Zd̊uvodněte, zda pro p = 0 a danou matici A je Gaussova-Seidelova iteračńı me-
toda konvergentńı.

c) Pro p = 0 určete X(1) touto metodou při volbě X(0) = B.

A2. Je dáno h > 0, D > 0 a Cauchyova úloha y′ = −4.2y, y(0) = D.

a) Užit́ım explicitńı Eulerovy metody a kroku h spoč́ıtejte Y j
E aproximaci řešeńı v bo-

dech xj = jh, j = 1, 2, 3 a j = n.

b) Užit́ım implicitńı Eulerovy metody spoč́ıtejte Y j
I aproximaci řešeńı v bodech xj pro

j = 1, 2 a j = n.

c) Určete přesné řešeńı y(x) dané Cauchyovy úlohy a načrtněte jeho graf v intervalu
〈0, 2〉. Pro krok h = 0.5 zakreslete také výsledky z a). Uved’te, proč je volba h = 0.5
nevhodná pro explicitńı Eulerovu metodu!

A3. Dána smı́̌sená úloha

∂u

∂t
= 0.4

∂2u

∂x2
+ x− 10t, u(x, 0) = 1 +

x

2
, u(−1, t) =

1

t+ 2
, u(1, t) =

3

t+ 2
,

a) Zapǐste Taylor̊uv rozvoje funkce y(x + h) v bodě h = 0 a odvod’te náhradu y′(x)
pomoćı hodnot y(x+h), y(x). Zapǐste chybu, které se dopust́ıte pro funkci y ∈ C2(I).

b) Zapǐste, jak se nahrad́ı ∂u
∂t a ∂2u

∂x2 v bodě P k
i = [xi, kτ ] při odvozeńı explicitńıho

schématu pro řešeńı dané rovnice. Toto schéma odvod’te.

c) Řešte užit́ım explicitńıho schématu. Volte krok h = 0.1 a τ maximálńı tak, aby
byla splněna podmı́nka stability a bod A[0.7, 0.01] byl uzlem śıtě. Určete přibližnou
hodnotu řešeńı v bodě A.

A4. Je dána okrajová úloha 4u = 12xy v oblasti tvořené čtyřúhelńıkem s vrcholy [0, 0],
[1.8, 0], [0, 1.5], [1.5, 1.5], na hranici je předepsána okrajová podmı́nka u(x, y) = x+ y.

a) Uved’te o jaký typ rovnice se jedná a pomoćı parciálńıch derivaćı rozepǐste symbol
4u. Ověřte, zda pro funkci u(x, y) = xy(x2 + y2 + 97) plat́ı 4u = 12xy.

b) Zapǐste, jak se v regulárńım uzlu Pi,j = [xi, yj] nahrad́ı parciálńı derivace uvedené v
části a). Odvod’te rovnici pro náhradu dané rovnice metodou śıt́ı v uzlu Pi,j.

c) Volte krok h = 0.5 a śıt’ tak, aby obsahovala bod [0, 0]. Sestavte śıt’ové rovnice v
uzlech śıtě lež́ıćıch na př́ımce y = 1. V neregulárńıch uzlech užijte lineárńı interpolaci.



Numerická matematika B – 24.6. 2014
B1. Je dána soustava lineárńıch rovnic tvaru AX = B, kde

A =




5 1 −2
1 2 −1
1 0 2


 , B =




2
1
−1


 ,

a) Je daná matice A ostře diagonálně dominantńı? Je daná matice A symetrická a
pozitivně definitńı?

b) Určete X(1) Gaussova-Seidelovou iteračńı metodou při volbě X(0) = B.

c) Spoč́ıtejte řádkovou normu ‖X(1) −X(0)‖m.

B2. Je dána Cauchyova úloha

Ẋ =

(
1 2
−2 −2

)
X +

(
2t
0

)
, X(0) =

(
2
−1

)
.

a) Určete interval maximálńıho řešeńı dané úlohy.

b) Užit́ım Collatzovy metody s krokem h = 1 spoč́ıtejte přibližnou hodnotu X(2) .

B3. Dána smı́̌sená úloha

∂u

∂t
=

1

3

∂2u

∂x2
+ x, u(x, 0) = 10x− 7, u(0, t) = t− 7, u(1, t) =

3

1 + t
,

a) Ověřte podmı́nky souhlasu.

b) Zapǐste podmı́nku stability explicitńıho schématu a ověřte, zda pro h = 0.1 a τ =
0.01 je splněna.

c) Určete přibližnou hodnotu řešeńı v bodě A[0.8, 0.01] užit́ım explicitńıho schématu.
Volte krok h a τ dle b).

B4. Je dána okrajová úloha 4u = x + y v oblasti tvořené čtyřúhelńıkem s vrcholy
[0, 0], [1.5, 0], [0.3, 1.5], [1.5, 1.5] na hranici u(x, y) = xy.

a) Nakreslete oblast a śıt’ v této oblasti. Vyznačte regulárńı a neregulárńı uzly.

b) Sestavte śıt’ové rovnice v uzlech śıtě lež́ıćıch na př́ımce y = 1 které vzniknou při
řešeńı úlohy metodou śıt́ı s krokem h=0.5.



A1 a)

b) neńı ODD, ale pro p = 0 je matice symetrická a poz. def.: 4 > 0, 8− 1 = 7 > 0, detA = 6 > 0
nebo též IDD resp ρ(UGS) < 1

c) X(1) = (0.25, 1.875,−1.3125)T = (1
4
, 15

8
, −21

16
)T

A2 a) Y E
j = (1− 4.2h)jD

b) Y I
j = 1

(1+4.2h)j
D

c) y(x) = e−4.2x, numerické řešeńı nezachovává monotonii

A3 c) σ = 0.4,

UB = u(0.6, 0) = 1.3, UC = u(0.7, 0) = 1.35, UD = u(0.8, 0) = 1.4,

UA = σUB + (1− 2σ)UC + σUD + 0.01(0.7− 0) = 1.357

A4

4u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 6xy + 6xy

4UD − UE − UA − (1)− (1.5 + 0.5) = −0.25(12 · 1

2
· 1)

4UE − UD − UF − UB − (1.5 + 1) = −0.25(12 · 1 · 1)

(1 + 0.2)UF − 0.2UE = 1 + 1.6

A B

D E F

C

B

D

A

C

Oblast pro A3 Oblast pro B4

B1 a) neńı ani ODD, ani SPD (pozn. je IDD, tedy GS konverguje)

b) X(1) = (−0.2, 0.1,−0.4)T

c) ‖X(1) −X(0)‖m = 2.2

B2 b)
x0 = 0, k1 = (0,−2)T , Xpom = (2,−2)T , k2 = (−1, 0)T , X1 = (1,−1)T

x1 = 1, k̃1 = (1, 0)T , X̃pom = (1.5,−1)T , k̃2 = (2.5,−1)T , X2 = (3.5,−2)T

B3 b)

σ =
0.01

3(0.1)2
=

1

3
≤ 1

2

c)
UB = u(0.7, 0) = 0, UC = u(0.8, 0) = 1, UD = u(0.9, 0) = 2,

UA =
1

3
(UB + UC + UD) + 0.7× 0.01 = 1.07

B4 b)
4UD − UB − UC − 1.5− 1.5 = −0.25 · 2

(1 + 0.6)UC − 0.6UD = 1 · 0.2



VARIANTA A 140602

1. Je dána soustava rovnic Ax = b, kde

A =




2 −1 0
−1 4 −1
0 −1 2


 , b =




1
0
1


 .

(a) Ukažte, že danou soustavu lze řešit Jacobiho iteračńı metodou.

(b) Volte počátečńı odhad řešeńı jako x(0) = [1, 1, 1]T a pomoćı Jacobiho iteračńı metody
určete prvńı iteraci x(1).

(c) Pomoćı vzorce pro odhad chyby ||x(n) − x∗|| ≤ ||U ||n
1−||U || ||x(1) − x(0)|| určete počet iteraćı

potřebných pro dosažeńı přesnosti 10−3 (měřeno v řádkové normě).

2. Je dána Cauchyova úloha Ẋ =




1 2 0
3 4 5
0 6 7


X +



−1
−2
−3


 s počátečńı podmı́nkou X(0) = [−1, 0, 1].

(a) Určete oblast existence a jednoznačnosti maximálńıho řešeńı této úlohy.

(b) Pro h = 0.2 určete pomoćı Collatzovy metody (neboli 1. modifikace Eulerovy metody)
přibližnou hodnotu X(0.2).

(c) Jak záviśı chyba jednoho kroku Colatzovy metody pro dostatečně hladké řešeńı na veli-
kosti kroku h? Tuto závislost vyjádřete pomoćı symbolu O(hp).

3. Je dána okrajová (Dirichletova) úloha pro obyčejnou diferenciálńı rovnici

y′′ +
2x

x2 + 1
y′ − 1

x2 + 1
y = 1

s okrajovými podmı́nkami y(−2) = 0 a y(2) = 1.

(a) Danou rovnici převed’te na samoadjungovaný tvar.

(b) Ověřte, zda jsou splněny postačuj́ıćı podmı́nky existence a jednoznačnosti řešeńı dané
úlohy.

(c) Sestavte soustavu rovnic, která vznikne diskretizaćı dané úlohy na śıti s krokem h = 1.

(d) Ukažte, že vzniklou soustavu rovnic lze řešit pomoćı Jacobiho iteračńı metody.

4. Je dána smı́̌sená úloha
∂u

∂t
= 0.1

∂2u

∂x2
+ xt

s počátečńı podmı́nkou u(x, 0) = 1 − x pro x ∈< 0, 1 > a okrajovými podmı́nkami u(0, t) = a,
u(1, t) = b− t pro t ≥ 0.

(a) Určete a, b ∈ R tak, aby byly splněny podmı́nky souhlasu.

(b) Zvolte maximálńı h a τ tak, aby bod A = [0.7, 0.1] byl uzlem śıtě a aby bylo možno provést
výpočet explicitńı metodou.

(c) Pomoćı explicitńıho schématu určete přibližnou hodnotu řešeńı v bodě A.

(d) Pomoćı rozvoj̊u do Taylorových řad určete řád přesnosti explicitńıho schématu.



1. Ax = b,

(a) A je O.D.D.

(b) x(1) = [1, 1/2, 1]T

(c) ||UJ ||m = 1/2, ||x(1) − x(0)||m = 1/2 ||x(n) − x∗||m ≤ 0.5n

0.5 0.5 = 1
2n , ⇒

n ≥ 10.

Pozn. uznávejte i výpočet ve sloupcové normě.

2. (a) Ω = R×R3 = R4.

(b) K1 = [−2; 0; 4]⇒ X1/2 = [−1.2; 0; 1.4], K2 = [−2.2; 1.4; 6.8]⇒ X1 = [−1.44; 0.2; 2.36].

(c) ||X1 −X∗(0.2)|| = O(h3).

3. (a) p(x) = 1 + x2, => −((1 + x2)y′)′ + y = −(1 + x2)

(b) ...

(c) −pi−1/2yi−1 + (pi−1/2 + pi+1/2 + h2qi)yi − pi+1/2yi+1 = h2fi,

(3.25 + 1.25 + 1)y1 − 1.25y2 = 2

−1.25y1 + (1.25 + 1.25 + 1)y2 − 1.25y3 = 1

−1.25y2 + (1.25 + 3.25 + 1)y3 = 2 + 3.25

(d) matice je O.D.D.

4. (a) a = 1, b = 0.

(b) h = 0.1, σ = pτ
h2 ≤ 1

2 ⇒ τ ≤ h2

2p = 0.05, τ = 0.05, uA = u27.

(c) σ = 0.5⇒ uk+1
i = 1

2u
k
i−1 + 1

2u
k
i+1 + τxitk

u16 = 0.5 ∗ 0.5 + 0.5 ∗ 0.3 + 0.05 ∗ 0.6 ∗ 0 = 0.4
u17 = ... = 0.3
u18 = ... = 0.2

u27 = 0.5 ∗ 0.4 + 0.5 ∗ 0.2 + 0.05 ∗ 0.7 ∗ 0.05 = 0.30175

(d) O(h2 + τ) nebo s využit́ım podmı́nky stability O(h2).



VARIANTA B 140602

1. Je dána soustava lineárńıch rovnic

4x− y = 2,

−x + 4y − z = 3.5,

−y + 4z = 7.

(a) Soustavu zapǐste v maticovém tvaru.

(b) Lze danou soustavu řešit pomoćı Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody? Zd̊uvod-
něte!

(c) Volte počátečńı aproximaci řešeńı [x, y, z](0) = [0, 0, 0] a vypočtěte jednu iteraci
pomoćı Gaussovy-Seidelovy metody.

2. Je dána Cauchyova úloha

ẋ = −x + 2y + t,

ẏ =
x + 1

y + 1
− t.

s počátečńımi podmı́nkami x(0) = 0 a y(0) = 1.

(a) Určete oblast existence a jednoznačnosti maximálńıho řešeńı této úlohy.

(b) Pro h = 0.1 určete pomoćı Eulerovy metody přibližnou hodnotu x(0.2) a y(0.2).

3. Je dána okrajová úloha − ((x + 1.5)y′)′ + (x + 1)y = x2, y(−1) = 0, y(2) = 11
3

(a) Ukažte, že pro danou úlohu jsou splněny postačuj́ıćı podmı́nky existence a jedno-
značnosti řešeńı okrajové úlohy.

(b) Pro krok h = 1, určete metodou śıt́ı hodnotu řešeńı v śıt’ových bodech.

4. Na oblasti tvaru čtverce s vrcholy A = [0; 0], B = [1.5; 0], C = [1.5; 1.5] a D = [0; 1.5] je
dána rovnice ∆u = x + y s okrajovou podmı́nkou u = 1 na hranici oblasti Ω.

(a) V dané oblasti načrtněte śıt’ s krokem h = 0.5.

(b) Sestavte soustavu diferenčńıch rovnic pro řešeńı dané úlohy na śıti s h = 0.5.

(c) Lze tuto soustavu vyřešit pomoćı Jacobiho iteračńı metody?

(d) Volte počátečńı aproximaci řešeńı u
(0)
ij = 1 a proved’te jeden krok Jacobiho iteračńı

metody.



1. (a) no comments

(b) ODD

(c) [1/2, 1, 2].

2. (a) y 6= −1⇒ G = R×R× (−1,∞).

(b) Ẋ = F (t,X), K1 = [2; 1/2] X1 = X0 + hK1 = [0; 1] + 0.1 · [2; 0.5] = [.2; 1.05].
x(0.1) ≈ .2, y(0.1) ≈ 1.05.

3. (a) no comments

(b)

−y0 + 4y1 − 2y2 = 0,

−2y1 + 7y2 − 3y3 = 1,

4y1 − 2y2 = 0,

−2y1 + 7y2 = 12,

y1 = 1, y2 = 2.

4. (a) no comments

(b)

−4u11 + u21 + u12 = 0.52 ∗ (0.5 + 0.5)− 1− 1 = −1.75,

−4u21 + u11 + u22 = 0.52 ∗ (1 + 0.5)− 1− 1 = −1.625,

−4u12 + u11 + u22 = 0.52 ∗ (0.5 + 1)− 1− 1 = −1.625,

−4u22 + u21 + u12 = 0.52 ∗ (1 + 1)− 1− 1 = −1.5.

(c) Ano, matice je ODD. Pokud si ale někdo naṕı̌se rovnice ve špatném pořad́ı a
nevyjde mu ODD matice, pak uznávejte i odpověd’ “nelze”.

(d) Pokud je správné pořad́ı rovnic, pak u111 = (1 + 1 + 1.75)/4 = 0.9375, u121 =
(1 + 1 + 1.625)/4 = 0.90625, u112 = u21 a u122 = ... = 0.875.


