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Opakováńı:

I Matice transponovaná, symetrická,regulárńı.

I Vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor matice.

Au = λu, u 6= 0,

I Je-li matice A symetrická, pak existuje n reálných vlastńıch
č́ısel (nemuśı být navzájem r̊uzná) a k nim n navzájem
ortogonálńıch vektor̊u.

I Euklidovská norma vektoru. (zobecńıme)

‖u‖2 =

(∑
i

|ui |2
)1/2



Velikost vektoru. Norma

Norma vektoru: ‖ · ‖ : Rn → R, α ∈ R

(i) ‖u‖ = 0⇔ u = 0

(ii) ‖αu‖ = |α|‖u‖
(iii) ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖

Norma matice ‖ · ‖ : Rn×n → R, α ∈ R

(i) ‖A‖ = 0⇔ A = 0

(ii) ‖αA‖ = |α|‖A‖
(iii) ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖
(iv) ‖A B‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖

Norma definovaná užit́ım libovolné normy vektoru je norma
matice, tj.

‖A‖ = sup
x ,‖x‖=1

‖Ax‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖



Už́ıvané normy matic a vektor̊u
I Řádková norma

‖A‖∞ = max
i

n∑
j=1

|ai ,j | ‖x‖∞ = max
i
|xi |

I Sloupcová norma

‖A‖1 = max
j

m∑
i=1

|ai ,j | ‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi |

I Frobeniova/Euklidovská norma

‖A‖F =

( m∑
i=1

n∑
j=1

|ai ,j |2
) 1

2

‖x‖2 =

( n∑
i=1

|xi |2
) 1

2

I Alternativńı značeńı (!):

‖ · ‖m = ‖ · ‖∞, ‖ · ‖` = ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 = ‖ · ‖E
I Vztah normy matice a normy vektoru

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖



Už́ıvané normy matic a vektor̊u

I Spektrálńı poloměr

ρ(A) = max |λi |

I Vztah normy a spektrálńıho poloměru (Důkaz!)

ρ(A) ≤ ‖A‖

I Kromě p̌redchoźıch norem už́ıváme v p̌rednáškách také
spektrálńı normu

‖A‖2 = sup
‖x‖=1

‖Ax‖2

I kde plat́ı

‖A‖F ≥ ‖A‖2 =

√
ρ(ATA).



Vlastnosti matice

Matice A je
I osťre diagonálně dominantńı (ODD), pokud

∀i |aii | >
∑
j 6=i

|aij | nebo ∀i |aii | >
∑
j 6=i

|aji |

I pozitivně definitńı pokud pro libovolný vektor x 6= 0 plat́ı

xTAx =
n∑

i,j=1

xiaijxj > 0

I symetrická a pozitivně definitńı (SPD)

Věta: Necht’ matice A je symetrická. PNTJE:
(i) Matice je pozitivně definitńı.
(ii) Matice má všechna vlastńı č́ısla kladná.
(iii) Matice má všechny hlavńı minory kladné.



Prostá iteračńı metoda
Je-li soustava tvaru

x = Ux + V ,

Iteračńı metoda
X (k+1) = UX (k) + V ,

Plat́ı

I Nutná a postačuj́ıćı podḿınka: Prostá iteračńı metoda je
konvergentńı právě tehdy, když ρ(U) < 1.

I Postačuj́ıćı podḿınka: ‖‖ - maticova norma. Je-li ‖U‖ < 1,
pak prostá iteračńı metoda je konvergentńı.

I Odhad chyby:

‖x (k) − x∗‖ ≤ ‖U‖
1− ‖U‖

‖x (k) − x (k−1)‖,

‖x (k) − x∗‖ ≤ ‖U‖k

1− ‖U‖
‖x (1) − x (0)‖,



Prostá iteračńı metoda: Př́ıklad.

Př. 1. Rozhodněte, zda konverguje prostá iteračńı metoda pro soustavu
tvaru X = UX + V , kde V = (−1, 2, 0.5)T ,

U =

 −0.8 0.04 0
1 0.8 0
1 −1 0.2

 ,

Pro X (0) = V určete X (1) touto metodou.

Př. 2. Je dána soustava rovnic x = Ux + V , kde V = (1.7,−1.8, 0.5)T

U =

 0.1 0.5 −0.3
0.4 −0.3 0.1
0.6 0.1 0.


Ově̌rte, zda PIM konverguje.

Určete x(2) touto metodou p̌ri volbě x(0) = ~0. Vypočtěte ‖x(2) − x(1)‖m.



Přednáška č. 2

I Jacobiho iteračńı metoda, postup výpočtu, kritéria
konvergence.

I Gauss-Seidelova iteračńı metoda, postup výpočtu, kritéria
konvergence.



Prostá iteračńı metoda (opakováńı)
Soustava tvaru

x = Ux + V,

Iteračńı metoda
X(k+1) = UX(k) + V,

Plat́ı

I Nutná a postačuj́ıćı podḿınka: Prostá iteračńı metoda je
konvergentńı právě tehdy, když ρ(U) < 1.

I Postačuj́ıćı podḿınka: Je-li ‖U‖ < 1, pak prostá iteračńı
metoda je konvergentńı. Nav́ıc

I Odhad chyby:

‖x (k) − x∗‖ ≤ ‖U‖
1− ‖U‖

‖x (k) − x (k−1)‖,

‖x (k) − x∗‖ ≤ ‖U‖k

1− ‖U‖
‖x (1) − x (0)‖,



Jak z matice A źıskám matici U?
Odvozeńı klasických iteračńıch metod pro n = 3

Vezmeme postupně rovnici i = 1, 2, 3 a z té nalezneme xi :

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1 x1 =
1

a11
(b1 − a12x2 − a13x3)

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2 → x2 =
1

a22
(b1 − a21x1 − a23x3)

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3 x3 =
1

a33
(b1 − a31x1 − a32x2)

Doplńıme č́ıslo iterace: tj. k + 1 na levou a k na pravou stranu
rovnic.

Jacobiova iteračńı metoda.

Lze ale lépe!



Odvozeńı Gauss-Seidelovy iteračńı metody pro n = 3

Vezmeme postupně rovnici i = 1, 2, 3 a z té nalezneme xi :

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1 xk+1
1 =

1

a11

(
b1 − a12xk

2 − a13xk
3

)
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2 → xk+1

2 =
1

a22

(
b1 − a21xk+1

1 − a23xk
3

)
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3 xk+1

3 =
1

a33

(
b1 − a31xk+1

1 − a32xk+1
2

)
Doplńıme č́ıslo iterace, od shora dol̊u, pokud už máme k + 1. ńı

tak ji použijeme.

Gauss-Seidelova iteračńı metoda.



Složkový zápis klasických iteračńıch metod

I Jacobiho iteračńı metoda

xi
(k+1) =

1

aii

bi −
∑
j<i

aijx
(k)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j


I Gauss-Seidelova iteračńı metoda

xi
(k+1) =

1

aii

bi −
∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j


I Kdy lze v̊ubec použ́ıt ?

I Otázka konvergence ?



Jak z matice A źıskám matici U?
Pro A = L + D + P. Dostáváme

Dx(k+1) = −(L + P)x(k) + b,

a Jacobiho iteračńı metoda

x(k+1) = −D−1(L + P)︸ ︷︷ ︸
UJ

x(k) + D−1b︸ ︷︷ ︸
VJ

.

Plat́ı

I Jacobiho iteračńı metoda je konvergentńı právě tehdy, když
ρ(UJ) < 1 (zdůvodněńı).

I Vlastńı č́ısla matice UJ jsou kǒreny rovnice

det(L + λD + P) = 0

I Je-li matice A ODD, pak Jacobiho iteračńı metoda je
konvergentńı (důkaz pro ODD v řádćıch).



Gauss-Seidelova iteračńı metoda
Pro Ax = b zaṕı̌seme A = L + D + P. Dostáváme

(D + L)x(k+1) = −Px(k) + b,

a tedy iteračńı metodu

x(k+1) = −(D + L)−1P︸ ︷︷ ︸
UGS

x(k) + (D + L)−1b︸ ︷︷ ︸
VGS

.

Plat́ı

I Je-li matice A ODD, pak je GS iteračńı metoda konvergentńı.

I Je-li matice A SPD, pak je GS iteračńı metoda konvergentńı.

I GS iteračńı metoda je konvergentńı právě tehdy, když
ρ(UGS) < 1.

I Vlastńı č́ısla matice UGS jsou kǒreny rovnice

det(λL + λD + P) = 0



Iteračńı metody: Př́ıklad.
Př. 4. Dána soustava lineárńıch rovnic AX = B, kde

A =

 2 0 5
2

0 4 1
p 1 5

 , B =

 1
p
−2

 ,

a) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro které je splněna některá
z postačuj́ıćıch podḿınek konvergence Gauss-Seidelovy iteračńı metody.

b) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro něž je splněna nutná a
postačuj́ıćı podḿınka Gauss-Seidelovy iteračńı metody.

c) Volte p = 0 a spočtěte X (1) pokud X (0) = B.

Př. 5. Dána soustava 5 1 p
1 2 0
2 0 1

 · X =

 2
p
−2

 ,

a) Určete všechna p ∈ R, pro něž je splněna některá z postačuj́ıćıch
podḿınek (pro matici A, ne UG ) GS iteračńı metody.
b) Určete všechna p ∈ R, pro něž je splněna nutná a postačuj́ıćı
podḿınka GS iteračńı metody.

c) Volte p = 0 a spočtěte X (1) pokud X (0) = B.



Přednáška č. 3 : Hledáńı minima funkce

I Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.

I Metoda nejvěťśıho spádu : Hledáme minumum funkce

F : Rn → R, min F (x) =?



Aproximace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u
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I Princip: Minimalizace kvadratické odchyklky

δ2(p(x)) =
∑
i

(p(xi )− yi )
2

I Volba funkce: Nap̌r. polynom stupně 2

δ2(p(x)) =
∑
i

(
a0 + a1xi + a2x2

i − yi
)2



Aproximace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

I Princip: Minimalizace kvadratické odchyklky

δ2(p(x)) =
∑
i

(p(xi )− yi )
2

I dána tabulka dat [xi , yi ], minimalizujeme kvadratickou
odchylku

G (a0, a1) := δ2(p(x)) =
∑
i

(p(xi )− yi )
2

I odvozeńı normálńıch rovnic ∂G/∂ak = 0 pro k = 0, 1.

I soustava normálńıch rovnic

a0(
∑
i

1) + a1(
∑
i

xi ) =
∑
i

yi ,

a0(
∑
i

xi ) + a1(
∑
i

x2
i ) =

∑
i

xiyi ,



Minimalizace funkce a soustava lin. rovnic

I Vezměme A symetrickou matici a funkci:

F (x) =
1

2
xTAx− xTb

I Rozeṕı̌seme p̌ŕır̊ustek ve směru v:

F (x + αv)− F (x) = αvT (Ax− b) +
1

2
α2vTAv

Důsledek: Necht’ A je SPD matice. Pak x∗ je minimum F právě
tehdy když je řešeńım soustavy rovnic.



Metoda nejvěťśıho spádu

I Předpoklad: Matice A symetrická a pozitivně definitńı.

I Iteračńı proces minimalizuj́ıćı F (x):

x(k+1) = x(k) + αv

I Směr nejvěťśıho spádu:

v = b− Ax(k),

I Optimálńı krok ve směru v

α =
v · (b− Ax)

v · (Av)



Přednáška č. 4: Soustavy nelineárńıch algebraických rovnic

Systém n-rovnic o n-neznámých

f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, . . . , xn) = 0

I existence ani jednoznačnost řešeńı - jen ve specifických
p̌ŕıpadech



Kontraktivńı zobrazeńı. Pevný bod.

Def. Zobrazeńı F : Rn → Rn se nazývá kontraktivńı na M ⊂ Rn,
pokud existuje c ∈ [0, 1) tak, že pro libovolné x , y ∈ R plat́ı

‖F (x)− F (y)‖ ≤ c‖x − y‖.

Věta Je-li F : M → M kontraktivńı, pak existuje právě jeden
pevný bod x∗ = F (x∗).

Prostá iteračńı metoda pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic je
speciálńım p̌ŕıpadem.

Nebo:
x = 1 + sin(x)

x = x + ω(f (x)− A)

x = x − f (x)/f ′(x)



Soustavy nelineárńıch algebraických rovnic
Newtonova metoda pro p̌ŕıpad 1d

V bodě xk užijeme Taylor̊uv polynom

0 = f (x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) + R2(x)

Zanedbáńım dostaneme vzorec pro x ≈ xk+1

xk+1 = xk −
(

f ′(xk)
)−1

f (xk).

Obecný vzorec pro soustavu F (x) = 0. Co je F ′(x) ?

xk+1 = xk −
(

F ′(xk)
)−1

F (xk).



Newtonova metoda - odvozeńı
Odvozeńı pro 2 nelineárńı rovnice o 2 neznámých

Označme k−té p̌ribĺıžeńı jako A = [x (k), y (k)], dostáváme vzorec
pro p̌ŕır̊ustek x∗ − x (k), y∗ − y (k):

0 = f (x∗, y∗) = f (A) + fx(A) (x∗ − x (k)) + fy (A) (y∗ − y (k)) + . . .

0 = g(x∗, y∗) = g(A) + gx(A) (x∗ − x (k)) + gy (A) (y∗ − y (k)) + . . .

Zanedbáme-li daľśı členy Taylorova rozvoje

fx(A)∆x+ fy (A)∆y + f (A) = 0,

gx(A)∆x+ gy (A)∆y + g(A) = 0,

dostáváme soustavu lineárńıch rovnic pro

∆x = x (k+1) − x (k), ∆y = y (k+1)− y (k).



Newtonova iteračńı metoda

1. Zvoĺıme počátečńı p̌ribĺıžeńı [x0, y 0].

2. Postupně pro k = 0, 1, . . .

a) Sestav́ıme soustavu rovnic v bodě A = [x (k), y (k)],

fx(A)∆x + fy (A)∆y + f (A) = 0

gx(A)∆x + gy (A)∆y + g(A) = 0

b) Najdeme řešeńı této soustavy ∆x , ∆y

c) Spočteme nové p̌ribĺıžeńı(
x (k+1)

y (k+1)

)
=

(
x (k)

y (k)

)
+

(
∆x

∆y

)
Neńı zaručena konvergence k řešeńı.
Metoda může selhat (viz b))

Konvergence záviśı na počátečńım p̌ribĺıžeńı.



Newtonova metoda

Pro funkci jedné proměnné f (x):

xk+1 = xk −
(

f ′(xk)
)−1

f (xk).

Pro dvě rovnice o dvou neznámých:(
x (k+1)

y (k+1)

)
=

(
x (k)

y (k)

)
−
(

fx(A) fy (A)
gx(A) gy (A)

)−1(
f (x (k))

g(y (k))

)
Obecný vzorec pro soustavu F ′(x) - Jacobiho matice.

xk+1 = xk −
(

F ′(xk)
)−1

F (xk).



Opakováńı: Taylor̊uv polynom, tvar zbytku, symboly O(h)

I Taylor̊uv polynom

f (x + h) = Tn(h) + Rn+1(h) =
n∑

k=0

f (k)(x)

k!
hk + Rn+1(h)

I Lagrange̊uv tvar zbytku

Rn+1(h) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
hn+1.

I Už́ıváme zápis
g(h) = O(hp).

pokud pro funkci g(h) definovanou pro všechna h ∈ (0, hmax)
existuje K > 0 tak, že

|g(h)| ≤ Khp.



Přednáška č. 5
Numerické řešeńı ODR.

I Opakováńı: Taylor̊uv polynom, ODR, Cauchyova úloha,
formulace úlohy a způsoby řešeńı.

I Princip numerického řešeńı.

I Numerické řešeńı Eulerova a Collatzova metoda.



Opakováńı: Taylor̊uv polynom, tvar zbytku, symboly O(h)

I Taylor̊uv polynom

f (x) = f (c)+f ′(c)(x−c)+
f ′′(c)

2!
(x−c)2+· · ·+ f (n)(x)

n!
hn+Rn+1(h)

I Lagrange̊uv tvar zbytku

Rn+1(h) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
hn+1.



Motivace: Cauchyova úloha v technických problémech,
způsoby řešeńı

mẍ + bẋ + kx = f (t)

Ẋ = AX + B(t)

y ′ = f (x , y),



Cauchyova úloha, formulace problému

I Cauchyova úloha pro ODR 1. řádu

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0

I Cauchyova úloha pro soustavu rovnic

~y ′ = ~f (x , ~y), ~y(x0) = ~y 0.

I Cauchyova úloha pro rovnici n-tého řádu

y (n) = G (x , y , y ′, . . . , y (n−1)),

y(x0) = y0, . . .

I Existence a jednoznačnost řešeńı ?!



Princip numerického řešeńı

y

x

x x x x x
0 1 2 3 4

3
[x  , Y ]

3

[x  , y(x )]
3 3

y=y(x)
δ

I Přesné řešeńı: y = y(x) pro x ∈ 〈a, b〉.
I Přibližné řešeńı Y i : krok h = (b − a)/n,

xi = a + ih, Y i ≈ y(xi )

I Nahrad́ıme derivaci:
y ′(xn) ≈???



Taylor̊uv polynom, náhrada derivace

I Taylor̊uv polynom

f (x + h) = Tn(h) + Rn+1(h) =
n∑

k=0

f (k)(x)

k!
hk + Rn+1(h)

I Je-li f dostatečně hladká, pak |Rn+1(h)| ≤ Chn+1 = O(hn+1)

I Využijeme k náhradě derivaćı.

f (x + h)− f (x) = . . .

f (x − h)− f (x) = . . .

f (x + h)− f (x − h) = . . .



Explicitńı a implicitńı Eulerova metoda.

I Explicitńı Eulerova metoda

Y n+1 − Y n

h
= f (xn,Y

n), Y n+1 = Y n + hf (xn,Y
n),

I Implicitńı Eulerova metoda

Y n+1 − Y n

h
= f (xn+1,Y

n+1), Y n+1−hf (xn+1,Y
n+1) = Y n

I Stabilita: Řeš́ıme úlohu (λ ∈ C)

y ′ = λy , y(0) = 1,

kde známe analytické řešeńı. Jak se chová numerické řešeńı?

I Globálńı chyba metody: O(h).



Collatzova metoda

I Řešeńı rovnice
y ′(x) = f (x , y(x))

I Nahrad́ıme derivaci v bodě xn+1/2 = xn + h/2

Y n+1 − Y n

h
≈ y ′(xn+1/2) = f (xn + h/2, y(xn + h/2)),

I Nahrad́ıme

y(xn + h/2) = y(xn) +
h

2
y ′(xn) +O(h2) ≈ Y n +

h

2
f (xn,Y

n).

I Dostaneme Collatzovu metodu:



Přednáška č. 6

I Odvozeńı a užit́ı explicitńı/implicitńı Eulerovy metody.

I Odvozeńı a užit́ı Collatzovy metody.

I Konvergence obecné jednokrokové metody, lokálńı a
akumulovaná aproximačńı chyba.



Numerické řešeńı Cauchyovy úlohy

Cauchyova úloha pro ODR 1. řádu

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0

Pozn.

I Co rozuḿıme pod pojmem řešeńı?

I Proč řeš́ıme ODR?

I Jaká je geometrická interpretace úlohy?
(derivace = směrnice tečny, tedy je dáno vektorové pole)

I Předpoklady: f , fy -spojité pro x ∈< a, b >, y ∈ R
I Jak hledáme numerické řešeńı? I =< a, b >, a = x0,

xi = a + ih, h = (b − a)/n, Y i ≈ y(xi ) = yi

I Použijeme Taylor. rozvoj!



Taylor̊uv polynom, náhrady derivace

I Taylor̊uv polynom pro y ∈ C3 (!)

y(x + h) = y(x) + y ′(x)h +
y ′′(x)

2
h2 +O(h3) (1)

y(x − h) = y(x)− y ′(x)h +
y ′′(x)

2
h2 +O(h3) (2)

I Vyjáďŕıme y ′ z rovnic (1) nebo (2)

y ′(x) =
y(x + h)− y(x)

h
+O(h), y ′(x) =

y(x)− y(x − h)

h
+O(h)

I nebo odečteńım

y ′(x) =
y(x + h)− y(x − h)

2h
+O(h2)

I speciálně pro h = h̃/2!



Náhrady derivace

I explicitńı Eulerova metoda

y ′(xi ) ≈
Y i+1 − Y i

h

I implicitńı Eulerova metoda

y ′(xi+1) ≈ Y i+1 − Y i

h

I využijeme později/Collatzova metoda

y ′(xi + h/2) ≈ Y i+1 − Y i

h



Eulerova metoda, chyba

Př.
y ′ = −2y + sin x , y(0) = 1

Př.
y ′ = −2y , y(0) = 1

Řešeńı. Expl. euler

x0 = 0, Y 0 = 1

x1 = h, Y 1 = (1− 2h)Y 0

. . .

xn = nh, Y n = (1− 2h)nY 0



Eulerova metoda, soustava rovnic

Př.
Ẋ = AX , X (0) = U

Řešeńı. Expl. euler

t0 = 0, X 0 = U

t1 = h, X 1 = (E + hA)U

. . .

tn = nh, X n = (E + hA)nU

Je-li U vlastni vektor p̌ŕıslušný λ = −2:

X n = (1 + hλ)nU



Collatzova metoda
Odvozeńı

Ad využijeme později/Collatzova metoda

y ′(xi + h/2) ≈ Y i+1 − Y i

h

kde y(x) je řešeńım

y ′(xi + h/2) = f (xi + h/2, y(xi + h/2))

Užijeme Taylora

y(xi + h/2) ≈ y(xi ) + h/2y ′(xi ) = y(xi ) + h/2f (xi , y(xi ))

Dostaneme vzorec:

Y i+1 = Y i + h f

(
xi +

h

2
,Y i +

h

2
f (xi ,Y

i )

)



Collatzova metoda, chyba

Př.
y ′ = −2y , y(0) = 1

Řešeńı.
x0 = 0, Y 0 = 1

x1 = h, Y 1 = (1− 2h + 2h2)Y 0

. . .

xn = nh, Y n = (1− 2h + 2h2)nY 0

Jaký je rozd́ıl mezi Collatzovou a Eulerovou metodou? Co maj́ı
společného? Nelze použ́ıt nějakou lepš́ı metodu?



Jednokrokové metody

I Jednokroková metoda:

Y i+1 = Y i + hΦ(xi ,Y
i , h)

I Φ = Φ(x , y , h) - p̌ŕır̊ustková funkce.

I Př.
Φ(x , y , h) = f (x , y)

Φ(x , y , h) = f

(
x +

h

2
, y +

h

2
f (x , y)

)



Chyba jednokrokové metody

I Jednokroková metoda:

Y i+1 = Y i + h Φ(xi ,Y
i , h)

I Přesné řešeńı

y(xi+1) = y(xi ) + h ∆(xi , y(xi ), h)

I Lokálńı relativńı diskretizačńı chyba

δi = δ(xi ) = Φ(xi , y(xi ), h)−∆(xi , y(xi ), h)

I Nás ale zaj́ımá akumulovaná diskretizačńı chyba

ei = Y i − y(xi )



Chyba jednokrokové metody

y

x

x x x x x
0 1 2 3 4

3
[x  , Y ]

3

[x  , y(x )]
3 3

y=y(x)
δ



Chyba jednokrokové metody

I Jednokroková metoda:

Y i+1 = Y i + h Φ(xi ,Y
i , h)

I Přesné řešeńı (∆ - p̌resný relativńı p̌ŕır̊ustek)

y(xi+1) = y(xi ) + h ∆(xi , y(xi ), h)

I Odečteńım

e i+1 = e i + h
(
Φ(xi ,Y

i , h)−∆(xi , y(xi ), h)
)︸ ︷︷ ︸

Θ

I kde

Θ =
(

Φ(xi ,Y
i , h)−Φ(xi , y(xi ), h)+Φ(xi , y(xi ), h)−∆(xi , y(xi ), h)︸ ︷︷ ︸

δi

)



Jednokroková metoda
Předpoklady pro konvergenci

I Konsistence p̌ŕır̊ustkové funkce Φ = Φ(x , y , h), tj. spojitost a
nav́ıc

Φ(x , y , 0) = f (x , y)

I CL - Lipschitzovskost p̌ŕır̊ustkové funkce Φ, tj.

|Φ(x , y1, h)− Φ(x , y2, h)| ≤ CL|y1 − y2|.

Dostaneme odhad:

e i+1 ≤ e i + hCLe i + hδi = (1 + hCL)e i + hδi



Jednokroková metoda
Konvergence

Máme odhad:

|e i+1| ≤ (1 + hCL)|e i |+ h|δi |

kde
|δi | ≤ Mhp

Postupně vid́ıme, že

|e1| ≤ M hp+1

|e2| ≤ (1 + hCL)︸ ︷︷ ︸
A

|e1|+ Mhp+1 = (1 + A)Mhp+1

|e3| ≤ A|e2|+ Mhp+1 = (1 + A + A2)Mhp+1

...

|en| ≤ (1 + A + · · ·+ An−1)Mhp+1 ≤ An − 1

A− 1
Mhp+1 ≤ Khp



Závěr: Jednokrokové metody

I Předpoklad (PΦ): Konsistence a lipschitzovskost p̌ŕır̊ustkové
funkce Φ.

I Ukázali-jsme: Pokud pro jednokrokovou metodu plat́ı PΦ a
lokálńı relativńı diskretizačńı chyba δ je p-tého řádu, pak
akumulovaná diskretizačńı chyba je také řádu p!
K čemu to je?



Závěr: Jednokrokové metody

I Předpoklad (PΦ): Konsistence a lipschitzovskost p̌ŕır̊ustkové
funkce Φ.

I Ukázali-jsme: Pokud pro jednokrokovou metodu plat́ı PΦ a
lokálńı relativńı diskretizačńı chyba δ je p-tého řádu, pak
akumulovaná diskretizačńı chyba je také řádu p!
K čemu to je?

I Eulerova metoda: jednokroková, lokálńı relativńı
diskretizačńı chyba je 1. řádu

I Collatzova metoda: jednokroková, lokálńı relativńı
diskretizačńı chyba je 2. řádu

I Konstrukce metod vyš̌śıho řádu (!): Stač́ı naj́ıt Φ tak, aby

|Φ(x , y , h)−∆(x , y , h)| ≤ Chp



Přednáška č. 7

I Jednokrokové metody, metody vyš̌śıho řádu, princip metod
Runge-Kutty.

I Metody vyš̌śıho řádu: Collatzova, RK3 a RK4.

I A posteriorni odhady chyby: Metoda polovičńıho kroku.

I



Minule: Jednokrokové metody

I Jednokroková metoda (Φ - p̌ŕır̊ustková funkce)

Y i+1 = Y i + h Φ(xi ,Y
i , h)

I Přesné řešeńı (∆ - p̌resný relativńı p̌ŕır̊ustek)

y(xi+1) = y(xi ) + h ∆(xi , y(xi ), h)

I tedy
y(xi+1) = y(xi ) + h Φ(xi , y(xi ), h) + h δi

kde lokálńı relativńı diskretizačńı chyba

δi = ∆(xi , y(xi ), h)− Φ(xi , y(xi ), h)



Jednokrokové metody
Metody vyš̌śıho řádu

I Cauchyova úloha y ′ = f (x , y), y(x0) = y0

I Metody Taylorova rozvoje

y(x0 + h) = y(x0) + y ′(x0)h +
1

2
y ′′(x0)h2 + O(h3)

I Užijeme

y ′′(x) =
d

dx

(
y ′
)

(x)

I To je ale komplikované, nutno pro každou konkrétńı úlohu
vypoč́ıtat fx a fy . Zkuśıme jinak



Jednokrokové metody typu Runge-Kutta: n = 2.

I Jednokrokové metody

Y (i+1) = Y (i) + hΦ(xi ,Y
(i), h)

I Hledáme co nejlepš́ı Φ ve tvaru (RK)

Φ(xi ,Y
(i), h) = ω1k1 + ω2k2

I

k1 = f (xi ,Y
i ), k2 = f (xi + α2h,Y i + hβ21k1)

I Srovnáme Φ s ∆

∆(x , y(x), h) =
y(x + h)− y(x)

h
= y ′(x) +

1

2
hy ′′(x)︸ ︷︷ ︸

Φ

+O(h2)

I Srovnáme Φ a ∆: 4 koeficienty ω1, ω2, α2, β21.



Metoda Runge-Kutty 3. řádu.

Nap̌r.

Y i+1 = Y i +
h

6
(k1 + 4k2 + k3),

k1 = f (xi ,Y
i ),

k2 = f (xi + h
2 ,Y

i + h
2 k1),

k3 = f (xi + h,Y i + h(2k2 − k1)),

Lokálńı relativńı aproximačńı chyba: O(h3).



Metoda Runge-Kutty 4. řádu.

Runge-Kutta 4. řádu: Nap̌r.

Y i+1 = Y i +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

k1 = f (xi ,Y
i ),

k2 = f (xi + h
2 ,Y

i + h
2 k1),

k3 = f (xi + h
2 ,Y

i + h
2 k2),

k4 = f (xi + h,Y i + hk3),

Lokálńı relativńı aproximačńı chyba: O(h4).



Obecně: Metody typu Runge-Kutty n-tého stupně

I

Y i+1 = Y i + h

(
n∑

i=1

ωiki

)
,

I kde

ki = f (xi + αih,Y
i +

i−1∑
j=1

βijki )

I Řád konvergence O(hp), pozor obecně p 6= n!

n 1 2 3 4 5 6 ...

p 1 2 3 4 4 5 ...

I Pozn. Volba kroku: h lze volit i záporné, lze použ́ıt i volba
h > 1 - souvislost s O(hp)!



A posteriorńı odhady chyb - metoda polovičńıho kroku.

I voĺıme krok h > 0, v́ıme

Y m − y(xm) = c(xm)hp + O(hp+1)

I voĺıme krok h̃ = h/2, v́ıme

Ỹ 2m − y(xm) = c(x̃2m)
hp

2p
+ O(hp+1)

I Odhad chyby

Y m − Ỹ 2m = c(xm)hp(1− 1

2p
) + O(hp+1)

I Jiná myšlenka: RK4/5.



Volba kroku:

I význam O(hp) !

I Př. 1
ẍ + ω2

1x = sin(ω2t)

I chováńı řešeńı pro rovnici

y ′ = −λy , y(0) = D > 0

I charakter řešeńı a numerického řešeńı

y ′ = cos x + λ(sin x − y), y(0) = 0

I

Ẋ = AX , X (0) = u

I tedy λ ∈ C
y ′ = λy , y(0) = z



Okrajové úlohy, existence řešeńı
Lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu

I Úloha A:

y ′′(x) = sin(x), y(0) = 2, y(π) = −2.

I Úloha B:
y ′′ + y = 0,

okrajové podḿınky

y(0) = 0, y(π) = 1, y(0) = 0, y(π/2) = 1, y(0) = 0, y(π) = 0.

I Úloha C:
−y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 0.

Ve všech p̌ŕıpadech: hladká data.
Existenci a jednoznačnost řešeńı lze zaručit jen pro úlohy ve
speciálńım tvaru.



Přednáška č. 8

I Okrajová úloha pro obyčejnou lineárńı diferenciálńı rovnici v
samoadjungovaném tvaru. Sturmovy okrajové podḿınky.

I Existence a jednoznačnost řešeńı.

I Numerické řešeńı okrajové úlohy pro ODR.

I Konvergence a odhad chyby.



Okrajová úloha pro diferenciálńı rovnici 2. řádu
Motivace: proč okrajová úloha?

I Cauchyova úloha:

my ′′ = F (x , y , y ′), y(a) = A, y ′(a) = K

I Okrajová úloha:

my ′′ = F (x , y , y ′), y(a) = A, y(b) = B



Okrajová úloha pro lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu

I Rovnice

y ′′ + f1(x)y ′ + f2(x)y = g(x), pro x ∈ (a, b),

I Okrajové podḿınky, nap̌r. Dirichletovy

y(a) = α, y(b) = β,

I Existence a jednoznačné řešeńı y(x)?

pro okrajovou úlohu mnohem komplikovaněǰśı



Okrajová úloha pro lineárńı ODR 2. řádu

I Úloha A:

y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(b) = yb

I Obecné řešeńı rovnice y(x) = A sin x + B cos x .

I Okrajová podḿınka v x = 0 dává B = 0,

I Okrajová podḿınka v x = b:

y(π) = 1, nebo y(π) = 0, nebo y(π/2) = 1,

I Úloha B:
−y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 0.

Existenci a jednoznačnost řešeńı?



Úloha v samoadjungovaném tvaru

Okrajová úloha:

− (p(x)y ′)′ + q(x)y = f (x), (3)

a okrajové podḿınky

α1y ′(a) + α2y(a) = α3, β1y ′(b) + β2y(b) = β3. (4)

Věta: Necht’ plat́ı

(i) p(x), p′(x), q(x), f (x) - spojité funkce na 〈a, b〉
(ii) p(x) > 0, q(x) ≥ 0 pro x ∈ 〈a, b〉

Pak existuje právě jedno řešeńı okrajové úlohy (3-4) (s jedinou
výjimkou p̌ŕıpadu α2 = β2 = 0 ≡ q(x)).



Princip numerického řešeńı

a bx
i

I Označme p̌resné řešeńı y = y(x) pro x ∈ I = 〈a, b〉.
I rozděĺıme I s krokem h

xi = a + i h, označme qi = q(xi ), fi = f (xi ), pi = p(xi )

I Přibližné řešeńı
Y i ≈ y(xi )

I Rovnici −(py ′)′ + qy = f nahrad́ıme v bodech xi

qy |xi ≈ qiY
i

f |xi = fi

−
(
py ′
)′ ≈ −(py ′|xi+h/2 − py ′|xi−h/2)/h



Diferenčńı náhrada v uzlu xi

x xx
i i+1i−1

x
i+1/2i−1/2

x

I Užijeme náhradu 1. derivace

f ′(x) =
f (x + h)− f (x − h)

2h
+O(h2)

I s krokem h/2

(py ′)′|xi ≈
pi+ 1

2
y ′(xi+ 1

2
)− pi− 1

2
y ′(xi− 1

2
)

h
,

y ′(xi+ 1
2
) ≈ Y i+1 − Y i

h
, y ′(xi− 1

2
) ≈ Y i − Y i−1

h
I tedy dostaneme

(
py ′
)′ |xi ≈ pi− 1

2
Y i−1 − (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
)Y i + pi+ 1

2
Y i+1

h2



Diferenčńı schéma pro Dirichletovu úlohu
Vlastnosti soustavy rovnic

Aproximovali jsme Dirichletovu úlohu

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B, (5)

soustavou rovnic pro i = 1, . . . , n − 1

−pi− 1
2
Y i−1 + (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
+ h2qi )Y i − pi+ 1

2
Y i+1 = h2fi

kde dosad́ıme za Y 0 = A, Y n = B.

Vlastnosti soustavy rovnic:

I Matice soustavy je symetrická, ťŕıdiagonálńı.

I Matice soustavy je diagonálně dominantńı (p > 0, q ≥ 0).

I Je-li q > 0 pak matice soustavy je ODD. Vždy je IDD (?)

I Matice soustavy je pozitivně definitńı (p > 0, q ≥ 0).



Diferenčńı náhrada dif. rovnice

Věta: Pro p ∈ C 3(I ), y ∈ C 4(I ) plat́ı

(py ′)
′
∣∣∣
x=xi

=
pi+ 1

2

yi+1−yi
h − pi− 1

2

yi−yi−1

h

h
+ O(h2)

Bez důkazu.



Lokálńı diskretizačńı chyba, globálńı chyba
Dirichletova úloha

V́ıme: Přesné řešeńı Dirichletovy úlohy y(x) splňuje

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B, (6)

pro y ∈ C 4(I ) a ~y hodnoty řešeńı y(x) v uzlech śıtě xi plat́ı,

Ah~y = Fh + ~ηh, ηh,i = O(h4)

Přibližné řešeńı ~Y splňuje

Ah
~Y = Fh

Tedy
Ah(~y − ~Y ) = ~ηh

Norma inverzńı matice ?



Odhad chyby pro spec. rovnici

I Úloha −y ′′ = f (x), y(a) = 0, y(b) = 0.
I Vede na soustavu rovnic s matićı A

2 -1 0 0 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0 0 0

0 -1 2 -1 0 0 0 0

0 0 -1 2 -1 0 0 0

0 0 0 -1 2 -1 0 0

0 0 0 0 -1 2 -1 0

0 0 0 0 0 -1 2 -1

0 0 0 0 0 0 -1 2

I Symetrická poz. definitńı matice:
‖A−1‖2 = 1/λMIN ≈ n2/π2 = 1/(π2h2)



Numerické řešeńı vybraného problému

−y ′′ =
4

π2
cos(

pi

2
x), y(−1) = y(1) = 0

Známe analytické řešeńı.



Numerická řešeńı, konvergence

−y ′′ =
4

π2
cos(

pi

2
x), y(−1) = y(1) = 0

Numerické řešeńı, krok h = 1
4 , h = 1

8 , h = 1
16 , h = 1

32



Numerická řešeńı, chyba

−y ′′ =
4

π2
cos(

pi

2
x), y(−1) = y(1) = 0

Chyba numerického řešeńı(log), krok h = 1
4 , h = 1

8 , h = 1
16 , h = 1

32



Numerická řešeńı
Konvergence záviśı na úloze

−(x2y ′)′ = 1, y(0) = y(1) = 0

Numerické řešeńı, krok h = 1
4 , h = 1

8 , h = 1
16 , h = 1

32



Přednáška č. 9

I Parciálńı diferenciálńı rovnice a okrajová úloha.

I Okrajová úloha pro Poissonovu rovnici.

I Numerické řešeńı Dirichletovy úlohy pro Poissonovu rovnici.



Parciálńı diferenciálńı rovnice
Co jsou parciálńı diferenciálńı rovnice?

I Př. rovnice kontinuity

∂ρ

∂t
+
∑
i

∂ρvi
∂xi

= 0

I Př. deformace pružného tělesa

∂2u

∂t2
−
∑
j

∂σij
∂xj

= 0, σij = Cijklεkl

I Př. Navier-Stokesovy rovnice

∂(ρvi )

∂t
+
∑
j

∂(ρvjvi )

∂xj
=
∑
j

∂τij
∂xj

I Omeźıme se na: Lineárńı PDR 2. řádu ve 2D, tedy

a
∂2u

∂x2
+ b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y 2
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ gu = f



Dirichletova úloha pro Poissonovu rovnici
Existence řešeńı?

I Hledáme u ∈ C 2(Ω) ∪ C 1(Ω) takové, že

−4u = f v Ω, u = ϕ na ∂Ω

I Existence (klasického) řešeńı záviśı na vlastnostech f , ϕ a Ω.

I Věta: Ω oblast s hladkou hranićı (C 2), ϕ ∈ C (Ω), f ∈ C 1(Ω),
pak existuje právě jedno řešeńı u ∈ C 2(Ω).

I Věta: Ω konvexńı, Lipschitzovsky spojitá hranice, ϕ ∈ C (Ω),
f ≡ 0, pak existuje právě jedno řešeńı u ∈ C 2(Ω).



Metoda śıt́ı 2D

y

x

Ω

I Aproximujeme u(x , y), [x , y ] ∈ Ω ⊂ R2: voĺıme h > 0,

I označ́ıme xi = x0 + ih, śıt’ové čáry x = xi
I označ́ıme yj = y0 + jh, śıt’ové čáry y = yj
I označ́ıme Pi ,j = [xi , yj ] pr̊useč́ıky śıt’ových čar v Ω

I u(Pi ,j) ≈ Ui ,j , derivace → diference, dostaneme

~Gh( ~Uh) = ~Fh



Diferenčńı náhrady parciálńı derivace

i,j
P

P

i+1,j

i,j−1

PP
i−1,j

P
i,j+1

h

h

I 2. centrálńı diference

f (x0 + h)− 2f (x) + f (x0 − h)

h2
= f ′′(x0) + O(h2).

I Užijeme 2. centrálńı diferenci ve směru x resp. y, chyba O(h2)
I nahrad́ıme

∂2u

∂x2
(xi , yj) ≈

Ui−1,j − 2Ui ,j + Ui+1,j

h2
,

∂2u

∂y 2
(xi , yj) ≈

Ui ,j−1 − 2Ui ,j + Ui ,j+1

h2
,



Diferenčńı náhrady 2. parciálńı derivace

i,j
P

P

i+1,j

i,j−1

PP
i−1,j

P
i,j+1

h

h

I

∂2u

∂x2
(xi , yj) ≈

Ui−1,j − 2Ui ,j + Ui+1,j

h2
,

∂2u

∂y 2
(xi , yj) ≈

Ui ,j−1 − 2Ui ,j + Ui ,j+1

h2
,

I Náhrada rovnice −4u = f v bodě Pi ,j

−Ui ,j−1 − Ui−1,j + 4Ui ,j − Ui ,j+1 − Ui+1,j = h2fi ,j

I jen pro Pi ,j , který
”
má všechny sousedy“, takový uzel

nazýváme regulárńı.



Hraničńı a neregulárńı uzly

y

x

Ω

I Aproximujeme řešeńı u(Pi ,j) ≈ Ui ,j

I Označ́ıme hraničńı, regulárńı a neregulárńı uzly.

I v hraničńıch uzlech Q - užijeme Dirichletovy okrajové
podḿınky

UQ = ϕ(Q)

I v neregulárńıch uzlech PN - chceme zachovat řád
aproximace!



Náhrada v neregulárńım uzlu

N QR sitova primka

u 

h hδ

I Hodnotu v neregulárńım uzlu - lineárńı interpolace

UR − UN

h
=

UN − UQ

δh

I tedy
(1 + δ)UN − δUR = UQ

I Pozn. pro hladké řešeńı je tato náhrada 2. řádu p̌resnosti.



Vlastnosti soustavy rovnic. Řád aproximace

I Výsledná soustava rovnic je lineárńı soustava rovnic (cca n2

neznámých).

I Matice soustavy je symetrická (?, pozor, neregulárńı uzly)

I Matice soustavy je DD (ne však ODD), věťsinou IDD.

I Matice soustavy je pozitivně definitńı.

I Lokálńı chyba aproximace O(h2). Co plat́ı pro globálńı chybu?

eh = u − Uh

AhUh = Fh

Ahu = Fh + ηh, ηh = O(h4)

I Je eh = O(h2)?



Poissonova rovnice
Př́ıklad

33. Je dána Dirichletova úloha ∆u = 4 v oblasti Ω tvǒrené
čty̌rúhelńıkem s vrcholy [0; 0], [2; 0], [0; 1.8], [1.4; 1.8] s
okrajovou podḿınkou u(x , y) = x2 na hranici Γ = ∂Ω

b) Načrtněte obrázek s č́ıslováńım uzl̊u pro h = 0.6

c) Sestavte śıt’ové rovnice, v neregulárńıch uzlech užijte lineárńı
interpolace.

34. a) Je dána Dirichletova úloha ∆u = x(y + 1) v oblasti Ω tvǒrené
čty̌rúhelńıkem s vrcholy [0; 0], [1.8; 0], [0; 1.5] a [1.5; 1.5]. s
okrajovou podḿınkou u(x , y) = x + y na hraniciΓ.

(a) Volte h = 0.5, nakreslete obrázek oblasti, zobrazte všechny
śıt’ové čáry, śıt’ové uzly uvniťr oblasti, regulárńı neregulárńı a
hraničńı uzly, č́ıslováńı uzl̊u.

(b) Sestavte śıt’ové rovnice, v neregulárńıch uzlech užijte lineárńı
interpolace.



Přednáška č. 10
Rovnice vedeńı tepla

I Metoda śıt́ı pro rovnici vedeńı tepla.

I Explicitńı a implicitńı schéma.

I Konvergence a stabilita schémat.



Rovnice vedeńı tepla
Formulace sḿı̌sené úlohy

I Úloha:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I počátečńı podḿınka

u(x , 0) = u0(x), x ∈ 〈a, b〉,

I okrajové podḿınky (Dirichlet)

u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t), t ≥ 0.



Metoda śıt́ı a aproximace řešeńı

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Śıt’: Voĺıme krok h = (b − a)/n a krok τ > 0.

xi = a + ih, tk = kτ,

I Śıt’ové uzly Pk
i a aproximace řešeńı Uk

i

Pk
i = [xi , tk ], Uk

i ≈ u(xi , tk).

I Postup řešeńı:

{U0
i } → {U1

i } → {U2
i } → {U3

i } . . .



Náhrady derivaćı

I V́ıme (Taylor): Pro f ∈ C4 plat́ı

f (x + h) = f (x) + f ′(x)h +
f ′′(x)

2
h2 +

f ′′′(x)

3!
h3 +O(h4)

f (x − h) = f (x)− f ′(x)h +
f ′′(x)

2
h2 − f ′′′(x)

3!
h3 +O(h4)

I Sečteńım

f (x + h)− 2f (x) + f (x − h) = f ′′(x)h2 +O(h4)

I Z 1. rovnice

f ′(x) =
f (x + h)− f (x)

h
+O(h)



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma

τ

P
i

  k

h

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk
i , chyba O(h2 + τ)

Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+ f k

i ,

I násob́ıme τ , označ́ıme σ = pτ
h2

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Stabilita:

σ =
pτ

h2
≤ 1

2
.



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma - stabilita

I Schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Je chyba ”malá”, je-li h a τ ”malé”?
voĺıme h = 0.01, τ = 0.001, σ = τ

h2 = 10

ut = uxx , u(x, 0) = (100x)2
, u(0, t) = 0, u(0.05, t) = 25

t x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0 0 1 4 9 16 25



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma - stabilita

I Schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Je chyba ”malá”, je-li h a τ ”malé”?
voĺıme h = 0.01, τ = 0.001, σ = τ

h2 = 10

ut = uxx , u(x, 0) = (100x)2
, u(0, t) = 0, u(0.05, t) = 25

t x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0 0 1 4 9 16 25

0.001 0 21 24 29 36 25



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma - stabilita

I Schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Je chyba ”malá”, je-li h a τ ”malé”?
voĺıme h = 0.01, τ = 0.001, σ = τ

h2 = 10

ut = uxx , u(x, 0) = (100x)2
, u(0, t) = 0, u(0.05, t) = 25

t x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0 0 1 4 9 16 25

0.001 0 21 24 29 36 25
0.002 0 -159 44 49 -144 25



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma - stabilita

I Schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Je chyba ”malá”, je-li h a τ ”malé”?
voĺıme h = 0.01, τ = 0.001, σ = τ

h2 = 10

ut = uxx , u(x, 0) = (100x)2
, u(0, t) = 0, u(0.05, t) = 25

t x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0 0 1 4 9 16 25

0.001 0 21 24 29 36 25
0.002 0 -159 44 49 -144 25
0.003 0 3461 -1936 . . . . . . 4 25



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma - stabilita

I Schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Je chyba ”malá”, je-li h a τ ”malé”?
voĺıme h = 0.01, τ = 0.00005, σ = τ

h2 = 0.5

ut = uxx , u(x, 0) = (100x)2
, u(0, t) = 0, u(0.05, t) = 25

t x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0 0 1 4 9 16 25

0.0005 0 2 5 10 17 25
0.0010 0 2.5 6 11 17.5 25
0.0015 0 3 6.75 12.25 18 25
0.0020 0 3.375 7.625 12.375 18.625 25



Rovnice vedeńı tepla
Implicitńı schéma

h

τ

P
i

k+1

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk+1
i , chyba O(h2 + τ)

Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk+1
i−1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i+1

h2
+ f k+1

i ,

I násob́ıme τ , označ́ıme σ = pτ
h2 , dostáváme

−σUk+1
i−1 + (1 + 2σ)Uk+1

i − σUk+1
i = Uk

i + τ f k+1
i ,



Rovnice vedeńı tepla - shrnut́ı
Explicitńı a implicitńı schéma

explicitńı implicitńı

τ

P
i

  k

h

h

τ

P
i

k+1

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk
i , explicitńı schéma

Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+ f k

i

I Náhrada v uzlu Pk+1
i , implicitńı schéma

Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk+1
i−1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i+1

h2
+ f k+1

i



Rovnice vedeńı tepla
Př́ıklad

a) Je dána sḿı̌sená úloha

∂u

∂t
= 0.3

∂2u

∂x2
+ xt v oblasti Ω = {[x ; t] : x ∈ (0; 1); t > 0}

u(x, 0) = x2
pro x ∈ 〈0; 1〉

u(0, t) = 0, u(1, t) =
1

2t + 1
pro t ≥ 0

b) Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu

c) Určete pro τ = 0.1 minimálńı krok h tak, aby explicitńı metoda byla stabilńı a bod P = [0.25; 0.1] byl
uzlem śıtě.

d) Pro hodnoty τ a h z bodu (b) určete p̌ribližnou hodnotu řešeńı v bodě P užit́ım explicitńı metody

e) Pro volbu h = τ = 0.25 sestavte soustavu śıt’ových rovnic pro prvńı časovou vrstvu užit́ım implicitńıho
schématu.



Přednáška č. 11

I Metoda śıt́ı pro vlnovou rovnici.

I Explicitńı a implicitńı schéma.

I Konvergence a stabilita schémat.



Formulace sḿı̌sené úlohy pro vlnovou rovnici

I Vlnová rovnice (c > 0)

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I počátečńı podḿınky

u(x , 0) = u0(x), x ∈ 〈a, b〉,

∂u

∂t
(x , 0) = u1(x), x ∈ 〈a, b〉,

I okrajové podḿınky (Dirichlet)

u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t), t ≥ 0.

I Pozor: podḿınky souhlasu - poloha a rychlost!



Metoda śıt́ı a aproximace řešeńı

I Rovnice:
∂2u

∂t2
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I Śıt’: Voĺıme krok h = (b − a)/n a krok τ > 0.

xi = a + ih, tk = kτ,

I Śıt’ové uzly Pk
i a aproximace řešeńı Uk

i

Pk
i = [xi , tk ], Uk

i ≈ u(xi , tk).

I Postup řešeńı:

{U0
i }, {U1

i } → {U2
i } → {U3

i } . . .



Náhrada na 1. časové vrstvě

I Užijeme Taylor̊uv rozvoj a počátečńı podḿınku pro u(xi , 0) a
∂u
∂t (xi , 0):

U1
i ≈ u(xi , τ) = u(xi , 0) + τ

∂u

∂t
(xi , 0) + O(τ2)



Taylor̊uv polynom, náhrada derivace

I Taylor̊uv polynom (f ∈ C4)

f (x + h) = f (x) + f ′(x)h + f ′′(x)
h2

2
+ f ′′′(x)

h3

3
+O(h4) . . .

f (x − h) = f (x)− f ′(x)h + f ′′(x)
h2

2
− f ′′′(x)

h3

3
+O(h4) . . .

I

f (x + h)− f (x − h) = 2f (x) + f ′′(x)h2 +O(h4)



Explicitńı schéma pro vlnovou rovnici

PP P
i i+1i−1

P
i

i

P

k+1

k−1

k kk

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I Explicitńı schéma v uzlu Pk
i :

Uk+1
i − 2Uk

i + Uk−1
i

τ2
= c2 Uk

i+1 − 2Uk
i + Uk

i−1

h2
+ f k

i

I Násob́ıme τ2, označ́ıme σ2 = c2τ2

h2 , explicitně vyjáďŕıme Uk+1
i



Explicitńı schéma pro vlnovou rovnici
Náhrada v regulárńım uzlu

PP P
i i+1i−1

P
i

i

P

k+1

k−1

k kk

I Náhrada v uzlu Pk
i , explicitńı schéma

Uk+1
i = σ2Uk

i+1 + 2(1− σ2)Uk
i + σ2Uk

i−1 − Uk−1
i + τ2f k

i

I Stabilita:
σ =

cτ

h
≤ 1.

I Lokálńı chyba aproximace

O(h2 + τ2)

I Lze už́ıt implicitńıho schématu, tak aby byla zaručena
stabilita vždy.



Implicitńı schéma
Náhrada v regulárńım uzlu

I Rovnice:
∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk
i :

∂2u

∂2t
(Pk

i ) ≈
Uk+1
i − 2Uk

i + Uk−1
i

τ 2

∂2u

∂x2
(Pk

i ) ≈ 1

2

Uk+1
i+1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i−1

h2
+

1

2

Uk−1
i+1 − 2Uk−1

i + Uk−1
i−1

h2

I Dosad́ıme do rovnice, násob́ıme τ2,

I označ́ıme

σ2 =
c2τ2

h2

I vyjáďŕıme soustavu pro Uk+1
i

−
1

2
σ

2Uk+1
i−1 + (1 + σ2)Uk+1

i −
1

2
σ

2Uk+1
i+1 =

1

2
σ

2Uk−1
i−1 − (1 + σ2)Uk−1

i +
1

2
σ

2Uk−1
i+1 + 2Uk

i + τ2f ki



Explicitńı a imlicitńı schéma pro vlnovou rovnici

PP P
i i+1i−1

P
i

i

P

k+1

k−1

k kk

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I Explicitńı schéma v uzlu Pk
i :

Uk+1
i − 2Uk

i + Uk−1
i

τ2
= c2 Uk

i+1 − 2Uk
i + Uk

i−1

h2
+ f k

i

I Implicitńı schéma v uzlu Pk
i :

Uk+1
i − 2Uk

i + Uk−1
i

τ2
=

c2

2

Uk+1
i+1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i−1

h2
+

c2

2

Uk−1
i+1 − 2Uk−1

i + Uk−1
i−1

h2
+ f ki

I Násob́ıme τ2, označ́ıme σ2 = c2τ2

h2 , explicitně vyjáďŕıme Uk+1
i



Vlnová rovnice
Př́ıklad

Je dána sḿı̌sená úloha pro vlnovou rovnici

∂2u

∂t2
=
(

9
5

)2 ∂2u

∂x2
+ xt

u(x , 0) = x2 , ∂u
∂t (x , 0) = 1− x2 pro x ∈ 〈−1; 1〉

u(−1, t) = 1 , u(1, t) = 1
1+t2 pro t ∈ 〈0;∞)

a) Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu (pro polohu a rychlost).

b) Určete maximálńı krok τ tak, aby byla splněna podḿınka stability
pro explicitńı metodu s prostorovým krokem h = 0.2. Odvod’te
schéma pro explicitńı metodu.

c) Odvod’te soustavu śıt’ových rovnic pro určeńı p̌ribližných hodnot
řešeńı prvńı časové vrstvě s chybou O(τ 2).

d) Stanovte p̌ribližnou hodnotu řešeńı v bodě A = [0.2; 0.2] explicitńı
metodou, volta krok h = 0.2 a τ (maximálńı) tak, aby explicitńı
schéma bylo stabilńı a bod A byl uzlem śıtě.

e) Sestavte śıt’ové rovnice implicitńıho schématu pro danou rovnici na
2. časové vrstvě pro volbu h = 0.25 a τ = 0.5.



Přednáška č. 12/13

I Opakováńı, řešeńı zkouškových p̌ŕıkladů.
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