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1 Normy vektorti a matic, vlastnosti matic
Piiklad 1.1 Pro dané vektory x = (—1;2; 1),y = (2; —3; —1)T urcete
[xlloe =2 Ixl2=? lxli=? lylle=? lyllz=? Iyl =?
Piiklad 1.2 Je dan vektor x = (—1;p;2)T, p € R. Uréete viechny hodnoty p tak, aby
a) [Ix[lec <4, b) [lx[l2 <3, ) <7
Piiklad 1.3 Graficky zndzornéte mnozinu vektoru x = (21, x2) takovych, ze

a) Xl <1, b)) x[l2<1, ¢ [xh<1d) 1< [x]2a [x]e <2,

Piiklad 1.4 Rozhodnéte, které z nasledujicich nerovnosti jsou platné pro véechny x € R?

1[0 < [|%[|2, [1x[l2 < [Ix[l1, [Ix[[1 < 2[|x[|oo,
, 0.7 0.7 T L . .
Je ddna B = 0 0 /) Volte A = B, A = B"' a rozhodnéte o platnosti nerovnosti

Al < [|Al 5, Al < [ Al

Piiklad 1.5 Jsou ddny matice (a € R)

2 -1 1 5 0 1 a 1
a=(55) me(af) e (he) (5]
a) Urcete fddkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu danych matic. Uréete vSechna vlastni ¢isla a vlastni

vektory. Spoctéte spektralni polomér. Pro které matice jsou vlastni vektory na sebe kolmé?

b) Zapiste jak je definovdn pojem matice ostfe diagondlné dominantni(ODD) a matice symetrickd pozi-
tivné definitni (SPD). Rozhodnéte zda dané matice jsou ODD nebo SPD.

Priklad 1.6 Jsou ddny matice

2 -1 -1 2 1 0 4 -1 0
A=(0 -1 o |, B=|1 3 1], cCc=|-1 2 -1
0 2 1 -1 2 3 0 0 a

a) Urcete rddkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu danych matic. Uréete vSechna vlastnf ¢fsla a vlastnf
vektory. Spoctéte spektralni polomér. Pro které matice jsou vlastni vektory na sebe kolmé?

b) Zapiste jak je definovdn pojem matice ostie diagondlné dominantni(ODD) a matice symetrickd pozi-
tivné definitni (SPD). Rozhodnéte zda dané matice jsou ODD nebo SPD.

Piiklad 1.7 (MATLAB) Jsou ddny matice a vektory pravych stran (matice A je stejnd jako v Pt. 1.5)

(2 -1 (1001 -1 (=01 . _5 1
A= (B (M ) e () wemeone (1)
a) Rozhodnéte, zda matice A a B jsou ODD nebo SPD ?

b) Spoctete feSeni soustavy rovnic Ax = b, Ax; = by, Bxy = b a Bxs = b;. Srovnejte rozdil b — by
oproti x — x; respektive xp — x3.

¢) Zakreslete mnozinu M = {y € R? : y = Ax, |x||2 < 1} (bez uzit{f MATLABu). Névod: Pro ptiblizné
vyjadien{ uzijte bazi slozenou z normovanych vlastnich vektoru matice A, tj x = aju;+asus, |u;|| = 1.
Vyjadrete vektor Ax v souradném systému vlastnich vektori matice A, tj. Ax = f1u; + fous. Ukazte,
jaka nerovnost plati pro j;.
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d) Zakreslete mnozinu M v MATLABu: Uzijte polarni soufadnice pro parametrizaci jednotkové kruznice,
nasobeni matici A a uzijte piitkaz plot.

e) Zakreslete mnozinu M; = {y € R? : y = Bx, ||x|2 < 1}.
f) Spoctéte ¢islo podminénnosti & = Az /Amin Pro matice A a B.

Piiklad 1.8 (MATLAB) Je déna matice A € R™*" (n = 10, 20, 50, 100, 200)

2 -1 0 ... 0

-1 2 -1 0 0
A:

0 o -1 2 -1

0 0o -1 2

a) Urcete fadkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice. Urcete vSechna vlastni ¢isla a vlastni
vektory. Spoctéte spektralni polomeér.

b) Rozhodnéte zda dand matice je ODD nebo SPD. Zduvodnéte.

c¢) Pitkazem eig urcete vlastni vektory matice. Vyberte vlastni vektory prislusné 2 nejvétsim a 2 nejmensim
vlastnim ¢islum dané matice. Pro tyto vektory u = (u;) zobrazte jejich slozky jako graf [i, u;], tj. napf.
piikazem plot (uw).

d) Spoctéte ¢islo podminénnosti £(A) = Mnaz/Amin-

Pi#iklad 1.9 (MATLAB) Je ddna matice A € R"*" kde (n = m?, m = 5, 10, 20) jako blokové ti{diagonaln{
matice (E, B € R™*™)

B -E 0 0 4 -1 0 .0
~E B -E 0 .. 0 1 4 -1 0 .. 0
A= T , kde B =
0 .. 0 -E B -E 0 ... 0 -1 4 -1
O .. ... 0 -E B 0 ... ... 0 -1 4

a) Urcete fadkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice. Uréete vSechna vlastni ¢isla a vlastni
vektory. Spoctéte spektralni polomér.

b) Rozhodnéte zda dand matice je ODD nebo SPD. Zduvodnéte.

c¢) Piikazem eig urcete vlastni vektory matice. Vyberte vlastni vektory pfislusné 2 nejvétsim a 2 nejmensim
vlastnim ¢islim dané matice.

d) Spoctéte ¢islo podminénnosti £(A) = Anaz/Amin-

Piiklad 1.10 (Domadci kol na 2. cvi€eni) Je ddna soustava ve tvaru X = UX + V.
a) Definujte pojem spektralni polomér matice U.
b) Jak se pocitaji aproximace feSeni pomoci prosté iteraéni metody?

¢) Definujte, co znamend, Ze prosta iteracni metoda je pro danou soustavu konvergentni?

(§]

)
)
d) Jakd je nutnd a postacujici podminka konvergence této metody?
) Jakd podminka pro normu matice U zarucuje konvergenci této metody?
)

f) Uvedte v jakém pifpadé neni metoda konvergentni.



Priklady pro cviceni 22. dubna 2015

2 Prosta iteraéni metoda

Piiklad 2.1 Je dana soustava rovnic x = Ux + v, kde

v-("% o5 ) v (

a) Urcete vlastni ¢isla matice U a jeji spektralni polomér.

')

2. x3 prostou iteraéni metodou.

)
b) Volte pocéateéni priblizeni x° = (10,1)7 a spoctéte x!, x
c) Uréete presné fegeni dané soustavy x* a spoctéte chybu e/ = x/ — x* pro j =0, 1,2, 3.

*

d) Urcete n—tou iteraci x™ prosté iteracni metody a spoctéte chybu e = x™ — x*.

Piiklad 2.2 Je dana soustava rovnic typu x = Ux + v, kde

04 03 2
U_(O.G 0.35)’ V‘(1)'

a) Rozhodnéte, zda pro danou soustavu rovnice je prostd iteraéni metoda konvergentni. V kladném piipadé
uréete x| x2) touto metodou pii volbé x(©) =0

b) Uzitim vzorce
||X(k) —x*| < MHX(D _ X(O)H
R

odhadnéte chybu ||x* — x(?||, kde x* je pfesné feseni soustavy.

)

¢) Odhadnéte piiblizny pocet iteraci k k tomu, aby ||x* — x*)|| < 107°. Jak se tento odhad zméni, kdyz
v odhadu misto normy matice uzijete spektralni polomeér?

Piiklad 2.3 Je dana soustava rovnic x = Ux + v, kde

—07 0 02 3
U=| -05 04 o, wv=| 2
—05 0 —045 ~1

Je prosté iteraéni metoda pro danou soustavu konvergentni? V kladném pifpadé urcete x| x(®) touto
metodou pii volbé x(©) = 0.
Uzitim vzorce .
1ol 1 0
I — x| < e x — <O
1-|[U] ’

odhadnéte chybu ||x* — x(?)||, kde x* je pfesné feseni soustavy.
Odhadnéte piiblizny pocet iteraci k k tomu, aby [x* — x*)|| < 107°. Jak se tento odhad zméni, kdyz v
odhadu misto normy matice uzijete spektralni polomér?

Priklad 2.4 Urcete, zda konverguje prosta itera¢ni metoda pro soustavu tvaru x = Ux + v, kde

08 01 0 ~1
U= 1 08 0], v= 2 |,
1 —1 04 0.5

urcete x| x) touto metodou pii volbé x(0) = 0.
Piiklad 2.5 (MATLAB) Je ddna matice typu n x n (n = 10, 20, 50, 100, 200)
0 -3 0 ... 0
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a) Urcete fadkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice. Urcete vSechna vlastni ¢isla a vlastni
vektory. Spoctéte spektralni polomeér.

b) Rozhodnéte zda dand matice je ODD nebo SPD.

¢) Uzijte vzorce pro odhad chyby z piikladu 2.2¢ a odhadnéte kolik je potieba iteraci prosté iteracn{
metody pro dosazeni piesnosti ¢ = 1076, V odhadu misto normy uzijte spektralni polomér.

Piiklad 2.6 (MATLAB) Je déna matice U € R"*" kde (n = m?, m = 5, 10, 20) jako blokové tifdiagonaln{
matice (E, B € R™*™)

B —iE 0 0 0 -3 0 : 0
-l B -lE 0 0 -1 -1 0 0
A= T , kde B =
0 0 -{E B -iE 0o ... 0 -1 0o -3
0 0 -iE B 0 ... .. -1

a) Urcete fadkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice. Urcete vSechna vlastni ¢isla a vlastni
vektory. Spoctéte spektralni polomeér.

b) Rozhodnéte zda dand matice je ODD nebo SPD. Zduvodnéte.

¢) Piikazem eig urcete vlastn{ vektory matice. Vyberte vlastn{ vektory piislusné 2 nejvétsim a 2 nejmensim
vlastnim ¢islim dané matice. Pro tyto vektory u = (u;) zobrazte jejich slozky jako graf [i, u;], tj. napf.
piikazem plot (u).

d) Spoctéte ¢islo podminénnosti £(A) = Anaz/Amin-

DU: Jacobiova a Gaussova-Seidelova iteraéni metoda

Piiklad 2.7 (Domédci tikol na 3. cvi€eni) Je ddna soustava rovnic Ax = b, kde

a1l a2 ais by
A= an axn a3 |, b= b
azy Gz 433 b3

a) ZapisSte tii rovnice, které jsou ddny maticovym zépisem Ax = b (zépis po slozkédch).
b) Vezméte vysledek a) a z 1. rovnice vyjddiete z1, z druhé rovnice z2 a ze treti xs.

c¢) Uzijte vysledek b) a definujte jakym itera¢nim postupem se pocitaji aproximace feseni dané soustavy
rovnic pomoci Jacobiovy itera¢ni metody.

d) Uzijte vysledek b) a definujte jakym iteracnim postupem se pocitaji aproximace Feseni dané soustavy
rovnic pomoci Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody.

e) Uved'te jaké vlastnosti matice A jsou postacujici k tomu, aby byla Jacobiova iteraéni metoda konver-
gentni.

f) Uved'te jaké vlastnosti matice A jsou postacujici k tomu, aby byla Gaussova-Seidelova iteraéni metoda
konvergentni.

g) Uved'te, co jsou iteraéni matice Jacobiovy U; a Gauss-Seidelovy Ugg metody. Jakym zptisobem lze
pocitat jejich spektralni polomeér pouze se znalosti matice A7

h) Jakd je nutnd a postacujici podminka konvergence Jacobiovy metody?

i) Jakd je nutna a postacujici podminka konvergence Gaussovy-Seidelovy metody?
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3 Jacobiova a Gaussova-Seidelova itera¢éni metoda

Piiklad 3.1 Je dana soustava linearnich rovnic tvaru Ax = b, kde

1 —-10 -2 -1
A=| -1 5 0], b=| -1 |,
2 0 2 4
Rozhodnéte, zda pro danou soustavu rovnic je Jacobiova iteraéni metoda konvergentni. Volte x(?) = b a

spoctéte x(M touto metodou.

Priklad 3.2 Je ddna soustava linedrnich rovnic tvaru Ax = b, kde

Je Jacobiova iteraéni metoda konvergentni? Volte x(?) = b a spoctéte x(Y) touto metodou.

Priklad 3.3 (*) Nechf matice A = L+ D+ P je ODD v fddcich. (D - diagonéla, L prvky pod diagonalou,
P - prvky nad diagonalou). Ozna¢me U; = — D~ (L + P) itera¢ni matici Jacobiova metody. Ukazte, ze pak
plati |Us|loo < 1.

Priklad 3.4 Je ddna soustava linedrnich rovnic tvaru Ax = b, kde

2 0 3 1
A= 0 11, b= p |,
5105 -2

Urcete, zda pro danou soustavu je Gaussova-Seidelova iteracni metoda konvergentni.

Priiklad 3.5 Zduvodnéte, Ze pro soustavu linedrnich rovnic tvaru Ax = b, kde

5 1 -2 1
A= 13 0, b=|-1],
2 0 1 2

konverguje Jacobiova i Gaussova-Seidelova(GS) iteracni metoda. Urcete x(V), x(?) GS metodou, x(¥) = 0.

Piiklad 3.6 Je dana soustava linearnich rovnic tvaru Ax = b, kde

p 1 -1 4
A= 1 1 0 1, b= 3 1,
-1 0 3 -5

a) Uved'te aspon 2 postacujici podminky pro konvergenci Gaussovy-Seidelovy iteraéni metody. Urcete
vSechny hodnoty parametru p € R, pro néz je nékterd z nich splnéna.

b) Urcete viechny hodnoty parametru p € R, pro néz je splnéna nutné a postacujici podminka Gaussovy-
Seidelovy iteraéni metody.

Priklad 3.7 Je ddna soustava linedrnich rovnic tvaru Ax = b, kde

1 2 =2 1 5 3 4 1
A= 11 1 |,b=[11], nebo (ii)A=113 6 4 |,b=[ -1 ],
2 2 1 1 4 4 5 -1

a) Oveite, zda pro danou matici A je Gauss-Seidelova iteraéni metoda konvergetni.

b) Ovérte, zda pro danou matici A je Jacobiova itera¢ni metoda konvergetni.
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Pro (i) feste bez MATLABu, (ii) s MATLABem.
Piiklad 3.8 (MATLAB) Je ddna matice typu n x n (n = 10, 20,50, 100, 200, 1000)

2 -1 0 0

-1 2 -1 0 0
A =

0 0 -1 2 -1

0 0 -1 2

a) Rozhodnéte, zda pro danou matici je Gaussova-Seidelova iteraéni metoda konvergentni.
b) Rozhodnéte, zda pro danou matici je Jacobiova itera¢ni metoda konvergentni.

c) Volte b = (1,...,1)T. Reste soustavu rovnic s matici A pomoci Jacobiova iteraéni metody. Vypocet
realizujte pomoci{ programu (zde lépe v jazyce C nez v MATLABu) tak, aby nebylo nutné matici A v
programu ukladat. Spoc¢téte 100 iteraci a urcete reziduum.

d) Program z ¢dsti ¢) upravte tak, aby feSenf bylo realizovdno uzitim Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody.
Srovnejte rychlost konvergence.

Pi#iklad 3.9 (MATLAB) Je ddna matice A € R"*" kde (n = m?, m = 5, 10, 20) jako blokové ti{diagondln{
matice (E, B € R™*™)

B -E 0 0 4 -1 0 0

-E B -E 0 .. 0 -1 4 -1 0 .. 0
A= o , kde B =

0 .. 0 -E B -E 0 ... 0 -1 4 -1

0o .. .. 0 -E B 0 ... ... 0 -1 4

a) Rozhodnéte, zda pro danou matici je Gaussova-Seidelova iteraéni metoda konvergentni.
b) Rozhodnéte, zda pro danou matici je Jacobiova itera¢n{ metoda konvergentni.

c) Volte b = (1,...,1)T. Reste soustavu rovnic s matici A pomoci Jacobiova iteraéni metody. Vypocet
realizujte pomoci programu (zde 1épe v jazyce C nez v MATLABu) tak, aby nebylo nutné matici A v
programu ukladat. Spoctéte 100 iteraci a urcete reziduum.

d) Program z ¢ésti ¢) upravte tak, aby feseni bylo realizovdno uzitim Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody.
Srovnejte rychlost konvergence.

DU: Metoda nejmensich ¢tvercu.
Piiklad 3.10 (Domaéci kol na 4. cvi¢eni) Je déna tabulka hodnot z;,y;, i = 1,...n.

a) Vysvétlete princip metody nejmensich ¢tvercu pii aproximaci dané tabulkou hodnot polynomem nejvyse
1. stupne.

b) Zapiste kvadratickou odchylku §%(p(x)) polynomu p(x) nejvyse prvniho stupné od dané tabulky hodnot.

c¢) Uved'te jakd podminka ma platit pro kvadratickou odchylku polynomu nejvyse 1. stupné p*(z), ktery
danou tabulku hodnot aproximuje nejlépe ve smyslu nejmensich étverci.

d) Zduvodnéte jak se z €dsti ¢) odvodi soustava normalnich rovnic. Odvod'te soustavu normdlnich rovnic
pro dany piipad.

e) Vysvétlete princip metody nejmensich ¢tverct pii aproximaci dané tabulkou hodnot polynomem nejvyse
2. stupné a odvod'te soustavu normalnich rovnic pro dany piipad.
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4 Metoda nejmensich ctverci.

Piiklad 4.1 a) Vysvétlete princip metody nejmensich ¢tvercu pii aproximaci dané tabulkou hodnot po-
lynomem nejvyse 1. stupné.

b) Odvodte soustavu normélnich rovnic pro tento piipad.

¢) Sestavte soustavu normdlnich rovnic pro zadanou tabulku hodnot.

2| —1]0 [1] 2 [ 2
vi | 210612826

Piiklad 4.2  a) Uzijte metodu nejmensich ¢tverci pro aproximaci polynomem nejvyse 1. stupné a od-
vodte soustavu normaélnich rovnic.

b) Sestavte soustavu normdlnich rovnic pro zadanou tabulku hodnot.

T; 0 05| 1 1 |15] 2
‘; | =091 0 {0909 2 |31

Priklad 4.3 a) Vysvétlete princip metody nejmensich ¢tvercu pii aproximaci dané tabulkou hodnot po-
lynomem nejvyse 2. stupné.

b) Odvodte soustavu normélnich rovnic pro tento piipad.

¢) Sestavte soustavu normélnich rovnic pro zadanou tabulku hodnot.

| —2]-1] 0] 0] 1]2
v 1913807130209

Piiklad 4.4  a) Urcete polynom nejvyse 2. stupné, ktery ve smyslu nejmensich ¢tverct nejlépe aproximuje
tabulku hodnot.

b) Stanovte odpovidajici kvadratickou odchylku.

| —2]=1] 0 0 1 |2
i | 29102 —11]—-09] 0231

Piiklad 4.5 (MATLAB) a) Vysvétlete princip metody nejmensich ¢tvercu pii aproximaci dané tabul-
kou hodnot polynomem nejvyse n-tého stupné (n > 2)

b) Odvodte soustavu normélnich rovnic pro tento piipad.

¢) Sestavte soustavu normélnich rovnic pro tabulku hodnot ulozenou v souboru cviceni4.dat a pron =
1, 2,3, 4.

d) Piikazem plot zobrazte data z tabulky hodnot, a zobrazte polynom nejlepsi aproximace.

Pi#iklad 4.6 (*) Je dand tabulka hodnot x;,y;, kde y; > 0. Hleddme funkci ve tvaru y = e4*+5 které co
moznd nejlépe aproximuje danou tabulku dat. Uzitim pfirozeného logaritmu pieformulujte tento problém
jako problém aproximace polynomem 1. stupné, ktery feSte pomoci metody nejmensich ¢tvercu. ZapiSte
kvadratickou odchylku pro tento p¥ipad a odvod'te systém normalnich rovnic.

Piiklad 4.7 (*) Je dané tabulka hodnot z;,y; kde z; > 0,y; > 0. Hleddme funkci ve tvaru y = Ax?, které
co moznéa nejlépe aproximuje danou tabulku dat. Uzitim pfirozeného logaritmu pfeformulujte tento problém
jako problém aproximace polynomem 1. stupné, ktery feSte pomoci metody nejmensich ¢tvercu. ZapiSte
kvadratickou odchylku pro tento piipad a odvod'te systém norméalnich rovnic.
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DU: Nelinedarni rovnice a Newtonova metoda

Piiklad 4.8 (Domaéci kol na 5. cviceni)

I. Je ddna rovnice

flz) =0
a) Zapiste rovnici te¢ny ke grafu funkce f(z) v bodé .

b) Graficky znazornéte graf funkce f(z) a te¢nu ke grafu funkce v bodé x,,. Zakreslete prusecik této tecny
s osou x (tj. y = 0), oznacte ho jako [z,41,0].

c¢) Z rovnice teény a) vyjadiete z,1.

IT. Jsou déany rovnice

fle,y) =0,  glz,y) =0
d) Zapiste rovnici teéné roviny 7; ke grafu funkce f(x,y) v bodé X(™ = (z,,,y,)".

f

)

e) Zapiste rovnici teéné roviny T3 ke grafu funkce g(z,y) v bodé X = (2,,,y,)7.
) Sestavte soustavu linedrnich rovnic pro spoleény prusecik P rovin z = 0 a rovin 71, 7a.
)

g) Oznacéme X *1) = (Tnt1,Yns1)T = P a z predchozf rovnice vyjadiete X (n+1)
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5 Nelinearni rovnice a Newtonova metoda

Piiklad 5.1 Uvazujme funkci

flx)=a% +2* — 1.
a) Ukazte, Zze v intervalu < —1,1 > existuje alespon jeden kofen rovnice f(x) = 0. Zduvodnéte.
b) Volte 2o = 1 a spoctete x1 Newtonovou iteracn{ metodou.
¢) Volte 1 = —1 a spoctete x1, £9 Newtonovou iteraéni metodou. Pro¢ je tato volba nevhodnd ?
d) Volte 21 = —5 a pocitejte iterace pomoci Newtonovy iteraéni metody. (MATLAB)
Piiklad 5.2  a) Urcete graficky pfibliznou polohu kofenti soustavy

2zy — 3 =0, 22 —y? =0.

b) Stanovte aproximaci X = (2, y(M) jednoho z kofenti soustavy a) Newtonovou metodou pii volbé
X = (1;0)7.

Piiklad 5.3 a) Urcete graficky pfibliznou polohu kofent soustavy

1
~— —10y =0, 2 4+ 16y°% = 4.
X

b) Stanovte aproximaci X = (z(1),4(M) jednoho z kofenit soustavy a) Newtonovou metodou pii volbé
X© = (1;1)7.

Piiklad 5.4 a) Urcete graficky pfibliznou polohu kofenti soustavy

b) Stanovte aproximaci X = (2, y(M) jednoho z kofenti soustavy a) Newtonovou metodou pii volbé
X© =(0;1)T.
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DU: Obyéejné diferencialni rovnice, Cauchyova tiloha

Piiklad 5.5 (Domdci tikol na 6. cviceni)

I. Uved’'te postacujici pfedpoklady pro existenci a jednoznaénost feSeni Cauchyovy iilohy pro
pripad

a) y' = f(z,y), y(xo0) = Yo,
b) y' =f(x,y), y(%0) = yo, (y = (y1,92)),
c) y' = F(x,y,y), y(xo) = yo, ¥ (x0) =1

Ulohu ¢) tj. pocéteéni tilohu pro obyé¢ejnou diferencidlni rovnici 2. fddu pieved'te na soustavu obyé&ejnych
diferencidlnich rovnic 1. fddu zapsanych v normdlnim tvaru, tedy tvar b).

I1I. Eulerova metoda

a) Zapiste Tayloruv polynom T (x) stupné 1 pro aproximaci funkce y(z) blizko bodu . Oznac¢me z =
Zo + h a zapiSme tento polynom jako T7(h). Zapiste Lagrangeuv tvar zbytku Ra(h), tj. tak aby platilo

y(x + h) =Ti(h) + Ra(h)

b) Oznac¢me y(z) feseni ODR ¢’ = f(x,y). Uzijte vztah y(x + h) ~ T1(h), pro derivaci y' uzijte fakt, ze
y(x) je Feseni diferencidlni rovnice a odvod'te vztah pro Eulerovu explicitni metodu.
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6 Obycejné diferencialni rovnice, Cauchyova tloha

Piiklad 6.1 (Opakovani)

Urcete presné fesen{ dlohy s pocatetn{ podminkou y(0) = D > 0. Nacrtnéte graf.

Piiklad 6.2 (Opakovani) Zopakujte si postup fesen{

a) Y =3y +2=0, y0)=1 y(0)=-1
b) i+ wlr=0, z(0)=A, (0)=0,(w>0)
c) ¥+ 2& 42z = f(t), z(0)=A, #(0)=0

Priiklad 6.3
Je ddna Cauchyova tloha 3y’ = —y + x,y(0) =1

a) Uzijte krok h = 0.5 a spoctéte aproximaci FeSeni y(1) pomoci explicitn{ Eulerovy metody.
b) Uzijte krok h = 1 a spoctéte aproximaci Fesen{ y(1) pomoci implicitni Eulerovy metody.

Piiklad 6.4 Je ddna Cauchyova tloha y' = e™%—y?2, y(0) = 1. Uzijte krok h = 0.5 a spoctéte aproximaci

feseni y(0.5) pomoci explicitn{ Eulerovy metody.

Pi#iklad 6.5 Je ddna Cauchyova tdloha 3y’ +y = ze™® | y(0) =1, ¢/(0) = 0.
a) Uzijte krok h = 1 a spoctéte aproximaci feseni y(2) pomoci explicitni Eulerovy metody.
b) Uzijte krok h = 1 a spoctéte aproximaci feseni y(1) pomoci implicitni Eulerovy metody.

Piiklad 6.6 (MATLAB: c-g) Je ddna Cauchyova tloha

~05 20
Xlz( ~20 —0.5)X7 X(0)=(1,0)"

Uzijte krok h = 0.1 a spoctéte aproximaci feseni X (0.2) pomoci explicitni Eulerovy metody.

Uzijte krok h = 0.5 a spoctéte aproximaci feseni X (0.5) pomoci implicitni{ Eulerovy metody.

)
)
¢) Uzijte krok h = 0.01 a spoctéte aproximaci feseni na < 0,2 > pomoci explicitn{ Eulerovy metody.
) Uzijte krok h = 0.01 a spoctéte aproximaci Fesenf na < 0,2 > pomoci implicitn{ Eulerovy metody.
) Piikazem plot zobrazte graf 1. a 2. slozky pfiblizného feseni z ¢), d).

)

Uzijte krok h = 0.005 a spoc¢téte aproximaci FeSeni na < 0,2 > pomoci explicitni Eulerovy metody.
Srovnejte s vysledkem c).

g) Vysledky z c) a d) srovnejte s pfesnym Fesenim.



Priklady pro cviceni 22. dubna 2015

DU: Collatzova metoda

Piiklad 6.7 (Domdci kol na 7. cviceni)

I. Pro zadané typy ODR stru¢né popiste postup feSeni v pripadé homogennich rovnic
(A € R?>*2 homogenn{ rovnice znamena g(z) =0, f = 0,b = 0)

y' +p(z)y = g(x), X = AX +b, &+ b+ kx = f(t).

V poslednich dvou pripadech rozeberte specidlné pripad komplexnich vlastnich éisel resp. komplexnich kofenu
charakteristické rovnice.

1. Definujte, co znamend n(h) = O(hP).
2. Ukazte, ze pro dostateéné hladkou funkei y(z) plati oba nésledujici vztahy

—y@rom, M g om,

y(x +h) —y(z)
h

Upfesnéte, co v tomto pripadé znamend dostateéné hladka funkce.
3. Utzijte 2. vztah a odvod'te vztah pro implicitni Eulerovu metodu.

4. Ukazte, ze pro dostateéné hladkou funkei y(x) plati

y(x +h) —y(z)

o =/ (x + h/2) + O(h?).

Upfesnéte, co v tomto piipadé znamend dostateéné hladka funkce.

5. Uzijte predchozi vztah a odvod'te vzorce pro Collatzovu metodu.
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7 Numerické reseni Cauchyovy tulohy. Eulerova a Collatzova me-
toda.

Priklad 7.1

Je dana Cauchyova tloha

. 120 -1 -1
X=1345|X+| -2, X0=| 0
06 7 -3 1

a) Uzijte krok h = 0.2 a spoc¢téte aproximaci Feseni{ X (0.2) pomoci explicitni Eulerovy metody.
b) Uzijte krok h = 0.2 a spoc¢téte aproximaci fesen{ X (0.2) pomoci implicitn{ Eulerovy metody.

Piiklad 7.2 Je ddana Cauchyova tloha

Y =xyy, y(0) =1

a) Uved'te predpoklady zarucujici existenci a jednoznacnost feSeni dané Cauchyovy tlohy. Zapiste oblast,
kde jsou splnény.

b) Urcete s krokem h = 0,1 pomoci Collatzovy piibliznou hodnotu fesenf y(0, 2).

Priklad 7.3 Je ddna Cauchyova loha

y/
y' + o Halyly =0 y(0)= 1,y'(0) = —1.

a) Oveite, zda jsou splnény podminky zarucujici existenci a jednozna¢nost feseni.
b) Volte krok h = 0.2 a urcete piibliznou hodnotu feseni y(0.2), y'(0.2) pomoci Collatzovy metody.
Piiklad 7.4 Je ddno h > 0, D > 0 a Cauchyova tloha y' = —4.2y, y(0) = D.

a) Uzitim explicitn{ Eulerovy metody a kroku h spocitejte Yé aproximaci feSeni v bodech z; = jh,
i=123aj=n.

b) Uzitim implicitni{ Eulerovy metody spocitejte Ylj aproximaci feSeni v bodech z; pro j =1,2 a j =n.
¢) Urcete presné feseni y(z) dané Cauchyovy ulohy a nacrtnéte jeho graf v intervalu (0,2). Pro krok

h = 0.5 zakreslete také vysledky z a). Uved'te, pro¢ je volba h = 0.5 nevhodna pro explicitni Eulerovu
metodul!

Piiklad 7.5 Je ddna Cauchyova tloha X = AX, X(0) = u, kde

1 20 3
A=13 4 3|, u=| -3
06 7 2

a) Ukazte, ze vektor u je vlastnim vektorem matice A. Urcete pifslusné vlastni éislo. Uzijte vlastni vektor
a vlastni ¢islo a urcete presné feseni dané Cauchyovy tlohy.

b) Uzijte krok h = 0.1 a spoctéte aproximaci feseni X0 ~ X (1) pomoci explicitni Eulerovy metody.

c) Uzijte krok h = 0.05 a spoctéte aproximaci feeni X2° ~ X (1) pomoci explicitni Eulerovy metody.
d) Uzijte krok h = 0.1 a spoctéte aproximaci feseni X'° ~ X (1) pomoci implicitn{ Eulerovy metody.
)

e) Uzijte krok h = 0.05 a spoctéte aproximaci feSeni X2° ~ X (1) pomoci implicitni Eulerovy metody.
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f) Urcete odhad chyby pomoci metody poloviéniho kroku pro Eulerovu explicitni nebo implicitn{ metodu.
Srovnejte se skute¢nou chybou.

Piiklad 7.6 Nechf A € R?*2, u € R? je vlastni vektor matice A piislusny realnému vlastnimu éislu A < 0.
Je dana Cauchyova tloha

Y' = AY,Y(0) = u,
a) Urcete Teseni Cauchyovy tlohy a ukazte, ze plati |Y(x)| < |Y(0)| pro = > 0.

b) Je ddno h > 0. Uréete aproximaci feseni Y7 v bodech z; = jh pomoci explicitni Eulerovy metody.
Uréete jakéd podminka musf platit pro h tak, aby platilo |Y7| < |Y°| pro j > 0.

c¢) Je ddno h > 0. Urcete aproximaci feSeni Y7 v bodech z; = jh pomoci implicitn{ Eulerovy metody.
Uréete jakd podminka musf platit pro h tak, aby platilo |[Y7| < |Y?| pro j > 0.

d) Jak se podminka (pro Ah) z ¢asti b) nebo ¢) zméni v pripadé, ze vlastni ¢islo A a vlastni vektor u
budou komplexni, Re A < 07 Zakreslete oblasti v komplexni roviné, v kterych &islo z = Ah musi v
téchto ptipadech lezet.

Priklad 7.7 Je dana uloha

4 -1 . -0.2
a) Volte krok h = 0.1 a uzijte explicitn{ Eulerovu metodu pro uréen{ aproximaci presného feseni X! ~
X (h).

b) Volte krok h = 0.1 a uzijte implicitn{ Eulerovu metodu pro uréen{ aproximaci presného fegenf X! ~
X (h).

¢) Volte krok h = 0.1 a uzijte Collatzovu metodu pro uréen{ aproximaci presného fesen{ X' ~ X (h).

Priklad 7.8 Je ddana Cauchyova loha

y' =100y(1—y), y(0)=0.5
a) Oveérte, zda a v jaké oblasti ma dand tloha ma pravé jedno feSeni.
b) Ukazte, Ze pro feseni dané tlohy plati 0 < y(x) < 1 pro x € (—o0, 00).

)
)

c) Volte h = 0.1 a urcete pfiblizné feseni y(0.1) explicitni{ Eulerovou metodou.
)

d) Volte h = 0.1 a urcete piiblizné feseni y(0.1) Collatzovou metodou.

Piiklad 7.9 (Domaéci tkol na 8. cvi¢eni) a) Zapiste vzorce pro Collatzovu metodu a metodu Runge-
Kutta 4. radu.

b) Zapiste, jak se postupuje pii transformaci rovnice vyssiho fddu na soustavu ODR 1. fddu.
¢) Rozmyslete si, jak se bude transformat soustava 2 rovnic vyssiho Fadu.

d) Ulohy z 8. tydne preved'te na soustavu ODR 1. fadu.



Priklady pro cviceni 22. dubna 2015

8 Numerické feseni Cauchyovy ilohy, metody Runge-Kutty (MATLAB)

Priklad 8.1 Je ddna Cauchyova loha

~ 2z — y? + a? . 1
= 0 =
y ( %112 4(0) 1

a) Zapiste oblast G v niz jsou splnény podminky existence a jednozna¢nosti feseni Cauchyovy tlohy

b) Uzitim Collatzovy metody urcete priblizné hodnotu feseni v bodé « = 0.1 s krokem h = 0.1

Piiklad 8.2 Vychylka mechanického oscildtoru z(t) v bezrozmérném tvaru je popséna

mt +di + kx =

1 . .
T sin(507t), z(0) = 0.05, z(0) =0,

kde m = 0.1, k = 4.2.

a) Urcete fundamentdlni systém feseni homogenni rovnice a urcete frekvenci jeho kmita (pro tento tcel
polozme d = 0).

b) Pro d = 0.001 urcete piiblizné kofeny charakteristické rovnice. Na zdkladé vysledku a) a kofenu
charakteristické rovnice rozhodnéte, zda volba kroku h = 0.2 je vhodna pro Eulerovu explicitni metodu.

¢) MATLAB: Volte krok h vhodneé a uzijte Collatzovu metodu pro uréeni hodnot fesen{ v intervalu [0, 3].
d) MATLAB: Volte krok h vhodné a uzijte RK4 pro uréen{ hodnot fesen{ v intervalu [0, 3].

Piiklad 8.3 * Kmity matematického kyvadla (¢ = 9.81, | = 50) jsou popsény rovnici

%singoz& @(0):z7¢:0_

Y+ 3

a) Volte krok A = 0.01. Uzijte explicitni Eulerovu metodu a urcete ptibliznou hodnotu ¢ v ¢ase t = 0.01.

b) Reste numericky linearizovnou rovnici sing =~ ¢. Volte krok h = 0.01. Uzijte explicitni Eulerovu
metodu a urcete pribliznou hodnotu ¢ v case ¢t = 0.01.

¢) Na zakladé odhadu vlastni frekvence dané rovnice rozhodnéte, zda je volba kroku A pro danou rovnici
vhodna?

d) MATLAB: Volte krok h vhodné. Naleznéte pfiblizné feSeni s krokem h v intervalu < 0,5 >. Uzijte
Collatzovu metodu a RK4. Vysledné hodnoty zobrazte piikazem plot. Srovnejte vysledky s fesenim
linearozované rovnice (sin ¢ = «).

Piiklad 8.4 * Uvazujme tuhé (rovinné) téleso o hmotnosti m = 0.2, momentu setrvacnosti I, = 0.001 a
statickém momentu S, = me = 0.. Tuhosti pruzin jsou dény k, = 0.105, k, = 103. Deformace (pohyb)
télesa je popsana pomoci rotace a a vychylky A rovnici

m S, h " kn O h\ [ 0.05 sin(1007t) h(0) = 0.01, h(0) =0,
Sa Iy 4 0 ko a ) 0 ’ a(0) =0.01, «&(0) =0,
a) MATLAB: Volte krok 7 = 0.01. Uzijte explicitn{ Eulerovu metodu a urcete pfibliznou hodnotu natocenf

a a vychylky h v ¢ase t = 0.01. (Pozn. Pozor na vypocet hodnot funkce sinus, argument uddvén v rad)

b) MATLAB: Volte krok 7 = 0.01, uzijte Collatzovu metodu a urcete pfibliznou hodnotu natoceni « a
vychylky h v ¢ase 7 = 0.01.

c¢) MATLAB: Naleznéte pfiblizné feseni s krokem 7 = 0.001 v intervalu < 0,5 >. Uzijte Collatzovu
metodu a RK4. Volte polovién{ krok 7/2 a srovnejte vysledky. Grafy feseni zobrazte.
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Piiklad 8.5 Poloha hmotného bodu o hmotnosti m v rovinném gravitatnim poli s koeficientem odporu
prostiedi k = 0.01 je popsana systémem ODR

mi = —ki/i? +92, mij=—mg—kyv/i2+92,  x(0) =0, #(0) = A, y(0) =0, §(0) = 4,
kde m = 0.1, g = 9.81.

a) MATLAB: Nechf A = 0. Volte krok h = 0.05. Uzijte explicitni Eulerovu metodu a uréete piibliznou
polohu hmotného bodu v ¢ase ¢t = 0.1.

b) MATLAB: Nechf A = 0. Volte krok h = 0.05, uzijte Collatzovu metodu a urcete piibliznou polohu
hmotného bodu v ¢ase t = 0.05.

¢) MATLAB: Urcete ¢as dopadu a rychlost dopadu pro A = 0. Volte vhodné krok h a uzijte Collatzovu
metodu a RK4.

d) MATLAB: Volte A = 3. Urcete ¢as, misto a rychlost dopadu. Nakreslete trajektorii.

DU: Okrajova tloha pro ODR

Piiklad 8.6 (Domaéci tikol na 9. cvi¢eni) Je déna Dirichletova okrajovéd tloha v samoadjungovaném
tvaru

—(p(x)y") +a(z)y = f(x)  y(a) = A,yb) =B.

a) Zapiste postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost fesenf této okrajové tlohy.
b) Uzitim Taylorova rozvoje urcete koeficienty «, 8, § a nezndmou funkci n(x*, h) tak aby platilo

g(x" +h) = g(a* —h) = ahg'(z*) + Bh*g" (z") +n(z*, B)R°
c¢) Uzitim Taylorova rozvoje ukazte, ze (uved'te za jakych piedpokladi na funkci g)

g(x* +h) —2g(x*) + g(x* — h) = h2g" (z*) + O(h*).
d) Odvodte ndhradu v uzlu z = z; vyrazu —(p(z)y’)’ a urcete jaké chyby se dopustite.
*(p(x)y/)/‘m::ci ~

e) Odvodte ndhradu rovnice v uzlu z = ;.

—(p@)y) + alz)y = f(2).
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9 Okrajova uloha pro ODR. Metoda siti.

Piiklad 9.1 Je dana Dirichletova okrajova tloha
7?// =4- ‘TZ, y(72) = 27y(2) =0.

a) Zapiste postacujici podminky pro existenci a jednoznaénost feSeni okrajové tlohy v samoadjungovaném
tvaru. Ovéfte, zda jsou splnény.

b) Urcete piesné feseni dané tlohy. Navod: Uzijte integraci a urcete integraéni konstanty.
¢) Uzitim Taylorova rozvoje odvod'te ndhradu y”(x) pomoci hodnot funkce y(z), y(z & h).

d) Volte krok h = 1 a zapiste sifové rovnice pro aproximaci dané tlohy. Proved'te jeden krok Gaussovy-
Seidelovy iteraéni metody, X volte jako pravou stranu soustavy.

Priklad 9.2 Je dana Dirichletova okrajova tloha v samoadjungovaném tvaru
—(@y) +@+y=4  y(1)=0y(5)=1

a) Zapiste postacujici podminky pro existenci a jednozna¢nost feseni okrajové tilohy v samoadjungovaném
tvaru. Ovéfte, zda jsou splnény.

b) Uzitim Taylorova rozvoje odvod’te ndhradu y'(x) pomoci hodnot funkce y(z),y(x % h).

c) Zapiste sitové rovnice pro krok h = 1. Proved'te jeden krok Jacobiovy iteraéni metody, X° volte jako
pravou stranu soustavy.

Piiklad 9.3 Rovnice popisujici rozlozeni teploty v 1D télese (x = 0.35)

d [ dT
- (de) —0  T(-2)=10,T(2) =0,

a) Zapiste postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost fesenf okrajové tilohy v samoadjungovaném
tvaru. Ovéite, zda jsou splnény.

b) Uzitim Taylorova rozvoje odvod'te ndhradu y'(x) pomoci hodnot funkce y(z),y(z & h).

c) Zapiste sitové rovnice pro krok h = 1. Proved'te jeden krok Jacobiovy iteraéni metody, X° volte jako
pravou stranu soustavy.

Piiklad 9.4 Rovnice popisujici rozlozeni teploty je zapsana ve tvaru

d o
- <0.1rdr> =0 6(1) =100,6(2) = 20,

a) Zapiste postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost feseni okrajové tlohy v samoadjungovaném
tvaru. Ovéfte, zda jsou splnény.

b) Zapiste sifové rovnice pro krok h = 0.25. Proved'te jeden krok Jacobiovy iteraéni metody, X° volte
jako pravou stranu soustavy.

Piiklad 9.5 (MATLAB) Je déna Dirichletova okrajova tloha

_ 1
T 142

1

y(=4) = =3,y(4) = 2.

a) Volte krok h = 0.2, sestavte soustavu rovnic a naleznéte pfiblizné feSeni.

b

Volte krok h = 0.1, sestavte soustavu rovnic a naleznéte pfiblizné feSeni.

d

)
)

¢) Volte krok h = 0.05, sestavte soustavu rovnic a naleznéte piiblizné feseni.
) Volte krok h = 0.005, sestavte soustavu rovnic a naleznéte pfiblizné feseni.
)

e) Srovnejte predchozi feseni s feSenim pfesnym. Zobrazte chybu.
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DU:

Poissonova rovnice

Piiklad 9.6 (Domdci tikol na 10. cviéeni) Je ddna Dirichletova okrajové tloha pro Poissonovu rovnici

&

o o
—_ ~—  ~— D

[N

[©)

—Au = f v oblasti €.

Uved'te o jaky typ rovnice se jedna a pomoci parcidlnich derivaci rozepiste symbol Auw.
Zapiste Dirichletovu okrajovou podminku.

Vysvétlete princip metody siti.

Vysvétlete pojem regularni, neregularni a hrani¢ni uzel sité.

Ukaizte, ze pro dostatecné hladkou funkci y = y(z) je vyraz 57 (yiy1 — yi—1) aproximaci y/(z;) 2.Fddu
presnosti

Ukazte, Ze pro dostatené hladkou funkci y = y(z) je vyraz 75 (yi41 — 2y; + yi—1) aproximaci y” (z;)
2.fadu pfesnosti

Zapiste, jak se v reguldrnim uzlu P; ; = [z;, y;] nahradi parcidln{ derivace uvedené v ¢sti a). Odvod'te
rovnici pro ndhradu dané Poissonovy rovnice metodou siti v reguldrnim uzlu F; ;.

Odvod'te ndhradu v nereguldrnim uzlu @ pomoci linedrni interpolace.
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10 Dirichletova okrajova tloha pro Poissonovu rovnici

Piiklad 10.1 Je dédna okrajové iloha —Au = 12zy v oblasti tvofené ¢tyiihelnikem s vrcholy [0, 0], [1.8,0],
[0,1.5], [1.5,1.5], na hranici je pfedepsdna okrajovd podminka u(x,y) = =z + y.

a) Uved'te o jaky typ rovnice se jedna a pomoci parcidlnich derivaci rozepiste symbol Au. Ovéite, zda
pro funkei u(z,y) = zy(97 — 2% — y?) plati —Au = 12xy.

b) Zapiste, jak se v reguldrnim uzlu P; ; = [x;,y;] nahrad{ parcidlni derivace uvedené v ¢ésti a). Odvod'te
rovnici pro ndhradu dané rovnice metodou siti v uzlu P, ;.

c¢) Volte krok h = 0.5 a sit tak, aby obsahovala bod [0,0]. Sestavte sitové rovnice v uzlech sité lezicich na
piimce y = 1. V neregularnich uzlech uzijte linedrni interpolaci.

Priklad 10.2 Je dana Dirichletova okrajova tloha pro Poissonovu rovnici
V- (Vu) =y

v oblasti Q C R? dané jako vnitfek étyfihelniku [0;0], [2;0], [0; 1.5], [1.5; 1.5]. Na hranici oblasti 9 je dand
okrajovd podminka u(z,y) = zy .

a) Uved'te, o jaky typ rovnice se jednd a pomoci parcidlnich derivaci rozepiste symbol V. Uzitim tohoto
zapisu rozepiste levou stranu rovnice tj. —V - (Vu) pomoci druhych parcidlnich derivaci.

b) Zapiste, jak se v reguldrnim uzlu P; ; = [x;,y;] nahrad{ parcidlni derivace uvedené v ¢ésti a). Odvod'te
rovnici pro ndhradu dané rovnice metodou siti v reguldrnim uzlu F; ;.

c) Vysvétlete pojem neregularni uzel a odvod'te ndhradu v nereguldrnim uzlu pomocf linedrn{ interpolace.

d) Volte krok h = 0.5 a sit tak, aby bod [0, 0] byl uzlem sité. Sestavte sifové rovnice na p¥imce y = 0.5.

Piiklad 10.3 Je dana okrajova tloha
_Pu_ Pu_
ox?2  oy?

v oblasti  tvofené ¢tyfthelnikem s vrcholy [0;0], [1.5;0], [1;1], [0.5; 1], a okrajova podminka u(z,y) = x+y
na hranici I" oblasti 2. Sestavte sit’ové rovnice v uzlech sité lezicich na piimce y = 0.25, které vzniknou pii
fesen{ tlohy metodou sit{ s krokem h = 0.25 (v nereguldrnich uzlech uzijte linedrni interpolaci)

P#iklad 10.4 Je déna Dirichletova tdloha —Au = sin(wz)sin(ry) v oblasti Q =< 0,1 >? s okrajovou
podminkou u(z,y) = 2y na hranici 99

a) Naértnéte obrazek s ¢fslovanim uzli pro h = 3
b) Ovéite, zda pro v(z,y) = 54z sin(mz) sin(ry) plati —Av = sin(rz) sin(7y).
c¢) Sestavte sit’ové rovnice.

Piiklad 10.5 Je dana Dirichletova okrajova tloha pro Poissonovu rovnici

0? o?

_Tw 99U _ 5
ox2  Oy?

v oblasti Q = [0, 3]? a a okrajova podminka u(z,y) = zy na hranici 9.

a) Uvedte o jaky typ rovnice se jedna.

b) Zapiste, jak se v reguldrnim uzlu P;; = [z;,y;] nahradi jednotlivé parcidlni derivace dané tlohy.
Odvod'te ndhradu dané rovnice metodou sit{ v reguldrnim uzlu P; ;.

c¢) Volte krok h = 1 a sit tak, aby obsahovala bod [0, 0]. Sestavte sitové rovnice v dané oblasti.
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d) Rozhodnéte, zda pro danou soustavu rovnic je Jacobiho iteraéni metoda konvergentni.

e) Ozna¢me u;; hodnoty piesného feseni u € C*(2) v bodech P, ;, tedy u; ; = u(P; ;). ZapiSte soustavu
rovnic, kterd vznikne dosazenim hodnot u;; do levé strany soustavy z c). Oznacte chybue; ; = u; ;—U; ;
a z piedchozi soustavy a soustavy ¢) odvod'te odhad pro chybu.

Piiklad 10.6 (C/MATLAB)
Je déna Dirichletova tiloha —Awu = sin(7z) sin(7y) v oblasti Q =< 0,1 >2 s okrajovou podminkou u(z,y) =
2y na hranici 02

a) Volte h = -1 pro n = 10,20, 40, 80, 160.
b) Zapiste sifovou rovnici v obecném vnitinim uzlu sité P ;.

c) Uzijte b), a Feste soustavu linedrnich rovnic pomoci Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody.
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DU: Rovnice vedeni tepla

Piiklad 10.7 (Domaéci kol na 11. cviéeni) Je ddna smiSend tloha pro rovnici vedeni tepla (x € [0, L],
t>0)
ou 0*u

i p@7 u(z,0) = p(x), u(0,t) =a(t), u(L,t)=p8(t).

a) Zapiste podminky souhlasu pro danou tlohu a zduvodnéte, pro¢ majf platit.

— Ui(k)) je aproximaci 2% v uzlu Pi(k) fadu O(1)

1 (U-(k+1) o
7 t

b) Pomoci Taylorova rozvoje ukazte, ze vyraz —
pro u € C?(Q)

c¢) Pomoci Taylorova rozvoje ukazte, ze vyraz 7z (UZ(_]?1 72U(k) Uz(k)l) je aproximaci g % v uzlu P( ) fadu

O(h?) pro u € CH(Q)
d) Odvodte explicitni schéma pro feSeni smiené 1ilohy. Zapiste podminku stability schématu.
ou

e) Pomoci Taylorova rozvoje ukazte, ze vyraz — (U(k+1) U(k)) je aproximaci %y v uzlu P ) t4du O(7)
pro u € C?(Q)

f) Odvod'te implicitni schéma pro Fesen{ smiSené tilohy. Zapiste podminku stability schématu.
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11 Rovnice vedeni tepla

Piiklad 11.1 Je ddna smiSend 1loha %1; = 2% +t, s pocateéni podminkou u(z,0) = 1 — 22 pro z € (0;1),
a okrajovymi podminkami

2t

prot >0
a) Oveérte podminky souhlasu. Volte ¢asovy krok 0.01, prostorovy krok 0.25 a urcete hodnotu feseni v bodé
A =10.5;0.01] metodou sit{ (uzijte explicitni schema)

b) Urcete maximalni casovy krok tak, aby explicitni schema fesen{ bylo pro dany prostorovy krok jesté stabiln{

Priklad 11.2 Je dédna smiSend iloha %7: = 0.3% +x+2t s pocatecni podminkou u(z, 0) = 2?2 pro z € (0;1)
a okrajovymi podminkami
1

T 241
a) Overte splnéni podminek souhlasu. Urcete 7 a minimaln{ krok h tak, aby pii jejim feSen{ stabilni explicitn{
metodou lezel bod P = [0.25;0.1] v prvé ¢asové vrstvé

u(0,t) = arctg(t) wu(1,t) prot >0

b) Pro hodnoty 7 a h z bodu (b) uréete pfibliznou hodnotu feSeni v bodé P uzitim explicitni metody

c) Pii h = 7 = 0.25 sestavte soustavu sit’ovych rovnic pro prvni ¢asovou vrstvu uzitim implicitni formule

Priklad 11.3 Je dana rovnice

a) Urcete typ této rovnice
b) Pii zadanych podminkéch u(z,0) = x(2 — z) pro z € (0;2) a u(0,t) = 30¢, u(2,t) = 0 pro t > 0 sestavte
soustavu sit’ovych rovnic pro prvni ¢asovou vrstvu pomoci implicitniho schematu. Volte h = 0.5 a 7 = 0.1

c) Rozhodnéte, zda lze volit ¢asovy krok 7 = 0.01, resp. 7 = 1.0 aby pro dany prostorovy krok bylo uzité
schema stabilni

Piiklad 11.4 Je ddna smiSend tloha 2% = 0.2% s potdteéni podminkou u(z,0) = ax? + b pro z € (1;2)

xr
a okrajovymi podminkami u(1,¢) = t% w(2,t) =4e t prot > 0.

a) Urcete hodnoty a,b tak, aby byly splnény podminky souhlasu

b) Rozhodnéte, zda lze volit h = 0.2 a 7 = 0.2 pro feSeni tlohy metodou siti ) explicitni, ) implicitni!

Priklad 11.5 Je ddna smiSen4 tloha % = 22?5 — 4, s pocateéni podminkou u(z,0) = sin(rx) + 22 pro
x € (0;1), a okrajovymi podminkami

u(0,t) =0 u(l,t) =1 prot >0
a) Zapiste podminky souhlasu a ovéfte, zda jsou splnény. Strucéné vysvétlete, co tyto podminky znamenaji
a duavod, pro¢ pozadujeme, aby byly splnény.
ou

.o . ’ . 2 -~ ~. ~ v ’ . ’ . . ’
b) Zapiste jak se nahradi derivace % a % v bodé PikJrl pii TeSeni rovnice vedeni tepla explicitnim
schématem.

¢) Volte casovy krok 0.01, prostorovy krok 0.25 a urcete hodnotu feseni v bodé A = [0.5;0.01] metodou
siti uzitim explicitniho schematu.

d) Ovéite, zda funkce ve tvaru u(z,t) = ax® + B2 + 4t + e “tsin(nz) je Fesenim dané tlohy pro néjakd
a, B,v a w (redlnd cisla).
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Piiklad 11.6 (MATLAB) Je dédna smiSend tloha % = 0.5% + e~ s poéiteéni podminkou u(z,0) =
sin(mz) pro z € (0;1), a okrajovymi podminkami

u(0,t) =0 u(1,t) =0 prot >0

a) Volte krok h = 0.2 a 7 = 0.05. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0,1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

b) Volte krok h = 0.2 a 7 = 0.025. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0,1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

¢) Volte krok h = 0.1 a 7 = 0.01. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0,1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

d) Volte krok h = 0.05 a 7 = 0.01. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0,1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

e) Pro stejné hodnoty feste schematem implicitnim.

DU: Vlnova rovnice

Piiklad 11.7 (Domaéci kol na 12. cviéeni)

a) Zapiste podminky souhlasu pro smiSenou tlohu

% = 62% + f(z,1) v oblasti Q = (a;b) x (0;00)
u@0) = @), W0 =u@) proze o)
u(a,t) = a(t), u(bt)=p()  prote (0500

b) Uzijte pocdtecni podminky, Tayloriv rozvoj a urcete hodnoty piibliznych feseni na prvni casové vrstve.
Cleny druhého a vy§sich fddu zanedbejte.

c¢) Odvod’te soustavu sit’ovych rovnic pro uréeni piibliznych hodnot feseni (k + 1)-ni ¢asové vrstvé (k > 1)
explicitni metodou.

d) Odvod’te soustavu sit’ovych rovnic pro urceni ptibliznych hodnot feseni (k + 1)-ni ¢asové vrstvé (k > 1)
implicitni metodou.
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12 Vlinova rovnice

Priklad 12.1 Je ddna smiSena tloha

0%u 0%u
— =4— t
ot? Ox? T
u(z,0) = 2°, %(z,0) = 1—2? pro z € (—1;1)
u(=1,t) = 1, wu(l,t) = cost pro t € (0;00)

a) Oveéite splnéni podminek souhlasu (pro polohu a rychlost)

b) Urcete maximaln{ krok 7 tak, aby byla splnéna podminka stability pro explicitni metodu s prostorovym
krokem h = 0.2. Odvod’te schéma pro explicitni metodu.

c¢) Stanovte piibliznou hodnotu feseni v bodé A = [0.2;0.2] explicitni metodou.
d) Odvod’te soustavu sit’ovych rovnic pro uréeni pfibliznych hodnot feseni (k 4 1)-ni éasové vrstvé (k > 1)

implicitni metodou.

Priklad 12.2 Je ddna smisena tloha

@ = 48271; +x

ot? Ox?
u(,0) = z(@x-1), (0 = (1-2)? pro z € (0;1)
u(0,t) = sint, wu(l,?) = 0 pro t € (0; 00)

a) Pro explicitni metodu volte h = 0.2. Urcete 7 tak, aby byla splnéna podminka stability a bod A = [0.4;0.2]
byl uzlem sité. Stanovte pfibliznou hodnotu feseni v bodé A.

Priklad 12.3 Je ddna smiSena tloha

aQJ_l@—FQm

ot2 4 0z?
u(z,0) = 1-2°, 2%z,0 = 0 pro z € (1;2)
u(l,t) = 0, wu(2,t) = % pro t € (0; 00)

a) Pro explicitn{ metodu volte h = 0.25. Urcete 7 tak, aby byla splnéna podminka stability a bod A = [1.5;1]
byl uzlem sité. Stanovte pfibliznou hodnotu feseni v bodé A.

Priklad 12.4 Je ddna smiSend tloha

0?u 0%u
U _42% 1o
oz~ toer T
u(z,0) = 227, %“;(LO) = (1—-2x)sin gz pro z € (—1;1)
u(—=1,t) = ae’, u(l,t) = 2 prot >0

a) Urc¢ete hodnoty a,b tak, aby byly splnény podminky souhlasu

b) Pro explicitni metodu volte h = 0.2. Urcete 7 tak, aby byla splnéna podminka stability a bod A = [0.8;0.15]
byl uzlem sité. V které ¢asové vrstve lezi bod A?

Piiklad 12.5 V oblasti Qr = {[z,t] : z € (0,7), t € (0,T)} je ddna smiSend tloha pro vlnovou rovnici

9%u 0%u
w—‘l@‘f'f(%t%
kde f(x,t) = at a
@

u(x,0) = sin(x), (2,0) =0, u(0,t) =0, u(r,t) =0.

ot

a) Rozhodnéte, zda funkce u(z,t) = sin(z) cos(16t) je nebo neni feSenim dané rovnice pro f(z,t) = 0.
Zduvodnéte (napf. vypoctem).

b) Uzijte Taylorova polynomu a poc¢dteénich podminek pro odvozen{ ptibliznych hodnot funkce na prvn{
¢asové vrstve Ul =~ u(P}).
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c)

d)

e)

. ’ . 2 2 -~ e v~ ’ . ’ . . ’
Odvod'te jak se nahradi derivace % a % v bodé PF pfi feseni rovnice vedeni tepla explicitnim

schématem.

Zapiste podminku stability a odvod'te, jakym zpiisobem se tato podminka odvodi. Ovéite, zda pro
volbu h = 0.5 a 7 = 0.2 bude explicitni schéma stabilni? Odpovéd oduvodnéte.

Zvolte prostorovy krok h = 0.5 a ¢asovy krok 7 = 0.2 a urcete pfibliznou hodnotu «(0.5,0.4) pouzitim
explicitniho schématu.

Piiklad 12.6 (MATLAB) Je ddna smiSend tloha Pu — 4% + et s potdteéni podminkou u(z,0) =

ot?

sin(mx), ut(x,0) = 0 pro = € (0;1), a okrajovymi podminkami

u(0,t) =0 u(1,t) =0 prot >0

Volte krok h = 0.05 a 7 = 0.05. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0,1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

Volte krok h = 0.05 a 7 = 0.025. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0, 1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

Volte krok h = 0.01 a 7 = 0.01. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0,1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

Volte krok h = 0.01 a 7 = 0.004. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0,1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

Pro stejné hodnoty feste schematem implicitnim.



Priklady pro cviceni 22. dubna 2015

13 Témata semestralni prace

Tématem semestralni prace jsou vybrané tlohy z predchozich cviceni a jejich detailni zpracovani dle pokynu
cviciciho. Jako témata semestralni prace lze povazovat napf. ndsledujici seznam piikladu:

e Piiklad 1.7.
e Piiklad 1.8.
e Piiklad 1.9.
e Piiklad 2.5.
e Piiklad 2.6.
e Piiklad 3.8.
e Piiklad 3.9.
e Piiklad 4.5.
e Piiklad 4.6.
e Piiklad 4.7.
e Piiklad 6.6.
e Piiklad 8.2.
e Piiklad 8.5.
e Piiklad 8.4.
e Priklad 8.3.
e Priklad 9.3.
e Priklad 9.4.
e Priklad 10.6.
e Priklad 11.6.
o Priklad 12.6.



