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REOLOGICKE MODELY MEKKYCH TKANT

1. Uvop

Vychozim principem mechaniky mékkych tkani (tj. kiize, cév, pojivovych tkéni, tkani vnitinich organi,
slach, vazt, chrupavek, sinovialni tekutiny) je reologie. P¥i modelovéani téchto tkéni se nékdy také pouziva
teorie smési, jejiz zvlastni casti je tzv. poroelasticita.

2. REOLOGIE

Reologie studuje deformovani a teceni hmoty zptisobené aplikovanym napétim.! Nézev byl zaveden
roku 1920 profesorem Eugenem Binghamem z Lehigh University (Bethlehem, Pennsylvania). Inspiraci
mu byl vyrok feckého filosofa Héraleita z Efesu (535475, HodrAerTos 6 Epéaios) ,Vse plyne* (mavra
oel, panta rei) proneseného ve vyznamu ,Nevstoupis dvakrat do stejné feky.“

Reologie rozsituje klasické discipliny jako je teorie pruznosti,

du
c=F—,
dz
a mechanika newtonovskych tekutin,
du
T=n—

na materialy jinych vlastnosti. Reologie se také snazi predpovédét chovani materidlu naziraného jako
kontinuum se znalosti jeho mikro a nanostruktury.

V kazdé latce je obsazena jak pruzna tak viskozni deformace. Rozdil je jen v rychlosti trvalé deformace.
Pevné latky tecou pomaleji, tekutiny rychleji.

2.1. Zakladni reologické latky. Zakladni reologickou latkou je tzv. Euklidova tuha latka, latka,
kterd se muze pohybovat, plisobi na ni setrva¢né Géinky, ale zistavad nedeformovana (¢ = 0). Pro tuto
latku pouzivame nésledujici symbolickou znacku:

Dalsi dilezitou zakladni reologickou latkou je Hookeova pruzna latka, kde zavislost mezi napétim
a deformaci je linearni
o= FEe.
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Symbolem této znacky je pruzina

a charakteristikou je tzv. modul tuhosti F.

Hookeova pruzné latka predstavuje vibec prvni znamé vyjadieni zavislosti deformace na zatiZeni.
Jako prvni ho nejspise vyslovil roku 1660 Robert Hooke v praci vydané az roku 1678 v Londyné. Také v
Londyné, avSak o ¢tyti roky diive, tj.r. 1674, vysla i prace Williama Pettyho, kde nezavisle na Hookeovi
formuloval tentyz zakon o linedrni zavislosti deformace na zatizeni.

St. Venantova plasticka latka je latka, jejiz zavislost napéti a deformace je charakterizovana grafem
z obrazku 2 a znacena symbolem:

— O'k,

L

Tato latka je charakterizovana veli¢inou o zvanou mez kluzu.
Newtonova vazka kapalina je charakterizovana linearni zavislosti mezi napétim a rychlosti defor-
mace

o ="

] e——

a symbolizovana obrazkem:
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tj. molekula obsahujici kovalentné vazané bilkoviny a polysacharidy
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Uvazujme jen objemové podily

Tropokolagen
tj. trojnasobné spiralovité vlakno kolagenu
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Kationty

Reologie
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Tekutina

Pevnd latka

Teorie smési

Pseudospojity model

OBRAZEK 1. Reologie a poroelasticita v modelovani mékkych tkani
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OBRAZEK 2. Zavislost napéti a deformace pro St. Venantovu latku
Zpevnéna latka
je charakterizovana zavislosti napéti a deformace z obrazku 3.
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OBRAZEK 3. Z&vislost napéti a deformace pro zpevnénou latku



Nazev latky Charakteristika Graficky symbol
Fuklidova tuha latka e=0
Hookeova pruzna latka o= Fe E
Oa
J— Ok
St.-Venantova plasticka latka | ok | |

b .

Newtonova vazkd kapalina o=ne — c——

o
Zpevnénd latka | I | |

g, €

TABULKA 1. Zakladni reologické latky




2.2. Modelovani latek skladanim latek zakladnich.
2.2.1. Ldtky pruzné (elastické).

FEy E5 0201+02:(E1+E2)€

OBRAZEK 4. Paralelni uspotadéani elastickych latek
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OBRAZEK 5. Seriové uspofadani elastickych latek
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OBRAZEK 6. Jednoduché nadpruzend latka
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OBRAZEK 7. SloZend nadpruzené latka
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OBRAZEK 8. Spojitd nadpruzena latka
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OBRAZEK 9. Elastoplastické latka bez zpevnéni

2.2.2. Ldtky pruznoplastické (elastoplastické, pruznotvdtné). Vztah mezi napétim a deformaci v ptipadé
elastoplastické latky bez zpevnénd, viz obr. 9, ziskdme ze vztahu (6) platném pro jednoduchou nadpruzenou
latku, kde polozime Fy = —F a Ey = F, tj.

—-F
o=Fe+ —(e—¢ep+|e —ekl]),

2

z ¢ehoz po upravé dostavame vysledny reologicky vztah

o, F

o= —+—-(e—|e—¢€k|),
2 e —le—ei)
Ok
kde g = —.
" E
Oy
Oy
Omax < 20% Omax > 20}
Umax

o =o+ Ee / ¢ ; ¢

OBRAZEK 10. Tuhoplastickd latka se zpevnénim
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OBRAZEK 11. Elastoplastické latky s pfimkovym zpevnénim



2.3. Latky viskoelastické (vazkopruzné, pruznovlaéné).

E1 § 2

o =€ + Fhe

OBRAZEK 12. Latka Kelvinova (Voitova)

2.3.1. Ldtka Kelvinova (Voitova). Napéti prenasené latkou Kelvinovou (viz obrazek 12) je dano sou¢tem
napéti prenaseného jeho elastickou slozkou o a slozkou vazkou oo, tedy

o =01+ 09,
zatimco deformace € Kelvinovy latky je tataz jako deformace slozky elastické e; i slozky vazké e, tj.
€ =¢€1 = &9.

Pro elastickou slozku plati
g1 = E1€1 = E1€
a pro slozku vazkou
09 = T)2€2 = 1)2€.

Okamzité tak prichazime ke konstitutivni rovnici Kelvinovy latky

o =nE + Eie.
Reseni diferencidlni rovnici tohoto typu, tj. diferencialni rovnice
T+ azx = f(t),
miizeme vyjadiit v uzavieném tvaru jako?
t
(1) z(t) =e /e“Tf(T) dr + e™0x(ty)
to
3

anebo, pro ty = 0, uzitim inverzni Laplaceovy transformace
F(s)4+x(0
x(t):L_1< ()+ ())7

s+a
kde F'(s) jest Laplaceiv obraz funkce f(¢):
F(s)=L(f 1)

Pouzitim vztahu (1) miZeme okamzité psat zavislost deformace Kelvinovy (jednorozmérné) latky na
uvaleném napéti:

t
E1 E1

Bl By
2) ety =e m em ~o(r)dr + em Pe(to)
n

to
Pribéh dopruzovani Kelvinovy latky vySetiime ve dvou krocich. Prvnim krokem je integrace
vyrazu (2) pro o = oyenst v intervalu 0 < t <ty (tg = 0,69 = 0):

Okonst ~Iy
e=—R (11— m" ).
E

2[Sob81]
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Pro rychlost deformace v tomto intervalu pak plati
Okonst —ZL¢
—e 2.

n2

Okonst

Eq

Druhym krokem je integrace v intervalu ¢ > t1, kde c =0 aty =t1, 90 =¢€1 =

o B _B
e(t) = 228t (e 1) e m",
E
1

Rychlost deformace je pak dana vztahem
_ Okonst <elet1 . 1> 6_%t,

2

Grafické znazornéni tohoto pribéhu méme na obrazku 13.
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OBRAZEK 13. Prubéh dopruzovéani Kelvinovy latky
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OBRAZEK 14. Latka Maxwellova

<

2.3.2. Ldtka Mazwellova. Konstitutivni rovnici Maxwellovy latky ziskame uvolnénim struktury nazna-
¢ené na obrazku 14. Napéti pfenasené Maxwellovou hmotou je zjevné rovno napéti prenasenému slozkou
elastickou (o1) i napéti pfenaSenému slozkou vazkou (o2):
(3) g =01 = 02.
Celkova deformace € je vsak sou¢tem deformaci obou slozek Maxwellovy latky:
(4) € =2¢€1+¢€9.
Pouzitim zavislosti z tabulky 1 ve zderivovaném vztahu (4) mame
.01 03
€= —+—,
Ey o m
nebo, pouzitim rovnosti (3),
E
6+ —0=Ep&.
2
Prostou integraci ziskdme vyraz pro deformaci Maxwellovy latky

(5) =(t) = /t <;d+ 7170> dr + e(to).

to
Pouzitim vztahu (1) ziskdme piimou zavislost napéti Maxwellovy latky na dané deformaci
t
— By Bir, By,
(6) o(t)y=e m enz g(r)dr + e " Eie(to)
to
Creep (plouzivost, dotvéareni). V piipadé, ze na Maxwellovu latku ptisobi konstantni napéti (o = oyonst,
to = 0), pak vyraz (5) dostava tvar
1
€ = —Okonst? + €<t0)7
72

kde -
e(t _ onst

(to) B
Tento ¢asovy prubéh deformace, zvany creep (plouzivost, dotvafeni) je znazornén na obrazku 15
Relaxace (ochabovéni). Jestlize je na Maxwellovu latku uvalena konstantni deformace (e = eyopgt, € = 0),
pak vztah (6) pfejde do vztahu

_By, By
o=e "2 en "Ee(ty)
a pro tg = 0 a £(tp) = €konst dostavame pribéh napéti zvavy relaxace (¢i ochabovéni):

_E1y
(7) og=¢ M Elgkonst

se znazornénym pribéhem na obrazku 16.
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OBRAZEK 15. Creep
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OBRAZEK 16. Relaxace (ochabovani)
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OBRAZEK 17. Latka Poyntingova-Thompsonova

2.3.3. Ldtka Poyntingova-Thompsonova. Ptisestavovani konstitutivni rovnice Poyntingovy-Thompsonovy
latky pouzijeme opét metodu uvolnéni, kde napéti a deformace na jednotlivych slozkach jsou oznaceny
prislusnym indexem, tak jak je naznaceno na obrazku 17. Zfejmé pak mame

(8) 0O =01 =092+ 03
a
(9) € =¢€1+¢&g, €2 =€3.

Pouzitim vztahi z tabulky 1 do rovnosti (8) dostaneme

(10) o= Be,

a

(11) o = Eseo + n3éa.
Z (9) a (11)

o==FE(e—e1)+m3(¢—¢e1)
a uzitim (10) dostavame (po usporadéani jednotlivych ¢lentt) konstitutivni rovnici Poyntingovy-Thompsonovy
latky

B+ E . B
! 25— B+ 1L
13 3
Uzitim vztahu (1) mZeme vyjadfit napéti pfendsené Poyntingovou-Thompsonovou latkou pii prede-
psané deformaci jako

t
_E1tEy, E1+E9 . FE1Ey E1+By,
oc=e m /e 3 T(Els—l— eldr+e m Co(ty)
"3

(12) o) E.

to
a deformaci pfi daném napéti jako
t

—&t / 27- < 1 . E1 + E2 ) 2Ifo
ce=¢ 73 en | —0+——0o ) dr+ems "e(ty) |,
; Ey Eins (fo)
0

kde O‘(to) = Elé‘(to).
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OBRAZEK 18. Latka Zenerova

2.3.4. Ldtka Zenerova. Konstitutivni rovnici Zenerovy latky ziskdme podobné jako v piipadech hotejsich.
Uvolnénim jednotlivych ¢lentl s uzitim znaceni v souladu s obrazkem 18 méame

(13) oc=o01+09 a 09 =o03.
Deformac¢ni podminka ma tvar
(14) e=¢1 =¢&9+e3.

Uzitim vztaht z tabulky 1 v ¢asové derivaci jedné z rovnosti (14) mame

a postupné s pomoci (13) a 01 = Ej¢ a usporadanim poradi ¢lenti dostame konstitutivni rovnici Zenerovy
latky

E E\E
(15) b+ 20 = (B + Ey)é+ 2
13 13

Pouzitim vztahu (1) dostavame opét vyjadieni zavislosti napéti na deformaci

E.

_By By . E\E By
o=c 7 /e’?; ((El + Eq)é + . 25) dr + eﬁgtoa(to)
3

to
a deformace na napéti
¢
€= e_%t /eUﬂerlng)mT (o" + E20-> L + e%tog(to) ,
J ns ) E1+ B

kde v case tg o(tg) = (E1 + E2)e(to).
3. REOLOGICKE MODELY TKANI

3.1. Reologicky model slachy. Slacha piedstavuje vlaknovitou pojivovou tkan, ktera spojuje sval s
kosti. Kolagenni vlakna svalu spojité prechazeji v kolagenni vlakna slachy. Kolagenni vlakna v misté,
kde je slacha spojena s kosti, mineralizuje a je integrovana s kostni tkani. Slacha sama negeneruje silu,
pouze pienasi tahovou silu vyvolanou zkracujicim se svalem. Slacha musi mit znaénou pevnost, aby byla
schopnd prenést tahovou silu vyvinutou svalem. Slacha vsak neni schopna pienaset sily tlakové. Slacha
musi mit zna¢nou poddajnost, aby dokéazala zabranit poskozeni svalu.

K modelovani reologického chovani slach se v literatufe prevazné pouzivaji modely latky Zenerovy

. B . EE
O'+720':(E1+E2)6+ ! 28
13 3
a latky Poyntingovy-Thompsonovy
i+ FE E\E
+ o o= Fie + =2
3 3

Oba tyto modely maji shodny charakter

0+ aoc = be + ce
15



Latka Zenerova

E
6+ —20=(FE+E)é+

3

s vyjadfenim napéti
(16)

a deformace

(17)

kde

3

EqEs
€
3

Latka Poyntingova-Thompsonova

E2 13

E\+E E\E
A ey A2
"3 3

3

OBRAZEK 19. Reologické modely slach

t
/e (bé + ce) dT + o (tg)e™o

to

t
C C d c
= e bt /ebT (6 + ao) bT—&-a(to)eEtO ,

to

O'(t()) = b&(to)

s b= Fq + E5 v pfipadé Zenerovy latky a b = E; pro latku Poyntingovu-Thompsonovu.

Slacha pfed deformaci

Slacha po deformaci

€konst

silomér

OBRAZEK 20. Experimentélni uspofadéani s konstantni deformaci

3.2. Experimentalni uréeni koeficientu reologického modelu Slach. Koeficienty reologického mo-

delu slach

0+ aoc = bé + ce

uréime ve dvou experimentalnich uspotfadanich. V prvém experimentalnim uspotfadani vzorek Slachy
zdeformujeme predepsanou deformaci (viz obréazek 20)

€ = Ekonst

16



a s jistou Casovou periodou budeme urcovat velikost napéti. Tim obdrzime tabulku hodnot

to (o))
t

( t o ) _ 1 01
tn On

Slacha pfed deformaci

slacha po deformaci

€0

1kg

OBRAZEK 21. Experimentalni usporddani s konstantnim napétim

Integraci vztahu (16) pro konstantni € = eyonst a to = 0 mame
_ C _
(18) o= (1 —e “t) , Elonst + ope ™,
pri¢emz
00 = bEkonst-

Koeficient b urc¢ime okamzité z posledniho vztahu jako
00

b=

Ekonst
a vyraz (18) napiSeme postupné pro vSechny naméfené hodnoty

Ok — (]‘ - e_atk) E‘SkOIlSt - O-Oe_atk =0 (k = 1a s 7n)
a
ve tvaru maticovém jako
(19) S(a,c) =0.

V druhém usporadani experimentu zatizime vzorek konstantnim napétim o = oyonst (viz obrazek 21)
a méfime deformaci v riznych ¢asovych okamzicich, ¢imz dostaneme tabulku hodnot

to €0
t

( ¢t e ) _ .1 €1 7
t'n E'n

kde opét oyonst = beg, kde b by mélo byt shodné s idajem z predeslého experimentalniho usporadani.
Samoziejmé tento koeficient b ur¢ime z fady experimentalnich méfeni provedenych v obou usporadanich,
pfi pouziti pravidel o statistickém vyhodnocovani experimentalné zjisténych dat. Namérené hodnoty opét
dosadime do vztahu daného integraci vyrazu (17) pro o = okenst a to = 0:

a 1 a _c
€k — —Okonst — | 7 — — | Okonst€ ° (k: 17'”)”)7
c b ¢

coz 1 zde zapiSeme maticové ve tvaru

(20) E(a,c) =0.
17



Soustavu rovnic (19) a (20) rozfeSime ve smyslu nejmensich ¢tvercii minimalizaci funkce
T 2 T .
88 + ojonst£- E — min,

kde faktor aﬁonst zajistuje Ffddovou rovnost tlohy. Minimum této funkce lze vSak ziskat jen obtizné a jsme
zde odkazani na numerické metody, mezi nimiz se jako pouzitelné ukazuji dnes mezi inZzenyry popularni
genetické algoritmy.
3.3. Dynamické usporadani experimentu. V piipadé dynamického usporadani experimentu, tj. experimentu,
kde mam k dispozici uplnou tabulku dat

tlo 0o 00 €0 €0

t1 01 o1 €1 €1

ln On On €n En
je situace daleko jednodussi. Charakteristickou rovnici
0+ aoc = bé + ce

napiSem pro jednotlivé casy
0; +ao; = be; + cg; (z':O,l,...,n)

nebo maticové

0 = —ao + bé + ce,
tj.
o = Aa,
kde
—00 é() €0
—01 &:1 €1 a
A= . L , a= | b
. . . c

—O0n €n En

Tuto preurcenou soustavu roziesime ve smyslu nejmensich ¢tverct jako
—1 .
a= (ATA) Als,
¢imz dostavame hledané koeficienty a, b, ¢c naseho modelu.
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