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nosńıku
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údaje:
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skladby kompozitńıho nosńıku. Dále
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práce nevznikla.
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4.3.5 Nová skladba výztuže . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.4 Shrnut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Závěr 62
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Seznam symbol̊u

σij tenzor napět́ı [N.m−2]

εkl tenzor malých deformaćı [1]

ui pole posuv̊u [m]

Ti vektor napět́ı [N.m−2]

Cijkl tenzor elastických konstant [N.m−2]

W hustota deformačńı energie [J.m−3]

C matice tuhosti [N.m−2]

S matice poddajnosti [1]

E modul pružnosti v tahu [N.m−2]

G modul pružnosti ve smyku [N.m−2]

ν Poissonovo č́ıslo [1]

aij matice směrových kosin̊u [1]

EL modul pružnosti v tahu v podélném směru vláken [N.m−2]

ET , ET ′ moduly pružnosti v tahu v př́ıčném směru vláken [N.m−2]

GLT modul pružnosti ve smyku v podélně-př́ıčném směru [N.m−2]

νLT Poissonovo č́ıslo v podélně-př́ıčném směru [1]

Vf objemový pod́ıl vláken [1]

A matice tahové tuhosti [N.m−1]

B matice vazebńı tuhosti [N ]

D matice ohybové tuhosti [N.m]

q spojité zat́ıžeńı nosńıku [N.m−1]

F osamělá zatěžuj́ıćı śıla nosńıku [N ]

Mi ohybový moment kolem i-té osy nosńıku [N.m]

Qi posouvaj́ıćı śıla v i-té ose nosńıku [N ]

w pr̊uhyb nosńıku [m]

ϕ úhel natočeńı nosńıku [◦], [rad]

κ Timošenk̊uv smykový součinitel [1]

α úhel vinut́ı vlákna [◦], [rad]

Aekv. ekvivalentńı modul tahové tuhosti [N ]

Bekv. ekvivalentńı modul vazebńı tuhosti [N.m]

Dekv. ekvivalentńı modul ohybové tuhosti [N.m2]

7



Úvod

Rostoućı využit́ı kompozitńıch materiál̊u v technické praxi, jemuž jsme byli

svědky v uplynulých letech 1, s sebou nese rostoućı nároky při návrhu kompo-

zitńıch součást́ı a konstrukćı. Kompozity svoj́ı skladbou př́ımo ovlivňuj́ı mecha-

nické vlastnosti součást́ı z nich vyrobených, a my tedy stoj́ıme před otázkou na-

lezeńı optimálńı skladby, která nejvhodněji splňuje požadovaná kritéria kladená

na součást. Se zvyšuj́ıćı se geometrickou složitost́ı součást́ı roste dále i obt́ıžnost

nalezeńı optimálńı skladby, pročež je nutné hledat pro danou úlohu vhodné opti-

malizačńı algoritmy 2, a úloha optimalizace tak nabývá jednak na své složitosti,

jednak na své d̊uležitosti.

V této práci nejprve v úvodńıch dvou kapitolách shrneme základńı poznatky

o kompozitńıch materiálech s d̊urazem na jejich mechanické vlastnosti, které

využijeme v následuj́ıćıch kapitolách.

Ve 3. kapitole se zaměř́ıme na optimalizaci skladby kompozitńıho nosńıku s

trubkovým pr̊uřezem. Ćılem zde bude sestavit vhodný model pro analýzu tuhosti

nosńıku, a dále naj́ıt optimálńı úhel vinut́ı vlákna. Ten budeme vyšetřovat jed-

nak pro zadanou geometrii nosńıku a skladbu kompozitu, jednak v závislosti na

geometrii a skladbě.

Konečně ve 4. kapitole se budeme zabývat optimalizaćı hybridńıho smykadla

obráběćıho stroje, které je tvořeno litinovým pláštěm s kompozitńı výztuž́ı trub-

kového profilu. Naš́ım ćılem zde bude sestaveńı model̊u pro analýzu tuhosti a

hmotnosti smykadla, pro něž budeme hledat optimálńı vněǰśı pr̊uměr kompozitńı

výztuže se zadanou geometríı a skladbou. Následně bude naš́ım ćılem optimalizo-

vat skladbu kompozitńı výztuže a sledovat jej́ı vliv na kritéria tuhosti a hmotnosti

smykadla.

1Prvńı patent na výrobu letadla z vyztužených plast̊u podal již roku 1916 R. Kemp, rostoućı
využit́ı v leteckém pr̊umyslu však zaznamenáváme přibližně od roku 1970. Historický vývoj a
uplatněńı kompozit̊u v r̊uzných technických odvětv́ıch je dále uvedeno v publikaci [5]

2Ty nejpouž́ıvaněǰśı jsou uvedeny v [13]
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1. Kompozitńı materiály

Kompozitńı materiály jsou obecně definovány tak, že se skládaj́ı ze dvou či

v́ıce materiál̊u s odlǐsnými vlastnostmi, přičemž výsledný kompozit využ́ıvá sy-

nergických účink̊u jednotlivých složek. Takové materiály lze nalézt v př́ırodě, v

technické praxi se ale použ́ıvaj́ı převážně kompozity vyrobené synteticky, a jimi

se budeme dále zabývat (pro porovnáńı viz struktury na obr.1.1).

Obrázek 1.1: Řez laminátem z epoxidové pryskyřice a uhĺıkových vláken (vlevo) a
bambusovým stonkem (vpravo) - převzato z [5]

Synteticky vyráběné kompozity jsou zpravidla tvořeny ze dvou složek, z nichž

jedna má charakter výztuže, druhá potom charakter pojiva. Úlohou výztuže je

zajistit patřičnou pevnost a tuhost kompozitu. Pojivo, označované častěji jako

matrice, potom zajǐst’uje předevš́ım:

• soudržnost kompozitu, tedy jeho tvar

• distribuci namáháńı na vlákna a mezi vlákny

• ochranu vláken před okolńımi vlivy

Pokud bychom chtěli rozdělit kompozitńı materiály, můžeme použ́ıt r̊uzná

hlediska, např. podle p̊uvodu jednotlivých složek je můžeme dělit na organické a

anorganické. Nejčastěji se však kompozity klasifikuj́ı podle své struktury.

Pro jednoduchost využijeme rozděleńı použité v [12], které je uvedeno na obr.

1.2. Dle něj děĺıme kompozity na částicové a vláknové, což je dáno tvarem výztuže,

vláknové pak dále děĺıme na jednovrstvé a v́ıcevrstvé, a v́ıcevrstvé konečně dle

skladby3 na lamináty a hybridńı lamináty.

3Je-li použitý materiál ve všech vrstvách stejný (např. uhĺıková vlákna v epoxidové matrici),
hovoř́ıme o laminátu. Jsou-li materiály v r̊uzných vrstvách r̊uzné (v jedné např. uhĺıková vlákna
v epoxidové matrici, v jiné např. skelná vlákna v epoxidové matrici), hovoř́ıme o hybridńıch
laminátech.
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Obrázek 1.2: Rozděleńı kompozitńıch materiál̊u - převzato z [12]

V této práci se omeźıme na lamináty resp. hybridńı lamináty, kterými se

budeme zabývat ve 3. a 4. kapitole. Pro lamináty se nejčastěji použ́ıvaj́ı uhĺıková,

skleněná, aramidová, bórová a př́ırodńı4 vlákna. Jejich elastické vlastnosti jsou

pro představu uvedeny v tab. 1.1.

Vlákno
E‖

[kN.mm−2]
E⊥

[kN.mm−2]
G‖⊥

[kN.mm−2]
ν‖⊥
[1]

E‖ : E⊥
[1]

E-sklo 73 73 30 0,25 1

Aramidové vy-
sokomodulové

(HM)
133 5,4 12 0,38 24,6

Uhĺıkové
standardńı typ

(HT)
240 15 10 0,28 16

Uhĺıkové vyso-
komodulové

(HM)
500 5,7 8 0,36 88

Tabulka 1.1: Elastické charakteristiky r̊uzných druh̊u vláken - data převzata z [5]

Matrice jsou nejčastěji z reaktivńıch pryskyřic5, předevš́ım z pryskyřice epo-

xidové, př́ıpadně z termoplast̊u. Zevrubněǰśı informace ohledně vláken a matric

jsou uvedeny např. v [5].

4Len, konoṕı, sisal, juta, ramie a bavlna
5Nejd̊uležitěǰśımi typy jsou pryskyřice nenasycené polyesterové (UP-R), vinylesterové (VE-

R), fenakrylátové (PFA-R), epoxidové (EP-R), fenolitické, metakrylátové (MA-R) a izo-
kyanátové
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Určeńı elastických vlastnost́ı laminát̊u z vlastnost́ı jejich vláken a matric je

poměrně obt́ıžná úloha závisej́ıćı na celé řadě faktor̊u6. Pro lepš́ı představu jsou

ale v tab. 1.2 uvedeny dosahované elastické vlastnosti vybraných kompozit̊u. Z

nich je zřejmé, že moduly pružnosti ve směru vláken E1 se při použit́ı vláken

uhĺıkových bĺıž́ı hodnotám, které dosahujeme u oceli7. Vzhledem k nižš́ı relativńı

hmotnosti kompozit̊u oproti oceli8 je tedy zřejmé jejich perspektivńı využit́ı.

Označeńı
materiálu

Vlákno/matrice
E1

[GPa]
E2

[GPa]
G12

[GPa]
ν12

[1]
Vf
[1]

T300/5208 uhĺık/epoxid 181 10,3 7,17 0,28 0,7

AS4/3501 uhĺık/epoxid 138 8,96 7,10 0,30 0,66

B(4)/5505 bór/epoxid 204 18,5 5,59 0,23 0,5

Kevlar49/Ep aramid/epoxid 76 5,50 2,30 0,34 0,6

Scotchply
1002

sklo/epoxid 38,6 8,27 4,14 0,26 0,45

Tabulka 1.2: Elastické charakteristiky vybraných laminát̊u - data převzata z [6]

Samostatnou kapitolu by tvořila technologie výroby kompozit̊u, které se ovšem

v rámci této práce nebudeme hlouběji zabývat. Základńı informace ohledně tech-

nologie výroby uhĺıkových kompozit̊u jsou uvedeny v [1].

Pro naši daľśı práci, v ńıž budeme optimalizovat kompozitńı nosńık trub-

kového profilu a dále hybridńı smykadlo s kompozitńı výztuž́ı trubkového profilu,

bude ale vhodné zmı́nit alespoň technologii nav́ıjeńı, která se využ́ıvá právě pro

výrobu uvedených profil̊u. Ta spoč́ıvá v kontinuálńım nav́ıjeńı pramenc̊u vlákna,

která jsou před samotným navinut́ım impregnována pryskyřićı, jak je schématicky

zobrazeno na obr. 1.3. Polotovarem pro tuto technologii je vlákno ve formě tzv.

rovingu, což je pramenec tvořený z jednotlivých vláken, který je navinut na ćıvku

(viz obr. 1.4).

Obrázek 1.3: Schéma technologie nav́ıjeńı - převzato z [1]

6Předevš́ım na konkrétńı kombinaci vlákna a matrice a dále na použité technologii s danou
přesnost́ı výroby. Nejjednodušš́ı vztahy pro jejich výpočet jsou uvedeny podkapitole 2.3

7Dle [15] orientačně 210 GPa
8Měrná hmotnost epoxidové matrice je dle tab. 4.1 řádově 1100 kg.m−3, uhĺıkového vlákna

řádově 2000 kg.m−3, naproti tomu měrná hmotnost oceli je 7850 kg.m−3
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Obrázek 1.4: Role rovingu - převzato z [1]

Technologie nav́ıjeńı je výhodná vzhledem ke snadné automatizaci celého pro-

cesu, jej́ı nevýhodou může být vyšš́ı pořizovaćı cena výrobńıho zař́ızeńı. Pro

nás bude dále zaj́ımavé předevš́ım technologické omezeńı ve smyslu objemového

pod́ılu vláken. Ten se při technologii nav́ıjeńı pohybuje dle [11] v rozmeźı Vf =

(55− 70)%.
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2. Mechanika kompozitńıch materiál̊u

V této kapitole shrneme základńı poznatky z matematické teorie pružnosti,

které rozš́ı̌ŕıme o specifika, která s sebou, jakožto obecně anizotropńı materiály,

nesou kompozity. Označováńı ńıže uvedených vztah̊u a veličin bylo převzato z

publikaćı [2] a [12].

2.1 Konstitutivńı rovnice

V našich úvahách, které budeme aplikovat na řešeńı úloh v daľśıch kapitolách,

se omeźıme pouze na elastické deformace, které budeme dále považovat za re-

lativně malé, a zároveň budeme předpokládat lineárńı závislost mezi složkami

tenzoru napět́ı a tenzoru deformaćı. Za těchto předpoklad̊u má konstitutivńı rov-

nice, tedy zobecněný Hooke̊uv zákon, v indexové notaci tvar

σij = Cijklεkl, (2.1)

kde tenzor malých deformaćı εkl je dále určen z pole posuv̊u ui(xj) jako

εkl =
1

2
(
∂uk
xl

+
∂ul
xk

), (2.2)

a tenzor napět́ı σij jako lineárńı operátor vektoru napět́ı
ν

Ti a jeho vektoru vněǰśı

normály νj, tedy

ν

Ti = σijνj, (2.3)

přičemž z podmı́nky rovnováhy kontinua plat́ı pro složky tenzoru napět́ı symetrie

σij = σji. Tenzor 4. řádu Cijkl nazýváme tenzorem elastických konstant, ve Vo-

igtově maticovém zápisu pak mluv́ıme o matici tuhosti C. Vzhledem k symetrii

tenzoru napět́ı σij a tenzoru malých deformaćı εkl je i tenzor Cijkl symetrický v

indexech i a j resp. k a l, a má tak 36 nezávislých konstant. Z hustoty deformačńı

energie W , která je určena jako kvadratická forma tenzoru deformace εij ve tvaru

W =
1

2
Cijklεijεkl, (2.4)
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potom plyne symetrie tenzoru Cijkl ve dvojićıch index̊u ij a kl, a z toho dostáváme

celkem 21 nezávislých elastických konstant, jimiž je určen obecný anizotropńı

materiál.

Vzhledem k výše uvedeným symetríım můžeme Hooke̊uv zákon z rovnice 2.1

přeindexovat a pro anizotropńı materiál můžeme tedy ve Voigtově zápisu psát



σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

σ6


=



C11 C12 C13 C14 C15 C16

C21 C22 C23 C24 C25 C26

C31 C32 C33 C34 C35 C36

C41 C42 C43 C44 C45 C46

C51 C52 C53 C54 C55 C56

C61 C62 C63 C64 C65 C66





ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6


, (2.5)

kde matice tuhosti C je symetrická a dále plat́ı ε1 = ε11, ε2 = ε22, ε3 = ε33,

ε4 = 2ε23, ε5 = 2ε13 a ε6 = 2ε12 (obdobná záměna index̊u plat́ı též pro vektor

napět́ı). Př́ıpadně můžeme psát Hooke̊uv zákon v jeho inverzńı formě jako

ε = Sσ, (2.6)

kde matici S, která je inverźı matice tuhosti C, označujeme jako matici poddaj-

nosti. Matice poddajnosti je stejně jako matice tuhosti symetrická.

Některé materiály, at’ už př́ırodńı či syntetické, vykazuj́ı stejné chováńı elas-

tických vlastnost́ı vzhledem k určitým rovinám. Roviny, kolem nichž jsou elastické

vlastnosti materiálu symetrické, nazýváme rovinami symetrie, a s jejich existenćı

se snižuje počet nezávislých elastických konstant v matici tuhosti C resp. matici

poddajnosti S. Budeme-li mı́t např. materiál, který má v prostoru se souřadným

systémem O(x1, x2, x3) rovinu symetrie v rovině x1x2, počet jeho nezávislých ma-

teriálových konstant klesne z 21 na 13, přičemž jeho matice tuhosti bude mı́t

tvar

C =



C11 C12 C13 0 0 C16

C21 C22 C23 0 0 C26

C31 C32 C33 0 0 C36

0 0 0 C44 C45 0

0 0 0 C54 C55 0

C61 C62 C63 0 0 C66


(2.7)

Materiál se třemi navzájem kolmými rovinami symetrie se nazývá ortotropńım,

má 9 nezávislých elastických konstant a jeho matice tuhosti má tvar
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C =



C11 C12 C13 0 0 0

C21 C22 C23 0 0 0

C31 C32 C33 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C55 0

0 0 0 0 0 C66


, (2.8)

a konečně má-li materiál ve všech směrech stejné vlastnosti, nazýváme ho izo-

tropńım, má pouze 2 nezávislé elastické konstanty (modul pružnosti v tahu E a

Poissonovo č́ıslo ν), s jejichž využit́ım má matice tuhosti tvar

C =



1− ν ν ν 0 0 0

ν 1− ν ν 0 0 0

ν ν 1− ν 0 0 0

0 0 0 (1− 2ν)/2 0 0

0 0 0 0 (1− 2ν)/2 0

0 0 0 0 0 (1− 2ν)/2


E

(1 + ν)(1− 2ν)

(2.9)

V daľśım textu budeme uvažovat jednosměrové kompozity, které jsou schema-

ticky naznačeny na obr. 2.1. Ty svým chováńım odpov́ıdaj́ı př́ıčně izotropńımu

materiálu, jehož matice poddajnosti má tvar

S =



1/E1 −ν21/E2 −ν31/E3 0 0 0

−ν12/E1 1/E2 −ν32/E3 0 0 0

−ν13/E1 −ν23/E2 1/E3 0 0 0

0 0 0 1/G23 0 0

0 0 0 0 1/G13 0

0 0 0 0 0 1/G12


, (2.10)

kde jednotlivé elastické konstanty jsou

E1 modul pružnosti v tahu ve směru kolmém k rovině izotropie

E2 = E3 moduly pružnosti v tahu v rovině izotropie

G12 = G13 moduly pružnosti ve smyku v rovině kolmé k rovině izotropie

G23 modul pružnosti ve smyku v rovině izotropie

ν12 = ν13

Poissonova č́ısla mezi rovinou kolmou k rovině izotropie a rovinou

izotropie

ν23 = ν32 Poissonova č́ısla v rovině izotropie
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a vzhledem k symetrii matice S dále plat́ı

ν12E2 = ν21E1

ν13E3 = ν31E1

ν23E3 = ν32E2

(2.11)

Obrázek 2.1: Schéma jednosměrového kompozitu - převzato z [12]

Matici tuhosti př́ıčně izotropńıho materiálu potom můžeme určit inverźı ma-

tice poddajnosti, a členy matice tuhosti tedy budou

C11 = E1(1− ν23ν32)/d

C12 = E1(ν21 + ν23ν31)/d

C13 = E1(ν31 + ν32ν21)/d

C22 = E2(1− ν31ν13)/d

C23 = E2(ν32 + ν31ν12)/d

C33 = E3(1− ν12ν21)/d

C44 = G23

C55 = G13

C66 = G12,

(2.12)

kde

d = det

 1 −ν12 −ν13

−ν21 1 −ν23

−ν31 −ν32 1

 (2.13)

Vzhledem k uspořádáńı jednosměrových kompozit̊u bývá zvykem elastické

konstanty určovat v souřadném systému O(L, T, T ′), kde L je podélný směr

vláken, T př́ıčný směr vláken a T ′ je směr kolmý k rovině laminy (viz obr. 2.2).

Vztahy 2.10, 2.12 a 2.13 se potom uprav́ı pouhou cyklickou záměnou index̊u.
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Obrázek 2.2: Souřadný systém O(L, T, T ′) - převzato z [12]

2.2 Mimoosová tuhost a poddajnost

Matice elastických konstant, které jsme uvedli v předchoźı podkapitole, jsou

závislé na souřadném systému, ve kterém jsou vyjádřeny. Vztahy 2.10 - 2.13 plat́ı

pro jednosměrové kompozity v souřadném systému hlavńıch os anizotropie. V

praktických aplikaćıch je ale častokrát potřeba vyjádřit matice elastických kon-

stant v jiných souřadných systémech9 a je tedy nutné matice tuhosti a poddajnosti

do př́ıslušného souřadného systému transformovat.

Budeme-li uvažovat souřadné systémy x a x′, které jsou vzájemně natočeny,

matice tuhosti Cijkl se ze souř. systému x do x′ transformuje jako tenzor 4. řádu

podle vztahu

C ′ijkl = aimajnakralsCmnrs, (2.14)

kde aim − als jsou matice směrových kosin̊u mezi souřadnými systémy x a x′ ve

tvaru

aim = cos(x′i, xm) (2.15)

Pokud budou pro jednoduchost souřadné systémy x a x′ pootočeny kolem osy

x1 resp. x′1 o úhel θ podle obr. 2.3, což v daľśıch kapitolách využijeme při aplikaci

na nosńık trubkového profilu, bude mı́t matice směrových kosin̊u a tvar

a =

 cos(θ) sin(θ) 0

−sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1

 , (2.16)

a matice tuhosti v souřadném systému x′ se potom urč́ı v maticovém zápisu jako

C ′ = (a⊗ a)C(a⊗ a), (2.17)

kde symbol ⊗ vyjadřuje Kronecker̊uv součin, pro který plat́ı

9Např. u kompozitńıho nosńıku trubkového profilu, j́ımž se budeme zabývat v daľśıch kapi-
tolách, je globálńım souřadným systémem systém osa-normála-normála
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a⊗ a =

a11a a12a a13a

a21a a22a a23a

a31a a32a a33a

 (2.18)

Vztah 2.14 resp. 2.17 plat́ı obdobně i pro matici poddajnosti S, př́ıpadně ji

můžeme źıskat inverźı matice tuhosti C ′.

Obrázek 2.3: Natočeńı souřadných systém̊u x a x′

2.3 Elastické konstanty jednosměrové laminy

Při návrhu jednosměrového kompozitu známe materiálové vlastnosti jeho vlá-

ken a matrice a stoj́ıme tedy před úkolem určit vlastnosti kompozitu jako celku.

Pro výpočet jednotlivých elastických konstant existuje řada výpočtových model̊u,

které mnohdy závisej́ı na konkrétńı skladbě kompozitu.

My se pro jednoduchost omeźıme na základńı a nejjednodušš́ı zp̊usob výpočtu

elastických konstant ze směšovaćıho pravidla, který lze nalézt např. v [16]. Podle

něj se elastické konstanty jednosměrové laminy urč́ı z elastických konstant vláken

a matrice v souřadnicových osách L, T, T ′ jako

EL = VfELf + (1− Vf )ELm, (2.19)

ET =
ETm

1− Vf
(

1− ETm

ETf

) = ET ′ , (2.20)

GLT =
GLTm

1− Vf
(

1− GLTm

GLTf

) = GLT ′ , (2.21)

νLT = VfνLTf + (1− Vf )νLTm = νLT ′ , (2.22)

kde Vf je objemový pod́ıl vláken, elastické konstanty s indexem f př́ısluš́ı vláknu

a konstanty s indexem m matrici.
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V kapitole 4, v ńıž se budeme zabývat optimalizaćı smykadla obráběćıho stroje,

bude dále použit pro určeńı elastických konstant jednosměrové laminy výpočet

podle Chamise [3], pro který plat́ı

ET =
ETm

1−
√
Vf

(
1− ETm

ETf

) = ET ′ , (2.23)

GLT =
GLTm

1−
√
Vf

(
1− GLTm

GLTf

) = GLT ′ , (2.24)

a zbylé elastické konstanty jsou potom definovány stejně jako ve vztaźıch 2.19 a

2.22.

2.4 Klasická laminačńı teorie

Pro určeńı konstitutivńı rovnice jednosměrové laminy budeme použ́ıvat kla-

sickou laminačńı teorii, která je uvedena např. v [12]. Ta je odvozena pro laminu

modelovanou jako tenkou desku, pro niž dále plat́ı následuj́ıćı předpoklady:

• všechny laminy jsou ortotropńı a kvazihomogenńı

• tloušt’ka laminy je v porovnáńı s délkou a š́ıřkou velmi malá

• relativně malé posuvy a deformace

• dokonalé spoje lamin a tedy spojitá posunut́ı

• lineárńı změna posunut́ı v př́ıčném směru

• rovinný stav napjatosti, tedy σzz = σxz = σyz = 0

• kolmice ke středové ploše z̊ustávaj́ı př́ımé a kolmé na deformovanou středńı

plochu, tedy γxz = γyz
.
= 0

• zachováńı pr̊uřezu a tedy zanedbáńı deformace v př́ıčném směru, εzz
.
= 0

• platnost Hookeova zákona

Konstitutivńı vztahy potom dostaneme ve tvaru

N. . .
M

 =


A

... B

. . .
... . . .

B
... D


ε

0
m

. . .

k

 , (2.25)
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kde N a M jsou vektory ekvivalentńıch sil a moment̊u, ε0
m je deformace středńı

plochy, k je křivost desky, a konečně ABD matice maj́ı tvar

Aij =
n∑
k=1

(Qij)k (hk − hk−1), (2.26)

Bij =
1

2

n∑
k=1

(Qij)k
(
h2
k − h2

k−1

)
, (2.27)

Dij =
1

3

n∑
k=1

(Qij)k
(
h3
k − h3

k−1

)
, (2.28)

kde Qij je matice mimoosé tuhosti a hk − hk−1 je tloušt’ka k-té vrstvy. Matice A

se nazývá matićı tahové tuhosti, B matićı vazebńı tuhosti a D matićı ohybové

tuhosti. ABD matice závisej́ı na skladbě laminátu, takže ř́ızeńım skladby můžeme

ovlivnit mechanické chováńı laminátu.

Budeme-li uvažovat laminát symetrický kolem středńı plochy dle obr. 2.4, bude

matice vazebńı tuhosti B = 0, č́ımž odstrańıme vazbu mezi tahem a ohybem a

mezi tahem a krutem.

Obrázek 2.4: Schéma symetrického laminátu - převzato z [12]

Pokud bude dále platit, že ke každé k-té vrstvě s úhlem Θ bude existovat

m-tá vrstva se stejnou tloušt’kou a úhlem s opačnou orientaćı, tedy −Θ (viz obr.

2.5), dostaneme tzv. vyrovnaný laminát, u kterého neńı vazba mezi normálovými

silami a smykovou deformaćı. Plat́ı tedy, že A16 = A26 = 0, a vzhledem k symetrii

dále A61 = A62 = 0.

Bude-li platit současně, že B = 0 a A16 = A26 = 0, dostaneme tzv. vy-

rovnaný symetrický laminát, jehož skladba je na obr. 2.6. U takového laminátu

jednak nejsou vazby mezi tahem a ohybem resp. krutem, jednak normálové śıly

nevyvolávaj́ı smykové deformace. Daľśı možnosti skladeb laminátu jsou uvedeny

v [12].

Pokud se budeme zabývat speciálně tenkostěnnými trubkami vyráběnými

nav́ıjeńım vláken, můžeme z ABD matic vyjádřit efektivńı modul pružnosti v

axiálńım směru, ve smyku a dále Poissonovo č́ıslo, pro která pro obecnou skladbu
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laminátu plat́ı

Ex =
A11A22A66 + 2A12A16A26 − A11A

2
26 − A22A

2
16 − A66A

2
12

h (A66A22 − A2
26)

(2.29)

Gxy =
A11A22A66 + 2A12A16A26 − A11A

2
26 − A22A

2
16 − A66A

2
12

h (A11A22 − A2
12)

(2.30)

νxy =
A12A66 − A16A26

A22A66 − A2
26

(2.31)

Obrázek 2.5: Schéma vyrovnaného laminátu - převzato z [12]

Obrázek 2.6: Schéma vyrovnaného symetrického laminátu - převzato z [12]

2.5 Euler-Bernoulliova hypotéza

Euler-Bernoulliova hypotéza, která umožňuje řešeńı statiky i dynamiky nosńık̊u,

je postavena na základě následuj́ıćıch předpoklad̊u:

• deformace nosńıku jsou relativně malé, pročež uvažujeme platnost Hookeova

zákona, tedy lineárńı závislost mezi napět́ım a deformacemi

• plochy kolmé k neutrálńı ose z̊ustávaj́ı kolmými k neutrálńı ose i po defor-

maci
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• nosńık je št́ıhlý a jeho pr̊uřez je tedy zanedbatelný vzhledem k délce

• vzhledem ke št́ıhlosti nosńıku neuvažujeme vliv smykových napět́ı, která jsou

v̊uči ohybovým napět́ım zanedbatelná

• osa nosńıku lež́ı v neutrálńı rovině, přičemž neuvažujeme deformace nosńıku

ve směru osy

• úlohu řeš́ıme jako jednodimenzionálńı

Pro tyto předpoklady je odvozen10 vztah pro statické zat́ıžeńı nosńıku ve tvaru

d2

dx2

(
EI

d2w

dx2

)
= q, (2.32)

kde q je spojité zat́ıžeńı nosńıku, E modul pružnosti v tahu, I kvadratický modul

v pr̊uřezu a konečně w je pr̊uhyb nosńıku. Součinu EI odpov́ıdá u kompozitńıch

nosńık̊u ekvivalentńı modul ohybové tuhosti Dekv., který bude odvozen dále v

kapitolách 3 a 4.

Pro homogenńı nosńık, který má po délce konstantńı ekvivalentńı modul ohy-

bové tuhosti Dekv., můžeme vztah 2.32 zjednodušit na

Dekv.
d4w

dx4
= q, (2.33)

a s využit́ım Schwedlerovy věty ve tvaru

d2M

dx2
= −q, dQ

dx
= −q, (2.34)

źıskáme konečně

M(x) = −Dekv.
d2w

dx2
, (2.35)

Q(x) = −Dekv.
d3w

dx3
(2.36)

Ze vztah̊u 2.35 a 2.36 můžeme tedy při znalosti pr̊uběhu ohybového mo-

mentu M(x) nebo posouvaj́ıćı śıly Q(x) určit pro dané okrajové podmı́nky pr̊uhyb

nosńıku w(x).

Budeme-li se dále zabývat dynamikou nosńıku podle předpoklad̊u Euler-Ber-

noulliho hypotézy, dostaneme rovnici11

d2

dx2

(
EI

d2w

dx2

)
= −µd

2w

dt2
+ q, (2.37)

10Odvozeńı např. v [15]
11Odvozeńı např. v [14]
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při jej́ımž odvozeńı byl dále použit předpoklad zanedbáńı setrvačnosti od rotačńıch

účink̊u, který vyplývá z předpokladu malých deformaćı a platnosti Hookeova

zákona. Veličina µ v rovnici 2.37 se potom nazývá liniovou hustotou a má tedy

význam hmotnosti na jednotku délky, a dále i zde můžeme pro kompozitńı nosńık

nahradit součin EI ekvivalentńım modulem ohybové tuhosti Dekv..

Budeme-li opět předpokládat homogenńı nosńık, pro nějž je liniová hustota µ

a ekvivalentńı modul ohybové tuhosti Dekv. po délce nosńıku konstantńı, můžeme

vztah 2.37 upravit na

Dekv.
d4w

dx4
= −µd

2w

dt2
+ q (2.38)

Rovnice 2.38 bývá nejčastěji řešena Fourierovou metodou, která výslednou

funkci pr̊uhybu w(x, t) děĺı na funkci závislou pouze na proměnné x, tedy funkci

X(x), a na funkci závislou pouze na čase t, tedy T (t), ve tvaru

w(x, t) =
∞∑
n=1

cnwn, wn = Xn(x)Tn(t), (2.39)

přičemž funkce wn muśı splňovat okrajové podmı́nky a pomoćı konstant cn se

koriguje splněńı podmı́nek počátečńıch.

Dosad́ıme-li 2.39 do 2.38, dostaneme hledané funkce ve tvaru

T = Acos(Ωt) +Bsin(Ωt), (2.40)

X = C1cos(αx) + C2sin(αx) + C3cosh(αx) + C4sinh(αx), (2.41)

kde konstanty A,B,C1, C2, C3, C4 vyplývaj́ı z počátečńıch resp. okrajových pod-

mı́nek, Ω je potom vlastńı frekvence nosńıku a plat́ı pro ni

Ωn = α2
n

√
Dekv.

µ
(2.42)

Pro vetknutý nosńık, který budeme uvažovat v daľśıch kapitolách, bude pro

vlastńı frekvence platit

Ωn =

(
βn
L

)2
√
Dekv.

µ
, (2.43)

kde L je délka nosńıku a konstanty β pro prvńı čtyři vlastńı frekvence nabývaj́ı

postupně hodnot [1, 875 4, 694 7, 855 10, 9955]. Podrobněǰśı informace o odvo-

zeńı rovnic a daľśıch hodnotách vlastńıch frekvence lze nalézt v [19] a [14].
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2.6 Timošenkova hypotéza

Oproti Euler-Bernoulliově hypotéze uvažuje hypotéza Timošenkova vliv smy-

kových napět́ı a setrvačných účink̊u. Předpoklady Timošenkovy hypotézy jsou:

• deformace nosńıku jsou relativně malé, pročež uvažujeme platnost Hookeova

zákona, tedy lineárńı závislost mezi napět́ım a deformacemi

• plochy kolmé k neutrálńı ose nez̊ustávaj́ı k neutrálńı ose kolmými i po de-

formaci, ale sv́ıraj́ı s ńı úhel ϕ

• osa nosńıku lež́ı v neutrálńı rovině, přičemž neuvažujeme deformace nosńıku

ve směru osy

Po odvozeńı dostáváme analogicky ke vztah̊um 2.35 a 2.36 pro Timošenkovu

hypotézu

M(x) = −Dekv.
dϕ

dx
+Bekv.

(
dw

dx
− ϕ

)
(2.44)

Q(x) = −Bekv.
dϕ

dx
+ κAekv.

(
dw

dx
− ϕ

)
(2.45)

kde κ je Timošenk̊uv smykový součinitel, který vyjadřuje nelineárńı rozděleńı

smykových napět́ı v pr̊uřezu. K jeho určeńı existuje řada model̊u v závislosti

na Poissonově č́ısle, tvaru pr̊uřezu nosńıku aj.12 My budeme pro jednoduchost

uvažovat vztahy uvedené v [7], kdy např. pro trubkový pr̊uřez, j́ımž se budeme

dále zabývat, plat́ı

κ =
6(1 + ν)(1 +m2)2

(7 + 6ν)(1 +m2)2 + (20 + 12ν)m2
, (2.46)

kde m je poměr vnitř́ıho poloměru trubkového profilu ri k jeho vněǰśımu poloměru

re.

Dynamikou nosńık̊u podle Timošenkovy hypotézy se v této práci nebudeme

dále zabývat. Tato problematika je ale popsána např. v [7].

2.7 Konstrukčńı optimalizace

Úloha konstrukčńı optimalizace podléhá metodologickému postupu, který je

podrobně popsán v [13]. My se zde omeźıme pouze na jej́ı stručný popis.

Při optimalizaci nejprve zkoumáme podmı́nky, za nichž bude optimalizovaná

konstrukce existovat, a dále se zabýváme účelem, jemuž má optimalizovaná kon-

strukce sloužit. Pro optimalizaci kompozitńıho nosńıku, j́ıž se budeme zabývat

12Vı́ce o smykovém součiniteli lze nalézt v [4]
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v kapitole 3, je vněǰśı podmı́nkou zp̊usob zatěžováńı, účelem je potom únosnost

daného zat́ıžeńı.

V daľśı fázi stanovujeme kritéria konstrukce, podle kterých hodnot́ıme jej́ı

kvalitu. Optimálńı řešeńı je potom takové, pro něž stanovené kritérium nabývá

extrému, dle charakteru kritéria bud’to maxima nebo minima. Řeš́ıme-li v́ıcekrite-

riálńı optimalizaci s protich̊udnými kritérii, je dále potřeba určit bud’to váhu jed-

notlivých kritéríı, nebo dodatečnou podmı́nku13. Při optimalizaci kompozitńıho

nosńıku v kapitole 3 je kritériem tuhost nosńıku, kterou maximalizujeme.

Dále je nutné určit formu konstrukce a zvolit návrhové parametry. Forma

konstrukce je pro náš kompozitńı nosńık definována geometríı, zp̊usobem uložeńı

apod., návrhovými parametry jsou potom rozměrové, tvarové a materiálové pro-

měnné, které zapisujeme souhrnně do vektoru návrhových parametr̊u ve tvaru

xN =

xmxt
xr

 ∈ En (2.47)

Máme-li vektor návrhových parametr̊u, muśıme určit vedleǰśı podmı́nky, které

omeźı množinu možných řešeńı vyjádřených vektorem xN . Pro náš kompozitńı

nosńık budou takovými podmı́nkami např. skutečnost, že tloušt’ka stěny muśı být

menš́ı než vněǰśı poloměr trubkového profilu apod. Vedleǰśı podmı́nky můžeme

obecně psát jako

gl(xN) ≤ 0, l = 1, 2, . . . , k

hl(xN) = 0, l = 1, 2, . . . , K
(2.48)

Daľśı fáźı je stanoveńı matematického modelu fyzikálně zjednodušené úlohy.

Se zavedeńım takového modelu nám do optimalizace vstouṕı daľśı proměnné,

které nazýváme analytickými, a ty společně s návrhovými parametry xN tvoř́ı vek-

tor proměnných úlohy x. V úloze s kompozitńım nosńıkem jsou pro nás takovými

analytickými parametry např. složky matice tuhosti. Pomoćı vektoru proměnných

tedy můžeme psát pro zvolená kritéria

f = f(x) (2.49)

a stejně tak i vedleǰśı podmı́nky z 2.48 můžeme přepsat na

gl(x) ≤ 0, l = 1, 2, . . . , k

hl(x) = 0, l = 1, 2, . . . , K
(2.50)

Nyńı již můžeme přikročit k samotné optimalizaci. Budeme-li předpokládat, že

13Např. minimalizovat jedno kritérium s podmı́nkou pro maximum druhého kritéria
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x̂ je optimálńı řešeńı z množiny všech př́ıpustných řešeńı ℘ určených z podmı́nky

2.50, muśı pro maximalizaci zvoleného kritéria platit

f (x̂) = max
x∈℘

f(x) (2.51)

odkud můžeme inverźı zjistit hledané optimálńı řešeńı x̂.

Posledńım krokem v optimalizačńım procesu je volba vhodné matematické

metody pro optimalizaci s formalizaćı extremálńı úlohy, jej́ı řešeńı a následná in-

terpretace výsledk̊u. V této práci si při optimalizaci vystač́ıme při hledáńı extrémů

funkce 2.49 s nutnou podmı́nkou lokálńıho extrému ve tvaru

grad (f) =

(
∂f

x1

,
∂f

x2

, . . . ,
∂f

xn

)T
= ~0, (2.52)

přičemž daľśı optimalizačńı metody, které jsou v technické praxi použ́ıvané, jsou

dále popsány v [13].

Při optimalizaci skladby vláknového kompozitu, kterou se zabývá kapitola 3,

a dále při optimalizaci smykadla obráběćıho stroje, kterou se zabývá kapitola 4,

budeme tedy hledat př́ıslušné matematické modely, návrhové parametry a kri-

teriálńı funkce s vedleǰśımi podmı́nkami tak, jak bylo popsáno výše, abychom

nalezli optimálńı řešeńı daných úloh.
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3. Optimalizace kompozitńıho nosńıku

V této kapitole se budeme zabývat optimalizaćı kompozitńıho nosńıku trub-

kového profilu. Po odvozeńı kriteriálńı funkce budeme hledat optimálńı úhel vi-

nut́ı vlákna jednak pro danou geometrii a skladbu nosńıku, jednak v závislosti na

geometrii a skladbě, kdy budeme zkoumat vliv jednotlivých optimalizačńıch pa-

rametr̊u na optimálńı úhel vinut́ı. Optimalizačńım kritériem pro nás bude tuhost

daného profilu, kterou budeme maximalizovat, a hlavńım návrhovým parametrem

potom úhel vinut́ı vlákna v jednotlivých vrstvách laminátu.

Závěry formulované v této kapitole následně využijeme v kapitole 4, kde bu-

deme optimalizovat hybridńı smykadlo obráběćıho stroje, které je tvořeno liti-

novým rámem s kompozitńı výztuž́ı.

3.1 Kriteriálńı funkce

Abychom se mohli zabývat optimalizaćı, muśıme nejprve odvodit kriteriálńı

funkci s př́ıslušnými návrhovými parametry (viz podkapitola 2.7) pro danou op-

timalizačńı úlohu.

Mějme nosńık dle obr. 3.1. Pokud uvažujeme rovinnou úlohu, dostáváme s

využit́ım Schwedlerovy věty14 rovnice

∂M2

∂x
= Q3 (3.1)

∂Q3

∂x
= −q(x) (3.2)

M1 = 0 (3.3)

M3 = 0 (3.4)

Q2 = 0 (3.5)

N1 = 0 (3.6)

Dále budeme předpokládat platnost Timošenkovy hypotézy s jej́ımi předpo-

klady dle podkapitoly 2.6. Pole posunut́ı nosńıku potom bude

14Např. viz [15]
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Obrázek 3.1: Zat́ı̌zeńı a deformace nosńıku

u1(xa) = −zϕ(x)

u2(xa) = 0

u3(xa) = w(x)

(3.7)

Podle definice tenzoru malých deformaćı dle 2.2 dostáváme s využit́ım 3.7

ε11 = −zϕ,1
ε12 = 0

ε22 = 0

ε23 = 0

ε31 =
1

2
(w,1 − ϕ)

ε33 = w,3 = 0

(3.8)

Nenulové složky tenzoru deformaćı jsou pouze ε11 a ε31 a z Hookeova zákona

dle 2.1 můžeme pro složky tenzoru napět́ı psát

σab = Eab11(−zϕ,1) + Eab31(w,1 − ϕ) (3.9)

Sestavme nyńı rovnice pro určeńı moment̊u a sil z rovnic 3.1 - 3.6. Pro moment

M1 můžeme psát

M1 =

∫
A

σ13ydA−
∫
A

σ12zdA, (3.10)

a s využit́ım rovnice 3.9 potom

M1 =

∫
A

x

E3111(−z)ydAϕ,1 +

∫
A

x

E3131ydA(w,1 − ϕ)+

−
∫
A

x

E1211(−z)zdAϕ,1 −
∫
A

x

E1231zdA(w,1 − ϕ) = 0

(3.11)

Tento vztah muśı platit pro veškeré stavy deformace, tedy pro veškerá ϕ,1 a

(w,1 − ϕ), a proto muśı platit
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∫
A

x

E3111(−z)ydA+

∫
A

x

E1211z
2dA = 0, (3.12)

a ∫
A

x

E3131ydA−
∫
A

x

E1231zdA = 0 (3.13)

Obdobným zp̊usobem budeme pokračovat u daľśıch moment̊u a sil. Pro mo-

ment M2

M2 =

∫
A

σ11zdA = −
∫
A

x

E1111z
2dAϕ,1 +

∫
A

x

E1131zdA(w,1 − ϕ) =

= −
x

D1111ϕ,1 +
x

B1131(w,1 − ϕ) = 0,

(3.14)

a pro moment M3

M3 =

∫
A

σ11ydA =

∫
A

x

E1111(−zy)dAϕ,1 +

∫
A

x

E1131ydA(w,1−ϕ) = 0. (3.15)

Pro śılu Q2 můžeme psát

Q2 =

∫
A

σ12ydA =

∫
A

x

E1211(−z)dAϕ,1 +

∫
A

x

E1231dA(w,1 − ϕ) = 0, (3.16)

a pro śılu Q3

Q3 =

∫
A

τ31zdA =

∫
A

x

E3111(−z)dAϕ,1 + κ

∫
A

x

E3131dA(w,1 − ϕ) =

= −
x

B3111ϕ,1 + κ
x

A3131(w,1 − ϕ) = 0,

(3.17)

kde κ je Timošenk̊uv smykový součinitel, který byl uveden v podkapitole 2.6. Pro

nosńık trubkového profilu plat́ı vztah 2.46, a pro běžné definičńı obory Poisso-

nových č́ısel, vněǰśıch poloměr̊u a tlouštěk nosńıku15 dostáváme pro součinitel κ

obor hodnot řádově 〈0, 5; 1〉, přičemž pro tenkostěnné nosńıky se součinitel κ bĺıž́ı

hodnotě 1, kterou budeme dále pro jednoduchost uvažovat.

Konečně pro śılu N1 můžeme psát

N1 =

∫
A

σ11dA =

∫
A

x

E1111(−z)dAϕ,1 +

∫
A

x

E1131dA(w,1 − ϕ) = 0 (3.18)

V předchoźıch vztaźıch jsme zavedli ekvivalentńı moduly tahové tuhosti Aekv.,

vazebńı tuhosti Bekv. a ohybové tuhosti Dekv. ve tvaru

15Poissonova č́ısla uvažujeme z oboru 〈0, 25; 0, 35〉, vněǰśı poloměry nosńıku z oboru
〈5; 150〉mm a tloušt’ky stěny z oboru 〈1; 20〉 mm
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Aekv. =

∫
A

x

EabcddA

Bekv. =

∫
A

x

EabcdzdA

Dekv. =

∫
A

x

Eabcdz
2dA

(3.19)

Nosńık z obr. 3.1 dále uvažujeme jako laminát složený z k vrstev ortotropńıch

lamin, jejichž vlákna jsou vinuta pod úhlem α dle obr. 3.2.

Obrázek 3.2: Pootočeńı souřadných systémů o úhel α

Mějme souřadné systémy ν, ϑ, x

• ν . . . hlavńı osy anizotropie (ν1, ν2, ν3)

• ϑ . . . souřadný systém tečna-normála (x, r, ϑ)

• x . . . kartézský souřadný systém (x, y, z)

Pro ně plat́ı transformačńı vztahy dle podkapitoly 2.2, tedy

T1 = cos(ϑa, ν
i) =

cos(α) sin(α) 0

0 0 1

sin(α) − cos(α) 0

 (3.20)

ϑ

E = (T1 ⊗ T1)
ν

E
(
T T1 ⊗ T T1

)
(3.21)

T2 =
∂xa

∂ϑb
=

1 0 0

0 cos(ϑ) − sin(ϑ)

0 sin(ϑ) cos(ϑ)

 (3.22)

x

E = (T2 ⊗ T2)
ϑ

E
(
T T2 ⊗ T T2

)
(3.23)

Prakticky máme k dispozici materiálové vlastnosti v hlavńıch osách anizotro-

pie, tedy matici tuhosti
ν

E, kterou poté transformujeme dle potřeby. Pro vyjádřeńı
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ekvivalentńıch modul̊u ABD z 3.19 je výhodné použ́ıt souřadný systém ϑ. Moduly

maj́ı potom tvar

Aekv. =
∑
k

r2
e − r2

i

2
π

(
ϑ

E2121 +
ϑ

E3131

)
Bekv. =

∑
k

r3
e − r3

i

3
π
ϑ

E1121

Dekv. =
∑
k

r4
e − r4

i

4
π
ϑ

E1111,

(3.24)

kde re a ri jsou vněǰśı resp. vnitřńı poloměr k-té vrstvy laminátu. Uvažujeme-

li symetrický laminát, je ekvivalentńı modul vazebńı tuhosti Bekv. nulový a pro

moment M2 resp. śılu Q3 potom můžeme použit́ım rovnic 3.14 a 3.17 psát

M2 = −Dekv.ϕ,1, (3.25)

Q3 = κAekv.(w,1 − ϕ). (3.26)

Dosad́ıme-li rovnici 3.25 do rovnice 3.1 resp. rovnici 3.26 do rovnice 3.2,

dostáváme

−Dekv.ϕ,11 = κAekv.(w,1 − ϕ), (3.27)

κAekv.(w,11 − ϕ,1) = −q. (3.28)

Dosazeńım rovnice 3.28 do zderivované rovnice 3.27 dostaneme konečně Lamého

rovnice ve tvaru

Dekv.ϕ,111 = q, (3.29)

w,1 = ϕ− Dekv.

κAekv.
ϕ,11. (3.30)

Ještě než se pust́ıme do integrace rovnic 3.29 a 3.30, bude potřeba formulovat

pro danou úlohu okrajové podmı́nky. Protože se v následuj́ıćı kapitole budeme

zabývat optimalizaćı smykadla obráběćıho stroje, které budeme modelovat jako

vetknutý nosńık zat́ıžený na volném konci osamělou silou, zvoĺıme stejný model

i zde a dostaneme tak okrajové podmı́nky

w(0) = 0

ϕ(0) = 0

M2(l) = 0

Q3(l) = F

(3.31)
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Integraćı Lamého rovnic 3.29 a 3.30 dostaneme

ϕ(x) = C1x
2 + C2x+ C3 (3.32)

w(x) =
1

3
C1x

3 +
1

2
C2x+ C3x−

2Dekv.

κAekv.
C1x+ C4 (3.33)

a s využit́ım okrajových podmı́nek 3.31 dostaneme konečně

ϕ(x) =
F

Dekv.

(
lx− 1

2
x2

)
, (3.34)

w(x) = F

(
1

κAekv.
x+

l

2Dekv.

x2 − 1

6Dekv.

x3

)
. (3.35)

Pr̊uhyb nosńıku dle rovnice 3.35 má tvar dle obr. 3.3. Z něj je patrné, že největš́ı

pr̊uhyb je na konci nosńıku pod osamělou silou F a má hodnotu

w(l) = F

(
l

κAekv.
+

l3

3Dekv.

)
(3.36)

Obrázek 3.3: Tvar pr̊uhybu nosńıku

Při návrhu profil̊u, at’ už z kompozitńıch či jiných materiál̊u, pro nás bývaj́ı

hlavńımi optimalizačńımi kritérii tuhost a hmotnost, přičemž tuhost maximali-

zujeme naproti minimalizaci hmotnosti. V této kapitole se v́ıcekriteriálńı optima-

lizaćı nebudeme zabývat a dále budeme pouze maximalizovat tuhost profilu při

hmotnosti odpov́ıdaj́ıćı dané konfiguraci nosńıku.

Vztah 3.36 pro nás tedy bude mı́t význam kriteriálńı funkce, kterou budeme

pro vektor návrhových parametr̊u xN minimalizovat. Můžeme tedy psát

w(xN) = w(α, d, l, t, n, EL, ET )→ min. (3.37)

kde jsme návrhové parametry omezili na
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α úhel vinut́ı vlákna ve vrstvách laminátu

d vněǰśı pr̊uměr laminátu

l délka nosńıku

t tloušt’ka stěny laminátu

n počet vrstev laminátu

EL modul pružnosti v tahu v ose vláken laminátu

ET modul pružnosti v tahu kolmo k ose vláken laminátu

Daľśı parametry, jako jsou tloušt’ky jednotlivých lamin, variace skladby laminátu,

objemové pod́ıly vláken jednotlivých lamin atd. nebudeme pro jednoduchost

uvažovat 16 a budou tak mı́t pro nás význam analytických proměnných.

Protože je ovšem naš́ım ćılem v této kapitole naj́ıt optimálńı úhel vinut́ı

vlákna, muśıme optimalizačńı úlohu ve tvaru 3.37 ještě přeformulovat. Vektor

návrhových parametr̊u xN zúž́ıme pouze na úhel vinut́ı α, který budeme zkou-

mat jednak pro danou konfiguraci zbylých návrhových parametr̊u, a dále budeme

vyšetřovat jeho závislost na zbylých parametrech. Optimalizačńı úlohu 3.37 tedy

budeme řešit ve tvaru

w(α)→ min. (3.38)

pro který budeme hledat optimálńı úhel vinut́ı vlákna α v závislosti na ostatńıch

parametrech.

Konečně zbývá uvést posledńı předpoklad, který se bude týkat skladby kom-

pozitu. Skladbu budeme předpokládat jako symetrickou ve tvaru[
| ± α|

]
s
, (3.39)

přičemž tloušt’ky vrstev budeme uvažovat stejné, a rovněž materiál bude ve

všech vrstvách skladby stejný. Budeme-li tedy dále předpokládat počty vrstev

po čtveřićıch, dostaneme vyrovnaný laminát ve smyslu podkapitoly 2.4.

3.2 Optimálńı úhel vinut́ı vlákna

Ze vztahu 3.36 je zřejmé, že pr̊uhyb nosńıku je funkćı ekvivalentńıch modul̊u

Aekv. a Dekv., a moduly Aekv. a Dekv. jsou dále dle rovnic 3.24 závislé na prvćıch

matice tuhosti E v souřadném systému ϑ17. Transformace ekvivalentńıch modul̊u

tuhosti ze souřadného systému hlavńıch os anizotropie ν do souřadného systému

ϑ je dle vztah̊u 3.20 a 3.21 závislá na úhlu vinut́ı vlákna α a můžeme tedy konečně

psát, že i pr̊uhyb nosńıku je funkćı úhlu vinut́ı, tedy w = w(α).

16Ve výpočtu budou figurovat jako fixované hodnoty

17Konkrétně na
ϑ

E1111,
ϑ

E2121 a
ϑ

E3131
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Optimálńı úhel vinut́ı vlákna αopt. definujeme jako takový úhel, pro nějž je

funkce 3.36 minimálńı. Dále budeme sledovat, jak se bude takový optimálńı úhel

měnit s ostatńımi návrhovými parametry, tedy budeme sledovat pr̊uběh funkce

αopt. = αopt.(d, l, t, n, EL, ET ) (3.40)

3.2.1 Vliv délky a vněǰśıho pr̊uměru laminátu

Uvažujme nejprve št́ıhlý nosńık, který má velký poměr délky ke svému pr̊u-

měru. Z obr. 3.4a) vyplývá, že pro takto št́ıhlý nosńık18 s rostoućım úhlem vinut́ı

roste i pr̊uhyb nosńıku.

Budeme-li zmenšovat délku nosńıku, a t́ım i jeho št́ıhlost, dostaneme postupně

závislosti dle obr. 3.4b) resp. obr. 3.4c), ze kterých je patrné, že s klesaj́ıćı št́ıhlost́ı

postupně odpov́ıdá minimálńı pr̊uhyb nosńıku úhl̊um natočeńı o hodnotě 45◦.

(a) L=500 mm (b) L=100 mm (c) L=10 mm

Obrázek 3.4: Pr̊uhyby nosńık̊u v závislosti na úhlu vinut́ı pro r̊uzné délky nosńıku

Pro optimálńı úhly vinut́ı dostáváme v závislosti na délce nosńıku funkci na

obr. 3.5. Z něj je patrné, že s rostoućı délkou, a tedy i št́ıhlost́ı nosńıku, se op-

timálńı úhel vinut́ı bĺıž́ı k hodnotě 0◦, a naopak pro nosńıky s malou št́ıhlost́ı k

hodnotě 45◦. To odpov́ıdá i teoretickým předpoklad̊um, nebot’ s rostoućı délkou

nosńıku klesá vliv smykových napět́ı a uplatňuje se převážně napět́ı ohybové.

Obrázek 3.5: Optimálńı úhel vinut́ı pro r̊uzné délky nosńıku

18Délky 500 mm a pr̊uměru 80 mm
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Závislost na obr. 3.5 můžeme vyjádřit lineárńı regreśı, použijeme-li pro jed-

noduchost polynomickou bázi, jako

α(l) =
[
1 l l2 l3 l4 l5 l6 l7

]



8.145e−5

−4.151e−3

1.661e−7

−4.778e−10

8.981e−13

−1.0202e−17

6.184e−19

−1.514e−22


(3.41)

Abychom mohli určit váhu jednotlivých koeficient̊u, bude výhodné polyno-

mickou bázi nahradit normovanými Legendreovými polynomy19. Použijeme-li Le-

gendrovy polynomy do 12. stupně, dostaneme pro normované délky nosńıku a

úhly vinut́ı vlákna závislost 3.42, která je na obr. 3.6.

αnorm(lnorm) =
[
P0(lnorm) P1(lnorm) P2(lnorm) . . . P12(lnorm)

]



−0.7167

−0.6622

0.2278

−0.0723

0.0856

−0.0281

−0.0058

−0.0146

0.0009

0.0136

0.0024

0.0005

−0.0099


(3.42)

Z obr. 3.6 je zřejmé, že váha Legendrových polynomů s jejich rostoućım

počtem klesá, a je tedy dostačuj́ıćı pracovat s polynomy do 6. stupně.

Nyńı se pokusme poznatky o optimálńım úhlu vinut́ı rozš́ı̌rit o daľśı návrhový

parametr, totiž o vněǰśı poloměr nosńıku. Na obr. 3.7 je v závislosti na délce

nosńıku a jeho vněǰśım poloměru znázorněn pr̊uběh optimálńıho úhlu vinut́ı20.

Budeme-li dále pracovat s diskretizaćı úhlu vinut́ı po 1◦, můžeme v pravé

19Viz Př́ıloha A a [17]
20Funkce neńı hladká, což je zp̊usobeno diskretizaćı úhlu vinut́ı při výpočtu (konkrétně zde

byl úhel vinut́ı diskretizován po 1◦), přičemž při zjemňováńı diskretizace se funkce α(r, l) bĺıž́ı
k hladké funkci. Vı́ce viz Př́ıloha B
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Obrázek 3.6: Normovaný optimálńı úhel vinut́ı na normované délce nosńıku pro
lineárńı regresi pomoćı Legendreových polynom̊u

Obrázek 3.7: Optimálńı úhel vinut́ı pro r̊uzné délky a poloměry nosńıku

části obr. 3.7 sledovat jednotlivé vrstevnice pro vybrané optimálńı úhly vinut́ı.

Vid́ıme, že r̊uzným úhl̊um vinut́ı př́ısluš́ı r̊uzné oblasti, které se daj́ı vyjádřit

jako množiny poměr̊u délky nosńıku k jeho vněǰśımu poloměru l
r
, přičemž tyto

poměry představuj́ı št́ıhlost nosńıku. Budeme-li pro jednoduchost brát středńı

hodnotu každé oblasti, můžeme vyjádřit závislost optimálńıho úhlu vinut́ı na

št́ıhlosti nosńıku, jak je zobrazena na obr. 3.8. Zahrnut́ım poloměru jsme tak

zobecnili předchoźı funkci z obr. 3.5.

Obrázek 3.8: Optimálńı úhel vinut́ı v závislosti na št́ıhlosti nosńıku

Závislost na obr. 3.8 můžeme obdobně jako v předchoźım vyjádřit pomoćı

lineárńı regrese, přičemž pro polynomickou bázi dostáváme
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α(
l

r
) =

[
1 l

r
( l
r
)2 ( l

r
)3 ( l

r
)4 ( l

r
)5 ( l

r
)6

]


46.4495

−86.6488e−1

11.2396e−1

−91.5158e−3

42.3141e−4

−99.6908e−6

85.6753e−8


(3.43)

Pokud k regresi opět využijeme normovaných Legendreových polynomů, do-

staneme závislost

αnorm((
l

r
)norm) =

[
P0(( l

r
)norm) P1(( l

r
)norm) . . . P12(( l

r
)norm)

]



−0.3990

−0.6399

0.1856

−0.1071

0.0340

−0.0173

−0.0009

0.0021

−0.0057

0.0038

−0.0042

0.0028

−0.0024



,

(3.44)

která je společně s váhou jednotlivých polynomů na obr. 3.9.

Obrázek 3.9: Normovaný optimálńı úhel vinut́ı na normované št́ıhlosti nosńıku
pro regresi pomoćı Legendreových polynom̊u
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3.2.2 Vliv tloušt’ky a počtu vrstev laminátu

Dosud jsme uvažovali nosńık složený ze tř́ı vrstev, které jsou kladeny symet-

ricky, jsou ze stejného materiálu a jejich tloušt’ka je [1 2 1] mm. Budeme-li nyńı

pro danou délku a pr̊uměr nosńıku měnit tloušt’ku stěny a počet vrstev laminátu,

dostaneme závislost z obr. 3.10, ze kterého je patrné, že optimálńı úhel vinut́ı se

pro danou tloušt’ku stěny s počtem vrstev neměńı21.

Obrázek 3.10: Optimálńı úhel vinut́ı v závislosti na počtu vrstev a tloušt’ce stěny

Pokud tedy budeme dále uvažovat pouze vliv tloušt’ky stěny, dostaneme zá-

vislost α( l
r
, t) dle obr. 3.11. Můžeme tedy ř́ıci, že budeme-li uvažovat tenkostěnné

nosńıky, můžeme vliv tloušt’ky stěny zanedbat, a pokud bychom uvažovali nosńıky

silnostěnné, je potřeba, zejména při větš́ıch št́ıhlostech nosńıku, vźıt změnu op-

timálńıho úhlu dle obr. 3.11 v úvahu.

Obrázek 3.11: Optimálńı úhel vinut́ı pro r̊uzné tloušt’ky vrstev

3.2.3 Vliv materiálu

Konečně se budeme zabývat t́ım, jak se měńı optimálńı úhel vinut́ı, pokud bu-

deme měnit materiálové vlastnosti vrstev. Budeme-li uvažovat, že všechny vrstvy

21Skoková závislost z obr. 3.10 je zde opět zp̊usobena diskretizaćı oboru hodnot pro úhel
vinut́ı s krokem 1◦
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laminátu jsou ze stejného materiálu, dostáváme pro zvolenou geometrii a skladbu

závislost optimálńıho úhlu vinut́ı na modulech pružnosti laminy v podélném resp.

př́ıčném směru EL resp. ET dle obr. 3.12.

Obrázek 3.12: Optimálńı úhel vinut́ı v závislosti na modulech pružnosti EL a ET

V rámci laminát̊u na bázi uhĺıkových vláken v epoxidové matrici se pohy-

bujeme s moduly pružnosti v podélném směru v řádu několika deśıtek až stovek

GPa, a proto můžeme propad resp. r̊ust, který nastává v mı́stech poklesu modulu

pružnosti v podélném směru, zanedbat. Budeme-li tedy uvažovat běžné obory

hodnot materiálových vlastnost́ı, můžeme i závislost optimálńıho úhlu vinut́ı na

modulech pružnosti v podélném resp. př́ıčném směru zanedbat.

3.3 Shrnut́ı

Pokud bychom tedy shrnuli poznatky této kapitoly, našli jsme závislost mezi

optimálńım úhlem vinut́ı vlákna a št́ıhlost́ı nosńıku, kterou jsme definovali jako

poměr délky nosńıku k jeho vněǰśımu poloměru.

Dále jsme ukázali, že optimálńı úhel vinut́ı se při dané tloušt’ce stěny nosńıku

neměńı s počtem vrstev, a pokud budeme uvažovat pouze tenkostěnné nosńıky,

můžeme i vliv tloušt’ky stěny zanedbat. U silnostěnných nosńık̊u je nutné se

změnou optimálńıho úhlu vinut́ı poč́ıtat, a to zejména při větš́ıch št́ıhlostech

nosńıku, jak je ukázáno na obr. 3.11.

Konečně jsme uvedli vliv modul̊u pružnosti v podélném a př́ıčném směru na

optimálńı úhel vinut́ı, ze kterého vyplynulo, že pro běžné definičńı obory modul̊u

pružnosti můžeme rovněž jejich vliv zanedbat.

Tyto závěry, které jsou postaveny na analytickém modelu, mohou dobře po-

sloužit např. při počátečńıch návrźıch kompozitńıch nosńık̊u, a my je dále vy-

užijeme v následuj́ıćı kapitole při optimalizaci hybridńıho smykadla obráběćıho

stroje.
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4. Optimalizace hybridńıho smykadla

V této kapitole se budeme zabývat optimalizaćı hybridńıho smykadla obrá-

běćıho stroje, které je tvořeno litinovým pláštěm a je vyztuženo kompozitńım

nosńıkem trubkového profilu. Na obr. 4.1 je zobrazeno celokompozitńı smyka-

dlo, které bylo v p̊uvodńı koncepci vyrobeno pro výzkumné centrum VCSVTT.

Vzhledem ke svým nedostatk̊um se však začala vyv́ıjet nová koncepce s litinovým

rámem. Vı́ce viz [18].

Obrázek 4.1: Kompozitńı smykadlo - převzato z [18]

Geometrii pr̊uřezu smykadla zjednoduš́ıme podle obr. 4.2, a budeme tedy

uvažovat litinový plášt’ čtvercového pr̊uřezu s kompozitńı trubkovou výztuž́ı.

Na konci smykadla je upevněn nástroj, na který při obráběńı p̊usob́ı odporová

śıla obrobku. Smykadlo tedy budeme modelovat jako vetknutý nosńık, který je

na konci zat́ıžen osamělou silou (viz obr. 4.2), a budou pro něj tedy platit vztahy,

které jsme odvodili v kapitole 3.

Obrázek 4.2: Zjednodušený model smykadla

Při optimalizaci smykadla pro nás bude optimalizačńım kritériem tuhost smy-

kadla, kterou budeme maximalizovat, a současně hmotnost smykadla, kterou bu-
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deme naopak minimalizovat. Muśıme tedy obdobně jako v kapitole 3 nejprve

vyjádřit kriteriálńı funkce s př́ıslušnými návrhovými parametry.

4.1 Kriteriálńı funkce

Nejprve se budeme zabývat tuhost́ı smykadla. Pr̊uhyb smykadla dostaneme ze

vztahu 3.36, tedy

w(l) = F

(
l

κAekv.
+

l3

3Dekv.

)
, (4.1)

kde muśıme dále určit ekvivalentńı modul tahové tuhosti Aekv resp. ekvivalentńı

modul ohybové tuhosti Dekv. Pro výpočet ekvivalentńıch tuhost́ı smykadla vyu-

žijeme ABD modul̊u dle vztah̊u 3.19, které byly odvozeny v kapitole 3.

Litinový plášt’ smykadla budeme uvažovat jako izotropńı materiál s modulem

pružnosti Elit. a Poissonovým č́ıslem νlit.. Vztahy 3.19 potom můžeme přepsat na

Alit. =

∫
A

Elit.
1313dA = Elit.

1313


a
2∫

−a
2

a
2∫

−a
2

dydz −
2π∫

0

d
2∫

0

rdrdϕ

 = Elit.
1313

[
a2 − πd2

4

]
=

= d2C1 + C3,

(4.2)

kde jsme pro jednoduchost zápisu zavedli koeficienty C1 a C3
22, pro které plat́ı

C1 = −Elit.
1313

π

4
, C3 = Elit.

1313a
2 (4.3)

Blit. =

∫
A

Elit.
1113zdA = Elit.

1113


a
2∫

−a
2

a
2∫

−a
2

zdydz −
2π∫

0

d
2∫

0

r2sinϕdrdϕ

 = 0 (4.4)

Dlit. =

∫
A

Elit.
1111z

2dA = Elit.
1111


a
2∫

−a
2

a
2∫

−a
2

z2dydz −
2π∫

0

d
2∫

0

r3sin2ϕdrdϕ

 =

= Elit.
1111

[
a4

12
− πd4

64

]
= d4C5 + C9,

(4.5)

kde koeficienty C5 a C9
23 jsou

C5 = −Elit.
1111

π

64
, C9 = Elit.

1111

a4

12
(4.6)

Matice tuhosti izotropńıho materiálu je dána vztahem 2.9 a jednotlivé elas-

22Index 2 jsme přeskočili pro přehlednost index̊u ve vtahu 4.18 ńıže
23Index 4, 6, 7 a 8 jsme přeskočili pro přehlednost index̊u ve vtahu 4.19 ńıže
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tické konstanty tedy jsou

Elit.
1111 =

Elit.(1− νlit.)
(1 + νlit.)(1− 2νlit.)

Elit.
1313 =

Elit.(1− 2νlit.)

2(1 + νlit.)(1− 2νlit.)

(4.7)

Pro kompozitńı nosńık trubkového profilu maj́ı ABD moduly tvar dle vztah̊u

3.24, tedy

Akomp. =
∑
k

r2
e − r2

i

2
π

(
ϑ

E1212 +
ϑ

E1313

)
, (4.8)

Bkomp. =
∑
k

r3
e − r3

i

3
π
ϑ

E1112, (4.9)

Dkomp. =
∑
k

r4
e − r4

i

4
π
ϑ

E1111, (4.10)

kde re a ri jsou vněǰśı resp. vnitřńı poloměr k-té vrstvy laminátu a elastické

konstanty, závisej́ıćı na úhlu vinut́ı vlákna α podle vztah̊u 3.20 a 3.21, můžeme

vyjádřit jako

ϑ

E1111 =
ν

E1111cos(α)4 +

(
2

ν

E1122 +
ν

E1212 + 2
ν

E1221 +
ν

E2121

)
sin(α)2cos(α)2+

+
ν

E2222sin(α)4

(4.11)

ϑ

E1212 =
ν

E1313cos(α)2 +
ν

E2323sin(α)2 (4.12)

ϑ

E1313 =
ν

E1212sin(α)4 +

(
ν

E1111 − 2
ν

E1122 − 2
ν

E1221 +
ν

E2222

)
cos(α)2sin(α)2+

+
ν

E2121cos(α)4

(4.13)

Jelikož budeme v následuj́ıćı podkapitole hledat optimálńı pr̊uměr kompo-

zitńı výztuže, bude vhodné ABD moduly vyjádřit právě v závislosti na vněǰśım

pr̊uměru kompozitu. Pokud využijeme značeńı na zjednodušeném schématu pr̊u-

řezu smykadla z obr. 4.2, můžeme pro ABD moduly psát

Akomp. =
∑
k

r2
ek − r2

ik

2
π(

ϑk

E2121 +
ϑk

E3131) =
d
2

2 − (d
2
− t1)2

2
π(

ϑ1

E2121 +
ϑ1

E3131)+
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+
(d

2
− t1)2 − [d

2
− (t1 + t2)]2

2
π(

ϑ2

E2121 +
ϑ2

E3131)+

+
[d
2
− (t1 + t2)]2 − [d

2
− (t1 + t2 + t3)]2

2
π(

ϑ3

E2121 +
ϑ3

E3131) + . . . =

=
dt1 − t21

2
π(

ϑ1

E2121 +
ϑ1

E3131) +
dt2 − 2t1t2 − t22

2
π(

ϑ2

E2121 +
ϑ2

E3131)+

+
dt3 − 2(t1 + t2)t3 − t23

2
π(

ϑ3

E2121 +
ϑ3

E3131) + . . . =

= d
n∑
k=1

tk
2
π(

ϑk

E2121 +
ϑk

E3131)−
n∑
k=1

t2k + 2tk
k−1∑
j=0

tj

2
π(

ϑk

E2121 +
ϑk

E3131) =

= dC2 + C4,

(4.14)

kde pro prvńı krok použijeme pomocnou hodnotu t0 = 0 a koeficienty C2 a C4

jsou

C2 =
n∑
k=1

tk
2
π(

ϑk

E2121 +
ϑk

E3131), C4 = −
n∑
k=1

t2k + 2tk
k−1∑
j=0

tj

2
π(

ϑk

E2121 +
ϑk

E3131) (4.15)

Dále budeme uvažovat symetrickou skladbu laminátu, a bude tedy platit

Bkomp. = 0.

Pro modul D konečně dostaneme

Dkomp. =
∑
k

r4
e − r4

i

4
π
ϑk

E1111 =
(d

2
)4 − (d

2
− t1)4

4
π
ϑ1

E1111+

+
(d

2
− t1)4 − [d

2
− (t1 + t2)]4

4
π
ϑ2

E1111+

+
[d
2
− (t1 + t2)]4 − [d

2
− (t1 + t2 + t3)]4

4
π
ϑ3

E1111 + . . . =

=
1
2
d3t1 − 3

2
d2t21 + 2dt31 − t41

4
π
ϑ1

E1111+

+ [
1
2
d3t2 − 3

2
d2(2t1t2 + t22) + 2d(3t21t2 + 3t1t

2
2 + t32)

4
+

− (4t31t2 + 6t21t
2
2 + 4t1t

3
2 + t42)

4
]π
ϑ2

E1111 + {
1
2
d3t3 − 3

2
d2[2(t1 + t2)t3 + t23]

4
+

+
2d[3(t1 + t2)2t3 + 3(t1 + t2)t23 + t33]

4
+

− 4(t1 + t2)3t3 + 6(t1 + t2)2t23 + 4(t1 + t2)t33 + t43
4

}π
ϑ3

E1111 + . . . =

= d3

n∑
k=1

1

8
tkπ

ϑk

E1111 − d2

n∑
k=1

3

8

(
t2k + 2tk

k−1∑
j=0

tj

)
π
ϑk

E1111+
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+ d

n∑
k=1

1

2

t3k + 3t2k

(
k−1∑
j=0

tj

)
+ 3tk

(
k−1∑
j=0

tj

)2
πϑkE1111+

− 1

4

n∑
k=1

t4k + 4t3k

(
k−1∑
j=0

tj

)
+ 6t2k

(
k−1∑
j=0

tj

)2

+ 4tk

(
k−1∑
j=0

tj

)3
 πϑkE1111 =

= d3C6 + d2C7 + dC8 + C10,

(4.16)

kde jsme pro prvńı krok použili opět pomocnou hodnotu t0 = 0 a koeficienty C6,

C7, C8 a C10 jsou

C6 =
n∑
k=1

1

8
tkπ

ϑk

E1111, C7 = −
n∑
k=1

3

8

(
t2k + 2tk

k−1∑
j=0

tj

)
π
ϑk

E1111

C8 =
n∑
k=1

1

2

[
t3k + 3t2k

(
k−1∑
j=0

tj

)
+ 3tk(

k−1∑
j=0

tj)
2

]
π
ϑk

E1111

C10 = −1

4

n∑
k=1

t4k + 4t3k

(
k−1∑
j=0

tj

)
+ 6t2k

(
k−1∑
j=0

tj

)2

+ 4tk

(
k−1∑
j=0

tj

)3
πϑkE1111

(4.17)

Budeme-li předpokládat aditivnost ABD modul̊u pro litinu a kompozit, dosta-

neme ekvivalentńı modul tahové tuhosti Aekv. resp. ekvivalentńı modul ohybové

tuhosti Dekv. ve tvaru

Aekv. = Alit. + Akomp. = d2C1 + dC2 + C3 + C4, (4.18)

Dekv. = Dlit. +Dkomp. = d4C5 + d3C6 + d2C7 + dC8 + C9 + C10, (4.19)

Funkci pr̊uhybu z rovnice 4.1 v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kompozitńı

výztuže tedy můžeme psát jako

w = F

(
l

κAekv.
+

l3

3Dekv.

)
= F

(
3lDekv. + κl3Aekv.

3κAekv.Dekv.

)
=

= F
3l(d4C5 + d3C6 + d2C7 + dC8 + C9 + C10) + κl3(d2C1 + dC2 + C3 + C4)

3κ(d2C1 + dC2 + C3 + C4)(d4C5 + d3C6 + d2C7 + dC8 + C9 + C10)
=

= F
d4K1 + d3K2 + d2K3 + dK4 +K5

d6K6 + d5K7 + d4K8 + d3K9 + d2K10 + dK11 +K12

,

(4.20)

kde koeficienty K1 −K12 jsou

K1 = 3lC5, K2 = 3lC6, K3 = 3lC7 + κl3C1, K4 = 3lC8 + κl3C2
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K5 = 3l(C9 + C10) + κl3(C3 + C4), K6 = 3κC1C5

K7 = 3κ(C2C5 + C1C6), K8 = 3κ[C1C7 + C2C6 + C5(C3 + C4)]

K9 = 3κ[C1C8 + C2C7 + C6(C3 + C4)]

K10 = 3κ[C1(C9 + C10) + C2C8 + C7(C3 + C4)]

K11 = 3κ[C2(C9 + C10) + C8(C3 + C4)], K12 = 3κ[(C3 + C4)(C9 + C10)]

(4.21)

Vztah 4.20 je tedy prvńı kriteriálńı funkćı, kterou budeme pro dosažeńı ma-

ximálńı tuhosti smykadla minimalizovat.

Při výpočtu hmotnosti smykadla budeme opět uvažovat značeńı dle obr. 4.2.

Hmotnosti jednotlivých vrstev kompozitńı výztuže pak budou

m1 =
π

4

[
d2 − (d− 2t1)2

]
l [vf1ρf1 + (1− vf1)ρm]

m2 =
π

4

[
(d− 2t1)2 − (d− 2(t1 + t2))2

]
l [vf2ρf2 + (1− vf2)ρm]

m3 =
π

4

[
(d− 2(t1 + t2))2 − (d− 2(t1 + t2 + t3))2

]
l [vf3ρf3 + (1− vf3)ρm]

...

mi =
π

4

(d− 2
i−1∑
j=0

tj

)2

−

(
d− 2

i∑
j=1

tj

)2
 l [vfiρfi + (1− vfi)ρm] ,

(4.22)

kde pomocná hodnota pro prvńı krok j = 0 je t0 = 0, a pro j = 1, 2, . . . dostáváme

tloušt’ky jednotlivých vrstev kompozitu, vfi je objemový pod́ıl vláken v i-té vrstvě,

ρfi resp. ρm je hustota vláken resp. matrice v i-té vrstvě, N je celkový počet vrstev

kompozitu a l je délka smykadla.

Z technologických d̊uvod̊u může být výhodné vyjádřit hmotnost kompozitu

v závislosti na počtu vláken resp. pramenc̊u. Označ́ıme-li dle obr. 4.3 počet pra-

menc̊u nf , pr̊uměr pramence df a úhel vinut́ı pramence α, bude pro tloušt’ku i-té

laminy platit

π

4

[
d2 − (d− 2t1)2

]
l = (2− vf1)nf1

πd2
f1

4

l

cos(α1)
...

t1 =
1

2

d−
√
d2 −

(2− vf1)d2
f1nf1

cos(α1)


π

4

[
(d− 2t1)2 − (d− 2(t1 + t2))2

]
l = (2− vf2)nf2

πd2
f2

4

l

cos(α2)
...
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t2 =
1

2

d− 2t1 −

√
(d− 2t1)2 −

(2− vf2)d2
f2nf2

cos(α2)


...

ti =
1

2

d− 2
i−1∑
j=0

tj −

√√√√(d− 2
i−1∑
j=0

tj

)2

−
(2− vfi)d2

finfi

cos(αi)

 ,

(4.23)

kde jsme opět použili pro j = 0 pomocnou hodnotu t0 = 0. Hodnoty pro jednot-

livé tloušt’ky vrstev ti z 4.23 pak můžeme dosadit do 4.22 a źıskáme hmotnost

jednotlivých vrstev kompozitńı výztuže v závislosti na počtu pramenc̊u nfi.

Obrázek 4.3: Schéma skladby kompozitńı výztuže

Celková hmotnost kompozitu potom bude dána součtem hmotnost́ı všech vrs-

tev ze vztahu 4.22, tedy

Mkomp. =
N∑
i=1

mi (4.24)

Hmotnost litinového pláště urč́ıme jako

Mlit. =

(
a2 − πd2

4

)
lρlit., (4.25)

kde ρlit. je hustota litiny a l je délka smykadla. Celková hmotnost smykadla je

konečně dána součtem 4.24 a 4.25, tedy

M =

(
a2 − πd2

4

)
lρlit.+

+
N∑
i=1

π

4

(d− 2
i−1∑
j=0

tj

)2

−

(
d− 2

i∑
j=1

tj

)2
 l [vfiρfi + (1− vfi)ρm]

(4.26)

Vztah 4.26 pro nás představuje druhou kriteriálńı funkci, kterou jakožto hmot-

nost smykadla budeme minimalizovat.
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V daľśıch podkapitolách se tedy budeme zabývat dvoukriteriálńı optimalizaćı

tuhosti a hmotnosti smykadla podle funkćı 4.20 a 4.26 a budeme obdobně jako v

kapitole 3 zkoumat vliv jednotlivých návrhových parametr̊u.

4.2 Optimálńı pr̊uměr kompozitńı výztuže

Nejprve budeme hledat optimálńı vněǰśı pr̊uměr d kompozitńı výztuže smyka-

dla. Geometrie smykadla odpov́ıdá schématu na obr. 4.2, kde rozměry a zat́ıžeńı

stávaj́ıćıho smykadla24 jsou

• délka smykadla l=1265 mm

• délka hrany vněǰśıho litinového pláště a=160 mm

• vněǰśı pr̊uměr kompozitńı výztuže d=150 mm

• tloušt’ky vrstev a úhly vinut́ı vlákna kompozitńı výztuže viz tab. 4.9, Př́ıloha

C

• zatěžuj́ıćı śıla na konci nosńıku F=1000 N

Kompozitńı výztuž smykadla je složena z vláken a matrice, jejichž materiálové

vlastnosti jsou společně s vlastnostmi litinového pláště uvedeny v tab. 4.1, vlast-

nosti v jednotlivých vrstvách kompozitu jsou pak definovány v tab. 4.925.

Vlákno ELf [MPa] ETf [MPa] GLTf [MPa] νLTf [−] ρf [kg.m−3]

34-700-24K 234000 15000 50000 0,3 1800
CN80 780000 5000 20000 0,35 2170
T700 235000 15000 50000 0,3 1800

Matrice ELm[MPa] ETm[MPa] GLTm[MPa] νLTm[-] ρf [kg.m−3]

LG120/EM100 3000 3000 1600 0,4 1130

Litina ELl[MPa] ETl[MPa] GLTl[MPa] νLTl[-] ρl[kg.m
−3]

GJS-350-22 169000 169000 - 0,275 7050

Tabulka 4.1: Materiálové vlastnosti vláken a matrice kompozitńı výztuže a liti-
nového pláště smykadla

Pro takto definované smykadlo byl pomoćı MKP modelu z [10] spoč́ıtán

pr̊uhyb smykadla v = 0, 065mm a hmotnost smykadla M = 102, 6kg. Vyřeš́ıme-li

pr̊uhyb a hmotnost stávaj́ıćıho smykadla analyticky pomoćı vztah̊u odvozených

v podkapitole 4.1, dostaneme výsledky uvedené společně s MKP výsledky v

tab. 4.226. Analytické výsledky pr̊uhybu a hmotnosti stávaj́ıćıho smykadla z tab.

24Stávaj́ıćı smykadlo je definováno geometríı a skladbou, která byla převzata z [9]
25Při výpočtu elastických konstant v jednotlivých vrstvách kompozitńı skladby byly použity

vztahy 2.19, 2.22, 2.23 a 2.24 dle [3] uvedené v kapitole 2
26Analytický vypočet hmotnosti dle tab. 4.2 se oproti MKP lǐśı o 11,4 %, což je zp̊usobeno

zjednodušeńım geometrie litinového rámu smykadla dle obr. 4.2. Rozd́ıl ve výpočtu pr̊uhybu je
6,2 %, což je jednak zp̊usobeno zjednodušeńım geometrie, jednak odlǐsnost́ı výpočetńıch metod.
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4.2 pro nás budou dále referenčńımi hodnotami, v̊uči nimž budeme porovnávat

výsledky optimalizovaného smykadla.

Analytický výpočet MKP výpočet

Hmotnost [kg] 90,9 102,6
Pr̊uhyb [mm] 0,061 0,065

Tabulka 4.2: Pr̊uhyb a hmotnost stávaj́ıćıho smykadla při analytickém a MKP
výpočtu

Dle vztahu 4.20 dostáváme pr̊uhyb smykadla, který je v závislosti na vněǰśım

pr̊uměru kompozitńı výztuže znázorněn na obr. 4.4. Ukazuje se, že s rostoućım

pr̊uměrem klesá pr̊uhyb smykadla až do hodnoty d = 99 mm a smykadlo se tedy v

tomto intervalu vyztužuje. S daľśım nár̊ustem vněǰśıho pr̊uměru kompozitu roste

i pr̊uhyb smykadla a tedy klesá jeho tuhost.

Pro stávaj́ıćı smykadlo s pr̊uměrem d = 150 mm tedy dostáváme pr̊uhyb

v = 0, 061 mm, přičemž jako optimálńı pr̊uměr se vzhledem k tuhosti smykadla

jev́ı vněǰśı pr̊uměr d = 99 mm27. Ještě než se ale budeme zabývat druhým opti-

malizačńım kritériem, tedy hmotnost́ı, ukážeme jednotlivé vlivy, které p̊usob́ı na

vyztužováńı resp. snižováńı tuhosti smykadla.

Obrázek 4.4: Pr̊uhyb smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kompozitńı výztuže

Nejprve se zaměř́ıme na vliv Timošenkova smykového součinitele κ ve vztahu

4.20. Pr̊uhyb smykadla pro r̊uzné součinitele κ je na obr. 4.5, ze kterého plyne,

že s klesaj́ıćımi hodnotami součinitele κ roste pr̊uhyb smykadla a tedy klesá jeho

tuhost. To je zp̊usobeno rostoućım vlivem členu l
κA

ve vztahu 4.20, j́ımž se bu-

deme ještě dále zabývat. Budeme-li pro jednoduchost uvažovat vztah pro výpočet

Timošenkova smykového součinitele κ dle 2.46 a současně budeme uvažovat Pois-

sonova č́ısla smykadla dle tab. 4.9, dostaneme pro κ obor hodnot 〈0, 6; 1〉, přičemž

my budeme dále uvažovat κ = 0, 85, pro nějž je spočten rovněž pr̊uhyb na obr.

4.4. v předchoźıch odstavćıch.

27Při výpočtu byl pro pr̊uměr d použit diskretizačńı krok 1 mm, kterým je tedy limitována
přesnost výsledku. Stejná diskretizace pr̊uměru d je použita i v následuj́ıćıch výpočtech.
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Obrázek 4.5: Pr̊uhyb smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kompozitńı výztuže
pro r̊uzné součinitele κ

Daľśımi parametry, jejichž vliv na tuhost smykadla budeme zkoumat, jsou

ekvivalentńı modul tahové tuhosti Aekv a ekvivalentńı modul ohybové tuhosti

Dekv. Ekvivalentńı tuhosti jsou dle vztah̊u 4.18 a 4.19 dány součtem tuhost́ı liti-

nového pláště a kompozitńı výztuže a jejich pr̊uběh je znázorněn na obr. 4.6.

(a) Pr̊uběh Aekv (b) Pr̊uběh Dekv

Obrázek 4.6: Ekvivalentńı moduly tahové a ohybové tuhosti Aekv a Dekv v závislosti
na vněǰśım pr̊uměru kompozitńı výztuže

Jak je patrné z obr. 4.6 b), pr̊uběh ekvivalentńıho modulu ohybové tuhosti

Dekv má konkávńı tvar, jehož maximum nastává při pr̊uměru d = 108 mm, na-

proti tomu maximum ekvivalentńıho modulu tahové tuhosti Aekv nastává dle obr.

4.6 a) při pr̊uměru d = 60 mm. Pokud vyjádř́ıme vliv modul̊u Aekv a Dekv na

výslednou hodnotu pr̊uhybu smykadla, jak je znázorněn na obr. 4.7, můžeme

sledovat dominanci modulu Dekv
28, a proto i hodnota optimálńıho pr̊uměru

d = 99 mm inklinuje k hodnotě pro maximum modulu ohybové tuhosti Dekv.

Nyńı již přikroč́ıme k výpočtu druhého optimalizačńıho kritéria, tedy hmot-

nosti smykadla, která je v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kompozitńı výztuže

znázorněna na obr. 4.8. S rostoućım pr̊uměrem kompozitu tedy klesá hmotnost

28Pr̊uměrná hodnota pod́ılu člen̊u l3

3D a l
κA je 44,5
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Obrázek 4.7: Vliv modul̊u Aekv a Dekv na pr̊uhyb smykadla

smykadla, což je zp̊usobeno nižš́ı měrnou hmotnost́ı kompozitu vzhledem k liti-

novému rámu, kdy s klesaj́ıćım pod́ılem litiny na objemu smykadla klesá i pod́ıl

jej́ı hustoty.

Obrázek 4.8: Hmotnost smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kompozitńı
výztuže

Budeme-li tedy konečně hledat optimálńı vněǰśı pr̊uměr kompozitu tak, aby-

chom jednak minimalizovali hmotnost smykadla a současně maximalizovali jeho

tuhost, dostaneme závislost na obr. 4.9. Z ńı plyne, že s rostoućım pr̊uměrem

kompozitu klesá hmotnost, ale zároveň i tuhost smykadla. Z pr̊uběhu křivky je

dále zřejmé vyztužováńı smykadla pro vněǰśı pr̊uměry kompozitńı výztuže d v

oboru 〈60; 99〉mm, ve kterém naopak hmotnost smykadla klesá. Protože je naš́ı

snahou nalezeńı smykadla o maximálńı tuhosti a minimálńı hmotnosti, můžeme

tento obor vněǰśıch pr̊uměr̊u kompozitńı výztuže d vynechat a pracovat dále pouze

s hodnotami 〈99; 160〉mm, jak je zobrazeno v pravé části obr. 4.9.

Abychom mohli tuto dvoukriteriálńı úlohu vyřešit, bylo by potřeba určit váhu

obou kritéríı, což je obecně poměrně obt́ıžný úkol. Abychom tak mohli učinit,
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museli bychom specifikovat daľśı požadavky kladené na smykadlo, předevš́ım tedy

jeho dynamické vlastnosti29, technologické vlastnosti30, a dále by bylo vhodné se

zabývat energetickou a ekonomickou náročnost́ı výrobńıho procesu v závislosti na

hmotnosti smykadla31.

Obrázek 4.9: Hmotnost a pr̊uhyb smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže

Pokud bychom uvažovali vlastńı frekvence smykadla dle vztahu 2.43, dosta-

neme jejich závislost na vněǰśım pr̊uměru kompozitu na obr. 4.10. Vlastńı frek-

vence smykadla tedy s vněǰśım pr̊uměrem rostou, což je zp̊usobeno poklesem

hmotnosti smykadla. Je však třeba zmı́nit, že vztah 2.43 předpokládá homogenńı

rozložeńı hmotnosti a momentu setrvačnosti po délce nosńıku, což v př́ıpadě smy-

kadla neńı splněno. Reálné smykadlo má totiž na svém konci upevněn nástroj,

jehož hmotnost je při kmitáńı smykadla nezanedbatelná a zásadně tak ovlivńı i

vlastńı frekvence. Dále je potřeba podotknout, že vlastńı frekvence dle vztahu

2.43 jsou odvozeny pro Bernoulliovu hypotézu, která zanedbává vliv smykových

napět́ı, a tedy při použit́ı hypotézy Timošenkovy by pr̊uběh vlastńıch frekvenćı

neodpov́ıdal obr. 4.10. Vlastńı frekvence z obr. 4.10 tedy dále použijeme jako

pouhou referenci, v̊uči ńıž budeme zkoumat relativńı změnu vlastńıch frekvenćı

při optimalizaci skladby, kterou se budeme zabývat ńıže.

Nemáme-li tedy k dispozici daľśı specifikace, kterými bychom vyjádřili váhu

tuhostńıho resp. hmotnostńıho kritéria, budeme uvažovat jejich stejnou váhu. Z

hlediska kritéria maximálńı tuhosti32 se jako optimálńı jev́ı pr̊uměr d = 99 mm,

z hlediska kritéria minimálńı hmotnosti 33 naopak stáváj́ıćı pr̊uměr d = 150 mm,

jak je souhrnně ukázáno v tab. 4.3. Jelikož je ale při kritériu Mmin. relativńı

pokles tuhosti malý (4,7 %) oproti velkému relativńımu poklesu hmotnosti (88,8

%), budeme uvažovat pouze kritérium Mmin., podle kterého je tedy optimálńı

29Vlastńı frekvence a vlastńı tvary kmitu, kdy je v korelaci s provozńımi frekvencemi
obráběćıho stroje třeba zkoumat výskyt rezonanćı

30Požadovanou výrobńı přesnost, která je deformacemi smykadla ovlivněna
31S rostoućı hmotnost́ı rostou nároky na př́ıkon stroje a současně se hmotnost projevuje na

strojńıch časech výroby, což v d̊usledku zvyšuje ekonomickou náročnost
32Dále ho budeme označovat jako vmin.
33Dále ho budeme označovat jako Mmin.
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vněǰśı pr̊uměr kompozitńı výztuže d = 150 mm34, a ten odpov́ıdá právě stávaj́ıćı

geometrii smykadla.

Obrázek 4.10: Vlastńı frekvence v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kompozitńı
výztuže

Kritérium Mmin. Kritérium vmin.

Hmotnost [kg] 90,8785 171,6045
Rozd́ıl proti stávaj́ıćı [%] 0 +88,8

Pr̊uhyb [mm] 0,06137 0,05851
Rozd́ıl proti stávaj́ıćımu [%] 0 -4,7

Tabulka 4.3: Výsledné hmotnosti a pr̊uhyby smykadla pro kritéria maximálńı tu-
hosti a hmotnosti a jejich porovnáńı s hodnotami pro stávaj́ıćı geometrii smykadla

4.3 Optimalizace nové skladby

Dále se budeme zabývat t́ım, jak se změńı tuhost a hmotnost nosńıku, budeme-

li měnit vlastnosti skladby kompozitńı výztuže z tab. 4.9. Postupně se zaměř́ıme

na vliv úhlu vinut́ı vlákna, objemového pod́ılu vláken, tloušt’ky vrstev a druhu

vlákna v jednotlivých vrstvách.

4.3.1 Vliv úhlu vinut́ı vlákna

Nejprve budeme uvažovat skladbu kompozitu podle tab. 4.9. Z ńı je zřejmé,

že úhly v jednotlivých vrstvách jsou voleny v hodnotách 0◦ resp. v hodnotách

bĺızkých 45◦.35 Jak jsme ukázali v kapitole 3, v závislosti na št́ıhlosti nosńıku se

měńı optimálńı úhel vinut́ı tak, že pro št́ıhlé nosńıky, u kterých je dominantńı

34Hmotnost klesá i s pr̊uměry větš́ımi než 150 mm, avšak je potřeba zachovat alespoň mi-
nimálńı tloušt’ku litinového pláště

35To jsou ve skladbě z tab. 4.9 všechny úhly, které nejsou právě 0◦
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ohybové napět́ı, se optimálńı úhel vinut́ı bĺıž́ı k 0◦, naopak pro nosńıky s malou

št́ıhlost́ı, u nichž roste vliv smykových napět́ı, se optimálńı úhel vinut́ı bĺıž́ı k

45◦. Z tohoto d̊uvodu se ve skladbě kombinuj́ı vlákna dobře přenášej́ıćı jednak

ohybová, jednak i smyková napět́ı.

Z mnoha variant, kterými můžeme navrhnout novou skladbu, zvoĺıme dva

př́ıstupy. V prvńım budeme předpokládat skladbu z tab. 4.9, kde ve vrstvách s

úhlem vinut́ı bĺızkým 45◦ budeme postupně variovat úhly z intervalu 〈0◦, 45◦〉,
přičemž pro zachováńı symetrie zachováme znaménka úhl̊u vinut́ı a variovat bu-

deme pouze absolutńı hodnoty úhl̊u. Druhým př́ıstupem bude návrh symetrické

skladby ve tvaru [±α]s, kde budeme hledat optimálńı úhel vinut́ı vlákna α.

Budeme-li tedy nejdř́ıve variovat absolutńı hodnotu úhlu vinut́ı z tab. 4.9 pro

úhly bĺızké 45◦, dostaneme pro pr̊uhyb a hmotnost smykadla závislost na obr.

4.1136. Z něj plyne, že optimálńı úhel vinut́ı vlákna je ve všech vrstvách 0◦, což

dále zd̊uvodńıme.

Obrázek 4.11: Pr̊uhyb a hmotnost smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro r̊uzné úhly vinut́ı ve vrstvách skladby

V podkapitole 4.2 jsme na obr. 4.7 ukázali, jaký vliv maj́ı ekvivalentńı moduly

tahové resp. ohybové tuhosti Aekv. resp. Dekv. na pr̊uhyb smykadla dle vztahu

4.20. Moduly Aekv. a Dekv. jsou pro kompozitńı výztuž určeny vztahy 4.11 - 4.13 ,

které jsou v závislost na úhlu vinut́ı α zobrazeny na obr. 4.12. Z něj je zřejmé, že

maximálńıch hodnot nabývá modul Aekv. pro úhel vinut́ı α = 45◦ a modul Dekv.

pro úhel vinut́ı α = 0◦. Porovnáme-li vliv Aekv. a Dekv. na pr̊uhyb smykadla, jak

jsme učinili na obr. 4.7, je vzhledem k dominanci modulu ohybové tuhosti Dekv.

zřejmá tendence optimálńıho úhlu vinut́ı α k hodnotě 0◦.

Vlastńı frekvence se potom s úhly vinut́ı vlákna budou měnit dle obr. 4.13,

přičemž r̊ust vlastńıch frekvenćı pro úhly bĺıž́ıćı se k 0◦ je dán rostoućımi hodno-

tami ekvivalentńıho modulu ohybové tuhosti Dekv..

Pro optimálńı úhel vinut́ı vlákna 0◦ tedy dostáváme nové hodnoty hmotnosti,

pr̊uhybu a vlastńıch frekvenćı smykadla, které jsou souhrnně uvedeny v tab. 4.4.

36V pravé části jsou obdobně jako na obr. 4.9 vynechány pr̊uměry výztuže, při nichž se
smykadlo vyztužuje, z d̊uvod̊u uvedených na str. 50
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(a) Aekv. (b) Dekv.

Obrázek 4.12: Moduly tahové resp. ohybové tuhosti Aekv. resp. Dekv. v závislosti
na úhlu vinut́ı vlákna α

(a) 1. vlastńı frekvence (b) 2. vlastńı frekvence

Obrázek 4.13: Vlastńı frekvence smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro r̊uzné úhly vinut́ı ve vrstvách skladby

Skladba s úhly vinut́ı 0◦ Stávaj́ıćı skladba Rozd́ıl [%]

Hmotnost [kg] 90,8785 90,8785 0
Pr̊uhyb [mm] 0,05397 0,06137 -12,06

1. vl. frekvence [Hz] 500,99 466,45 +7,41
2. vl. frekvence [Hz] 1254,24 1167,74 +7,41

Tabulka 4.4: Porovnáńı pr̊uhybu, hmotnosti a vlastńıch frekvenćı stávaj́ıćıho smy-
kadla pro skladbu s úhly vinut́ı 0◦ a pro stávaj́ıćı skladbu

Dále budeme uvažovat symetrickou skladbu ve tvaru [±α]s, pro kterou bu-

deme hledat optimálńı úhel vinut́ı vlákna α. Na obr. 4.14 je znázorněn pr̊uhyb

a hmotnost smykadla pro r̊uzné úhly vinut́ı, z něhož vyplývá, že optimálńı úhel

vinut́ı vlákna je i pro symetrickou skladbu 0◦. Stejně jako v předchoźı skladbě, i

zde se dominantně uplatňuje vliv ekvivalentńıho modulu ohybové tuhosti Dekv.,

a nav́ıc zde můžeme také uplatnit výsledky z kapitoly 3.

Celková tloušt’ka stávaj́ıćı skladby je dle tab. 4.9 t = 24, 9 mm, vněǰśı pr̊uměr

kompozitńı výztuže smykadla d = 150 mm a délka smykadla L = 1265 mm,

ze kterých dostaneme konečně št́ıhlostńı poměr výztuže L
r

= 18, 87. Pro danou
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geometrii dostáváme dle obr. 3.11 optimálńı úhel vinut́ı vlákna αopt. = (4−5)◦, a

pokud dále přičteme vliv litinového rámu, dostáváme optimálńı úhel vinut́ı právě

0◦.

Obrázek 4.14: Pr̊uhyb a hmotnost smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro r̊uzné úhly vinut́ı v symetrické skladbě

Budeme-li konečně i pro symetrickou skladbu sledovat vliv úhlu vinut́ı na

změnu vlastńıch frekvenćı smykadla, dostaneme závislost na obr. 4.15, kdy s úhly

vlákna bĺıž́ıćımi se k 0◦ hodnoty vlastńıch frekvenćı opět rostou vlivem ekviva-

lentńıho modulu ohybové tuhosti Dekv..

(a) 1. vlastńı frekvence (b) 2. vlastńı frekvence

Obrázek 4.15: Vlastńı frekvence smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro r̊uzné úhly vinut́ı ve vrstvách symetrické skladby

Protože je optimálńı úhel vinut́ı vlákna i pro symetrickou skladbu 0◦, dostává-

me i zde stejné změny tuhost́ı, hmotnost́ı a vlastńıch frekvenćı, jako jsme dostali

pro variaci stávaj́ıćı skladby v tab. 4.4. Změnou úhlu vinut́ı ve skladbě tedy

můžeme o 12, 06 % zvýšit tuhost smykadla při zachováńı jeho stejné hmotnosti,

a dále zvýšit hodnoty vlastńıch frekvenćı o 7, 41 %.

4.3.2 Vliv tloušt’ky vrstev kompozitu

V této podkapitole budeme řešit, jak se změńı pr̊uhyb a hmotnost smyka-

dla, budeme-li měnit tloušt’ku kompozitńı výztuže. Pro jednoduchost budeme
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uvažovat skladbu z tab. 4.9, přičemž tloušt’ky jednotlivých vrstev budeme měnit

tak, aby byly relativńı př́ır̊ustky všech vrstev stejné. 37

Pro pr̊uhyby a hmotnosti smykadla dostaneme závislost na obr. 4.16. S ros-

toućı tloušt’kou se tedy smykadlo vyztužuje, což odpov́ıdá rostoućım hodnotám

ekvivalentńıch modul̊u tahové resp. ohybové tuhosti Aekv. resp. Dekv., a stejně tak

roste s tloušt’kou i hmotnost smykadla, což je dáno rostoućım objemem kompo-

zitńı výztuže.

Obrázek 4.16: Pr̊uhyb a hmotnost smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro r̊uzné tloušt’ky vrstev stávaj́ıćı skladby

Vlastńı frekvence se s tloušt’kou vrstev měńı dle obr. 4.17, kdy s rostoućı

tloušt’kou rostou vlivem zvětšuj́ıćı se tuhosti i vlastńı frekvence.

(a) 1. vlastńı frekvence (b) 2. vlastńı frekvence

Obrázek 4.17: Vlastńı frekvence smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro r̊uzné tloušt’ky vrstev stávaj́ıćı skladby

Konkrétńı hodnoty hmotnost́ı, pr̊uhyb̊u a vlastńıch frekvenćı jsou pro r̊uzné

tloušt’ky vrstev společně s hmotnostmi a pr̊uhyby stávaj́ıćıho smykadla uvedeny

v tab. 4.5, z ńıž vyplývá, že vliv tloušt’ky vrstev je prakticky zanedbatelný.

4.3.3 Vliv objemového pod́ılu vláken

Zabývejme se dále t́ım, jak se změńı tuhost a hmotnost smykadla, budeme-

li měnit objemový pod́ıl vláken ve vrstvách kompozitu. Budeme opět uvažovat

37Budeme uvažovat př́ır̊ustky každé vrstvy postupně o 5%, 10%, 15%, 20% a 25%
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Skladba s
+10% tl.

Skladba s
+20% tl.

Stávaj́ıćı
skladba

Rozd́ıl skl.
s +10% tl.

[%]

Rozd́ıl skl.
s +20% tl.

[%]

Hmotnost [kg] 92,4539 93,9491 90,8785 +1,73 +3,38

Pr̊uhyb [mm] 0,0602 0,0592 0,0614 -1,95 -3,58

1. vl.
frekvence [Hz]

466,95 466.94 466,45 0,1 0,1

2. vl.
frekvence [Hz]

1168,99 1168,98 1167,74 0,11 0,11

Tabulka 4.5: Porovnáńı pr̊uhybu, hmotnosti a vlastńıch frekvenćı stávaj́ıćıho smy-
kadla pro skladby s věťśı tloušt’kou a pro stávaj́ıćı skladbu

skladbu z tab. 4.9, v ńıž budeme zvyšovat objemové pod́ıly v jednotlivých vrstvách

opět o stejné relativńı př́ır̊ustky38. Změna objemového pod́ılu vláken se projev́ı

na změně elastických konstant skladby, které jsou definovány vztahy 2.19, 2.22,

2.23 a 2.24.

Pro pr̊uhyb a hmotnost smykadla tak dostaneme závislost na obr. 4.18, ze

které vyplývá rostoućı tuhost a hmotnost s rostoućım objemovým pod́ılem vláken.

Nár̊ust tuhosti je zp̊usoben zvýšeńım hodnot elastických konstant, na kterých dle

vztah̊u 4.8 a 4.10 záviśı ekvivalentńı modul tahové resp. ohybové tuhosti Aekv.

resp.Dekv., nár̊ust hmotnosti potom odpov́ıdá zvýšenému pod́ılu měrné hmotnosti

vláken oproti měrné hmotnosti matrice, která je dle tab. 4.1 nižš́ı.

Obrázek 4.18: Pr̊uhyb a hmotnost smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro r̊uzné objemové pod́ıly vláken ve vrstvách stávaj́ıćı skladby

Vliv objemového pod́ılu na vlastńı frekvence smykadla je na obr. 4.19, kde opět

s rostoućım objemovým pod́ılem vláken a tedy rostoućımi hodnotami modul̊u

Aekv. resp. Dekv. rostou i vlastńı frekvence smykadla.

Pokud tedy konečně vyč́ısĺıme vliv objemového pod́ılu vláken, dostaneme

výsledné hodnoty z tab. 4.6.

38Budeme uvažovat př́ır̊ustky objemového pod́ılu vláken každé vrstvy postupně o 5 %, 10 %,
15 %, 20 % a 25 %. Vrstva s pod́ılem 51 % tak bude nabývat nejvýše 63,75 %, což je dle [11] v
meźıch technologické dosažitelnosti
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(a) 1. vlastńı frekvence (b) 2. vlastńı frekvence

Obrázek 4.19: Vlastńı frekvence smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro r̊uzné objemové pod́ıly vláken ve vrstvách stávaj́ıćı skladby

Skladba s
+10% obj.

pod.

Skladba s
+20% obj.

pod.

Stávaj́ıćı
skladba

Rozd́ıl skl.
s +10%

obj. pod.
[%]

Rozd́ıl skl.
s +20%

obj. pod.
[%]

Hmotnost [kg] 91,4955 92,1125 90,8785 +0,68 +1,36

Pr̊uhyb [mm] 0,0588 0,0565 0,0613 -4,08 -7,83

1. vl.
frekvence [Hz]

475,04 483,29 466,57 +1,82 +3,58

2. vl.
frekvence [Hz]

1189,26 1209,90 1168,05 +1,82 +3,58

Tabulka 4.6: Porovnáńı pr̊uhybu, hmotnosti a vlastńıch frekvenćı stávaj́ıćıho smy-
kadla pro skladby s věťśım objemovým pod́ılem vláken a pro stávaj́ıćı skladbu

4.3.4 Vliv použitých vláken

Konečně se budeme zabývat t́ım, jak se změńı pr̊uhyb, hmotnost a vlastńı frek-

vence smykadla, budeme-li měnit použitá vlákna ve vrstvách skladby kompozitńı

výztuže. Z tab. 4.9 je zřejmé, že nejvýhodněǰśı bude použit́ı vysokopevnostńıch

vláken CN80 ve všech vrstvách kompozitu.

Pokud tak učińıme, dostaneme pro stávaj́ıćı skladbu závislost z obr. 4.20, ze

které je opět patrný r̊ust tuhosti a hmotnosti smykadla s použit́ım vláken CN80

ve všech vrstvách výztuže, což je zp̊usobeno větš́ı tuhost́ı a měrnou hmotnost́ı

vláken CN80 dle tab. 4.1. Dle obr. 4.21 se s použit́ım vláken CN80 o vyšš́ı tuhosti

zvýš́ı i vlastńı frekvence smykadla, a v tab. 4.7 jsou konečně souhrnně zobrazeny

všechny výsledné hodnoty.
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Obrázek 4.20: Pr̊uhyb a hmotnost smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro stávaj́ıćı skladbu a pro vlákna CN80 ve všech vrstvách stávaj́ıćı
skladby

(a) 1. vlastńı frekvence (b) 2. vlastńı frekvence

Obrázek 4.21: Vlastńı frekvence smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro stávaj́ıćı skladbu a pro vlákna CN80 ve všech vrstvách stávaj́ıćı
skladby

Skladba s
vlákny
CN80

Stávaj́ıćı
skladba

Rozd́ıl [%]

Hmotnost [kg] 91,4406 90,8785 +0,62

Pr̊uhyb [mm] 0,0601 0,0614 -2,12

1. vl.
frekvence [Hz]

469,19 466,45 +0,59

2. vl.
frekvence [Hz]

1174,60 1167,74 +0,59

Tabulka 4.7: Porovnáńı pr̊uhybu, hmotnosti a vlastńıch frekvenćı stávaj́ıćıho smy-
kadla pro skladbu s vlákny CN80 ve všech vrstvách a pro stávaj́ıćı skladbu
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4.3.5 Nová skladba výztuže

Zabývejme se konečně, jak se změńı pr̊uhyb, hmotnost a vlastńı frekvence

smykadla, pokud sečteme všechny výše uvedené vlivy.

Uvažujme dvě varianty modifikace stávaj́ıćı skladby dle tab. 4.9. V obou budou

ve všech vrstvách skladby úhly vinut́ı 0◦ a současně vlákna CN80, přičemž v prvńı

variantě zvýš́ıme tloušt’ku vrstev a objemový pod́ıl vláken o 10 %, v druhé variantě

zvýš́ıme oboje o 20 %.

Dostaneme tak pro pr̊uhyb a hmotnost smykadla závislost na obr. 4.22, pro

vlastńı frekvence pr̊uběhy na obr. 4.23, a výsledné hodnoty jsou potom konečně

uvedeny v tab. 4.8.

Obrázek 4.22: Pr̊uhyb a hmotnost smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro novou a stávaj́ıćı skladbu

(a) 1. vlastńı frekvence (b) 2. vlastńı frekvence

Obrázek 4.23: Vlastńı frekvence smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kom-
pozitńı výztuže pro novou a stávaj́ıćı skladbu
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Skladba s
+10%

Skladba s
+20%

Stávaj́ıćı
skladba

Rozd́ıl skl.
s +10% [%]

Rozd́ıl skl.
s +20% [%]

Hmotnost [kg] 93,7889 96,1558 90,8785 +3,20 +5,81

Pr̊uhyb [mm] 0,0452 0,0420 0,0614 -26,38 -31,60

1. vl.
frekvence [Hz]

541,43 555,47 466,45 +16,08 +19,08

2. vl.
frekvence [Hz]

1355,46 1390,60 1167,74 +16,08 +19,08

Tabulka 4.8: Porovnáńı pr̊uhybu, hmotnosti a vlastńıch frekvenćı stávaj́ıćıho smy-
kadla pro novou a stávaj́ıćı skladbu

4.4 Shrnut́ı

Shrneme-li tedy závěry źıskané v této kapitole, odvodili jsme nejprve ana-

lytický model pro výpočet tuhosti a hmotnosti hybridńıho smykadla, na jehož

základě jsme našli optimálńı vněǰśı pr̊uměr kompozitńı výztuže. Ten odpov́ıdá

stávaj́ıćımu vněǰśımu pr̊uměru, který byl použit v rámci [10].

Dále jsme se zabývali t́ım, jak se změńı tuhost, hmotnost a vlastńı frekvence

smykadla, budeme-li měnit jednotlivé návrhové parametry ze skladby kompozitńı

výztuže. T́ım jsme źıskali výsledky uvedené v tab. 4.8, ze kterých vyplývá možné

zvýšeńı tuhosti smykadla a jeho vlastńıch frekvenćı při relativně malém nár̊ustu

jeho hmotnosti.

Pokud se jedná o výpočet vlastńıch frekvenćı, byl použit zjednodušuj́ıćı model

zanedbávaj́ıćı koncentrovanou hmotnost nástroje na volném konci smykadla. Pro

dosažeńı výsledk̊u, které by lépe odpov́ıdaly reálnému smykadlu, by bylo třeba

použ́ıt model zahrnuj́ıćı hmotnost nástroje, a dále by bylo vhodné uvažovat rovněž

torzńı kmity, kterými jsme se v rámci této optimalizace nezabývali.

Výsledky této kapitoly tedy mohou sloužit jako určitý základ pro vývoj op-

timálńıho hybridńıho smykadla, na který by bylo vhodné navázat jednak ve

smyslu hlubš́ıho zaměřeńı na jednotlivé návrhové parametry39, jednak ve smyslu

použit́ı daľśıch model̊u pro analýzu tuhosti a dynamických vlastnost́ı s ověřeńım

jejich platnosti pro danou úlohu. Dále by bylo vhodné nalézt a následně zahr-

nout do úlohy optimalizace vedleǰśı podmı́nky plynoućı z technologických, ener-

getických, ekonomických a daľśıch hledisek, jak bylo zmı́něno v pozn. 29-31.

39Např. na Timošenk̊uv smykový součinitel κ, na modely pro určeńı elastických konstant
jednotlivých lamin z vlasnost́ı jejich vláken a matrice aj.
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Závěr

V úvodńıch dvou kapitolách jsme uvedli základńı poznatky ohledně kompo-

zitńıch materiál̊u, tedy ohledně jejich struktury a předevš́ım ohledně jejich me-

chanických vlastnost́ı. Ukázali jsme nejpouž́ıvaněǰśı modely, které slouž́ı k analýze

laminát̊u, a t́ım jsme vytvořili teoretický základ použ́ıvaný v daľśıch kapitolách.

V kapitole 3 jsme řešili úlohu optimalizace skladby kompozitńıho nosńıku

s trubkovým pr̊uřezem. Po odvozeńı analytického modelu pro výpočet tuhosti

nosńıku jsme nalezli optimálńı úhel vinut́ı vlákna pro danou konfiguraci geometrie

a skladby kompozitu, který byl definován kritériem maximálńı tuhosti.

Dále jsme určili závislost mezi optimálńım úhlem vinut́ı vlákna a št́ıhlost́ı

nosńıku, kterou jsme charakterizovali poměrem délky k jeho vněǰśımu poloměru,

a konečně jsme se zabývali vlivem zbývaj́ıćıch návrhových parametr̊u na optimálńı

úhel vinut́ı.

Ukázalo se, že na počtu vrstev je při zachované tloušt’ce nosńıku optimálńı úhel

vinut́ı nezávislý, a omeźıme-li se pouze na tenkostěnné nosńıky, můžeme zanedbat

i vliv samotné tloušt’ky. Pro silnostěnné nosńıky je třeba uvažovat vliv tloušt’ky na

optimálńı úhel zejména při větš́ıch št́ıhlostech nosńıku, jak jsme rovněž v kapitole

3 ozřejmili.

Při řešeńı závislosti modul̊u pružnosti v podélném a př́ıčném směru na op-

timálńı úhel vinut́ı jsme zjistili, že pokud se omeźıme na běžné definičńı obory

modul̊u pružnosti, můžeme jejich vliv na optimálńı úhel zanedbat.

V kapitole posledńı jsme se zabývali optimalizaćı hybridńıho smykadla obrá-

běćıho stroje. Vzhledem ke kombinaci litinového rámu a kompozitńı výztuže smy-

kadla jsme odvodili modely pro analýzu tuhosti a hmotnosti smykadla, které pro

nás měly charakter optimalizačńıch kritéríı, a ty jsme v př́ıpadě tuhosti maxima-

lizovali, v př́ıpadě hmotnosti minimalizovali.

Pro zadanou skladbu hybridńıho smykadla jsme našli optimálńı vněǰśı pr̊uměr

kompozitńı výztuže jako výsledek dvoukriteriálńı optimalizace, a dále jsme uká-

zali, jak na vněǰśım pr̊uměru výztuže záviśı tuhost, hmotnost a vlastńı frekvence

smykadla.

Následně jsme řešili, jaký vliv maj́ı jednotlivé návrhové parametry ze skladby

výztuže na tuhost, hmotnost a vlastńı frekvence smykadla. Ukázali jsme vliv úhlu
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vinut́ı vlákna, tloušt’ky vrstev, objemového pod́ılu a konečně výběru použitých

vláken. V závěru jsme jednotlivé vlivy sečetli a vytvořili tak možné varianty nové

skladby, jej́ıž tuhost, hmotnost a vlastńı frekvence jsme porovnali s hodnotami

pro stávaj́ıćı skladbu.

T́ım jsme splnili ćıle této práce, která svým charakterem představuje určitý

základ při návrhu kompozitńıch nosńık̊u. Může tak naj́ıt uplatněńı např. při

počátečńıch návrźıch, než se přistouṕı k hlubš́ı analýze dané problematiky. Pokud

se jedná o vývoj hybridńıho smykadla, uvedli jsme ve shrnut́ı předchoźı kapitoly

oblasti, kterými by bylo vhodné se dále zabývat.
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4.17 Vlastńı frekvence smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kompo-
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skladby . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.20 Pr̊uhyb a hmotnost smykadla v závislosti na vněǰśım pr̊uměru kompo-
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Seznam př́ıloh

A - Legendreovy polynomy

B - Skripty z MATLABU

C - Skladba kompozitńı výztuže



Př́ıloha A - Legendreovy polynomy

Legendreovy polynomy jsou ortogonálńı na intervalu < −1, 1 > s váhovou

funkćı w(x) = 1, tedy plat́ı

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =

{
0 pro n 6= m

2
2n−1

pro n = m
(L1)

Rekurentńı zápis Legendreových polynomů má potom tvar

Pn+1(x) =
2n+ 1

n+ 1
xPn(x)− n

n+ 1
Pn−1(x), n ∈ N, (L2)

kde můžeme využ́ıt znalosti polynomů P0(x) = 1 resp. P1(x) = x. Aby byly

polynomy normované, muśı pro ně platit∫ 1

−1

Pn(x)2dx = 1 (L3)

Budeme-li polynomy postupně integrovat dle vztahu L3, dostaneme aritme-

tickou posloupnost

a(n) =
1

2
+ (n− 1), n ∈ N, (L4)

a pro znormováńı je tedy potřeba jednotlivé polynomy vynásobit odmocninou

hodnoty z L4 (protože norma je poč́ıtána dle L3 z kvadrátu daného polynomu).

Pro znormované Legendreovy polynomy tedy můžeme konečně psát

Pn+1(x) =
√
a(n+ 2)

(
2n+ 1

n+ 1
x
√
a(n+ 1)Pn(x)− n

n+ 1

√
a(n)Pn−1(x)

)
, n ∈ N

(L5)

O Legendreových a daľśıch ortogonálńıch polynomech je dále š́ı̌reji pojednáno

např. v [17].



Př́ıloha B - Skripty z MATLABU

% Ohyb kompozitu pomoci Timoshenka - optimalni uhel

%natoceni pro variaci delek a polomeru nosniku

clear all, close all, clc

%osamela sila na konci nosniku [N]

F=1000;

%Variace delek nosniku [mm]

L=5:5:1500;

%Variace polomeru nosniku [mm]

Re=5:150;

%Korekcni faktor pro napeti v prurezu

kappa=1;

%Pocet vrstev laminatu

v=1:3;

%Uhly natoceni vlakna [rad]

alpha=0:1*pi/180:90*pi/180;

for r=1:length(Re) %variace pres polomer

for l=1:length(L) %variace pres delku

for i=1:length(alpha) %variace uhlu natoceni vlakna

ALPHA=[alpha(i) -alpha(i) alpha(i)]; %uhly natoceni v k-te

vrstve

A=0; %homogenizace ABD matic

B=0;

D=0;

re=Re(r); %vnejsi polomer trubky [mm]

for k=1:length(v) %variace pres vrstvy kompozitu

%Materialove vlastnosti a matice tuhosti v hlavnich osach

%[r EL ET GLT LT nTL aL aT t]

%[kg/m3 MPa MPa MPa - - 1/K 1/K mm]

EV=[1503 127760 5066 3422 0.345 0.014 7.09e(-7) 6.41e(-5) 10;

1503 127760 5066 3422 0.345 0.014 7.09e(-7) 6.41e(-5) 20;

1503 127760 5066 3422 0.345 0.014 7.09e(-7) 6.41e(-5) 10];

Enu=zeros(9,9); %pole pro matici tuhosti k-te vrstvy

E2=EV(k,3); %modul pruznosti v tahu v hlavnich osach

E3=EV(k,3);

E1=EV(k,2);

nu12=EV(k,5); %Poissonovo cislo k-te vrstvy

nu13=EV(k,5);

nu21=EV(k,6);



nu31=EV(k,6);

nu23=0.3;

nu32=0.3;

G12=EV(k,4); %modul pruznosti ve smyku v hlavnich osach

k-te vrstvy

G13=EV(k,4);

G23=E2/2.6;

N=1-nu12*nu21-nu23*nu32-nu31*nu13-nu12*nu23*nu31+

-nu21*nu32*nu13;

Enu(1,1)=E1*(1-nu23*nu32)/N;

Enu(1,5)=E1*(nu21+nu23*nu31)/N;

Enu(1,9)=E1*(nu31+nu32*nu21)/N;

Enu(2,2)=G12;

Enu(2,4)=G12;

Enu(3,3)=G13;

Enu(3,7)=G13;

Enu(4,:)=Enu(2,:);

Enu(5,1)=E2*(nu12+nu13*nu32)/N;

Enu(5,5)=E2*(1-nu13*nu31)/N;

Enu(5,9)=E2*(nu32+nu31*nu12)/N;

Enu(6,6)=G23;

Enu(6,8)=G23;

Enu(7,:)=Enu(3,:);

Enu(8,:)=Enu(6,:);

Enu(9,1)=E3*(nu13+nu12*nu23)/N;

Enu(9,5)=E3*(nu23+nu21*nu13)/N;

Enu(9,9)=E3*(1-nu12*nu21)/N; %vyplneni matice tuhosti v

hlavnich osach k-te vrstvy

Ttn=[cos(ALPHA(k)) sin(ALPHA(k)) 0;

0 0 1;

-sin(ALPHA(k)) cos(ALPHA(k)) 0]; %transformace z hlavnich

do valcovych os

Etheta=kron(Ttn,Ttn)*Enu*kron(Ttn’, Ttn’); %matice tuhosti

ve valcovych osach

t=EV(k,9); %tloustka k-te vrstvy

ri=re-t; %vnitrni prumer k-te vrstvy

A=A+pi*(reˆ2-riˆ2)/2*(Etheta(7,7)+Etheta(4,4));

B=B+Etheta(1,4)*(reˆ3-riˆ3)*pi/3;

D=D+pi*Etheta(1,1)*(reˆ4-riˆ4)/4;

re=ri; %vnejsi prumer pro nasledujici vrstvu totozny



s vnitrnim prumerem predchozi vrstvy

end

ABD(i,:)=[A B D]; %ABD matice

phi(i)=F*L(l)ˆ2/D; %natoceni na konci nosniku [rad]

w(i)=F*(L(l)/kappa/A+L(l)ˆ3/3/D); %posunuti na konci

nosniku [mm]

end

[wmin,wmin_pos]=min(w); %pozice minimalniho posunuti na

konci nosniku

alpha_opt10(r,l)=alpha(wmin_pos); %optimalni uhel pro

variaci delky a polomeru nosniku

end

% Ohyb smykadla v zavislosti na vnejsim prumeru

% kompozitni vyztuze

clear all, close all, clc

%nacteni vlastnosti skladby stavajiciho kompozitu

load EVS

%nacteni variace vnejsich prumeru kompozitu a hmotnosti

smykadla

load d

load M

%delka nosniku [mm]

l=1265;

%delka strany linoveho plaste

a=160;

%osamela sila na konci nosniku

F=1000;

%Korekcni faktor pro napeti v prurezu

kappa=0.85;

%zmena poradi vrstev (vypocet je od vnejsi po vnitrni

vrstvu, ale EVS je od vnitrni po vnejsi!!!!

EVS1=flipud(EVS(:,1));

EVS2=flipud(EVS(:,2));

EVS3=flipud(EVS(:,3));

EVS4=flipud(EVS(:,4));

EVS5=flipud(EVS(:,5));

EVS6=flipud(EVS(:,6));

EVS7=flipud(EVS(:,7));



%vypocet ABD matic

for i=1:length(d) %variace pres vnejsi prumery vyztuze

re=d(i)/2; %vnejsi polomer trubky [mm]

A_komp=0; %homogenizace ABD matic

B_komp=0;

D_komp=0;

A_litina=0;

B_ocel=0;

D_litina=0;

A=0;

B=0;

D=0;

for k=1:length(EVS1) %suma pres vsechny vrstvy nosniku

ri=re-EVS2(k); %vnitrni prumer k-te vrstvy

Enu=zeros(9,9); %pole pro matici tuhosti k-te vrstvy

E2=EVS5(k); %modul pruznosti v tahu v hlavnich osach k-te

vrstvy

E3=EVS5(k);

E1=EVS4(k);

nu12=EVS7(k); %Poissonovo cislo k-te vrstvy

nu13=EVS7(k);

nu21=E2*nu12/E1;

nu31=E3*nu13/E1;

nu23=0.3;

nu32=E3*nu23/E2;

G12=EVS6(k); %modul pruznosti ve smyku v hlavnich osach

k-te vrstvy

G13=EVS6(k);

G23=E2/2.6;

N=1-nu12*nu21-nu23*nu32-nu31*nu13-nu12*nu23*nu31+

-nu21*nu32*nu13;

Enu(1,1)=E1*(1-nu23*nu32)/N; %vyplneni matice tuhosti

v hlavnich osach k-te vrstvy

Enu(1,5)=E1*(nu21+nu23*nu31)/N;

Enu(1,9)=E1*(nu31+nu32*nu21)/N;

Enu(2,2)=G12;

Enu(2,4)=G12;

Enu(3,3)=G13;

Enu(3,7)=G13;

Enu(4,:)=Enu(2,:);



Enu(5,1)=Enu(1,5);

Enu(5,5)=E2*(1-nu13*nu31)/N;

Enu(5,9)=E2*(nu32+nu31*nu12)/N;

Enu(6,6)=G23;

Enu(6,8)=G23;

Enu(7,:)=Enu(3,:);

Enu(8,:)=Enu(6,:);

Enu(9,1)=Enu(1,9);

Enu(9,5)=Enu(5,9);

Enu(9,9)=E3*(1-nu12*nu21)/N;

%transformace z hlavnich do valcovych os

Ttn=[cos(EVS1(k)*pi/180) sin(EVS1(k)*pi/180) 0;

0 0 1;

sin(EVS1(k)*pi/180) -cos(EVS1(k)*pi/180) 0];

%matice tuhosti ve valcovych osach

Etheta=kron(Ttn,Ttn)*Enu*kron(Ttn’, Ttn’);

%ABD matice

A_komp=A_komp+(Etheta(7,7)+Etheta(4,4))*pi*(reˆ2-riˆ2)/2;

B_komp=B_komp+Etheta(1,4)*(reˆ3-riˆ3)*pi/3;

D_komp=D_komp+pi*Etheta(1,1)*(reˆ4-riˆ4)/4;

re=ri; %vnejsi prumer pro nasledujici vrstvu

(totozny s vnitrnim prumerem predchozi vrstvy)

end

E_litina=169000; % modul pruznosti v tahu litiny [MPa]

nu_litina=0.275; % Poissonovo cislo litiny [-]

% matice elastickych konstant litiny

Enu_litina=zeros(9,9);

Enu_litina(1,1)=E_litina*(1-nu_litina)/(1+nu_litina)

/(1-2*nu_litina);

Enu_litina(1,5)=E_litina*nu_litina/(1+nu_litina)

/(1-2*nu_litina);

Enu_litina(1,9)=E_litina*nu_litina/(1+nu_litina)

/(1-2*nu_litina);

Enu_litina(5,1)=Enu_litina(1,5);

Enu_litina(5,5)=E_litina*(1-nu_litina)/(1+nu_litina)

/(1-2*nu_litina);

Enu_litina(5,9)=E_litina*nu_litina/(1+nu_litina)

/(1-2*nu_litina);

Enu_litina(9,1)=Enu_litina(1,9);

Enu_litina(9,5)=Enu_litina(5,9);



Enu_litina(9,9)=E_litina*(1-nu_litina)

/(1+nu_litina)/(1-2*nu_litina);

Enu_litina(2,2)=E_litina*(1-2*nu_litina)/2

/(1+nu_litina)/(1-2*nu_litina);

Enu_litina(3,3)=E_litina*(1-2*nu_litina)/2

/(1+nu_litina)/(1-2*nu_litina);

Enu_litina(6,6)=E_litina*(1-2*nu_litina)/2

/(1+nu_litina)/(1-2*nu_litina);

%matice tahove tuhosti pro litinu

A_litina=Enu_litina(3,3)*(aˆ2-pi*d(i)ˆ2/4);

%matice ohybove tuhosti pro litinu

D_litina=Enu_litina(1,1)*(aˆ4/12-pi*d(i)ˆ4/64);

A=A_komp+A_litina; %celkova matice tahove tuhosti

D=D_komp+D_litina; %celkova matice ohybove tuhosti

%Diskretizace delkove souradnice nosniku [mm]

x=(0:l/100:l);

for j=1:length(x)

phi(j)=F*(l*x(j)-x(j)ˆ2/2)/D; %prubeh natoceni na delce

nosniku [rad]

w(j)=F*(x(j)/kappa/A+l*x(j)ˆ2/2/D-x(j)ˆ3/6/D); %prubeh

posunuti na delce nosniku [mm]

end

W(i)=w(length(x)); %posunuti na konci nosniku [mm]

end

% Hmotnost smykadla v zavislosti na vnejsim prumeru

% kompozitni vyztuze

clear all, close all, clc

%nacteni vlastnosti skladby stavajiciho kompozitu

load EVS

%delka nosniku [mm]

l=1265;

%delka strany litinoveho plaste [mm]

a=160;

%Variace prumeru kompozitu [mm]

d=60:1:160;

%Vektor tloustky vrstev [mm]

T=flipud(EVS(:,2));

%objemovy podil vlaken [-]



vf=flipud(EVS(:,3));

%hustota pouzitych vlaken [kg.mˆ3]

rf1=2170;

rf2=1800;

rf3=1800;

%hustota matrice a litiny [kg.mˆ3]

rm=1130;

r_litina=7050;

%definovani vlakna v k-te vrstve....1 XN-80-A2S,

2 34-700-WD-24K,3 T700-12-K-50C

v=zeros(1,length(EVS(:,1)));

v(1,1:40)=[2 1 1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 1

1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 1];

v(1,41:80)=[2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2

1 1 2 1 3 3 3 1 1 1 1 1 1 1 3 3];

v(1,81:101)=[3 1 1 1 1 3 3 3 1 1 1 1 3 3 3 2 2 2 2 2 2];

%otoceni poradi vrstev, 1. vrstva uvnitr, posledni vne

V=fliplr(v);

%vypocet podilu vlaken ve skladbe

pvf1=sum(T(find(V==1))); %pozice, na kterych je ve skladbe

vlakno XN-80-A2S

pvf2=sum(T(find(V==2))); %pozice, na kterych je ve skladbe

vlakno 4-700-WD-24K

pvf3=sum(T(find(V==3))); %pozice, na kterych je ve skladbe

vlakno T700-12-K-50C

for h=1:length(d) %cyklus pres vsechny vnejsi prumery

kompozitu

mk=0; %homogenizace hmotnosti pro h-ty krok

Mk=0;

T0=0; %pomocna tloustka pro vrstvu 0, t(0)=0

for g=1:length(EVS(:,1)) %cyklus pres vrstvy kompozitu

if V(g)==1 %cyklus pro vyber druhu vlakna

rf=rf1;

else if V(g)==2

rf=rf2;

else

rf=rf3;

end

end

%hmotnost k-te vrstvy kompozitu



mk(1,g)=pi/4*(((d(h)-2*T0)/1000)ˆ2-(((d(h)+

-2*sum(T(1:g)))/1000)ˆ2))*(l/1000)*(vf(g)*rf+(1-vf(g))*rm);

%hmotnost celeho kompozitu

Mk=sum(mk);

T0=sum(T(1:g));

end

%hmotnost celeho kompozitu na vnejsim prumeru

Md(h)=Mk;

%hmotnost litiny na vnejsim prumeru kompozitu

M_litina(h)=r_litina*((a/1000)ˆ2+

-pi/4*(d(h)/1000)ˆ2)*(l/1000);

%hmotnost celeho smykadla na vnejsim prumeru kompozitu

M(h)=Md(h)+M_litina(h);

end



Př́ıloha C - Skladba kompozitńı výztuže

Č́ıslo vrstvy Použité vlákno Úhel vinut́ı vlákna [◦] Tloušt’ka [mm] Objemový pod́ıl vlákna [-]

1 34-700-24K 44 0,06048994 0,51
2 CN80 44 0,083068173 0,51
3 CN80 -44 0,082933253 0,51
4 34-700-24K -44 0,120444983 0,51
5 CN80 -44 0,082604765 0,51
6 CN80 44 0,082472088 0,51
7 34-700-24K 44 0,059888689 0,51
8 34-700-24K 44,3 0,060123972 0,51
9 CN80 44,3 0,082567276 0,51
10 CN80 -44,3 0,082435449 0,51
11 34-700-24K -44,3 0,119725308 0,51
12 CN80 -44,3 0,08211445 0,51
13 CN80 44,3 0,081984779 0,51
14 34-700-24K 44,3 0,059536421 0,51
15 CN80 0 2,030169497 0,49
16 34-700-24K 45,7 0,073319649 0,51
17 CN80 45,7 0,100669815 0,51
18 CN80 -45,7 0,10048333 0,51
19 34-700-24K -45,7 0,145900049 0,51
20 CN80 -45,7 0,100029822 0,51
21 CN80 45,7 0,099846868 0,51
22 34-700-24K 45,7 0,072489647 0,51
23 34-700-24K 46,1 0,072917293 0,51
24 CN80 46,1 0,100119811 0,51
25 CN80 -46,1 0,099937677 0,51
26 34-700-24K -46,1 0,145112572 0,51
27 CN80 -46,1 0,099494675 0,51
28 CN80 46,1 0,099315928 0,51
29 34-700-24K 46,1 0,072106508 0,51
30 CN80 0 1,90548048 0,49
31 34-700-24K 47,4 0,071324621 0,51
32 CN80 47,4 0,097941558 0,51
33 CN80 -47,4 0,097775098 0,51
34 34-700-24K -47,4 0,141989331 0,51
35 CN80 -47,4 0,097369979 0,51
36 CN80 47,4 0,097206414 0,51
37 34-700-24K 47,4 0,070583129 0,51
38 34-700-24K 47,7 0,070902121 0,51
39 CN80 47,7 0,097363496 0,51
40 CN80 -47,7 0,097200896 0,51
41 34-700-24K -47,7 0,14115962 0,51
42 CN80 -47,7 0,096805108 0,51
43 CN80 47,7 0,096645286 0,51
44 34-700-24K 47,7 0,070177701 0,51
45 CN80 0 1,800166981 0,49
46 34-700-24K 48,9 0,069629665 0,51
47 CN80 48,9 0,0956229 0,51
48 CN80 -48,9 0,09547243 0,51
49 34-700-24K -48,9 0,138662771 0,51
50 CN80 -48,9 0,09510599 0,51
51 CN80 48,9 0,094957944 0,51
52 34-700-24K 48,9 0,068958933 0,51
53 34-700-24K 49,2 0,069298193 0,51
54 CN80 49,2 0,095169376 0,51
55 CN80 -49,2 0,095021925 0,51
56 34-700-24K -49,2 0,138011793 0,51
57 CN80 -49,2 0,094662795 0,51
58 CN80 49,2 0,094517684 0,51
59 34-700-24K 49,2 0,068640834 0,51
60 CN80 0 1,675439916 0,5
61 34-700-24K 50,16391628 0,068095032 0,51
62 CN80 50,16391628 0,093522678 0,51
63 CN80 -50,16391628 0,093385485 0,51
64 34-700-24K -50,16391628 0,135646121 0,51
65 CN80 -50,16391628 0,093051201 0,51



Č́ıslo vrstvy Použité vlákno Úhel vinut́ı vlákna [◦] Tloušt’ka [mm] Objemový pod́ıl vlákna [-]

66 CN80 50,16391628 0,09291607 0,51
67 34-700-24K 50,16391628 0,067483128 0,51
68 CN80 0,51 1,583337283 0,51
69 T700 43,4 0,098608599 0,6
70 T700 -43,4 0,196922174 0,6
71 T700 43,4 0,098167821 0,6
72 CN80 43,11341313 0,143717727 0,56
73 CN80 -43,11341313 0,286812913 0,56
74 CN80 43,11341313 0,142789277 0,56
75 CN80 43,36038434 0,143062656 0,56
76 CN80 -43,36038434 0,285513711 0,56
77 CN80 43,36038434 0,142150454 0,56
78 CN80 0 1,37509752 0,56
79 T700 44,6 0,096359038 0,6
80 T700 -44,6 0,192448272 0,6
81 T700 44,6 0,095955837 0,6
82 CN80 44,34715284 0,140545167 0,56
83 CN80 -44,34715284 0,280519911 0,56
84 CN80 44,34715284 0,139694137 0,56
85 CN80 0 1,661624499 0,56
86 T700 45,7 0,118308418 0,6
87 T700 -45,7 0,236225082 0,6
88 T700 45,7 0,117723368 0,6
89 CN80 45,44692424 0,151401588 0,51
90 CN80 -45,44692424 0,302166112 0,51
91 CN80 -45,44692424 0,150451321 0,51
92 CN80 0 1,755546474 0,51
93 T700 46,8 0,116096725 0,6
94 T700 -46,8 0,231830574 0,6
95 T700 46,8 0,11555467 0,6
96 34-700-24K 46,55394511 0,162143417 0,51
97 34-700-24K -46,55394511 0,323583847 0,51
98 34-700-24K 46,55394511 0,161094995 0,51
99 34-700-24K 46,80091883 0,161486673 0,51
100 34-700-24K -46,80091883 0,322282015 0,51
101 34-700-24K 46,80091883 0,16045556 0,51

Tabulka 4.9: Skladba kompozitńı výztuže smykadla ze [9] použitá v kapitole 4


