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1 Uvod

V celé¢ tfad¢ rtznych konstrukci se setkdvame s pripady, kdy o nosnosti
nerozhoduje pevnost materidlu, ale stabilita zatéZované konstrukce. PredevSim u
Stihlych prutd, tenkosténnych konstrukci, otevienych a uzavienych profilti nebo u
rovinnych a zakfivenych desek namahanych tlakem, ohybem, krutem nebo jejich
kombinaci je Casto hlavnim faktorem ovliviiujicim Unosnost stabilita. Problém
stability muze nastat jak u nosnych celkii tak i jen u jednotlivych casti. U
jednoduchych ptipadii mizeme mnohdy pouzit analytické metody, které se daji
aplikovat v podobnych piipadech, a tudiz velice zjednodusSuji a urychluji cestu
K bezpe¢nému konstrukénimu navrhu. Nicméné takové postupy nelze pouzit vzdy.
Proto pfichazi na scénu numerické metody, jenz jsou ale ve vétSin€ situacich pfilis
specifické, zdlouhavé a nelze je brat jako odrazovy mustek pro obdobné konstrukce.
Tuto zéavislost na konkrétni situaci, kterd je vice nachylna k chybovosti, se postupné
snazime ovétovat ¢i dokonce nahrazovat univerzalnéjSimi analytickymi metodami,

jenz jsou pro mnoho inZenyr schiidné&;jsi.

Cilem této prace je seznameni s vypocty zaméfenymi pouze na jeden z piipadi
stability a tim je vzpér. V ivodu je popsano feSeni Eulerovou metodou vzpéru na
nékolika zékladnich ptfipadech. Tato analytickd metoda je ndsledné aplikovdna vzpér
S proménnym prifezem 1 na komplikované;si ptiklady, na které pouZzijeme pomérné
novy postup feSeni navrzeny profesory C. M. Wangem, C. Y. Wangem a
J. N. Reddym.

V zavéru jsou diskutovany vysledky a ohodnoceny pouzité metody.



2 Pevnost vzpérna

Plsobenim vnéjsi tlakovou silou na masivni prut (v ose prutu),

i_r"l

S
a) b)

Obr. 1 — Osové namahani tlustého a Stihlého vzpéru

dojde k mirnému zkraceni (obr. 1a), pokud je ale ve skute¢nosti namahana tlakem

relativné tenka ty¢ (pomér charakteristického rozméru pfi¢ného prufezu prutu k jeho
o ) , S y oy .. ,

délce je velice maly: T 1), za¢ne se od ur¢it¢ho okamziku prohybat (obr. 1b). U

masivniho prutu je omezujici napeti na mezi kluzu oy, kdezto u §tihlého prutu dochézi

ke ztraté stability diive.

Pribéeh tlakové sily na tlaCeny tenky prut ma tfi faze rovnovahy, které jsou pro

demonstraci popsané na piikladu z mechaniky tuhych téles (obr. 2):

M/
a) b) C)

Obr. 2 — Faze rovnovdhy: a) stabilni, b) indiferentni, c) labilni
a) Stabilni stav. Dokonale pfimy prut je zatizen centrickym tlakem. Tlak bude
zvySovan, ale prut zlistane stale ptimy az do chvile, nez se ptficnou silou do¢asné
mirné€ vychyli z pfimé polohy. Jakmile ale tato sila pfestane plsobit, prut se vrati

do své poc¢atecni polohy (obr. 2a).



b) Indiferentni stav. Jakmile zatézujici osova sila
dosdhne urcité hodnoty, prut se pii doasném a
malém puasobeni pficné sily vychyli z piimé N &
polohy, kde i zistane (obr. 2b). Tato hodnota v <
osov¢ sily se nazyva Kriticka sila Fy,.;;. ‘
¢) Labilni stav. Po vychyleni pti¢nou silou se prut

rychle prohyba, az nastane zlom prutu (obr. 2c).

I
I
I
I
I
I
Jelikoz mezni osové zatizeni je nepatrné veétsi :
nez kritickd sila, uvazuje se Fj.: jako mez I
nosnosti tenkych prutt (obr. 3). :
. g |
Celou problematiku, kdy o mnosnosti casti |
nerozhodne pevnost jejich materialu, ale stabilitni

stav rovnovahy, je shrnuta pod nazvem ,,stabilita®.

Kriticka sila zavisi na rozmérech vzpéry a na Obr. 3 — TFi faze rovnovdhy
zpusobu ulozeni jejich koncl, na materidlu a homogenité. V pfedmétu Pruznost a

pevnost 2 (PP2) byly ukazany 4 zakladni ptipady (obr. 4):

R O O

l. I. I1. V.

Obr. 4 — Cty#i zékladni pFipady vzpéru
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2.1 Zakladni predpoklady feseni:

1. Idedlni prut

2. Idealni material
3. Idealni ulozeni
4

. Idealni sila

2.2 Klasicke reSent

Tato metoda bylo probrana v PP2. Na zaklad¢ pisobeni docasné pti¢né sily se
prut vychyli ze své pivodni pozice a diky tomu lze vyjadiit moment v obecném fezu.
Ten je pouzit v diferencialni rovnici prihybu. Po integrovani se v rovnici vyskytnou

integraéni konstanty, které se ur¢i z okrajovych podminek.

2.2.1 1. ptipad vzpéru

Jedna se o pfipad prutu na jednom konci vetknutém (obr. 5).

A

A
A 4

P>y
Obr. 5 — Prvni pripad vzpéru
Velikost kritické sily z podminky rozdvojeni rovnovahy (vznik indiferentniho
stavu) idedlniho pruzného piimého centricky tlaceného prutu stalého priifezu poprvé
popsal roku 1744 L. Euler, proto se hovoti o Eulerové kritické sile.

Pro ur€eni kritické sily se uvazuje, Ze prut se vychyli na volném konci o

vzdalenost c. V obecném fezu ¢ vznikne prithyb y a ohybovy moment

11



M, =—-F(c—y) 1)

Diferencialni rovnice pruhybové cary je

M, F
y”=—E—]=E—](c—y) )
a zavede-li se substituce
Eij = a? ®)
pak rovnice (2) vypada
y'=a*(c—y)

(4)

Partikularni integral bude
Yp=¢C ®)
Obecné teseni diferencialni rovnice
y =Acosax + Bsinax + ¢ (6)
kde A, B jsou integra¢ni konstanty, které musi vyhovét i okrajovym podminkam.

Okrajoveé podminky jsou dany fyzik4lnimi podminkami uloZeni koncli vzpér nebo

vzajemnou souvislosti v charakteristickém fezu u vzpér slozenych.
Ve vetknutém konci plati

x=0, y=0

0=Acos0+ Bsin0+c )
A=—c

x =0, y' =0
y' = —a Asinax + a B cos ax
0=—-aAsin0+aBcos0 ©
B=0

Rovnice prithybové ¢ary bude po dosazeni vypadat nasledovné

y =—ccosax + c = c(1 — cosax) 9)

12



Plati pro kazdy tez, tedy i1 pro volny konec, kde x =lay =c¢

c=c(1—cosal)

(10)
ccosal =0
Rovnice (10) je rovna nule ve dvou pfipadech:
1. bud’ ¢ = 0, prut zGstane pfimy, rovnovaha je stabilni,
2. nebocosal =0,al = kg (k=1,3,5,..)
Minimalni hodnota je pfi k = 1
l F )
E] 2
Yr ¥r Vr
A
l
k=9
k=1 I
3 L
5
Y Y NI
Obr. 6 — Kriticky soucinitel ,, k*
Vztah pro silu bude po uprave ptedchoziho vyrazu
m2E]
F = 12
Ve (12)

Na obr. 6 je vidét, jaky vyznam ma soucinitel k. Dilezity je prvni pfipad
(k = 1), kdy nastane nejmensi kriticka sila Fy,. Velikost sily zavisi pfimo umérné na
tuhosti prutu, kterd je dana soucinem EJ. A jelikoZ je potieba znat nejnizsi kritickou
silu, pfi které hrozi nestabilita prutu, tak u nekruhovych profili musi byt uvazovan

minimalni osovy kvadraticky moment /.

Vzorec (12) muze byt pouzit pouze v rozsahu platnosti Hookova zakona (kritické

napéti nepiekro¢i mez imeérnosti)

13



Okr < Oy (13)
Finalni rovnice kritické sily pro 1. ptipad vzpéru vypada

_ an]min

Fr = —212 (14)

Tento postup plati jen v rozsahu malych prihybi, kde bylo mozno pouzit

zjednodusenou diferencialni rovnici pruhybu (2).

2.2.2 1I. ptipad vzpéru

Jedna se o prut na obou koncich kloubové ulozeny (obr. 7).

t

77777
J

}:

Obr. 7 — Druhy pripad vzpéru
Op¢t je predpokladan osove zatiZzeny prut ve vyhnutém tvaru. V obecném tfezu &

je pruhyb y a moment excentricity
M, = Fy (15)
Diferencialni rovnice prihybové ¢ary je

M, F
y'=——=-7y (16)

Zavede se substituce

14



F
E_] =a? y'"+a’y=0 17)

Resenim této rovnice je
y = Acosax + Bsinax (18)
Okrajova podminka pro dolni kloub zni
x=0, y=0=Acos0+Bsin0 =24=0 (19)
Prithybova cara
y = Bsinax (20)
je tedy sinusovka.
Okrajova podminka pro druhy konec je
x=1; y=0=Bsinal (21)

Prvni moznost je B =0, pak y = 0 a prut zlstane pfimy (stabilni rovnovaha).
Nicméné z této varianty se nedd zjistit kritickou silu. Tu naopak lze ziskat na

zakladé druhé moZnosti

sinal =0 (22)
a tedy
al=kn kdek =1,2,3, ... (23)
Minimalni hodnota je pfi k = 1
[ F_ 24
5 s (24)
A tedy kriticka sila je
m2E]
Fr =3 (25)

V ptipadé nekruhovych profili je znovu potieba brat v potaz pouze nejmensi

osovy kvadraticky moment

. 12 Emin

Fir = — (26)

15



2.2.3 Il ptipad vzpéru

Prut je na jednom konci vetknuty a na druhém je uchycen v kloubu volné

posuvném ve sméru osy (obr. 8).

|-
Ll

Obr. 8 — Treti pripad vzpéru
Po osovém zatizeni silou F na hornim konci prutu je vyvolana horizontalni reakce

H.V obecném fezu € o pruhybu y pisobi moment sil H a F
Mgz =Fy —H(l —x) (27)

Diferencialni rovnice prihybové cary je

= ly-2 -
y = EJ y F x (28)
a za pouziti substituce (3)
H
y' + a’y = a? 7 (I—x) (29)

Partikularni integral Giplné rovnice je

_Hl 30
}’P—F( - x) (30)

a obecné feSeni

H
y=Acosax+Bsinax+F(l—x) (31)

16



Integra¢ni konstanty se ur¢i z okrajovych podminek vetknutého konce.

Prvni okrajovd podminka

x=0;, y=0 (32)
) H H
O=AcosO+BsmO+F(l—O)—>A=—Fl (33)
Druhé okrajovéa podminka
x=0; y=0 (34)
H
y'=—aAsinax + a Bcosax ——=
H
0=a|—Asin0+ Bcos0) —— (35)
aF
B H
~ aF
Obecna rovnice pruhybu je
_H [1 ; I T )] 36
y=F|gSinax — lcosax x (36)
Tato rovnice musi vyhovovat i pro druhy konec prutu
x=Ly=0 (37)
H1l
0=—= [— sinal — [ cos al] (38)
F la
Rovnice je splnéna ve dvou piipadech:
1. Pro H/F = 0, poloha je stabilni, y = 0
2. prol/asinal —lcosal =0
Po upravé dostaneme transcendentni rovnici
tgal = al (39)

Hodnotu al 1ze ziskat graficky (obr. 9). Hledana hodnota je v priseciku kiivek
tg al s ptimkou y = al.

17



tgal v

AN

o

|
|
, |
f,“; | al
f | 3 Sx "
2 : 2 7
|
|
|
| ol = 4,493

A\ 4

>
L |

Obr. 9 — Prisecik kiivek

Nejmensi koten je al = 4,493. Takze

20,16 EJ

4493 =al =1 |—5

(40)

4,4932E] 20,16 E] _2m2E]
kr = 12 = 12 =T 2

2.2.4 1V. ptipad vzpéru

Jeden konec je vetknuty a druhy je vetknuty a posuvny v ose prutu (obr. 10).

)

Obr. 10 — Ctvrty piipad vzpéru

V mistech vetknuti piisobi momenty vetknuti M;. Obecny moment v fezu ¢ je tedy

18



M=Fy—M, (41)

A diferencialni rovnice pruhybové ¢ary bude

. F M,
y =——(y——> (42)

Opét je provedena substituce vyrazu pred zavorkou, viz (3). Tim vznikne

diferencialni rovnice

F
(43)
M,
1 + 2 — 2+
yoray=atp
Partikularni feSeni bude ve tvaru
M,
=5 (44)
a obecné feseni
: M,
y=Acosax+Bsmax+? (45)
Integra¢ni konstanty jsou ziskany z okrajovych podminek
x =0, y=0
~ M
0—AcosO+Bsm0+F (46)
M,
A=——
F
x =0, y'=0
y' = —a Asinax + a B cos ax
(47)
0=—-aAsin0+aBcos0
B=0
Obecna rovnice prihybu je tedy
__ M MM (1 ) (48)
y=——cosax+——=— CoSs ax

19



Tato rovnice musi vyhovét i druhému koncovému bodu vzpéry
x =1, y=0

M
0 =?1(1—cosal)

M
M1>0;F<oo;?1¢0 (“49)

1 = cosal
al =k(2n);k=1,2,3, ...

Op¢t je uvazovana praktickd hodnota k = 1.

LEZ,
- "
(50)

ATE]
kr = lz

Vsechny ptipady lze vyjadrit jednotnym vyrazem

_ T[ZE]min

Fir =— (51)
0

kde [, je srovnavaci délka vzpéry, ktera je rovna vzdalenosti inflexnich bodu
pruhybové Cary. Zakladem pro srovnavaci délku [, se bere prut na obou koncich
uchyceny v kloubovych podpérach (viz 2.2.2), jehoz délka se rovna srovnavaci | = [;.
Pomérem délek je ziskan korekéni soucinitel (72) pro ostatni piipady vzpéru (obr. 11).

l 2

— = 52
(lo> " 62

20



Vi e §Fir {ie

lO = O,7l
0,51

l0:2l

Lo

y
Y S S
1. 11. 111 v
kar kar 1Fkr kar
n = 1/4 n=1 n=2 n =4
Obr. 11 — Korekcni soucinitel ,,n“

Vysledna rovnice kritické sily je

7TZE]min

kr =n lz (53)

2.2.5 1. ptipad vzpéru se zménou v priuiezu

yy ]
AI
lz xl <_]2
|
\ AR Y.
S S S v

Obr. 12 — Prvni pfipad vzpéru se zménou v priiezu

Pro lep$i vyuziti materidlu a udrzeni podobného kritického zatiZzeni se cCasto
vyuziva vzpéru s proménnym prufezem, kdy v misté vétsiho ohybového momentu se
zvetsi prufez (obr. 12). Zesileni ¢asti prutu je provedeno napi. piivafenim, nebo

nytovanim dodate¢ného platovani.

21



Pro zjisténi kritické hodnoty zatéze Fy, je potieba fesit diferencialni rovnice pro

kazdy usek zvlast. Diferencialni rovnice priuhybové ¢ary jsou

d*y,
EJ, dx? F(c—y1)
(54)
d*y,
EJ, dx? F(c—1y,)
Jako v predchozich ptipadech se zavedou analogicky substituce
F F
2 — 2 —
ag EJ,’ a; EJ, (55)
Po upravé
yi +aiy = ac
(56)
Y2+ azy; = axc
Obecna feseni budou vypadat
y1 =Acosa;x + Bsina;x + ¢
(57)
Y, =D cosayx + Fsina,x + ¢
Dosadi se okrajové podminky
X = O, Y, = 0
0=Dcosa,0+ Fsina,0+c (58)
D =—c
Druhé okrajova podminka se vztahuje k derivaci prihybu (uhel natoceni)
x =0, y; =0
Y5 = €y sina,x + Fa, cos a,x
(59)
0 =caysina,0 + Fa, cos a,0
F=0
Rovnice prihybové ¢ary v prvni ¢asti je
Yy = —ccosayx + ¢ = c(1 — cosa,x) (60)

Na konci vzpéru je znama okrajova podminka pro vychyleni od osy x

22



x =1, Yyi=¢C

Acosail+Bsina;l+c=c
(61)

i LO Yy
- cosayl £%

na pfechodu prvni a druhé ¢asti musi platit spojitost prithybu

x =1y, Vi =Y2

Acosayl, + Bsinayl, + ¢ = c(1 — cosayly) (62)

ccos ayl, cos ayl

sinaqly
a na tom samém misté musi byt kiivka vychyleného vzpéru hladka.

x = Iy, Vi =Yz

!

y, = —Aaqsina;x + Baq cosax
(63)
Y3 = Cay Sin ayx

—Aaq sinaql, + Baj cosaql, = ca, sina,l,

Po dosazeni A a B a néasledné Upravé vyjde transcendentni rovnice

aq
tga l; -tg ayl, = a—z (64)

Pro zjisténi kritické sily Fy, je zapotfebi znat material vzpéru, osové kvadratické
momenty /;,/, a délky jednotlivych casti [y, l,. Vysledné kritické zatizeni lze poté

ziskat graficky.
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2.3 Reseni podle WWR

Tento ndzev neni oficidlni, ale je to mnou vytvorena zkratka pro dale pouzivanou
metodu. Tato metoda je pojmenovana podle hlavnich tvarci, C. M. Wangovi,
C. Y. Wangovi a J. N. Reddym.

I nadale plati zakladni piedpoklady feSeni (viz kapitola 0). Znaceni fimskymi
Cislicemi odpovida znaceni u klasického feSeni (kapitola 2.2) az na posledni nové

feSeny V. pripad vzpéru.

2.3.1 I. pripad vzpéru

b)

Obr. 13 — Prvni pripad vzpéru: a) celek, b) ez
Diferencialni rovnice prithybové ¢ary zni
M, = —E] FED (65)
kde M, je ohybovy moment, ¥ je vychyleni (prihyb) ve sméru 0sy y a x je
soufadnice vedena od zakladny vzhlru podél prutu. Tato teorie je zaloZend na
predpokladu, ze pti¢né pusobeni sily F na prutu je zanedbatelné.

dM, = Q dx

M, (66)

dx

Z obr. 13b je patrny vztah mezi Q (smykova sila pisobici kolmo k naklonéné

ose prutu) a F.
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. Q dv
sing =— =~ @;¢ =

F T dx
B Fdﬁ .
Q= P (67)
dQ d’v
dx ~ dx?

Spojenim rovnic (65), (66) a (67) je ziskana rovnice

d*M, _dQ d?v
dx? dix = dx?

(68)

d*vl L F d?vl — o
dxD* T d(xD? (69)

Ej

d*v N Fl? d?v
dx* = EJ dx?

Pro lepsi praci se zavede substituce

Fl?

(X=E—]

(70)

ProtoZze v budoucich piikladech bude nadale pouzivana metoda WWR, tak pod
pismenem a bude mySlena vySe zminénd substituce. Tato substituce se nazyva

parametr stability a pijde o dilezity parametr v nadchazejicich ptikladech.
Po dosazeni parametru « je ziskdna Eulerova rovnice vzpéru

d*v d?v

W+aw=0 (1)

Obecné feseni rovnice (71) a jeji derivace budou pak vypadat:

v = C; sinvax + C, cosvVax + C3x + C,

dv (72)

= CiVa cosvax — Co\/a sinvax + C;
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d?v
= —C,a sinvVax — C,a cos Vax

dx?
d3v .
3= —C,ava cosvax + C,a/a sinvax
d*v 5 )
ok C,a? sinVax + C,a? cosvax

Neznamé konstanty C; (i = 1,2,3,4) jsou ziskany diky znalosti dvou okrajovych

podminek na jednom a na druhém konci prutu.
Rovnice pro zjisténi konstant C; jsou napsany ve tvaru, ktery obecné popisuje
2
prihyb v(x), thel natoeni %v(x) = ¢(x), moment? %v(x) ~ M,(x) a silul
d3
ﬁv(x) ~ F(x)

d d? a3
S0 S0 <0
5;v(0) + 55 av(O) + 53 WU(O) + 50— Tx3 zv(0) =0

. 0 d d? d3
S;v(0) + §; av(O) + 38— ) v(0) + 8 — s v(0)=0
(73)
d d2 3
siv(1) + 53 d—v(l) + 53— Tx? v(1) +s d —v(1) =0

1 . d d2 d3
d d d
Hodnoty 5, a §, jsou parametry, které fikaji, jaké fyzikalni podminky plati na
koncich prutu (x =0 a x = 1). Horni index ,0° (,1°) u parametru s identifikuje

hodnotu na ose x, tzn. x = 0 (x = 1).

Po dosazeni obecného feSeni (72) a jeho derivaci do rovnic (73) a nasledném

seskupeni ¢lentll se stejnymi konstantami C; jsou ziskany 4 homogenni rovnice

[Va(s? —5}a) 57 —-53a 53 S| e 1o

A.C = Va3 —380a) 389 —35a §S §9 €2 _ 10 74)
S31 S32 T+ st |G 0
Sa1 Saz i+3 1 81 Ca 0

kde S;; jsou substituce dlouhych vyrazi

! Momentovou podminku je mozné napsat ve tvaru bez EJ (EJ # 0,0) pouze v piipadé, Ze se
jedna o podminku s nulovym momentem. V takovém piipadé je bez ohledu na EJ i nulova druhd

veli¢ina. Totéz plati i u sily.
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S31 =5 sin\/;+§§\/2cos a—§éasinx/§—§iacosx/§
S3, =5 cosva — E%\/E sinva — 53a cosVa + E},a\/a sinvVa
Sa1 = 5 sinvVa + $;va cos Va — S3a sinvVa — S;av/a cos Va

(75)

Saz = §; cosVa — S5vasinVa — S3a cos Va + S;avasinVa
Jelikoz se uvazuje 1. ptipad vzpéru, pak okrajovymi podminkami ve vetknuti (x =
0) budou nulovy prithyb v(0) = 0 a nulovy thel nato¢eni %U(O) = @(x) = 0. Aby

prvni dvé rovnice (73) odpovidali témto podminkam, musi se za jednotlivé parametry

dosadit
(76)

Pro lepsi pochopeni, jak funguje tento krok, nasleduji rovnice s dosazenymi
parametry a naslednou upravou.

d d? a3
s1v(0) + 53 —v(0) + 53 ——v(0) + 57 —v(0) = 0
57V S2 v 5373V Se 73V

d d? d3 (77)
1 U(O) +0 aU(O) +0 W'D(O) +O$U(0) =0
v(0)=0
d 2 d3
3’{)17(0) + S\'gaU(O) + §3?WU(O) + §2@U(0) =0
d d? d3
0-v(0) + 1+ ——v(0) + 0 ——v(0) + 0 ——=v(0) =0 (78)
d 0)=0
dxv( ) =

Rovnice (74) je obecnym feSenim pouZzitelnym pro vSechny typy vzpéru, které lze

popsat okrajovymi podminkami z danych rovnic (73).
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Volny konec prutu (x = 1) musi byt téZ popsan dvéma okrajovymi podminkami.
2
Jednou z nich mize byt nulovy ohybovy moment %v(l) = M,(1) = 0 a v druhém

piipadé se pouzije metoda fezu (obr. 14).

Obr. 14 — Volny konec prutu

Z rovnovazné rovnice sil je ziskan prubéh posouvajici sily T ()
T(x)=0Q (79)
Protoze se uvazuje pouze nepatrné vychyleni prutu mimo osu x, bude platit
sing = @ (80)

A tudiz sila Q zptsobena pfi¢nym plsobenim sily F bude

=Fp=F iad (81)
C=Fe=Faz
Ze Schwedlerovy véty je znamo, ze
M, _ T (%) (82)
ax

a po dosazeni Bernoulliho diferencialni rovnice (65), rovnice (81) a parametru
stability a (70) do Schwedlerovy véty (82) je dostana okrajova podminka pro volny

konec

(83)
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d3v dv

@‘f‘aa—o

Tteti rovnici z (73) mize byt pouzita pro definici nulového momentuv x = 1

d 2 a3
Siv(D) + 5 —v(D) +|53 5= v(D) |+ 5 5=v(1) =0
dx dx dx

s1=1 (84)
dZ
Wv(l) =0

a Ctvrta rovnice bude pouzita pro vySe napsanou okrajovou podminku (83)

2 d3

el o1 = —
Tx? v(1) + |8, e v(1)|=0

Al Al d al
Siv(l) +(5; av(l) + 83

$l=a, $i=1 (85)
3

d
aav(l) +$U(1) =0

Jakmile se dosadi do rovnice (73) za parametry s znamé hodnoty, znacné se

zjednodusi tvar rovnice a jedinou nezndmou zlistane parametr stability a

0 1 0 171 [< 0
Va 0 1 0| |Cf_|o )
—asinVa —acosva 0 0] |G 0
0 0 a 0l LG 0
Nenulové feSeni matice existuje tehdy, je-1i matice singularni
det=20 (87)

Determinant matice A Ize ziskat napiiklad Laplaceovym rozvojem (rozvoj podle

¢tvrtého sloupce)

0 1 0 1
deta)=| V@ 0 1 O cpymeg. ve o
—asinva —acosva 0 0 —asinVa —acosVa 0
0 0 @ 0 0 0 @ (88)

det(4) = vas cosva = 0
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Vztah (88) plati ve dvou situacich:

1. kdyz Vva®> =0 = a = 0 — v takovém piipadé nedojde ani k vychyleni a tudiz
nezjistime potiebnou kritickou silu F, z parametru a, takze jedinou moznost
piinasi druha varianta

2
2. cosva =0 =+a = arccos0 = kg;k =13,.2a= k%,k =1,3,..

cvwvr

- (89)
“=%

Vyjadienim kritické sily Fy, 1ze ovéfit, Ze vysledny vztah je totozny se vztahem

(14), ktery byl ziskan pomoci klasického feseni (kapitola 2.2.1).

Fl? o 2
E YT
2
E
F= ”412] (90)
T[ZE]min

2.3.2 1I. ptipad vzpéru

Pro pfipomenuti se jednd o vzpér na jednom konci
s pevnou kloubovou podpérou a na druhém s posuvnou (obr.
15). Rozdil oproti prvnimu pfipadu bude pouze
v okrajovych podminkéach, tj. parametrech s, které se mizou

uz rovnou dosadit do soustavy 4 homogennich rovnic (74).
Okrajové podminky v pevné kloubové podpéie jsou
uvedeny i se zastupujicim parametrem s zjiSténym z rovnic

(73), neuvedené parametry s jsou rovny nule.
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Prvni je nulovy prihyb
Obr. 15 — Druhy pripad vzpéru

d d? a3
§{)U(0) + .S:gav(()) + §g WV(O) + §£$v(0) =0 (91)

V=1

druhy nulovy moment

d 2 d3
§1 U(O) + .§'g EU(O) + §3? W'I)(O) + §EWU(O) =0 (92)
§0=1

Okrajové podminky ve vertikalné posuvné kloubové podpéte a parametry s jsou
nasledujici.

Prvni okrajové podminka

d 2 d3
§11v(1) + S_'% av(l) + S_% WU(].) + 5_'41, ﬁv(l) =0 (93)

si=1

Druhé okrajova podminka

d d? d?
§11U(1) + 3'21 av(l) + §% WU(].) + §41, ﬁv(l) =0 (94)
s1=1

Po dosazeni parametr do soustavy rovnic (74) je vztah

0 1 0 17 r¢, 0

_ 0 - 0 Of | _|o
4-C= sinva cosva 1 1]|'|¢| " |o (95)

—asinva —acosva 0 01 LG, 0
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Matice A je singularni, pokud
det(4) =0
—a?sinva =0
Pro zjisténi parametru a je pouzitelny
sinva =0
A tedy parametr stability je (pro k = 1)
a = m?

a rovnice pro kritickou silu je

n?E],
Fkr — lgmln

2.3.3 III. ptipad vzpéru

Jeden konec je vetknuty a druhy uchycen kloubovou

podpérou (obr. 5).

Nasleduji okrajové podminky a jejich aplikace

Vv rovnicich (73) pomoci parametra s.

Prvni okrajovd podminka

3

STo )+ 58-S o) + 50 vy + 50wy =0 0o

+Szav()+s3ﬁv()+s4ﬁv()— (100)
s9=1

Druha okrajova podminka

x =0, p=0°

2 3

$9v(0) + (389
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(97)

(98)

(99)

AN

Obr. 16 — Treti pripad vzpéru

d
v(0)|+ §39 WU(O) + §£EU(O) =0 (101)



Tteti okrajova podminka

— . d » d? d3
Stv(D) |+ 55 av(l) + 53 Wv(l) + 53 d—v(l) =0
st=1

Ctvrta okrajova podminka

=1

(955Y
W

Parametry s se dosadi do soustavy rovnic (74)

0 1

[ 0 1] ¢y 0
A.c| Va 0 1 0|.cz_o
~| sinva cosva 1 Cs| o

|- asinva —acosva 0 OJ Cy 0

Matice A je singularni pravé tehdy, kdyz
det(4) =0
—Va cosvVa + asinva =0

Hodnotu « 1ze ziskat graficky (obr. 17).
a=20,191 = 2,0457 12

Kriticka sila bude

2,0457 m2E .
kr = lz
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e

] 10 20 30

20,191

A

Obr. 17 — Grafické reseni

2.3.4 1V. piipad vzpéru ‘F

Jedné se o vzpér na jednom konci pevné vetknuty a na ﬂ
N

77777

druhém vertikaln€ posuvny s vetknutim (obr. 18).

Okrajové podminky a jejich parametry budou vypadat

nasledovné.

Prvni okrajovd podminka

rs0 L) +§°d—2v(0) +§°d—3v(0) =0 (108) <
L 2 dx 3 dx? *dx3
Obr. 18 — Ctvrty pFipad vzpéru
V=1
Druhé okrajova podminka

x =0, p=0°

0 0 d 0 dZ o d3
S$7v(0) +|85; —v(0) |+ 33 ﬁv(O) + 3, ﬁv(O) =0 (109)

0 =1
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Tteti okrajova podminka

2 3

- . d . d . d
stv(1)|+ S%av(l) + S§Wv(1) + siﬁv(l) =0

st=1
Ctvrta okrajova podminka

x =1, p=0°

2 d3

§%EU(1) + §iﬁv(1) =0

a1 a1 4
Sv(1) +13; av(l) +

$1=1

Po dosazeni bude soustava rovnic (74) vypadat

[ 0 1 0 1] C, 0
A-C= | Va 0 1 0f . C, _ 0
l sinva cosva 1 1J Cs 0
Vacosva —Vasinva 1 0l LG, 0

Vysledny parametr a

a
det(4) = sing =0

a kriticka sila
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2.3.5 V. ptipad vzpéru ‘F
Ll

Tento pripad vzpéru nebyl popsan v PP2. Je podobny

¢tvrtému ptipadu, ale posuvné vetknuti neni vertikdlné
posuvné nybrz horizontalné (obr. 19). Bude tedy potieba
nahradit jednu okrajovou podminku (110) ze c¢tvrtého

piipadu. Ostatni podminky (108), (109) a (111) jsou totozné.
Okrajova podminka nahrazujici (110) je stejna jako u
volného konce (83)

N
Obr. 19 — Paty pripad vzpéru

_ 1 d3v N dv 0
=4 dd " Yax
_ . d . d? . d3 (115)
siv(1) + szlav(l) + sgﬁv(l) + siﬁv(l) =0
Si=a  §i=1

Okrajové podminky zastoupené parametry s se dosadi do soustavy rovnic (74)

0 1 0 1 Cy 0
C
A-C= Va O. LOof fC2 10 (116)
Vacosva —asinva 1 0| |Cs 0
0 0 a 01 LG, 0

Vysledny parametr a

det(4) = a?sinva =0
(117)

a = m?

a kriticka sila

_ an]min

Fir = 2 (118)

Vsech pét ptipadu je shrnuto v tab. 1 na nasledujici strance.
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Vetknuti Vetknuti Vetknuti
Vetknud Kloubové X X X
Ulozeni X odne Kloub vetknuti vetknuti
volny konec podpery odpéra (vertikalni (vodorovny
podp posuv) posuv)
NenulOVé S_‘? = §g =1 S_O — §0 -1 §0 — §0 =1 §0 — § =1 §:f{ = é\_‘%) =1
parametry | 53 =8l =1 §11—§?i=1 511:§§=1 d_gd_q | 2=5=1
5ad sl=q 1 =53 1 3 1 2 sl=a
F ‘ F ‘ F ‘F ‘ F
\ E j E /
I [ I N I
| l | | =
I | I I |
. I | I I |
Obrazek I | | I |
I | I I |
I | I I |
I | I I |
| I I |
I~ I
N N\ N N
Kritérium . Aa Va
Stablllty COS\/_ =0 Sln\/_ =0 \/E = tan\/a Sln7 =0 COST =0
2
F;?;gmi};r a = % a = m? a = 2,0457m? a = 4m? a =m?

Tab. 1 - Zakladni pFipady vzpéru
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3 Piiklady

3.1 Prut s pruzinami
Zadani:

Prut o délce [ = 1000 mm. Tuhost torznich pruzin: ksy; = 10 Nmm/rad,
kr, = 15 N/mm?, tuhost tlaéné pruziny kp = 16,5N/mm?, modul pruZnosti
E =2,1-10°N/mm? a osovy kvadraticky moment J = 800 mm*. Schéma je na

obr. 20.

Jaké je kritérium stability a a kriticka sila Fy,.?

V‘
kT2

la
<

Obr. 20 — Prut s pruzinami
Reseni:
V pocatku je prithyb nulovy
x=0, v(0)=0
(119)

V=1

a moment je zavisly na torzni pruziné T1, tudiz druhé okrajov4 podminka bude

x=0, M;,(0) —M,(0)=0 (120)
kde
M (%) =k v (121)
T1\X) = K11 dx
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dZ
M,(x) = FED v(X)

Po dosazeni bude okrajova podminka

k d v(0) d” v(0) =0 (122)
naz O gm0 =

Provede se substituce vyrazi
v=v-l, Xx=x-1 (123)

ty se dosadi do rovnice (122) a ziskaji se parametry s

2

x =0, krq —d(xl) v(0)I _—d(xl)z

v(0)l=0

d d? (124)
lelav(O) - ﬁU(O) =0

§g = lel, §g == _1

Na druhém konci je situace zkomplikovéna torzni pruzinou T2, pifimou pruzinou

P a piisobici silou F. Prvni okrajova podminka pro tento konec tedy zni

x =1, Mp,(D)+M,(1) =0 (125)

kde
My, (%) =k av 126
12\X) = K2 dx (126)

po opé&tovném zavedeni substituce (123) je okrajova podminka (a parametry s)

d 2
x=1, krl—v(1) +—v(1) =0
dx dx? (127)

§% = szl, S% = 1
a druhé okrajova podminka je kombinace volného konce a bo¢niho plisobeni sily
Fp od ptimé pruziny P.
x =1 F+d3 ‘(l)+Fd‘(l)—0 128
x=h o Tt T e T (128

Sila ptisobici od tla¢né pruziny P je dana vztahem

Fp = kpv(l) (129)
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Po dosazeni (129) a substituci (123) bude ziskan vztah (a parametry s)

3

krov(l d (1 Fd'l—O
pﬂ)*‘ﬁv()*‘E—]ﬁv()—

d3 F
x =1, kplv(l) + —=v(DIl+ =

3 v(DI=0
d(xl) EJ d(xl) (130)
kpl3v(1) + @ () + d (1)=0 = FE
prv dx3v adxv o a—E]mm
§t = kpl3, $1=a, $i=1
Ziskané parametry s jsou nasledné dosazeny do matice A (74)
0 1 0 1
A= Jo kgl o kp !0
kTZI\/Ecos(\/E) - asin(ﬁ) —szl\/E sin(\/;) - (xcos(\/E) kpyl 0 (131)
kp P sin( o) o P cos( [ o) ko P+ 0 kP

a z té se vyjadii determinant

det(4) =

asin(y @)k k15 — ot sin(y @) kpky kB — 0 cos(V00) ke oy 1
+2 o cos( & ) kphy kP + o sin(( 0 ) iy kP 0 cos( o) kpkpy ' (132
+ 0 cos( &) kpkpy ' = by ki l® —sin( &) ok, 1 )
—sin(J @) akphp, = sin( o) o iy P+ 0’ cos( o ) kpy 1
+ oc5/2c0s<\/E) k1 — sin(\/g) o

A aby byla matice A singularni, musi platit:
det(4) =0 (133)

Parametr stability « je ziskan graficky (obr. 21).
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x
%
A
A

Obr. 21 - Grafické vyjadieni hledaného parametru o

A nésledné lze spocitat kritickou silu:

Fy 12 aEJmin 39,478 -2,1-105 - 800
a = - kr = > = >
EJin l 1000

= 6505,850 N

Pro porovnani vypocteme stejny prut bez ptisobeni pruzin (kap. 2.3.1).

T[Z

CZ:T

2

n 5
Efmin T 2,1-10°-800

iz 10002

Fir1 = = 414,53 N

Na zavér miiZzeme fict, Ze pruZziny téméf 16krat zvysily stabilitu prutu.

3.2 Poloha zatéze zavisla na vychyleni prutu

v
<l

NN

Obr. 22 — Zatéz zavisla na vychyleni prutu
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Zadani:

Je dana nadoba se ¢tvercovou podstavou (ayz = 600 mm) ovysce h, = 700 mm,
kteréd je naplnéna vodou do poloviny své vysky. Tato ndadoba musi byt umisténa 3 m

nad zemi pomoci ocelové (E = 2,1 - 10° N/mm?) tyée s kruhovym profilem uchycené

Vv pocatku torzni pruzinou (k; = 2 Nmm/rad). Bezpecnost je k;, = 3.
Ukolem je uréit minimélni pramér tyée dyp.
ReSeni:

Bezrozmérny vztah (Zyczkowski, 1991) popisujici polohu sily F vuci volnému
konci prutu je

2R +a? (134)
m= n
kde
- hy 700 7
21 2-3000 60
(135)
ay, 600
= — 0,1
=20 T 23000
Po dosazeni ziskame parametr n
7 2
= Z (E) i 0’12 = o7 (136)
= 7 -T2
60

ktery pouzijeme do okrajovych podminek jako bezrozmérny popis ramene
pusobici sily F.

Okrajové podminky v X = 0 jsou stejného razu jako v pfedchozim piikladé 3.1

x =0, v(0) =0

(137)
V=1
d d?
x=0, kyl—v(0) ——v(0) =0
dx dx? (138)
80 =kpl, §0=-1

Jelikoz tiha kapaliny F nepisobi pfimo na konec prutu, ale mirn€ excentricky, je

zapotiebi uvazovat 1 ohybovy moment od této tithové sily.
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x =1, Mg(D)+M,(1) =0 (139)

Moment od sily F lze vyjadfit pomoci parametru n

M, = d (x) = ke 140
F—andxvx, a—E]min (140)
Vysledny moment na konci prutu je
1 d (D) + 4 (=0
x=1, an—v —v(l) =
dx dx? (141)

S;=an, S53=1

A posledni okrajovou podminku lze ziskat z vyslednice sil (stejny vztah jako
v priklad¢ 3.1)

=1 d (1)+d3 (1) =0
X =1, adxv dx3'l] =

(142)
$1 =a, $i=1
Matice A s dosazenymi parametry s
0 1 0 1]
Jo ki o kpl 0
4= 3/2 3/2 (143)
o ncos(\/z) —asin(ﬁ) -o nsin(ﬁ) —OLCOS(\/E) an 0
0 0 a 0

a determinant matice

det(4) = o’ sin(\/E) Nkl + o? cos(\/E) n+o’? cos(ﬁ) kpl — sin(ﬁ) o (149)
Vysledek det(A) = 0 lze opét ziskat graficky (obr. 23).
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Lx107Y @ =14,643

-1.% 107

Obr. 23 - Grafické Feseni

Pro zjisténi prumeéru tyCe je zapotiebi spocitat tthovou silu vody F v nadobé.

af’z% 600 7;L0 (145)
F=pVg= p10003g = 1000W9'81 = 1236,06 N

Do rovnice (71) s parametrem stability a se dosadi kriticka sila Fy, (tihova sila F

nasobena bezpecénosti ky,).

Firl?  Fkl?
a= = (146)
EJ EJ

Odtud uz vyjadiime osovy kvadraticky moment kruhového profilu

_ Fkel? 1236,06 - 33000 |

= = 10853.25 mm* 147
Ea  2,1-10°5 24,139 mm e
a z n¢j dostaneme vysledny primér d,,;;,
] — nd;}nin
64

(148)

+164] +|64-6583,53

dmin = |—— = —— =21.68mm

Z normalizovanych priméri bude vyhovovat primér d = 25 mm.
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3.3 Vzpér se zménou v pruiezu

F
C
\ |
7 W ¥ /
A |
/

l, | “— /2

\ AR y
S S S

v

Obr. 24 - Vzpér s proménnym priifezem
Zadani:

Je dan vetknuty prut (E = 2,1 - 10° N/mm?) proménného priifezu, ktery je zatizen

osovou silou F na volném konci.

V prvni ¢asti (I, = 2000 mm) je primér prutu d, = 50 mm a v druhé d; =

30 mm. Celkova délka prutu je [ = 4000 mm.
Jaka je kriticka sila Fy,.?
Reseni:

Postup k finalnimu vzorci (64) byl popsan jiz v teoretické Casti

a
tg alll . tg azlz = a_l (149)
2
kde
F F
2 — 2 —
af =% T a; == T (150)

Vysledna kriticka sila je uréena z grafického feseni (obr. 25).
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1.34
1 -
] Fir = 1379,25 N
0.5« >
0 T T 1
1 2000 3000
F
-0.5-
Obr. 25 — Grafické reSeni kritické sily Fy,
Kriticka sila je
F., = 1379,25N (151)
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|4 \%
4 Zaver
Jeden z hlavnich cila bakalarské prace bylo popsat Eulerovu metodu aplikovanou

na zakladnich pifipadech vzpéru. V teoretické ¢asti jsem uvedl dva postupy feseni.

Prvni uvedené klasické feSeni, zaloZzené na diferencidlnim poctu, bylo pouzito na
¢tyfech zakladnich vzpérech, mezi néz patii vzpér na jednom konci vetknuty
(I. ptipad), vzpér na obou koncich uchyceny kloubovymi podpérami (Il. ptipad), vzpér
na jednom konci vetknuty a na druhém v kloubové podpéie (Ill. piipad) a na zavér
vzpér na jednom konci pevné vetknuty a na druhém s vertikalné posuvnym vetknutim
(IV. ptipad). Pomoci téchto ptipadi jsem byl nasledné schopen sepsat jednotlivé

kroky vypoctu vzpéru se skokové proménnym prifezem.

V druhé casti jsem popsal feSeni WWR vychazejici z maticovych poctt. Princip
metody spociva v transformaci okrajovych podminek do maticové podoby a
nasledného vypoctu kritéria stability, kdy velikost zatézové kritické sily plisobici na
prut je na hranici stability. Pro lepsi porozuméni jsem vysvétlil jednotlivé kroky na
stejnych ptipadech vzpéru jako v klasickém fteSeni a na konci i1 pro paty ptipad
podobny ¢tvrtému, jen s tim rozdilem, Ze posuv vertikalniho vetknuti se zméni na
horizontalni.

Vysledky prace vedou k zdvéru, Ze oba postupy feSeni dojdou ke stejnym
s maticemi, pokud nepouzivate podpurnou vypocetni techniku. Téz je problematické

prevadeéni okrajovych podminek do bezrozmérnych verzi vzorca (univerzalni zapis).

Na ptikladech je ndzorn€ vidét moznost rozsifeni teoretického zdkladu a pouziti

analytické metody jako nahrady za numerické metody.

Z diuvodu vétsi ¢asové naro¢nosti bych v navazujici praci rozsitil aplikaci metody
WWR. A to konkrétné na kiivé pruty, prstence, plechy, skofepiny, plisobeni spojitého
zatiZzeni, nosniky s tenkosténnym profilem a dalsi, kde mizZe dand metoda slouzit jako

validator pouzivanych numerickych metod.
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