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1. Uvod

Hlavnim cilem této diplomové prace je otestovat a porovnat zékladni vypocetni
metody elementi z kompozitnich materiali pro vyrobni stroje, a ukazat rozdily mezi nimi.
Dalsim cilem prace je ukazat v jakych pfipadech jsou mozna uréita zjednoduseni, a jak velkou
chybu tato zjednoduseni pfinaseji. Téma prace bylo zvoleno z divodu stale vétsiho
uplatinovani kompozitniho materidlu v primyslu, pfi¢emz z tohoto divodu roste i potieba
presnéjSich vypocta.

V teoretické Casti prace se Ctenai seznami s konvencnimi a nekonven¢nimi materialy
pouzivanymi pii vyrobé a konstrukci soudasti vyrobnich strojii. Ctenafi bude ukéazano
zakladni rozd€leni kompozitnich materidlti, dale bude sezndmen S mechanikou kompozitnich
materiald. V teoretické casti budou také vysvétleny zakladni teorie pro vypocet nosniki
Z kompozitniho materialu. Bude zde ukazano i zédkladni modelovani soucasti z kompozitniho
materialu Metodou kone¢nych prvk.

Praktické Cast se bude zabyvat analyzou silnosténnych kompozitnich nosnikt riznych
profilti. Riznymi metodami se zde budou pocitat statické a dynamické vlastnosti, které mezi
sebou budou porovnavany. Za porovnavaci hodnoty bude povazovana vlastni frekvence a
maximalni prithyb pfi urcitém zatizeni. Déale budou vysledky, poc¢itané n€kolika vypocetnimi
metody, porovnany S experimentalnimi daty.

Prace se bude zabyvat také analyzou deskové tvofeného nosniku, u n¢hoz bude
posuzovan vliv tlumici vrstvy na statické i dynamické vlastnosti. Také bude posuzovan vliv
zanedbani technologie vyroby nosniku na vysledky.

Na zavér budou uvedena uréitd doporuceni pro vypocty elementt z kompozitnich

materiala.



2. Materidly pouzivané pri stavbé vyrobnich stroji

Pti vyrobé nosnych dili vyrobnich strojii je pouzivana velka Skala materiala. Tyto
materidly Ize rozdé€lit na materidly konvencéni a nekonvencni. Mezi konvenéni patii napiiklad
tvarna litina, Seda litina nebo svafence z oceli tfidy 11, mezi nekonvencni materialy patii
slitiny hliniku, pfirodni Zula, polymerni betony, vldknové kompozity na bazi uhlikovych

vlaken, keramika nebo hybridni struktury.

Hlavnimi naroky, které jsou kladeny na materialy pouzivané pii vyrobé vyrobnich
stroju, jsou statickd tuhost a modalni parametry. Dtlezitymi parametry jsou pfedev§im: modul

pruznosti v tahu a tlaku, mérnd hmotnost a materidlové tlumeni.

Na obr. 1 jsou nékteré konvencni a nekonvenéni materialy pouzivané pii vyrobé
vyrobnich stroji. U kazdého materidlu jsou uvedeny ¢iselné hlavni parametry ovlivilujici
modalni analyzu a statickou tuhost. V této tabulce lze vidét také zhodnoceni naklada
a zpracovatelnosti. Dulezité hodnoty jsou zvyraznéné oranzovou barvou. Tato tabulka byla

prevzata z [1].

Mérna Modul pruznosti Mérny modul Naklady a
hmotnost [GPa] pruznosti zpracovatelnost pro
[kg/m?] [106.m%s?] vyrobni stroje
o= .
Seda litina 7100-7300 88-140 12-20 *
c =
%? < Tvama litina 7040-7060 160-180 23-26 * x
= Svarence z oceli tfidy 11 7850 190-210 26-27 * *
; Al slitiny 2600-2800 70-79 25-30 * kK
Pfirodni Zula 2600-3150 30-70 26-27 * kK
g Polymemi betony 1500-2600 40-50 15-33 * ok k
[
£ < E
S aknové kompozity na * ok ok ok kK
$ o ui Kol vidkars 1700-1980 100-580 54-341
Keramika na bazi Al a Si 3200-3500 270-300 77-94 * ok k kK
Hybdol strkdury « 1000-3500 70210 20210 ot
\_ Mmaterialy

Obr. 1 - Srovnani viastnosti konvencnich a nekonvencnich materiali



2.1. Konven¢ni materialy

Velmi roz§ifené materidly pouzivané na nosné dily vyrobnich strojii jsou svafence
zoceli tfidy 11. PredevSim diky relativné vysokym hodnotam modulu pruZznosti. Dalsi
vyhodou je moznost vytvofeni slozitych tvarti pii niz§ich ndkladech nez u nekonvecnich
material s podobnym modulem pruznosti. Mezi nevyhody patfi nizké materidlové tlumeni
a vnitini pnuti. Tento material je vhodné pouzivat predevsim piti malych sériich a pii kusové
vyrob¢.

Pro vyrobu vétsich sérii je ekonomicky vyhodnéjsi zvolit bud’ Sedou litinu, nebo
tvarnou litinu. Pro mensi série nemusi byt tato varianta piili§ vhodna, a to z divodu vysokych
cen forem a jader. Mohou mit lepsi materidlové tlumeni a obrobitelnost nez ocel. Na druhou
stranu modul pruZnosti mize byt az o polovinu mensi. Je zde také nutnost dodrzovat urcité

tvary a prechody vyrobku s ohledem na vyrobitelnost.

Obr. 2 - Svarenec podstavce obrabéciho stroje



2.2. Nekonvenc¢ni materialy

Nekonvencni materidly se pouzivaji pfedevSim pro zlepsSeni vlastnosti soucasti strojt.
Lze je rozdé¢lit na kompozity ¢asticové, vlaknové, keramické a hybridni struktury. Pouzivani
nekonve¢nich materialu ve stavbé vyrobnich strojii pozvolna roste, v blazké budoucnosti v§ak
nelze oc¢ekavat rapidni zmény. Nadale se budou pouzivat pievazné materialy zalozené na bazi
zeleza a uhliku. Mezi nekonvencni materidly s velkym potencidlem patii hybridni materidlové

struktury, které vyuzivaji kombinaci materialti konvenénich i nekonven¢nich.
2.2.1. Prirodni Zula

Pfirodni Zula neboli Granit se pouziva pii vyrobé pfesnych stroji. Vyhody tohoto
materialu jsou predevsim absence vnitinich pnuti, velmi vysoka rozmérova stalost a vysoké
materidlové tlumeni, které je podobné jako u Sedé litiny. Vyhodou je také nizka hodnota
soucinitele délkové teplotni roztaznosti. Na druhou stranu je vyroba granitovych dilct velmi
komplikovand, a tedy i draha. Kazda plocha musi byt brousena. Nakladny i komplikovany
problém nastdva pfi spojovani dilti s Ostatnimi dilci. Mezi dalSi nevyhody patii vysoka
hmotnost a komplikace pii zasahu do hotové konstrukce, jako je naptiklad vrtani dér

¢1 vytvareni zavitu.

Obr. 3 - Nosna soustava brusky z granitu
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2.2.2. Polymerni betony

Polymerbeton, také nazyvany jako mineralni litina, je tvofen smési ptirodni nebo
umélé keramiky a epoxidové pryskyfice. Keramika zastava funkce vyztuze a pryskyfice
funkci matrice (pojiva). Diky svym tlumicim vlastnostem je tento material vhodny pro nosné
dily frézovacich a brousicich strojii. Mezi hlavni vyhody patfi dobré materidlové tlumeni,
moznost integrace elektrickych obvodi do konstrukce a teplotni Stabilita. Také disponuji
vysokou chemickou odolnosti, diky ¢emuz nemusi byt dily z polymerbetonu specidlné
natirdny. Mezi nevyhody patii, stejné¢ jako u piirodni zuly, komplikované spojovani
s ostatnimi dily, velka hmotnost a ndkladna vyroba. Pfedev§im diky nakladné vyrob¢ se tyto

materialy pouzivaji pfevazné v sériové vyrobé.

Obr. 4 - Rez lozem z minerdlni litiny firmy ELB

2.2.3. Vlaknové kompozity na bazi uhlikovych vliken

Ackoliv mé tento material velky potencial, v konstrukci vyrobnich stroji se ve velké
mife prozatim nevyskytuje. Diivod, pro¢ se timto materidlem zabyvaji pfedev§im vyzkumna
a vyvojova centra, je vysoka cena a technické naroky pii vyrobé. Také je potieba znalosti
technikd a inzenyrii pfi vypoctech a optimalizacich. Mezi vyhody uhlikovych vlaken patfti
maléd teplotni roztaznost, velka pevnost v tahu, velkd tuhost a nizkd hmotnost. Hlavni

nevyhodou je piili§ vysoka cena. Ta je zptusobena jak cenou uhlikovych vlaken, tak velmi

11



¢astou metodou ruc¢niho vrstveni. Lze ale zminit také komplikované spojovani soucésti nebo
velmi omezené moznosti upravy findlnich vyrobki.

Pevnost soucasti z uhlikovych vldken je ovlivnéna pfedevs§im objemovym podilem
uhlikovych vlaken v laminatu. Tento podil vychazi ze zpisobu vyroby, kterym miize byt

napiiklad ovijeni, navijeni nebo lisovani.

Obr. 5 - Uhlikovo-grafitovy kompozit firmy CompoTech

2.3. Motivace pro kompozity pri konstrukci vyrobnich stroji

V soucasné dobé stale dominuji materidly vyuZzivajici bazi zeleza a uhliku. AvSak
pouzivani nekonvencnich materialti neustale pozvolna roste. V blizké budoucnosti ale nelze
ocekavat vyraznou zménu. Nejvetsi potencidl pro konstrukei vyrobnich stroji maji hybridni
materidlové struktury, tedy kombinace tradi¢nich a nekonve€nich materialt. Je to z ditvodu
moznosti zlepSovat parametry pii nevyrazné zméné nakladi. Nekonvenéni materialy se také
mohou uplatiovat v ptipadech, kdy tradi¢ni materialy nemohou vytvofit dilezité vlastnosti.
Napftiklad firma Erwin-Junker pouziva pokrocilou keramiku pro momentovou nahonovou
hiidel. Nebo ceskd firma CompoTech, kterd se zabyvd vyrobou soucdstek z uhlikovych
vlaken.

Naproti vSemu jednou budou nekonveéni materialy s velkou pravdépodobnosti
vyuzivany i v sériovych vyrobach. Dobu, kdy tento jev nastane, vSak zatim brzdi nedivétivost
vyrobct a vysoké naklady.

12



3. Kompozitni material

Kompozitni material, ¢asto oznaCovany jako kompozit, je material sloZzeny
Z jednodussich materiali s riznymi mechanickymi, fyzikalnimi a chemickymi vlastnostmi.
Je velmi casté, ze jedna slozka doddva vyslednému kompozitu pevnost (vyztuz) a zbylé
slozky slouzi jako pojivo (matrice). Mezi zndmé kompozity patii napiiklad Zelezobeton,
cozje kompozit slozeny socelovych drath a betonu, skelny lamindt, asfaltovd smés
a kompozity z uhlikovych vlaken, které jsou hojné vyuzivany V leteckém, automobilovém
a zbrojnim primyslu. Kompozitni materialy se daji rozd¢€lit do velkého mnozstvi skupin podle

ruznych hledisek.

[o)

3.1. Rozdéleni kompozitnich materiali

e Podle geometrického tvaru vyztuze

= vladknové
= ¢asticové

= gkeletové

Vldknové kompozity lze dale rozdélit na dalsi skupiny podle délky vlaken a jejich
orientace. Toto rozdéleni naleznete na obrazku 6.

! l d S ‘/t— /
J i |“ :% 573
-<< l\
%% : > il
a) .b) c) d) e) f)

a) jednosmérna dlouha vlakna

b) jednosmérna kratka vldkna

¢) dvousmérné vyztuzeni (kiizova tkanina, rohoz)
d) vicesmérné vyztuzeni

¢) nahodna orientace vlaken

f) ndhodna orientace kratkych vldken

Obr. 6 - Druhy viaknovych kompozitii
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e Podle orientace vyztuze

= preferovana

= pnihodna

e Podle velikosti vyztuze

= makrokompozity
= mikrokompozity

= nanokompozity

Kompozity, jejichz vyztuz je tvofena Casticemi, lze dale rozdé€lit na kompozity
S izometrickymi ¢asticemi a na kompozity s anizometrickymi ¢asticemi. V1aknové kompozity,
kterymi se tato prace bude zabyvat pfedev§im, se d¢li na jednovrstvé a vicevrstvé.
Jednovrstvé mohou mit vlakna kontinualni nebo diskontinualni. Mezi vicevrstvé vlaknové
kompozity patfi lamindty a sendvie (obrazek 7), které jsou tvoreny nejCastéji ze dieva,

Z vostiny nebo z polymerni pény.

Obr. 7 - Priklad sendvicového kompozitu
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4. Mechanika kompozitniho materialu

4.1. Konstitutivni vztahy

Mezi zakladni vztahy v oboru pruznosti a pevnosti patii Hookeuv zakon. Podle tohoto
zakona je napéti v materidlu pfimo umérné deformaci, a to podle vztahu ¢ = Ee¢. Je dobré
pfipomenout, ze tento vztah plati pouze pti dostate¢né malé deformaci. Pokud bychom chtéli

pocitat s trojosou napjatosti, je vhodné tento vztah prepsat do maticového vztahu:
oc=Ce nebo =S80 (4.1)
=1
S=C 4.2)

Kde C je matice tuhosti a S je matice poddajnosti, ktera se da vypocitat z matice
tuhosti dle rovnice (4.2). Obecné plati, Ze v matici tuhosti, i v matici poddajnosti, se vyskytuje
36 prvkl. Nekteré z téchto prvkl jsou vSak mezi sebou zavislé. Zavislost mezi prvky urcuje
typ anizotropie materialu. Nejvice nezavislych prvka v matici tuhosti se vyskytuje u obecného
materialu, kde jedinou zavislost mezi prvky uréuje symetrie matice tuhosti. Typy anizotropie
s po¢tem nezavislych prvkil v matici tuhosti a poéty rovin symetrie materialovych vlastnosti

jsou uvedeny v tabulce (1).

Typ materidlu Pocet nezaylslych Pocet sym§tr1ckych Dopliiujici informace
prvk rovin
Anizotropni 21 0 Obecny material
Monoklinicky 13 1 Naptiklad wollastonit
Ortotropni 9 3 Naptiklad dievo
Pti¢né izotropni 5 3 V) e.dn.e zrovin ,
symetrie je 1zotropni
) . V osach stejné
Pseudo izotropni 3 3 elastické vlastnosti
Izotropni 2 Nekonecné mnoho Ste_]fl © VlaStIVIOStl Ve
vSech smérech

Tab. 1 - Typy anizotropnich materiali
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4.1.1. Konstitutivni vztahy pro izotropni material

Matice poddajnosti pro izotropni material vypada:

1
(b F 50 00
e A I
T I
s=|F &7 z V0O
0 0 0 0 0
00 0 0 L 0
1
\0 0 0 00 % ) 4.3)
A pfi rovinné napjatosti:
1
Boop 0 (4.4)
=z 7 !
0 0 1
Modul pruznosti ve smyku je zavisly na modulu pruznosti vtahu a Poissonové cisle
podle rovnice: . E (4.5)
2-(14v)

To znamend, Ze v matici poddajnosti pro izotropni material jsou potieba pouze dveé

materialové konstanty, coz jiz bylo uvedeno v tabulce (1).

4.1.2. Konstitutivni vztahy pro anizotropni material

Matice poddajnosti pro ortotropni material vypada:

= Do
4 = Ey 2 Ej3 1 ' '
0 0 0 & 0 0
0 0 0 & 0
\ 0 0 0 00 & )

(4.6)



A pfi rovinné napjatosti:

1w o
Ey 1E2
_ | v L
S=|-% 3 ? 4.7
0 0 N

V matici (4.6) se vyskytuje 12 parametri. Tato matice je vSak symetricka, proto
Je mOZné napsat dal§i tf'l ZéVlSlOStl. V21E1 =V12E2 y V31E1 = V13E3 a V32E2 = V23E3. ZtOhO

divodu obsahuje matice poddajnosti pro ortotropni material 9 nezavislych parametrt.

4.1.3. Transformace napéti a deformace

Tato prace se zabyva pievazné jednosmérnymi kompozity, proto jsou zde ukazéany
transformace napéti a deformace pro tento typ kompozitu. Jednou z vlastnosti jednosmérnych
kompozitnich materidlli je zména tuhosti a pevnosti v zavislosti na thlu natofeni a vici
soufadnému systému O(X,y,z). Systém, ktery je natocen vici systému O(X,y,z), oznacujeme
0(1,2,3), pricemz o0sa 1 je ve sméru vldken a osa 2 je kolmo na vlakna kompozitu. Osa 3

je totozna s osou z, jak je znazornéno na obrazku 8.

Obr. 8 - Natoceni systéemu O(1,2,3) viici systéemu O(x,y,z)
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Obecné lze zapsat vztahy pro vypocet napéti a deformace v systému O(1,2,3) pomoci

napéti a deformace v systému O(x,y,z). Tyto vztahy vypadaji:

gr ="To8 48)
e=1:e (4.9)
Coz lze rozepsat do tvari:
[0 cos(a)? sin(a)? 2cos(a)sin(a) 0 |

oy | = sin(a)? cos(a)? —2(’09( )sin(a) Ty

012 —sin(a)cos(a) sin(a)cos(a) cos(a)? — sin(a)?| |0z, | (410
[ & cos(a)? sin(a)? cos(a)sin(a) €z

g | = sm(n)2 cos(a)? —cos(a)sin(a) ey | (4.11)
€12 —2sin(a)cos(a) 2sin(a)cos(a) cos(a)® — sin(a)?| |y

Kde T, a T, jsou transforma¢ni matice pro vektory napéti a deformace ze systému
O(x,y,z) do systému O(1,2,3), a kde o je vektor napéti a € je vektor deformace v systému
O(x,y,2).

Existuji také zavislosti mezi transformacnimi maticemi. Ty maji tvar:

T.=(T;1)"
(4.12)
-1 _ T
" =1, (4.13)

4.1.4. Mimoosova tuhost a poddajnost

V ptedchozim odstavci bylo ukazano, ze velikost deformace a velikost napéti jsou
zavislé na sméru. Je tedy pochopitelné, Ze i matice tuhosti a poddajnosti nebudou zavislé
pouze na materialovych konstantach, ale i na sméru, ve kterém budou vySetiovany.

V odstavci 4.3 byly ukazany vzorce pro transformaci napéti a deformace do systému
0(1,2,3). Mimoosovou tuhost a poddajnost budeme transformovat naopak ze systému
0(1,2,3) do systému O(x,y,z).
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Transformace matice tuhosti a poddajnosti do systému O(x,y,z) jsou dany:
C*=T-"CT,
o - (4.14)
G =T BT,
5 o (4.15)
Kde C je matice tuhosti a S je matice poddajnosti ve sméru vldken. Z Hookova zakona

pro rovinnou napjatost je mozné vyvodit, Ze:

(0| [OFh €% G 0 0 O5%] [ex
ol 0% ChCE O O 65 [en
5| |oB o5 05 4 0 €Ll e
0 [0 0 0 C,CH 0| [
0 0 0 0 C&5C% 0 |7
ow| |(CE OB CHE O 0 C&l |s

L (4.16)

Kde pomoci vztahu (4.14) Ize vyjadfit prvky tuhosti:

CY, = Chicos*(a)+Chacos* (a)+2(Cia+2Cs6) sin’(a)cos? ()
C3 = C%, = (C11+Cp—4Ces) sin*(a)cos*(a)+Cha(sin*(a)+cos*(a)

...atd (4.17)
Vztahy pro vSechny prvky jsou k nalezeni v [5] na stran¢ 40 a 41.

Zde zminéna matice mimoosové tuhosti plati pro ortotropni material. Nasledné bude

ukazana také matice tuhosti pro pii¢né izotropni material. Tato matice je pro piehlednost

oznacena Q. Ma tvar:

Oz Qll Ql? Ql(’i Ex
Oy | = Q21 Q2 Q% Ey
Oy Q(jl QGQ Q()’G Yy

(4.18)
Pro prvky mimoosové tuhosti Q plati:
T T
Qij =Cj — Cr
33 (4.19)
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4.2. Laminaéni teorie

Pti vypoctech kompozitu slozeného z vice lamel se pouziva klasicka laminacni teorie.

Tato teorie pracuje s predpoklady, které mohou vnést do vypoctu uréitou chybu. Mezi

vvvvvv

o Kazda lamela je ortotropni a kvazihomogenni.

e Tloustka lamely je ve srovnani s délkou a Sifkou velice mala.

e Z duvodu piedchoziho piedpokladu mizeme uvazovat rovinnou napjatost.

e Lamely jsou ksobé pfipojeny dokonale a nedochazi ke smykani desek, funkce
posunuti jsou tedy spojité funkce.

e Prficné zkoseni je rovno nule. To znamend, Ze kolmice ke stfedové Care ziistanou
i po deformaci kolmé.

e Zavislost mezi deformaci a napétim je linearni.

Obr. 9 - Deformace laminatii
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Z ¢ehoz vyplyva, ze pole posuvi bude ve tvaru:

owy Owy

U=1Uy— 2—— UZUO—Z(9

Ox Y (4.20)
A pole deformaci bude tedy vypadat:

du  Ouy 0%wy
= — 2z

e = (9_317 B 0’13 0@'2 (421)

ov vy Zﬁzwo
5‘1 gj T T = — =
Yooy oy T oy?

(4.22)
ou " dv  Ouyg " Oy 5 0wy
Vg = o e T T
oy Ox Oy Oz Oxdy (4.23)
Rovnice (4.21), (4.22) a (4.23) je mozné piepsat do tvaru:
€rz 6;(1);;1; kil‘
€y | = |y | T2 | Ky
Yz Y 7?y k-T!/ (4_24)

Kde slozky vektoru deformace &%y, £5,, %y oznacuji deformaci stiednicové roviny a slozky

ky, ky, ky, oznacuji kiivost. Tedy:

I 0w " O*w , 5 0w
xx — T . 9 vy — T o 9 Ty T
ox dy 0xdy (4.25)
o _ ou, o v, o Ou, N 0,
i A a yy Ty
iy 0 0 Ox
Y Y (4.26)
Napéti v libovolné vrstvé 1ze vyjadtit jako:
ot = Qe
Q (4.27)

Kde matice Q je matici mimoosové tuhosti.
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Dosazenim vztahu (4.24) do vyrazu (4.27) je ziskan vztah urcujici napéti v k-té vrstve:

O Qu Qi Qi3] [€2 Qu Q2 Q3| | ke
Oy | = |@n Qo2 Q23| |€,[+2 [Qa @2 Qo3 k,
Ozy] @n Q32 (s3] gy Q31 Q3 @33] [kuy

(4.28)
Ny
ny / x
N = / z / N«
/ _— Mxy *
y / Nw M,
N, z M,
M AN
[
y
Obr. 10 - Zavedeni vyslednych sil a momentii
Podle obrazku 10 pro vyslednice sil a momentt plati:
hp hp hp.
Nr, = / U,r;rdza Ny = / Uyydza Nry = / szydz
hy—1 hj—1 hy—1 (4.29)
hy Iy Iy
M, = / Opp2dz, M, = / Oy2dz, My, = / Ty 2l 2
hk,1 hk*l h‘l;-l (430)

JelikoZ se napéti v laminatu meéni nespojité, mohou byt vysledné sily a momenty

pusobici v priifezu laminatu feSeny jako soucet ucinkti vSech vrstev. Neboli:

Nr n L Ozx ]\4,17 n L: Ozx
N, | = E / Oy | dz M, | = E / Oyy | 2dz
N.l‘y k:1/7k_1 O-Ty ]\4-'1;!/ Azlhk_l Op_]‘y

(4.31)
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Po dosazeni rovnic (4.28) do vztahi (4.31) jsou ziskany vztahy:

(211
Qu
Qn

(211
Q21
(231

Q12
Qa2
Q32

(2 12
Q22
(2 32

(2 13
Q23
(2 33

(-,) 13
Q23
6233

0 hy. ;

€rx ; 6211
o

(yy dz + (221
0 K °

’\;";I'y hi—1 (231
o hy

€rx C)ll
o o

ny zdz + (2-21

~©0 .

lzy hyq @31

Z kterych po upravé vzejde vysledna maticova rovnicie ve tvaru:

Nzx
Ny
Nzy
Mx
My

Mxy

(2 12
(2 22
(OF

Q13 k.
(D23 ky, | zdz
(2 33 k:z‘y
Q 12 Qi3 ky ‘
(2‘2‘2 (223 l“‘;l/ ZZ(L.,
Q32 Q33 k;ry
(4.32)
(4.33)

Je dobré si povS§imnout, Ze na levé strané rovnice (4.33) neni vektor napéti, ale vektor

liniovych sil a momentil. Rozméry Ny, Ny a Nxy jsou [N*m™] a rozméry pro Mx, My a Myy

jsou [N]. Matici Q je mozné rozdélit na tfi dali matice: matici tahové tuhosti A, matici

vazebné tuhosti B a matici ohybové tuhosti D. Tyto matice se daji ur¢it, pokud je dana matice

mimoosové tuhosti kazdé vrstvy. Vztahy pro vyjadieni matic A,B a C vypadaji:

> et (Qig)y, - (ha — hg—1)
5> ne1 (Qig)y, - (hf — hi

i1

5 et (Qig)y - (B — 13

k—

1)
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'_® J/_ _____ e ' %h; Thl
L ©) | | }

Yz
Obr. 11 - Lamindtova vrstevnatd konstrukce

Kde velicina hy oznaCuje z-tou soufadnici K-té vrstvy. Rovina Xy je zaroven
stfednicovou rovinou.

Maticovy vztah (4.33) lze piepsat do tohoto tvaru:
N\ (A B\ (&
M) \B D k

Kde N je vektor liniovych sil, M je vektor liniovych momentt, €° je vektor deformace

(4.35)

stfednicové roviny a k je vektor kiivosti. Po tpravé této rovnice lze ziskat Vztah pro vypocet

deformace pii znamych vnéjSich silovych ucincich, ktery vypada:

-G

(4.36)
Kde:
A=A"'+A'BD' (A7'B)"
B=(A"'B)(D-BA'B)"
C=(D-BA'B)™
(4.37)
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K urceni deformace ze silovych uc¢inkti, nebo naopak urceni vnitinich sil z deformace
télesa, je nutné znat materialové konstanty a thel nato¢eni vlaken kazdé lamely.

Je dobré si také povSimnout, ze kdyby vySla matice vazebné tuhosti B rovna nule,
doslo by k odstranéni vazby mezi normalovymi a smykovymi silami. Laminaty, které maji
matici tuhosti rovnou nule, se nazyvaji symetrické.

U symetrickych laminata se rovnice (4.35) rozpadne na dvé rovnice:

N = Ag°

M = Dk (4.38)

Z tohoto diivodu se nazyva matice B také matici vazbové tuhosti.

v € tuhosti vrstev 9

Obr. 12 - Priklad rozlozeni napéti, tuhosti a deformace kompozitu slozeného z lamel
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4.3. Euler-Bernoulliho teorie

Tato teorie je cCasto nazyvana také Klasickou nosnikovou teorii. Publikoval
jiv 18. stoleti Svycarsky matematik a fyzik Jacob Bernoulli. Jeji aplikaci ve stejném stoleti
upravil Leonard Euler. Ze zacatku nebyla tato teorie rozsahle vyuzivana, dokud nebyla
pouzita pii stavbé Eiffelovy véze a Ruského kola v 19. stoleti. V dnesni dobé se hojné
vyuziva pfi vypoctech mnoha inZenyrskych projektl, pfedevSim ve strojirenstvi
a stavebnictvi.

Touto metodou se daji vypocitat jak statické vlastnosti nosniku, jako je napiiklad
prihyb ¢i natoCeni, tak jeho dynamické vlastnosti, mezi které patii predevSim vlastni
frekvence a vlastni tvary kmitu. Pfi odvozovani vyslednych rovnic byla pouzita urcitd

zjednoduSeni. Zde budou ukazany ta nejvyznamnéjsi:

e Rovnice plati pouze v linedrni teorii pruznosti. Tedy vyuZziti se omezuje
na oblast deformace, ve které plati Hooketv zakon.
e Kazdy priifez nosniku po deformaci je kolmy na neutrdlni osu.

e Nosnik je mé dostateCnou Stihlost (pomér prifezu vici délce nosniku
je zanedbatelny).

e Je zanedbano smykové napéti vzniklé od posouvajici sily, jelikoz pti velké
Stihlosti nosniku se deformace od posouvajici sily projevi jen nepatrné.

e Stiednice prutu leZi v neutralni roviné a jeji délka se po deformaci nezméni.

o Uloha je vnimana jako jednodimenzionalni problém.
4.3.1. Statické zatiZeni - Euler-Bernoulliho teorie

Euler-Bernulliho rovnice pro statické zatiZzeni udava obecny vztah mezi pruhybem

d? d*w
iz (Ef—) 4

nosniku a vné&j$im zatizenim.

(4.39)

Kde: E - modul pruznosti v tahu
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| - kvadraticky moment prifezu
g - Spojité zatizeni

W - prithyb

Pro kompozitni materidly se pouziva ndhrada soucinu EI veli¢inou D, ktera se urci

pomoci vztahu:

ElI=D= /EZZdA

4 (4.40)
Pokud modul pruznosti a kvadraticky moment prafezu jsou konstantni, muze

byt rovnice (4.39) upravena na jednodussi tvar:

d*w
El——- =
det ¢ (4.41)
Pouzitim Schwedlerovy véty:
M (z) dQ(x)
) - _q = _q
dz* dx (4.42)
v rovnici 4.39 se ziskaji rovnice:
d?w(x)
M(z) = —-FEI————=
(z) dx? (4.43)
d d?w(x)
= El———
Qo) =4 ( dz? ) (4.44)

Rovnice (4.43) je o dva tady niz$i nez rovnice (4.41), a je tedy diferencialni rovnici
druhého tadu, kterd udava zavislost mezi prihybem nosniku a ohybovym momentem. Pokud
je znamy ohybovy moment vyskytujici se na nosniku, mize byt dvojim integrovanim ziskana
rovnice pruhybové ¢ary stiednice. Rovnice (4.44) je diferencialni rovnici tfetiho tadu
a k urceni prihybové cary sta¢i znat pouze posouvajici silu.

V obou piipadech je ale potieba k urceni presného vysledku ziskat dostatecny pocet
okrajovych podminek.
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Pro jednoduché piipady existuje moznost nalézt feSeni V priruckdch ¢i rtiznych
jako je napfiklad metoda virtudlnich praci, pfima integrace, Castiglianova véta a matice

tuhosti.

4.3.2. Dynamické zatizeni - Euler-Bernoulliho teorie

Stejné jako pfi statickém zatizeni, tak i u dynamického zatizeni, se vyskytuje jedna
obecna rovnice, kterd je posléze upravovana a zjednoduSovana.

Rovnice (4.45) byla odvozena pomoci varia¢niho poctu, & tedy minimalizaci
funkcionalu, proto se také nazyva Euler-Lagrangeova rovnice. Avsak k této vysledné rovnicli
lze dospét 1 jinymi metodami, napiiklad metodou uvoliiovani a pouziti Newtonovych rovnic.

V rovnici (4.45) se vyskytuji uréitda zjednoduSeni. Je zanedbana setrvacnost
od rota¢nich ucinkd, avsak pti dodrzeni malych prihybu, coz je ¢astecné splnéno podminkou

linearni deformace, nebude vysledek vyznamné ovlivnén. Zakladni rovnice pro dynamické

ptipady vypada:
d? d*w d*w
— |\ El— | = —u—=
da? ( de’Q) W I (4.45)

Tato rovnice je parcialné diferencialni rovnici ¢tvrtého fadu. Pruhyb bude funkci nejen
soufadnice polohy, X, ale také funkci soufadnice ¢asu, t. Veli¢ina g se nazyva linearni hustota
a ur¢uje hmotnost na jednotku délky. Linearni hustotu miZeme zapsat jako soucin hustoty
a prufezu.

Pokud by rovnice (4.45) méla byt zjednodusena, byly by hodnoty modulu pruznosti,
kvadratického momentu prifezu a linearni hustoty povazovany za konstantni. Pak mize byt

tato rovnice upravena na tvar:

0 )
drt Mgz T (4.46)
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Jsou rGizné moznosti, jak tuto rovnici vyfesit. Mize byt feSena naptiklad numericky
pomoci pocitace. OvSem existuje i analytické feSeni, které uz neni tak jednoduché, jako bylo
pii statickém zatiZzeni. Asi nejpouzivanéjsi analytickou metodou je metoda separace
proménnych neboli Fourierova metoda. Podstatou této metody je rozd€leni vysledné funkce,
tedy funkce pruhybu, na funkci zavislou pouze na ¢ase (bude oznacena T) a funkci zavislou
pouze na soufadnici x (bude oznacena X). Jako pfi feSeni diferencialnich rovnic druhého fadu,

i zde lze odhadnout feseni, jehoz tvar bude vypadat:

w@t) =Y cpwn  kde  wy = Xn(z) - To(t) (4.47)
n=1

Odhad fteSeni je ve tvaru nekonecné tady. Funkce w, musi spliiovat okrajové

podminky feSeni, a pomoci konstanty c,, bude mozné splnit i po¢ate¢ni podminky.

Nejprve bude feSena homogenni rovnice (4.46), bude tedy feSeno volné kmitani.
Dulezité hodnoty volného kmitani jsou vlastni frekvence (oznaceno Q) a vlastni tvary kmitu.
Jelikoz je pocitano kmitani kontinua, které 1ze rozdélit nekonecné mnohokrat, je tedy ziskano
i nekone¢né mnoho vlastnich frekvenci a nekone¢né mnoho vlastnich tvarg.

Po dosazeni vysledné funkce (4.47) do (4.46) jsou ziskany dvé diferencialni rovnice,

jedna druhého a jedna ¢tvrtého fadu:

T+QT=0 (4.48)
XV —a'X =0 (4.49)
Kde:
o= . ﬁoz

EJ (4.50)

Resenim diferencialnich rovnic (4.48) a (4.49) jsou funkce:

T = Acos(Qt) + B sin(Qt) (4.51)

X = Cicos(ax)+Cysin(ax)+Cscosh(ax)+Cysinh(ax) (4.52)
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4.4. Timosenkova teorie

Timosenkovu nosnikovou teorii publikoval poprvé na zacatku 20. stoleti ukrajinsky
inzenyr Timosenko. Na rozdil od Euler-Bernoulliho nosnikové teorie, tato teorie bere v tvahu
deformace od posouvajici sily a u¢inky momentu setrva¢nosti. Pokud by byl modul pruznosti
ve smyku povazovan za nekone¢n¢ velky a moment setrvac¢nosti nosniku za nekone¢né maly,
ptesla by tato teorie na klasickou nosnikovou teorii.

Tato teorie se pouziva napiiklad pro vypocet prihybu kratkych nosniki, sendvi¢ovych
kompozitnich materialit nebo pii vysokofrekven¢nim buzeni nosnikd. Stejné jako u Euler-
Bernoulliho nosnikové teorie, i zde se vyskytuji uréitd zjednoduSeni a omezeni. Mezi

ta nejdulezitéjsi patii:

e Prufez nosniku po deformaci neni kolmy na neutralni osu, ale svira s rovinou
kolmou na neutralni osu thel ¢.

e Tloustka prifezu i vrstev, pokud je z nich nosnik slozen, se pii deformaci
nezmeni.

¢ Body stfednice nosniku se pohybuji pouze ve svislém sméru.

e Stfednice nosniku lezi v neutralni roviné a jeji délka se po deformaci nezméni.

e Rovnice plati pouze v linearni teorii pruZnosti.

e Nosnik je dostatecné stihly.

q(x)
M. l l Mz

Obr. 13 — Vyjmuty obecné zatizeny element
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Pro zatiZzeni musi platit (Schwedlerovy rovnice):

OM,: 0Q:

= QQ a. — —(](’I})
or Ox (4.53)
]\/f.ry =0 AJ!/Z =0 (4.54)
Ng=10 @y =0 (4.55)

4.4.1. Statické zatizeni - Timosenkova teorie

Pii statickém zatizeni a pfi splnéni podminek (4.54) a (4.55) mohou byt napsany

rovnice, které jsou pievzaté z [6]:

M(z) = — Op + B(@ — )
Or Oz (4.56)
Op ow

Qz) = —BZL + kA(ZE - o)
Oz Oz (4.57)

Kde:

A:/EdA B:/Esz D:/Ezsz

A A A (4.58)

K se nazyva TimoSenkiiv koeficient smyku a vzniké4 disledkem nelinedrniho rozdéleni
smykovych napéti v priifezu. Tento soulinitel je zavisly Vv nejjednodussim piipad¢ na tvaru
prifezu. Napiiklad pro obdélnikovy priufez a izotropni material je tento soucinitel roven 5/6.
Existuji empirické vztahy, jak tento soucinitel ziskat pro urcité geometrie prirezu. Naptiklad
nékteré rovnice pro vypocet tohoto koeficientu jsou v [8] nebo v [9], kde se vyskytuji vztahy
zavislé nejen na geometrii, ale také na Poissonové Cisle.

V piipadé, Ze se B bude rovnat nule, rovnice (4.56) a (4.57) se zjednodusi na tvar:

ow
Q(r) = kA(5= — »)
: o (4.59)
M(z) = — (9_¢
Ox (4.60)
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AZ
Euler Bernoulli

Timoshenko %1 </
_________________________ \ »

Obr. 14 - Deformace pri Timosenkove teorii (vlevo) a porovnani deformace (Vravo)

4.4.2. Dynamické zatizeni - Timosenkova teorie

Pro dynamické feSeni jsou piipsany Newtonovy pohybové rovnice:

o T O (4.61)
m(92w _0Q
or o " (4.62)

Rovnice (4.59), (4.60), (4.61) a (4.62) jsou upraveny do maticového tvaru pro ptipad q=0:

P%+K%+Ru:0
ot~ Ox (4.63)
Kde:
‘m 0 0 0 | 0 0 0 —1 000 0
01 0 0 0 0 —1 0 000 —1
P_OOI/DO K=10 210 ol % loo0o o
00 0 1/kA 10 0 0 010 0
. - § . i 1 (464)
_ [ow Oy ow (Ow
u= 32, %, Dle, Ax(% — o) .

Rovnice (4.63) se analyticky tesi velmi obtizné. Ve vétsing€ piipadd se tedy pouziva

numerickych metod. Z tohoto diivodu bude i v této praci rovnice (4.63) fesena numericky.
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4.5. Empirické vztahy

Dalsi moznosti vypoctl nosnikovych profili vyrabénych z kompozitnich materiala
jsou empirické vztahy. Zde budou ukazany dva ptfipady vzorcii vychézejicich z laminac¢ni

teorie, ktera byla vysvétlena v predchozich kapitolach.
4.5.1. Axialni tuhost trubky

Nejprve budou ukdzany empirické vzorce pro vypocet efektivniho modulu pruznosti
Vv axialnim sméru, Poissonova ¢isla a efektivniho modulu pruznosti ve smyku, které byly
odvozeny pro tenkosténnou trubku vyrabénou navijenim vlaken. Tyto vztahy jsou ptfevzaty
z publikace Mechanice kompozitnich materiali od profesora LaSe [5] na strané 141 a 142.

Jak uz bylo uvedeno, axialni tuhost vychazi z klasické laminaéni teorie. To znamena,
Ze plati stejné piedpoklady, které jsou uvedeny v kapitole 4.2.
Plati tedy:

() = (5 0) (&)

Kde prvky A, B a C se ur¢i podle vztahti (4.34). Laminat je slozeny z n vrstev,

(4.66)

kde obecné plati, ze kazda vrstva je navijena pod jinym thlem a. Pro tloustku k-té vrstvy

plati:
tr = h — hi—q (4.67)
A celkovou tloust’ku laminétu lze uréit ze vztahu:
n
=3
k=1 (4.68)

Dale jsou zanedbana zkrouceni a kiivosti vroviné xy, kde x je axialni smér
a 'y je radialni smér trubky. Diky tomu se zjednodusi zavislost mezi napétim a deformaci pro

k-tou vrstvu.
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Obr. 15 — Struktura elementu (vlevo) a vyjmuty element (vpravo)

Vztahy uréujici efektivni modul pruznosti axidlniho sméru a modul pruznosti

ve smyku pro trubkovy profil vypadaji:

M
o = h(Ags Az — AZ)
26 (4.69)
M
12 (4.70)
Kde:
M = Ay Agp Ags+2A12A16A0s— Ay Adg— Agg ATs— Age A2, 4.71)
Dale se da urcit Poissonovo ¢islo, které bude vypadat:
S A1pAgs — A1 A2
Ty —
© o Audn— A (4.72)

4.5.2. Axialni tuhost obecného profilu

Jako druhy empiricky vztah budou ukazany vzorce, které vznikly, stejné jako
Vv pfedchozim pfipad€, pomoci obecné laminacni teorie. Pro tyto vztahy plati tedy také stejné
predpoklady jako pro laminacni teorii. Na rozdil od piedchozich vztahd je zde vyuzita cela

ABD matice. Modul pruznosti v axidlnim sméru:

|
B =
x —1
LR (4.73)
A modul pruznosti ve smyku:
[}
(ABD™)ssh (4.74)
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4.6. Metoda konecnych prvkia (MKP)

Metoda konecnych prvkl (dale uz jen MKP) je numerickd metoda, kterd je zalozena
na principu diskretizace kontinua na urcity pocet prvkl. Hledané parametry jsou ukladany
do jednotlivych uzli. Tato metoda je znama jiz fadu desetileti, ale k jejimu masivnimu vyuziti
byla zapotfebi dnesni vykonna vypocetni technika. MKP je dnes masivné vyuzivana
pro simulace, navrhy a kontrolu mnoha soucdsti zriznych obori. Existuje i mnoho

komerénich programtl vyuzivajici tuto metodu, jako naptiklad programy Abaqus a ANSYS.

4.6.1. Stavba modelu

wev

modelu z izotropniho materialu. Naptiklad pii pouzivani ortotropnich ¢i pti¢né izotropnich
materiald je potfeba uvést sméry navijené struktury ¢i transformacéni matice. Pokud je zadano
ptili§ mnoho dat v prvku, mohou se vyskytnout komplikace s vyhodnocovanim vysledkd.

V dnesni dobé se vyrobci MKP programti snazi udrzet tempo S rychlosti uzivani
kompozitli, ¢imz se v novéjSich verzich programt vyskytuji stale ptrehlednéjsi funkce

pro zadavani kompozitnich parametra.

Continuum Shell
(solid) elements elements

Obr. 16 - Objemovy prvek (vievo) a skorepinovy prvek (vpravo)
Pii stavbé kompozitnich modelti je mozno pouzit dva typy prvkia. Jsou to prvky
objemové nebo prvky skofepinové. Rozdil mezi prvky je znadzornén na obrazku 16. Objemové

prvky se pifi modelovani kompozitnich materidld pfili§ nepouzivaji, ve vétSin€ piipadi

jenutna husta sit’ po tloust’ce. Z divodu snadného zadavani poctu vrstev a snadného
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definovani natoCeni a materialu kazdé vrstvy, jsou ve vétSiné ptipadd modelovani

kompozitnich soucasti pouzivany prvky skofepinové.

Obr. 17 - Prurez télesa pii modelaci prvkem shell
4.6.2. Skorepinové modelovani (Abaqus)

Tato prace se zabyva predev§im modelovanim Vv programu Abaqus, jelikoz v tomto
programu budou provadény veskeré MKP vypoéty. Pii modelovani kompozitnich materialt
je mozné pouzit dva typy skotepin. Jsou to:

e konven¢ni skofepiny (conventional shell elements)

e 0bjemové skofepiny (continuum shell elements )

& displacement and rotation
. degrees of freedom
Conventional shell model -

geometry is specified at the reference surface;
thickness is defined by section property.
Finite Element Model Element
structural body
being modeled

displacement
Obr. 18 - Rozdil mezi konvencnim a objemovym skorepinovym prvkem

degrees of freedom only
e Continuum shell model -

full 3-D geometry is specified;
element thickness is defined by nodal geometry.
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Podminky a predpoklady pro skofepinové modelovani:

Tyto podminky a ptedpoklady byly ptevzaty z [8].

e Musi byt splnény Kirchhoffovy podminky pro desky ¢i skofepiny.
e Tloustka skotepiny se s deformaci neméni.

e Spojeni mezi vrstvami je dokonale tuhé a nekonecné tenké.

e Tloustka laminy je velmi mala ve srovnani s ostatnimi rozméry.

e Tuhost laminatu v soutadnicich x, Y, z skofepiny se nelisi vice, nez o dva tady.

4.6.2.1. Konvecni skofepiny

Pii pouziti konvecnich skofepin se geometrie modeluje na referencni ploSe. Tato
referen¢ni plocha vSak nemusi byt vzdy shodna se stiednici skofepiny. Pokud to situace
vyzaduje, mize byt referen¢ni plocha definovana jako spodni ¢i horni povrch. Tloustka
se zadava pomoci funkce Composite Lay-Up manager, ve které je moZno nastavit i orientaci
a material kazdé vrstvy. Elementy se voli podle tloustky skotfepiny. Pro tenké jsou to STRI3,
S8R5 nebo S9RS a pro tlusté S8R.

n

1 5 2

Obr. 19 - Element S8R (vlevo) a orientace vrstev (vpravo)

4.6.2.2. Objemové skorepiny

Pfi modelovani objemové skofepiny je vyuzivana objemov4a geometrie,
coz je vyhodné pro ptedstavivost. Tloustky se zadavaji pouze relativni, jelikoz celkova
tloustka je dana geometrii. Pro zadani tloustky se pouziva stejna funkce jako pro konvecéni

skofepiny. Elementy pouzivané pro tlusté konstrukce jsou SC6R a SC8R.
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5. Vypoctové analyzy profili silnosténnych nosniki

Dalsi cast této prace se bude zabyvat vypoétovymi analyzami vybranych profila
silnosténnych nosnikii. Nejprve se bude vénovat metodam vypocéti prihybu nosniku
tvofeného kompozitnim materidlem pfi statickém zatizeni a bude porovnavat prihyby
pocitané riznymi vypocetnimi metodami. Poté se bude zabyvat dynamickymi vlastnostmi
(pfedevsim vlastnimi frekvencemi) a bude porovnavat vypocetni metody s experimentalnimi

daty.

Tato prace se omezuje pouze na metody, které byly vysvétleny v predchozich
kapitolach. Pro vypocet prithybové cary ¢i vypoctu vlastnich frekvenci jsou pouzity dvé

metody a to:

e Euler—Bernoulliho teorie

e Timosenkova teorie

Pro vypocet materidlovych konstant elementu (modul pruznosti v tahu a modul

pruznosti ve smyku) jsou pouzity metody:

e Euler-Bernoulliho metoda

e Timosenkova metoda

e Empirické vzorce (4.69) a (4.70) pievzaté z publikace [5] od profesora Lase
(dale budou oznacovany jako Empirické vzorce A)

e Empirické vzorce (4.73) a (4.74) odvozené z Laminacni teorie
(déle budou oznacovany jako Empirické vzorce B)

e Metoda konecnych prvkil (MKP)

Jsou zde tedy dvé metody pro urCeni prihybové cary ¢i vlastnich frekvenci a pét

metod pro urceni materidlovych konstant kompozitniho nosniku.
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5.1. Vypocet prithybu silnosténnych nosnikii

Zde je postup urceni rovnice prithybové ¢ary pro vetkany nosnik podle obrazku 20.

Obr. 20 - Vetknuty nosik

Rovnice ohybového momentu a posouvaci sily vypadaji:
M=-F(L - z) 6.0
H=F 52)

5.1.1. Definice profili a materialovych vlastnosti

Tato prace se bude vénovat nejprve dvéma profilim. Kazdy z profili bude slozen
z deseti vrstev, pricemz kazda vrstva bude tvofena uhlikovymi vlakny, navijenymi pod
ur¢itym thlem a. Vrstvy budou mit stejnou tloustku. Dale se bude pfedpokladat, ze vrstvy
jsou ksobé dokonale spojeny a nedochazi tedy k prokluzu mezi vrstvami. Geometricka

skladba obou profild je uvedena na obr. 21.

ZR

r

Obr. 21 — Geometricka skladba profilii Feseného nosniku
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Geometrie:

Struktura kompozitu
Pocet vrstev

Vnitini polomér
Vnéjsi polomér
Tloustka vrstev

Materialové vlastnosti:

Modul pruznosti v tahu (ve sméru vlaken)
Modul pruznosti v tahu (kolmo na vlakna)
Modul pruznosti ve smyku (rovina 1,2)
Poissonovo ¢islo

Hustota vlaken

Zatizeni a dalka nosniku

Délka nosniku
Zatézujici sila

[45,-30,45,-60,0,30,-15,90,-20,10]
(prvni vrstva je navijena pod tthlem 45°)
n=10

r=22mm

R =42 mm

h=2mm

E; =230 GPa
E, =14 GPa
G, =5GPa
Vi2 = 0,32
p=1750 kg/m®

L =300 mm
F=1000 N

5.1.2. Prithybova ¢ara - Euler-Bernoulliho teorie

Po dosazeni (5.1) od rovnice (4.43) se ziska:

0*w _ Fxz " FL
dr2  EI EI
Po dvoji integraci:
ow Fz? o FLx L
dz  2EI  EI
Fz® FLz?
W= + + Ciz +C;
6 2EI ’
Z okrajovych podminek se urci konstanty C; a Cj:
w0)=0 = Cy=0
©(0) =0 = Cy=10
Vysledna rovnice pruhybové ¢ary ma tedy tvar:
Fg? . FLx?
== ==
6ET 2ET
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5.1.3. Pruhybova ¢ara — Timosenkova teorie

Vysledkem po dosazeni vztahu (5.1) do rovnice (4.60) je:
0p  F(L-—1x)

Oz D (5.9)
Po integraci:
FlLzx 1 Fz? LC
RIS e B 1
D 2D (5.10)
Rovnice (5.2) a (5.10) se dosadi do vztahu (4.59) a vysledkem je:
Oow  FlLx +F:1;2 O F
Pro uréeni prihybové rovnice se vyraz (5.11) integruje:
FLx* Fxo? P
w=— +—+Cix+Cy +—

Z okrajovych podminek se uréi konstanty C; a Cy:

'U)(O) =) = CQ =1

(5.13)
w(0) =0 = (C1=0 (5.14)
Vyslednd rovnice prithybové ¢ary ma tedy tvar:
FLz? 2 Fz3 i Fzx
W = —

5.1.4. Vypocet axialni tuhosti

Aby bylo mozné stanovit pruhybovou rovnici nosniku, je tfeba Vv rovnicich (5.8)
a(5.15) urcit neznamé materialové konstanty. Tyto konstanty budou pocitany rdznymi
metodami, ¢imz vzniknou rtuzné prihybové ¢ary. Maximalni prihyb volného konce nosniku,
ziskany riznymi postupy, mezi sebou porovname.

V rovnici prihybové ¢ary, feSené Timosenkovou teorii, se také vyskytuje TimoSenkav
koeficient smyku k. Ten je u neizotropniho materialu zavisly na vice faktorech, nez jen

na geometrii profilu.
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Jelikoz se vSak nejvétsi smykové napéti vyskytuje uprostied profilu (znazornéno
na obr. 22), muze byt ¢ast profilu zanedbana. V tivahu budou brany pouze takzvané ,,stojny*
profilu.

Zavadime TimoSenkuv koeficient smyku k =1

.

) T L J

Obr. 22 - Rozlozeni smykového napéti v profilu (vievo) a zndazornéni casti zanedbaného

profilu pri urcovani Timosenkova koeficientu (vpravo)

Déle je nutné definovat transformacni matice pro vektor deformace a napéti
u trubkového profilu. Je zaveden novy soufadny systém nazvany O(x,t,n), ktery je zobrazen
na obr. 23 (vpravo). Trubku si Ize piedstavit jako rozvinutou desku podle obr. 23 (vlevo).

Bude se tedy urCovat transformacni matice pro vektory deformace a napéti ze systému
0(1,2,3) do systému O(x,t,n).

0=n=3 y

Obr. 23 — Zndzornéni souradnych systéemit u kruhového profilu
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Transformacni matice pro vektor napéti bude vypadat:

cos(ar)? sin(a)? 2cos(a)sin(«)
Loy = sin(a)? cos(a)? —2cos(a)sin(a)

(
sin(a)cos(a) —sin(a)cos(a) sin(a)® — cos(a)? (5.16)

Pomoci vztahu (4.12) se ziska i T,.
U c¢tvercového profilu jsou systémy O(1,2,3) a O(x,y,z) definovany identicky
podle kapitoly 4. Mohou byt pouzity vztahy (4.10) a (4.11).

Za ptredpokladu, ze se jedna o ortotropni material, 1ze ziskat matici mimoosové tuhosti

ze vztahi:
=T 617
Yo =0y (518
Kde C je matice tuhosti v systému O(1,2,3), tedy ve sméru navijenych vlaken.
Materialové koeficienty — Timosenkova a Euler—Bernoulliho teorie.
Vypocet materidlovych koeficienti A, D a El:
n
A=) GiA,
1 (5.19)
n
EI=D=) EZI,
1 (5.20)
Kde:
== (Qll)n (5.22)
a) Pro trubkovy profil
_ 2 _ 2
A, =n((r+mnh)*—(r+ (n—1)h)) (5.23)
(r +nh)* — (r + (n — 1)h)*
L. = /
4 (5.24)

b) Pro ¢tvercovy profil
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Ay = (2(7 + T?h))z — (Q(Ir + (n _ l)h»z

(5.25)
I, = —((r + nh))* = @(r + (n — DAY
12 (5.26)
Materidlové koeficienty — Empirické vzorce A a B
Vypocet materidlovych koeficienti A a D je definovan:
A = Gy Aceir (5.27)
L) = B Loy (5.28)
Kde:

Gy a Ex se vypocitd pomoci empirickych vzorcti (4.69) a (4.70) pro variantu A
a z empirickych vzorcu (4.73) a (4.74) pro variantu B.

a) Pro trubkovy profil
A(,(,,[A. = 7T<R2 — T’2>

(5.29)
Ly = m(R" — r*) /4 (5.30)

b) Pro ¢tvercovy profil
Lot = ((23)4 - (2T>4>/12 (5.32)

MKP model:

Vypocet prihybu nosiku Metodou konecnych prvki byl proveden v programu
Abaqus. Model byl definovan jako 3D deformovatelna konveéni skofepina (shell). Tloustka,
orientace vlaken a material kazdé vrstvy byly nastaveny ve funkci Composite Lay-Up manager
(obr. 24). Referencni plocha byla zvolena jako stfednicova plocha. U kruhového profilu smétuje
normalova osa do stiedu kruznice a u ¢tvercového profilu sméfuje od stiedu profilu. Sitovani

(Mesh) modelu byl provedeno S8R prvky (conventional shell elements).

e Stavba modelu v bodech:
o Part— 3D, Deformable, Shell
o Property - Material — Elastic — Type: lamina
o Property - Composite Lay-Up — definice vrstev dle obr. 24
o Mesh - Approximate global size: 5, Element: S8R
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Plies | Offset | Shell Parameters | Display |
»+ +
[7] Make calculated sections symmetric &0:] %—.l ’ == iE‘_ ’ ¢0=1 :ﬁ ’ E: &D ‘ ¥
Ply Name Region Material  Thickness csvs R‘;‘:g‘::“ I"‘lfgh";‘“

1 v 10 trubka uhlikove_vlakno 2 <Layup> 10 3

2 vV 9 trubka uhlikove_vlakno 2 <Layup> -20 3

3 v 8 trubka uhlikove_vlakno 2 <Layup> 90 3

4 v 7 trubka uhlikove_vlakno 2 <Layup> -15 3

5 ¢ 6 trubka uhlikove_vlakno 2 <Layup> 30 3

6 ¢ 5 trubka uhlikove_vlakno 2 <Layup> 0 3

7 v 4 trubka uhlikove_vlakno 2 <Layup> -60 3

8 v 3 trubka uhlikove_vlakno 2 <Layup> 45 3

9 v 2 trubka uhlikove_vlakno 2 <Layup> -30 3

10 v/ 1 trubka uhlikove_vlakno 2 <Layup> 45 3

Obr. 24 — Composite Lay-Up manager

5.1.5. Vysledky — priihyb

Nejprve byly vypocitany prihybov
a ¢tvercovym profilem. Tyto prihybové Ccary,

Obr. 25 — Ukdzka sitovani modelii (Mesh)

pro porovnani vlozeny do jednoho grafu.

cary definovaného nosniku s kruhovym

pocitané rdznymi metodami, budou

Dale zde bude zobrazena tabulka s maximalnimi hodnotami prihybu kazdé metody.

Tyto hodnoty budou vyjadiené procentualné vuci referencni metodé. Jako reten¢ni metodu

jsme zvolili metodu MKP.
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Dale je zde uvedeno kjakym zménam dojde, pokud se zvétsi velikost nosniku.
Na zavér bude posouzen vliv Timosenkova koeficientu smyku na vysledcich a bude ukazana
zména vysledki pii modelovani objemovou skoifepinou, misto modelovani skoifepinou
konvecni, v programu Abaqus.

Grafy porovnavaji vypocetni metody prihybu pro kruhovy a ctvercovy profil
vetknutého nosniku délky 300 mm. Vypadaji takto:

0.05 , :

—Euler-Bernoulliho metoda
+ Timosenkova metoda

0.045-

0.04|- | —Empirické vzorce A .
—Empirické vzorce B
0.035 "'MKE’ /

o

o

@
T

pruhyb [mm]
BB

L=

o

S

o
I

pre A |
0 50 100 150 200 250 300
X [mm]

Obr. 26 — Porovnani prithybovych ¢ar 300 mm dlouhého nosniku s kruhovym profilem

0.03 ; ‘
—Euler-Bernoulliho metoda

+ Timo$enkova metoda
0.025— —

——Empirické vzorce A T
.. ~ »
—Empirické vzorce B /,:/
002} ==MKP 0

—_— I ;" / 7

£

E

O 0.015+

>

z

o

P

o

001+

0.005

T

X [mm]

Obr. 27 — Porovnani prithybovych ¢ar 300 mm dlouhého nosniku s ¢tvercovym profilem
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Podle grafti znazornénych na obr. 26 lze konstatovat, ze vysledné pruhybové cary
kruhového profilu, vypocitané metodu MKP a Empirickym vzorcem A, jsou skoro totozné.
Naproti tomu u ¢tvercového profilu vznikl mezi témito metodami urcity rozdil. Tento fakt
byl ptedpokladan, jelikoz Empiricky vzorec A byl odvozen pro trubku.

Dale je vidét, Ze u obou profili vySla nejvyssi tuhost nosniku u metody Euler-

v

Bernoulli. Na druhou stranu nejpoddajnéjsi vysledky byly ziskdny v obou ptipadech

Empirickym vzorcem B.

Tabulky s maximalnimi prihyby a s procentualnim porovnanim vypadaji:

Kruhovy profil (300 mm)
Metoda Max. prihyb [mm] | Procentualné [%] | Rozdil viici MKP [%]
MKP 0,0377 100 0
Euler-Bernoulliho met. 0,0274 72,8 -27,2
Timosenkova met. 0,0325 86,2 -13,8
Empirické vzorce A 0,0377 100 -0,02
Empirické vzorce B 0,0487 129,4 29,4

Tab. 2 — Maximalni prithyb 300 mm dlouhého nosniku kruhového profilu

Ctvercovy profil (300 mm)
Metoda Max. prihyb [mm] | Procentualné [%] | Rozdil viici MKP [%]
MKP 0,0244 100 0
Euler-Bernoulliho met. 0,0162 66,1 -33,9
TimoSenkova met. 0,0181 74,2 -25.,8
Empirické vzorce A 0,0226 92,6 -7,4
Empirické vzorce B 0,0293 119,8 19,8

Tab. 3 — Maximalni prithyb 300 mm dlouhého nosniku ctvercového profilu

Z tabulek 2 a 3 je vidét, ze nejvétsi procentualni rozdil se vyskytuje mezi metodou
Euler-Bernoulli a Empirickym vzorcem B. Tento rozdil je u kruhového profilu okolo 56%

a u ¢tvercového profilu okolo 53 %.
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U, Magnitude

+3.802e-02 U, Magnitude

+ +2.055e-03
L—- +0.000e+00

Obr. 28 — Ukdzka deformace 300 mm nosniku kruhového a ctvercového profilu

Pokud se zvétsi délka nosniku na 1500 mm, je pii zachovani vSech ostatnich

parametrl pro kruhovy profil ziskdn porovnavaci graf, ktery vypada:

6

I
—Euler-Bernoulliho metoda
;| * TimoSenkova metoda |
——Empirické vzorce A
—Empirické vzorce B
4f | ===-MKP
S
E F
QO 3
>
=
o3
L.
o
2_
1 .
0 |
0 500 1000 1500

X [mm]

Obr. 29 — Porovnani prithybovych car 1500 mm dlouhého nosniku s kruhovym profilem

Z porovnani vypocetnich metod u 1500 mm dlouhého nosniku je zjevné, Ze deformace
od posouvajici sily je pfi této délce velmi nepatrna. Tento fakt dokazuje ztotoznéni prihybové
¢ary u Euler-Bernoulliho metody a Timosenkovy metody, jelikoZz TimoSenkova metoda se 1isi

od Euler-Bernoulliho metody pouze zapoc¢itanim deformace od posouvajici sily.
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Vysledek pocitany Empirickym vzorcem B dosdhl opét nejvétsiho odklonéni
od ostatnich metod. Jak velké procentualni rozdily se vyskytuji mezi metodami, znazoriuje

tabulka 4.

Kruhovy profil (1500 mm)
Metoda Max. prithyb [mm] | Procentudlné [%] | Rozdil vi¢i MKP [%]
MKP 4,2 100 0
Euler-Bernoulliho met. 3,4 82,1 -17,9
TimoSenkova met. 3,5 82,7 -17,3
Empirické vzorce A 4.4 106,1 6,1
Empirické vzorce B 5,7 137,6 37,6

Tab. 4 - Maximdlni prithyb 1500 mm dlouhého nosniku kruhového profilu

Na obr. 31 je vidét velikost vlivu TimosSenkova koeficientu smyku na vysledném
prihybu. Tento vliv byl demonstrovan na ptivodnim 300 mm dlouhém vetknutém nosniku
S kruhovym prifezem, ktery byl na volném konci zatizen osamélou silou.

Podle obr. 31 mize koeficient do jist¢ miry ovlivnit vysledky prihybu. Avsak
pii velikosti koeficientu do 0.9 je chyba opravdu nepatrna.

Vliv TimoSenkova koeficientu kappa
0.04 T T T T

—kappa 1
0035 | ——kappa 0.9
—kappa 0.8
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Obr. 31 - Velikost vlivu Timosenkova koeficientu smyku na vysledcich
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V této kapitole byla dosud pouzita konvec¢ni skofepina pii vypoctech pomoci MKP.
Na obr. 32 (nahofe) je znazornén rozdil mezi prihybovou carou pii pouziti konvenéni
skofepiny a pruhybovou ¢arou pii pouziti objemové skofepiny v programu Abaqus
pro vypocet ptivodniho 300 mm dlouhého nosniku kruhového prufezu. Na obr. 32 (dole) jsou
porovnany vypocetni metody pii pouziti objemové skotfepiny misto konvenéni skotfepiny
u metody MKP.

0.045 : : ‘ :

—Konvencni skofepina
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Obr. 32 — Rozdil mezi objemovou skorepinou a konvencni skorepinou u metody MKP pro
300mm dlouhy nosnik kruhového profilu (nahore) a porovnani s ostatnimi metodami pri
pouziti objemové skorepiny u stejného nosniku (dole)
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Rozdil pfi vypoctu 300 mm dlouhého nosiku s kruhovym profilem pro pouziti
objemové skotfepiny oproti konveéni skotepiné ¢ini 11,4 %.
V tabulce 5 jsou zobrazeny maximalni pruhyby nosniku a procentualni rozdil mezi

vypocetnimi metodami pii pouZziti objemové skotfepiny u metody MKP.

Kruhovy profil (300 mm), Objemova skorepina
Metoda Max. prahyb [mm] | Procentualné [%] | Rozdil vici MKP [%]
MKP 0,0420 100 0
Euler-Bernoulliho met. 0,0274 65,3 -34,7
TimoSenkova met. 0,0325 77,5 -22,5
Empirické vzorce A 0,0377 89,9 -10,1
Empirické vzorce B 0,0487 116.1 16,1

Tab. 5 - Maximalni prithyb 300 mm dlouhého nosniku kruhového profilu pri pouziti objemové
skorepiny u metody MKP

Z tabulky 5 je patrné, Ze procentualni rozdily vaéi referenéni metodé (MKP)
se vyrazné¢ zménily oproti udajim ztabulky 2. Lze tedy fici, ze zpusob modelovani

VvV programu Abaqus ovliviiuje do zna¢né miry vysledky.
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5.2. Vypocet vlastnich frekvenci

Tato kapitola se bude zabyvat vypoctem vlastnich frekvenci nosnika s profily

definovanymi v kapitole 5.1.1. Z davodu snahy snizit tuhost nosniku byla zménéna délka

z 300 mm na 1500 mm, ¢imz se vlastni frekvence dostaly do pasma frekvenci, které je bézné

pouzivano v praxi.
Pro vypocet vlastnich frekvenci vetknutého nosniku byl odvozen
Bernoulliho teorie. Tento vzorec ma tvar:
g = S
L?\ pA
Kde:
Ny = 1.875, Ny = 4.694, N3 = 7.855, Ny = 10.996

Pro vypocet vlastnich frekvenci pomoci TimoSenkovy teorie byl pouzit vztah:

ou ou

Kde matice P, K a R jsou uvedeny v kapitole 4.4.2.

5.2.1.Vysledky — vlastni frekvence

vzorec z Euler-

(5.33)

(5.34)

(5.35)

Vysledky byly provadény v programech Matlab a Abaqus. Rovnice (5.35) byla feSena

z diivodu obtiznosti numericky. MKP model byl vytvoten jako konve¢ni skofepina.

Vsechny konstanty potfebné k feSeni vlastnich frekvenci byly pocitany identicky

s kapitolou 5.1.4. Vlastni frekvence kruhového profilu maji hodnoty:

Kruhovy profil, (1500 mm), Vlastni frekvence [Hz]

MKP Euler-Bernoulli TimoSenko Emp. vzorec A Emp. vzorec B
48,6 53,7 51 47,3 41,5
296,4 336,6 319,7 296,5 260,4
797,6 9425 895,4 830,3 729,2
1484.1 1846,8 17545 1627 1428,8

Tab. 6 — Viastni frekvence vetknutého nosniku s kruhovym profilem
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U prvni vlastni frekvence vysla nejvétsi odchylka od referenéni metody (MKP)

u metody Empiricky vzorce B.

Hodnoty vlastnich frekvenci nosniku s ¢tvercovym profilem jsou uvedeny v tabulce 7:

Ctvercovy profil, (1500 mm), Vlastni frekvence [Hz]

MKP Euler-Bernoulli TimosSenko Emp. vzorec A Emp. vzorec B

54,2 62 59,5 54,6 48,0
326,5 388,6 372,7 342,4 300,7
862,8 1088,3 1043,7 958,8 842
1570,4 2132,5 2045,1 1878,7 1649,8

Tab. 7 — Viastni frekvence vetknutého nosniku s ctvercovym profilem

48.582 (cycles/time) — REERi

296.35 (cycles/time)

797.61 (cycles/time)

1484.1 (cycles/time)

Obr. 33 — Viastni tvary kmitu vetkaného nosniku kruhového profilu
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5.3. Porovnani vypoctovych analyz S experimentalnimi daty

Tato ¢ast prace se bude zabyvat porovnavanim experimentalné ziskanych dat
s vysledky pocitanymi riznymi metody. Experiment byl proveden u dvou trubek rtznych
struktur, ale stejnych délek a stejnych vnéjSich i vnitfnich priméri. Pfi experimentu byly

zjistény vlastni frekvence volného kmitani.

AR

AN

Obr. 34 — Schéma experimentu (vpravo) a mérené trubky (vievo)

5.3.1. Definice struktury a geometrie mérenych trubek

Experimentalné¢ métené trubky byly nazvany T700-0 a T700-45. Trubka T700-45
je tvofena 13 vrstvami riznych velikosti. Kazda tato vrstva byla vyrobena technologii
navijeni vlaken do kfize ze stejného materialu. Druhou trubku T700-0 tvofi 8 vrstev a byla
vyrobena dvéma typy vldken (znadzornéno v tabulce 8). U této trubky se vyskytuji i vrstvy
navijené pod nulovym thlem.

Obé¢ trubky maji stejné tloustky 11,5mm. Nékteré vrstvy jsou navijeny kiizove, tedy

stiidave s orientaci +/- navijeny uhel.
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1700-0:

Pocet vrstev: n=8

Vnéjsi prumér: D =37 mm

Tloust’ka: t=11,5mm

Délka: L =1900 mm

Hustota: p=1457,9 kg/m®

Hmotnost: m=2,552 kg

T700-45:

Pocet vrstev: n=13

Vnéjsi prumér: D =37 mm

Tloust’ka: t=11,5mm

Délka: L =1900 mm

Hustota: p=1482,5 kg/m® D
Hmotnost: m=2,592 kg =

Tloustka, materialové vlastnosti a orientace vyztuze kazdé vrstvy pro obé¢ trubky jsou

uvedeny v tabulkach 8 a 9.

E; zna¢i modul pruznosti ve sméru vladken a E; zna¢i modul pruznosti kolmo
na vlakna. Pokud neni u druhu navijeni nic uvedeno, znamena to, ze vlakna maji v celé vrstvé
stejny thel navijeni.

Tabulky struktury trubek vypadaji:

Trubka T700-0

Vrstva Tl;gi;ka ?}r}!,i?é;ze E; E, G V12 Druh navijeni

mm stupen MPa MPa MPa - -

1 5,03 0 118900 | 4719,1 3100,8 | 0,343 -

2 0,37 48,4 118900 | 4719,1 3100,8 | 0,343 Kiiz

3 0,49 49,2 130510 | 5066,3 3421,7 |0,338 Kiiz

4 2,14 0 130510 | 5066,3 3421,7 |0,338 -

5 0,36 42,7 130510 | 5066,3 3421,7 |0,338 Kiiz

6 1,99 0 130510 | 5066,3 3421,7 |0,338 -

7 0,45 46,9 130510 | 5066,3 3421,7 |0,338 ktiz

8 0,66 0 130510 | 5066,3 3421,7 |0,338 -

Tab. 8 — Struktura trubky T700-0




Trubka T700-45

Vrstva | Tloustka | Orientace E; =) G2 V12 Druh navijeni
stény vyztuze
mm stupen Mpa Mpa Mpa - -
1 0,872 43,87 151408 | 5839,8 | 42052 | 0,3297 kiiz
2 0,778 43,33 151408 | 5839,8 | 4205,2 | 0,3297 kiiz
3 1,113 43,09 151408 | 5839,8 | 42052 | 0,3297 kiiz
4 0,988 42,40 151408 | 5839,8 | 4205,2 | 0,3297 kiiz
5 0,903 42,34 151408 | 5839,8 | 42052 | 0,3297 kiiz
6 0,828 41,52 151408 | 5839,8 | 4205,2 | 0,3297 kiiz
7 0,800 43,48 151408 | 5839,8 | 4205,2 | 0,3297 kiiz
8 0,930 42,97 151408 | 5839,8 | 42052 | 0,3297 kiiz
9 0,900 44,91 151408 | 5839,8 | 4205,2 | 0,3297 kiiz
10 0,822 42,84 151408 | 5839,8 | 42052 | 0,3297 kiiz
11 0,801 44,36 151408 | 5839,8 | 4205,2 | 0,3297 kiiz
12 0,783 45,76 151408 | 5839,8 | 4205,2 | 0,3297 kiiz
13 0,983 44,21 151408 | 5839,8 | 4205,2 | 0,3297 kiiz

Tab. 9 — Struktura trubky T700-45
5.3.2. VysledKky — porovnani vypo¢ti s experimentem

Vysledky byly ziskdny z programti Matlab (pro analytické feSeni) a Abaqus
(pro Metodu kone¢nych prvkl). V feSeni byl TimoSenkiv koeficient smyku opét povazovan
za hodnotu 1.

Pokud byla vrstva navijena kiizove, byla rozd€lena na Ctyfi €asti 0 stejné tloustce.
Prvni a posledni ¢asti maji stejny uhel navijeni, ktery byl definovan v tabulkdch 8 a 9.
Prostfednim c¢éastem byl nastaven uhel navijeni se zapornou hodnotou. Napiiklad prvni
ktizov€ navijena vrstva trubky T700-45 byla rozdé€lena na Etyfi vrstvy s tlouStkami 0.218 mm
a orientaci vlaken [43.87; -43.87; -43.87; 43.87].

Vypocetni modely v programu Abaqus byly modelovany jako 3D deformovatelna
konvecni skotfepina (shell). Pro strukturu trubek byla pouzita funkce Composite Lay-Up manager,
do které byly zadavany uz rozd€lené kiizové navijené vrstvy (obr. 35). To znamen4,
ze do funkce Composite Lay-Up bylo misto 8 vrstev vlozeno vrstev 20 u trubky T700-0 a misto
13 vrstev u trubky T700-45 jich bylo vloZeno 54. Modely byly sitovany prvky S8R. Pii feseni
V programu Abaqus vyslo prvnich 6 vlastnich frekvenci nulovych, jelikoZ se jednalo o volné

kmitani.
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Vysledné vlastni frekvence, poc¢itané metodami uvedenymi na zacatku kapitoly 5, byly

pro porovnani vlozeny do tabulek 10 a 11.

REEE&EI&EGRARA
SIS ARISIRI ARSI

Ply Name
3
3-Copy3
3-Copy2
3-Copyl
2
2-Copy3
2-Copy2
2-Copyl
1
1-Copy3
1-Copy2
1-Copyl

Region
trubka
trubka
trubka
trubka
trubka
trubka
trubka
trubka
trubka
trubka
trubka
trubka

Material

uhlik
uhlik
uhlik
uhlik
uhlik
uhlik
uhlik
uhlik
uhlik
uhlik
uhlik
uhlik

Thickness CSYS Rotation
Angle
0.0002002 <Layup> 44.36
0.0002002 <Layup> -44.36
0.0002002 <Layup> -44.36
0.0002002 <Layup> 44.36
0.0001957 <Layup> 45.76
0.0001957 <Layup> -45.76
0.0001957 <Layup> -45.76
0.0001957 <Layup> 45.76
0.0002458 <Layup> 4.1
0.0002458 <Layup> -44.21
0.0002458 <Layup> -44.21
0.0002458 <Layup> 44.21

Integration

Points
3

3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3

Obr. 35 — Ukdzka zaddvani struktury v programu Abaqus pro trubku T700-45

Tabulka vlastnich frekvenci volného kmitani pro trubku T700-0 vypada:

Vlastni frekvence [Hz], Trubka T700-0

Experiment MKP Euler-Bernoulli | TimoSenko Emp. vzor. A | Emp. vzor. B
76,4 75,9 84,9 84,5 84,1 84,1
208,5 206,9 234,0 232,8 231,8 231,7
403,5 399,3 458,7 456,4 454,6 454,3
653,7 646,6 758,3 754,5 751,4 750,9
952,3 942,2 1132,7 1127,0 1122,4 1121,7

1293,8 1279,4 1582,0 1574,1 1567,7 1566,7
1670,8 1651,5 2106,3 2095,7 2087,2 2085,8

Tab. 10 — Vysledky viastnich frekvenci pro trubku T700-0

Z tabulky 10 je patrné, ze experimentalnim datlim se blizi nejvice Metoda kone¢nych

prvki. Odchylka této metody od experimentalnich dat je okolo 1%. Ostatni ¢tyfi metody,

pocitané analyticky, davaji pfiblizné stejné vysledky.

Jako metoda snejvétsim rozdilem od experimentalnich vysledki vysla Euler-

Bernoulliho metoda. AvSak tato metoda se velmi blizi vysledktim pocitanym Timosekovou

metodou, jelikoz je trubka velmi §tihla. Z tohoto divodu se prakticky neprojevuji uéinky

od smykového napéti.
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Z analytickych vypoctl se nejvice pfiblizuji vlastni frekvence pocitané Empirickym
vzorcem B. Na druhou stranu i tato metoda doséhla pti vyssich frekvencich velké chyby.

Tabulka vlastnich frekvenci volného kmitani pro trubku T700-45 vypada:

Vlastni frekvence [Hz], Trubka T700-45

Experiment MKP Euler-Bernoulli | Timosenko | Emp. vzor. A | Emp. vzor. B
31,7 30,9 55,3 55,0 32,9 32,9
87,5 85,0 152,4 151,6 90,7 90,6
171,8 166,6 298,8 297,3 177,8 177,6
2844 275,3 493,9 491,4 294,0 293,6
4240 411,0 737,8 734,1 439,1 438,6
5924 573,8 1030,4 1025,3 613,3 612,5
787,8 763,4 1371,9 1365,0 816,5 815,5

Tab. 11 — Vysledky viastnich frekvenci pro trubku T700-45

Vysledky zobrazené v tabulce 11 ukazuji odliSnou situaci, nez je v predeslé tabulce.
Metoda, ktera se nejvice blizi k experimentalnim datim, je opét Metoda kone¢nych prvku.
AvsSak vysledky pocitané Empirickymi vzorci A a B maji skoro shodnou odchylku
od experimentu, jako metoda MKP. Tyto tfi metody (MKP, Empirické vzorce A a B) maji
odchylku od experimentu okolo 3%. U metody MKP vychazeji frekvence mensi nez
u experimentu, a naopak u metod Empirické vzorce A a B vychazeji frekvence vétsi.

Vysledky pocitané Euler-Bernoulliho metodou a Timosenkovou metodou se o desitky
procent lisi od vysledkt, které vysly u experimentu i u ostatnich metod. Tuhosti trubky
u téchto metod jsou pocitany obdobné, z toho divodu doslo v obou piipadech k podobné
chybé.

Porovnanim vysledkt u obou tabulek je mozné konstatovat, ze u Metody koneénych
prvki vychazi velmi mala odchylka od skuteénych hodnot. O ostatnich ¢tyfech metodach lze

fici, Ze jejich odchylka od experimentu se liSi v zavislosti na struktufe kompozitu.

Hodnoty tuhosti EI=A [N-mm’]

Euler-Bernoulli, Timosenko | Empirické vzorec A | Empirické vzorec B

Trubka T700-0 9946,6 9754,6 9766,9

Trubka T700-45 4291 1520,1 1516,2

Tab. 12. Hodnoty EI=A pocitané analytickymi metodami
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6. Analyza deskové tvoieného nosniku

Tato kapitola se zabyva analyzou nosniku sloZzen¢ho z kompozitnich desek. Desky
muzeme rozdelit na desky hlavni a desky spojovaci. V nosniku se také vyskytuje tlumici
vrstva, kterd je izotropni. Nosnik je 1200 mm dlouhy. Uspotadani desek a rozméry profilu
naleznete na obrazku 36.

Z divodu obtiznosti profilu nebude v této kapitole nosnik feSen analytickymi
metodami, ale pouze Metodou koneénych prvki. Nejprve je znazornéno, jak se zméni statické
a dynamické vysledky, pokud se zméni struktura profilu. Bude tady hodnocena zména
maximalniho prihybu a vlastnich frekvenci pii zaméné tlumici vrstvy za spojovaci desku.

V druhé casti této kapitoly bude posuzovan vliv technologie vyroby profilu
na vypocty. Pfesnéji budou porovndvany maximalni prihyby a vlastni frekvence mezi
realnym profilem a zjednodusenym profilem.

Vsechny vypocty v této kapitole budou provadény pro jednostranné vetknuty nosnik.
Pti vypoctu pruhybové ¢ary bude nosnik zatizen silou F o velikosti 1000N na volném konci

nosniku.

132

35 -

26,5 55 L1

- CFRP deska - hlavni I
B crP cesia - spojovaci
tlumici nebo spojovac vrstva

130

132
55
108

)

Obr. 36 - Struktura profilu nosniku (vlevo) a parametry reseného profilu (vpravo)
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6.1. Definice struktury desek

Jak uz bylo zminéno, profil nosniku je sloZzen ze dvou desek a izotropni tlumici vrstvy.
Kazda z desek byla vyrobena navijenim uhlikovych vldken, pficemz byla pouzita vlakna
s vysokym modulem pruznosti (oznaCovany jako UHMC) a vldkna s vysokou pevnosti

(oznacovana jako HSC). Ptehled pouzitych materiald a jejich veli¢in je uveden v tabulce 13.

Materialy
Nazev E; E, G2 V12 p
MPa MPa MPa - kg/m®
HSC 111934 4532,7 2935,6 0,35 1610
UHMC 358684 3530 2818,9 0,4 1720
Tlumici vrstva 38 - - 0,3 800

Tab. 13 — Prehled pouzitych materidalii

Pti definici skladby desek se také rozliSuje, zda byla vrstva navijena ktizové ¢i nikoliv.
Pokud vrstva byla navijena kiizove, tak se rozdélila opét na 4 stejné tlusté vrstvy. Tyto vrstvy
jsou ze stejného materialu, ale orientace vyztuze se méni podle vzoru [+,-,-,+].

Tabulky s definici skladeb hlavni a spojovaci desky vypadaji:

Skladba hlavni desky
Vrstva Tloustka stény Orientace vyztuze Material Druh navijeni
1 1,082 47,2 UHMC ktiz
2 0,487 89,7 UHMC -
3 0,723 0 UHMC -
4 0,108 0 UHMC -
5 0,025 87,7 HSC -
6 1,074 47,7 UHMC ktiz

Tab. 14 — Skladba hlavni desky
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Skladba spojovaci desky

Vrstva Tloustka stény Orientace vyztuze Material Druh navijeni
1 0,330 67,8 UHMC k¥iz
2 0,346 89,70 HSC -
3 0,329 67,9 UHMC kiiz

Tab. 15 — Skladba propojovaci desky

6.2. Profil s tlumici vrstvou vs. profil bez tlumici vrstvy

Zde se prace zabyva vypoctem pruhybové ¢ary a vlastnich frekvenci profilu s tlumici
izotropni vrstvou. Poté bude pocitan profil, u kterého tlumici vrstvu nahradi spojovaci deska.
Vysledky budou mezi sebou porovnany. Schéma obou profild je vidét na obrazku 37.

Oba profily byly feSeny Metodou koneénych prvki v programu Abaqus. Z divodu
slozitosti profilu byly oba profily modelovany jako objemové skotfepiny (continuum shell
elements). Pti tvorbé€ sestavy byly pouzity 4 ¢asti (part). A to vn&jsi a vnitini desky ve tvaru
L a horni a boc¢ni stény nosniku. Tyto Casti byly patficné rozdéleny, aby jim bylo mozné

nadefinovat ve funkci Composite Layup Manager piislusny material.

Obr. 37 — Rozdil mezi profilem s tlumici vrstvou (Vlevo) a profilem bez tlumici vrstvy (vpravo)
Pro propojeni jednotlivych ¢asti byla pouzita v sekci Intraction funkce Constraint

Manager, ve které byl zvolen typ Tie. Jelikoz se jednalo o objemovou skofepinu, bylo nutné
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nadefinovat spodni a horni stranu kazdého prvku. Déle bylo zapotiebi, aby tloustka prvku
odpovidala tloust’ce kompozitni desky. Pro sitovani byly pouZzity SC8R prvky.

Obr. 38 — Ukdzka sitovaného modelu (nahore) a definice orientace vidken (dole)

6.2.1. Vysledky

Jako porovnavaci veli¢iny mezi profily byla zvolena: vlastni frekvence
pro dynamickou analyzu a maximalni prihyb pro statickou analyzu. Jako referencni téleso,
od kterého budou odvozeny procentualni odchylky, byl zvolen profil s tlumici vrstvou.

Nejdiive bude feSena prihybova c¢arou obou profila. Obé prihybové Eary

JSOu znazornény na obrazku 39.
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Obr. 39 — Prithybové cary profilu s tlumici vrstvou a profilu bez tlumici vrstvy

Z obr. 39 je patrné, ze nahrazeni tlumici vrstvy za spojovaci desku nepfinasi velké
zmény U vysledné prihybové ¢ary. Procentudlni rozdil maximalniho prihybu vychazi do 2%.
Z tohoto duvodu Ize konstatovat, ze vétSinu tuhosti vytvareji hlavni desky a spojovaci desky

Vv rozich profilu.

Maximalni prihyb
Varianta Max. prithyb [mm] | Procentualné [%] | Rozdil [%]
S tlumici vrstvou 0,505 100 -
Bez tlumici vrstvou 0,496 98,2 1,8

Tab. 16 — Ciselné hodnoty maximdlniho prithybu obou profilii

Dale bude feSen rozdil v hodnotach vlastnich frekvenci. Bude vySetfovana vlastni
frekvence v rovinach xy a xz. V predchozich kapitolach byly profily, u kterych vychazely
Vv téchto rovinach stejné hodnoty vlastnich frekvenci, jelikoZ mély vice symetrickych rovin.

Ciselné hodnoty vlastnich frekvenci obou profilti jsou uvedeny v tabulce 17, kde

se nachazi také jejich procentualni rozdil.

63



Vlastni frekvence [Hz]

Rovina xy Rovina xz
S tlumici v. | Bez tlumiciv. | Rozdil [%] S tlumici v. | Bez tlumici v. | Rozdil [%]
132,1 130,7 1 132,4 131 1
737,5 732,1 0,7 731,7 726,2 0,8
1749,4 1776,3 1,5 1734,1 1751,4 1

Tab. 17 — Viastni frekvence profilu s tlumici vrstvou a bez tlumici vrstvy

Z tabulky 17 je patrné, ze ani rozdil ve vlastnich frekvencich neni velky. U prvni

frekvence vychédzi v obou smérech rozdil okolo 1%. Velké rozdily nevychéazeji ani mezi

rovinami.

Obr. 40 — Viastni tvary kmitu v roviné xy pri frekvencich 132 Hz, 737 Hz a 1749 Hz




6.3. Vliv technologie pri vypoctech

Dale se budeme zabyvat tim, jak velky vliv bude mit zanedbani technologie pti vyrobé
profilu. Tedy profil, ve kterém byla zaménéna tlumici vrstva za spojovaci desku,
zjednodusime v rozich. Zjednoduseny model je vidét na obr. 41. Diky tomuto zjednoduseni

by se vyrazné zjednodusily také analytické vypocty.

Obr. 41 - Zjednoduseny model nosniku

6.3.1. Vysledky

Jesté nez budou uvedeny vysledky, je dobré zminit, Ze casova naro¢nost pii stavbé
zjednoduseného modelu byla vyrazné niz$i neZ u nezjednoduseného modelu. To bylo

zptisobeno mensim poctem ¢asti a tim i mensSim poctem vazeb.

Maximalni prihyb
Varianta Max. prihyb [mm] | Procentualné [%] | Rozdil [%]
Zapocitana technologie vyroby 0,496 100 -
Nezapocitana technologie vyroby 0,493 99,43 0,57

Tab. 18 — Maximalni prithyby profilu zjednoduseného a nezjednoduseného
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Rozdil mezi zjednodusenym a nezjednodusenym modelem je nepatrny. Procentudlni

rozdil ne€ini ani jedno procento. Z tohoto duvodu lIze konstatovat, Ze vliv technologie vyroby

na statické zatizeni u tohoto profilu nema prakticky zadny vliv.
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Obr. 42 — Prithybové cary zjednoduseného a nezjednoduseného profilu

Piehled vlastnich frekvenci ve dvou na sebe kolmych rovinach je uveden v tabulce 19.

Vlastni frekvence [Hz]

Rovina xy Rovina xz
Technologie | Beztechnol. | Rozdil [%] Technologie | Bez technol. | Rozdil [%]
130,7 131,6 0,7 131 131,6 0,4
732,1 740 11 726,2 740 1,9
1776,3 17714 0,3 17514 17714 11
2894,6 2742,4 53 2865,8 2742,4 4,3

Tab. 19 — Viastni frekvence zjednoduseného a nezjednoduseného profilu

Z vysledkti uvedenych v tabulce 19 je patrné, Ze nejvétsi procentudlni odchylka

se vyskytuje v obou rovinach u ¢tvrté vlastni frekvence. Tento rozdil ¢ini okolo 5 %.
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7. Shrnuti informaci o vypoctech kompozitnich elementi

V této kapitole budou shrnuty informace ziskané v ptfedchozich kapitolach této prace,
které by mohly byt uzitecné pii vypoctech elementi z kompozitnich materidlti pro vyrobni

stroje.

e Chyby vypocetnich metod, které byly pouzity Vv této praci, jsou zavislé predevs§im

na struktute a na profilu kompozitniho materialu.
e TimoSenkuv koeficient smyku mlze do jisté miry ovlivnit vysledky.

e U metody MKP muzZe dojit k rozdilnym vysledkiim pro rGzné skotepiny

(konvenéni nebo objemova).
e Nejlepsich vysledki porovnanim s experimentalnimi daty dosahovala metoda MKP.

e Pii modelovani deskové tvofeného nosniku je mozné v nékterych piipadech zanedbat

technologii vyroby a nosik zjednodusit bez zavedeni vyrazné chyby.
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8. Zavér

Ukolem této prace bylo seznamit &tenafe s vypodetnimi metodami pro elementy
Z kompozitnich materialt pro vyrobni stroje, a porovnat rozdily mezi nimi. V teoretické ¢asti
byly uvedeny materialy, které se pouzivaji pfi vyrob& vyrobnich stroji. Ctenat byl seznamen
s rozdélenim kompozitnich materidli a s mechanikou kompozitnich materialti. Byla uvedena
Euler—Bernoulliho teorie, Timosenkova teorie a Laminaéni teorie. Dale byly ukazany nékteré
empirické vzorce pro vypocet materidlovych konstant. Na zavér teoretické cCasti
bylo objasnéno modelovani Metodou kone¢nych prvka v programu Abaqus.

V praktické ¢asti byl nejprve analyzovan silnosténny nosnik s kruhovym a ¢tvercovym
profilem vyrabény z uhlikovych vladken. Pro vypocet prihybové Cary a vlastnich frekvenci
byly pouzity rizné vypocetni metody, které byly mezi sebou porovnavéany. Byl ukdzan postup
feSeni statickych i dynamickych vlastnosti pro dané analytické metody a také byl ukézan
postup modelovani v programu Abaqus. Mezi zvolené metody pro porovnavani patiila Euler—
Bernoulliho metoda, Timo$enkova metoda, Metoda koneénych prvki a dva empirické vzorce.
Jako referen¢ni metoda byla zvolena Metoda kone¢nych prvki. Také byl ukazan vliv délky
nosniku na vysledky a vliv TimoSenkova koeficientu smyku na feSeni.

Dale byly porovnany experimentalné ziskané vlastni frekvence dvou vinutych
uhlikovych trubek rtznych struktur s vlastnimi frekvencemi, ziskanymi pomoci metod
zminénych V pfedchozim odstavci. V obou piipadech se experimentdlnim datim nejvice
blizila Metoda kone¢nych prvki, provedena pomoci programu Abaqus.

V praktické casti se tato prace veénovala analyze deskové tvofeného nosniku
poskytnutého firmou CompoTech. Byla ukazana velikost vlivu tlumici vrstvy, kterou
obsahoval tento nosik, na statickych a dynamickych vlastnostech. Déle se prace zabyvala
velikosti odchylky vysledkli pfi zanedbani technologie vyroby nosniku, tedy pfi urcitém
zjednodusSeni profilu pro vypocty.

V posledni ¢asti této prace byly shrnuty informace, které by mohly byt uzitecné

pfi vypoctech elementl z kompozitnich materiali pro vyrobni stroje.
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Prilohy
e Program porovnavajici prihybové cary

clear all; close all; clc;

% parametry télesa
struk=[45;-30;45;-60;0;30;,-15;90;-20,;10];

n=length (struk) ;

r=22; % mm
R=42; % mm
t=(R-r) /n;
stred=((R-r)/2)+r;
1=300; % mm
F=1000; % N
kappa=1;

ro=1750; % kg/m"3

o)

% parametry vlaken

EL=230000; % MPa
ET=14000; % MPa
GLT=5000; % MPa
VLT=0.32;

o)

% matice tuhosti ve sméru x
cll=EL/ (1-(ET/EL) * (VLT"2)) ;
c22=(ET/EL) *cl11;
c21=VLT*c22;

cl2=c21;
c66=GLT;
C=[cll cl12 0
c2l c22 0
0 0 c66];

% volna pole
EJ=0;

GA=0;
QQ1l1=[1;
0033=[1;



o

% vypocet modulu pruznosti do osy X
for i=l:n;

alfa=(pi/180) *struk (i) ;

To=[cos (alfa)”2 sin(alfa)”2 2*sin(alfa) *cos (alfa)
sin(alfa)”2 cos(alfa)”"2 -2*sin(alfa) *cos (alfa)
sin(alfa) *cos(alfa) -sin(alfa) *cos(alfa) (sin(alfa) "2) -

cos (alfa)”™2];

Toin=inv (To) ;
Te=(Toin) ';

Q=Toln*C*Te;

Ql1=0(1,1);
Q011=[0011 Q11];

033=0(3,3);
Q033=[0Q0Q33 Q33];

end;
% vypocet parametrua EI a AG

for ii=1l:n;

EJ=EJ+ (((r+(ii)*t) - (r+(1i-1)*t)"4)/4) *pi*QQ1ll (ii) ;
GA=GA+ ( ((r+(ii)*t)"2-(r+(ii-1)*t)"2)/2) *pi*QQ33(ii);

end;

o)

% vypocet pruhybu - Bernoulliho metoda

for x=0:(1/99) :1;

w=((F*x"2*1) /(2*EJ)) - ((F*x"3) / (6*EJ) ) ;
W=[W w];
X=[X x];

end;

% vypocCet pruhybu - Timosenkova metoda

for x=0:(1/99):1;



wl=((F*x"2*1)/(2*EJ) ) - ((F*x"3) / (6*EJ) )+ ((F*x) / (kappa*GA)) ;
Wl=[W1l wl];

end;

% Laminac¢ni teorie A
0

for i=1:n;

alfa=(pi/180) *struk (n+l1-1);

To=[cos (alfa)”2 sin(alfa)”2 2*sin(alfa) *cos (alfa)
sin(alfa)”2 cos(alfa)”"2 -2*sin(alfa) *cos (alfa)
sin(alfa) *cos(alfa) -sin(alfa)*cos(alfa) (sin(alfa) "2) -

cos(alfa)”"2];

Toin=inv (To) ;
Te=(Toin) ';

QO=Toin*C*Te;

A=A+Q0* (- ((R-(t*1) -stred) )+ (R-(t*(1-1))-stred));

end;

h=(R-r) ;
M=A(1l,1)*A(2,2)*A(3,3)+2*A(1,2)*A(1,3)*A(2,3)-A(1,1)*A(2,3)"2-
A(2,2)*A(1,3)"2-A(3,3)*A(1,2)"2;

Ex=M/ (h* (A(3,3)*A(2,2)-A(2,3)"2));

Gx=M/ (h* (A(1,1)*A(2,2)-A(1,2)"2));

J=pi* (R"4-r"4) /4;
Acelk=pi* (R"2-r"2);
ExJ=Ex*J;
GxA=Gx*Acelk;

o)

% vypocet pruhybu laminac¢ni teorie A
for x=0:(1/99):1;

w2=((F*x"2*1) / (2*ExJ) ) -
((F*x"3)/(6*ExJ) )+ ((F*x) / (kappa*GxA)) ;
W2=[W2 w2];

end;



% ABD matice

0;
0;
0

.
14

UJ?D’

for i=1:n;

alfa=(pi/180) *struk (n+l1-1i);

To=[cos (alfa)”2 sin(alfa)”2 2*sin(alfa) *cos (alfa)
sin(alfa)”2 cos(alfa)”"2 -2*sin(alfa) *cos (alfa)
sin(alfa) *cos(alfa) -sin(alfa)*cos(alfa) (sin(alfa)"2) -

cos (alfa)"2];

Toin=inv (To) ;
Te=(Toin) ';

QO=Toin*C*Te;

A=A+Q0* (- ((R-(t*1) -stred) )+ (R-(t*(i-1)) -stred));
B=B+(1/2) *Q* ((- ((R-(t*1)-stred)))"2-(-(R-(t*(1-1))-stred))"2);
(_

D=D+ (1/3) *Q* ( ((R=(t*1)-stred)))"3-(-(R-(t*(i-1))-stred)) "3);
end;
ABD=[A B

B DJ;

ABDinv=inv (ABD) ;
Ex1=1/(ABDinv (1,1) *h) ;
Gx1l=1/ (ABDinv (3, 3) *h) ;
Ex1J=Ex1*J;
Gx1A=Gx1*Acelk;

% vypocet pruhybu ABD
for x=0:(1/99):1

2*EX1J))

w3=((F*x"2*1) / (
)+ ((F*x) / (kappa*Gx1A)) ;

((F*x"3)/ (6*Ex1J)
W3=[W3 w3];

end;



% Graf

plot (X, W, 'r', 'LineWidth', 4);

hold on

plot (X, Wl, "'*");

plot (X,W2,'g', 'LineWidth',4);

plot (X,W3, 'LineWidth', 4);

xlabel ('x [mm]', '"FontSize',24);

ylabel ('prahyb [mm]', 'FontSize',24);

legend ('Euler-Bernoulliho metoda', 'TimoSenkova

metoda', 'Empirické vztahy A', 'Empirické vztah B', '"MKP');



