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Kapitola 1

Metodologicky postup konstrukéni optimalizace

1.1 Uvod

Jednim ze zakladnich tkoli inZenyra je navrhovani konstrukci. Pii konstruovani tvoii sys-
tém vyhovujici uc¢elovym pozadavkim (napf. pevnostnim podminkdm, podminkdm tuhosti) pii
soucasném minimalizovani téch faktort, které zmensuji (jsou-li veliké) efektivitu systému (napft.
hmotnost, poddajnost).

Tvirci ¢in v konstruovani neni skutkem stvoreni ve smyslu Starého zakona. Konstruktér ne-
tvori néco nového na misté, kde dosud nic neni. Studuje minuléd a stavajici dila, vybira, odkryva,
preskupuje a kombinuje. Tomuto procesu se ¥ikd syntéza. Syntéza je racionalni (rozumovy) pii-
stup ke konstruovani, pfi kterém konstruktér naklada se zndmymi skutecnostmi, myslenkami,
moznostmi, rovnicemi a dalsimi informacemi tak, aby dosahl svého konstrukéniho cile. Znalost
téchto informaci predstavuje analytickou schopnost ur¢it a zménit navrhové proménné s ohledem
k jejich vlivu na efektivitu navrhovaného systému.

Bez téchto schopnosti je konstruovani empiricky (zaloZeny na zkuSenosti) a evolucni (po-
stupné se vyvijejici) proces. Vétsiny z rannych konstrukénich ¢inti bylo dosazeno v nepfitomnosti
pouzitelnych analytickych (rozborovych) podkladi. Postaveni gizskych pyramid, fimskych cest
a oblouki predstavuje pouze nékolik priklad® z nespocetného mnozstvi konstrukénich systému
vytvorenych metodou pokusu a omylu dlouho pfedtim, nezli se tviréim zakladem konstruovani
staly vypocetni nastroje.

Metodou pokusu a omylu se vsak ve velké mire konstruuje do dnesnich dnti. Konstruktér
stale vychazi z jiz existujici skutecnosti, kterou upravi tak, aby dosahl pozadované zmény. Vy-
tvoreny navrh posléze analyzuje, vyhovuje-li tcelovym pozadavkim. Takovému konstruovani se
fika konstruovani evolucni.

Evolucni konstruovani nelze zcela odstranit. Neni to ani rozumnym ptranim. Nikdo a nikdy
si nemuze uvédomit vSechny souvislosti, vSechny vnéjsi a vnitini vlivy a vSechna pfani jednot-
livych uzivatelti konstrukce. Tyto okolnosti lze zjistit pouze opakovanym a vSednim uzivanim
konstrukce. Takovato evoluce, takto uzitd metoda pokusu a omylu je Zaddouci a v konstruo-
vani nezbytna. Nezadouci je vSak stile velmi rozsireny tikaz, kdy dnesni konstruktér s velikymi
vypocetnimi moznostmi uziva pii navrhu konstrukce postupy, sestavené v druhé poloviné deva-
tenactého stoleti a v prvé poloviné stoleti dvacatého inzenyry s obdivuhodnou intuici a invenci,
které jako vypocetni nastroj predpokladaly logaritmické pravitko. Dle téchto postupt provedeny
navrh konstrukce se potom naroc¢né analyzuje na vykonnych pocitacich s uzitim modernich metod
analyzy a drahymi experimenty. Vysledky téchto analyz casto vedou k nutnosti provést zmény —
a to opét intuitivni — v ptivodnim navrhu a tento novy navrh opét analyzovat. Tento postup je
pak tfeba opakovat do té doby, nezli viceméné ndhodou dospéje takovyto konstruktér ke stavu,
ktery vyhovuje danym pozadavkim. O tomto navrhu vsak je obtizné prohlasit, je-li nejlepsi (dle
néjakého zvoleného hlediska) ze vSech moznych feseni. V dobé moderniho strojirenstvi se empi-
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rické a evolucéni konsturovani stava doplikem k racionalnimu pojeti navrhovani konstrukei. Toto
racionalni pojeti se nazyva konstrukcni optimalizace.

Princip konstrukéni optimalizace spoc¢iva v takové volbé zménitelnych (tedy téch, které lze
ménit — navrhovat) faktorti (Ginitelil), aby efektivita systému! byla maximélni, pii soucasném
splnéni poZadavku icelovosti? vyjadieného ve formé vedlejsi podminky.

Teorie vypocetniho konstruovani® se vétsinou soustfedi na uréeni optimalnich rozmért pro
rizné druhy forem pifi daném zatiZeni a na urceni tendenci, které vychéazeji z pozorovani a
srovnani dosazenych vysledki.* V poslednich desetiletich se viak dosahlo zna¢ného pokroku také
v oblasti optimalizace materialu, tvaru a topologie formy.?

Proces (priubéh) konstrukéni optimalizace se sklada z vice fazi, které zahrnuji pozndni vnéj-
gich podminek, dale stanovend kritérii urceni optima, kde slovo optimum definujeme nasledujicim
zptisobem. Optimalni usporadani konstrukce — jeji topologie, tvar a rozméry’ — je takové uspo-
fadani, které je dle jistého (zvoleného) hlediska (tj. kritéria urceni optima) to nejlepsi ze vSech
usporadani, kterd jsou prijatelna pfi danych vedlejsich podminkach pro splnéni daného tucelu.
Dalsi fazi navrhového procesu je specifikace formy.® Tato faze navrhového procesu je z hlediska
aplikovani analytického postupu snad nejobtiznéjsi. Hledani dokonalé formy konstrukce je nekon-
¢icim rysem konstruovani a nelze doufat v uzavieni analytického postupu a jeho prevedeni do
néjaké rovnosti.? Poté, co je vybrana forma konstrukce a napsan jeji matematicky model, je nutné
provést volbu navrhoviych promeénngch. Soubézné s predchazejicimi fazemi probihéd stanoveni ve-
dlejsich podminek. Na toto misto patfi napriklad pevnostni podminky, podminky maximalni
povolené deformace (tzv. podminka tuhosti), geometrické podminky, apod.

Predchézejici faze je mozné shrnout téz pod oznaceni technickd formulace konstrukcnich cilu
a sestaveni matematického modelu fyzikalné zjednodusené technické ulohy. Poté nasleduje vlastni
optimalizace, kterou lze rozdélit do vice kroki. Nejprve je nutné vybrat vhodnou matematickou
optimalizacni metodu a formalizovat extremdlni ulohu ve vhodném tvaru. Matematickych opti-
malizac¢nich metod je celd fada a vétSinou jen tizka jejich skupina je vhodna k feseni dané tulohy.
Kazda z téchto metod obecné vyzaduje jiny formalizovany tvar extremalni tilohy. Nasleduje ma-
tematicke reseni formalizované extremdlni ulohy. Pro takto ziskané feseni matematické tulohy je
nutno provést technickou interpretaci ziskaného reseni.

1.2 Charakteristika navrhu konstrukce

Navrhovani konstrukce je proces, ptfi némz dochazi k uréeni konfigurace'® (materidlu, formy?!!
a rozméru) konstrukce, na kterou je kladen jisty pozadavek tcelovosti (napfiklad z hlediska ne-
seného zatiZeni) pfi snaze o dosazeni co nejlepsiho vysledku v jistym zptisobem zavedené mite
efektivity. Forma konstrukce popisuje tvar a vzajemné usporadani jednotlivych prvki konstrukce

LCo se rozumi efektivitou systému srvn. II. fazi konstrukéné optimaliza¢niho postupu popsanou na str. 24.

2Co nazyvame pozadavkem tiéelovosti jest popsano nize v této kapitole.

3Timto se rozumi ta &ast konstrukéniho procesu, kdy se provadéji pevnostni a tuhostni vipocty.

4Srvn. napr. [MARES, 2000], [MARES, 2002d], [MARES, 2002b], [MARES and HoLy, 20014/,
[MARES and HoLY, 2001b], [MARES and Hory, 2002].

°Srvn. knihy [BENDSQE, 1995], [HAFTKA and GURDAL, 1992], [GURDAL et al., 1999], [CHERKAEV, 2000] a
[ALLAIRE, 2002].

6Viz nize.

"Topologii se rozumi pocet a umisténi dér, spojitost oblasti a podobné, kdeZto tvarem se mini priibéh hranice
dané oblasti. Rozmérem pak velikost jednotlivych ¢asti konstrukce i konstrukce jako celku.

8 Formou konstrukce se rozumi jeji topologie a tvar. Také v p¥ipadech, kdy se topologie a tvar stivaji predmétem
optimaliza¢niho procesu je tfeba specifikovat zakladni formu — tzv. referenéni oblast. Srvn. fizi ndvrhového procesu
popsanou v oddilu 1.3.4 na str. 25.

9A to ani v piipadech optimalizace topologie a tvaru, o éem# srvn. pozn. 8 a nasledujici ¢asti prace.

OTedy uspordddnd.
HTyaru a topologie.
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(¢ili topologii konstrukee). Rozméry jsou velic¢iny, které definuji velikost jednotlivych konstruké-
nich prvkiu a velikost konstrukce jako celku.

Konstrukce miize byt vylicena jako hmotné téleso, které je déleno na jina télesa a jehoz prvotni
funkci je tyto télesa udrzovat a podporovat pfi pisobeni dynamického a statického zatizeni pfi
soucasném dynamickém a statickém puisobeni téchto téles samych. PoZadavkem splnéni ucelovosti
rozumime pozadavek zabezpecit jak takovouto prvotni funkci konstrukce, tak i jiné funkce, které
jsou od dané konstrukce-zafizeni pozadovany. Tento pozadavek klade na usporadani konstrukce
jista omezeni, kterd jsou obecné kvantitativné zpodobnéna vedlejsi podminkou. Poznamenejme, ze
tak Tecend nejlepsi forma konstrukce neni nutné ta, kterd nejefektivnéji celi vnéjsim zatézujicim
podminkam.'?

V ptipadech, kdy neni omezen vybér formy, musi byt toto omezeni doddno v zavislosti na
difvéjsich zkusenostech. Pokud nejsou ddna omezeni limitujici parametry definujici formu,'3 neni
mozno napsat matematické vztahy a vyjadrit proménné definujici konstrukci. Nasledkem c¢ehoz
je hledani efektivni formy vzdy, alespon z jisté Casti, zaloZeno na metodé pokusu a omylu, kde
neni zaruceno, bylo-li nalezeno absolutni optimum. Jde v podstaté o problém s otevienym zaveé-
rem. Tento pfistup nemtize tedy pro dané zatézujici podminky predpovédét absolutné optimalni
formu, avsak i tehdy, omezime-li nase soustiedéni pouze na jistou tfidu moznosti, dostava vyvoj
optimalni formy relativni smér.

Jako pfiklad mtzeme uvést pripad, kdy tiida forem je omezena prvky pfenasejicimi osové
sily bez uvazovani a pripusténi vzpérného efektu, kde je za optimalni konstrukci povazovana
konstrukce s minimaln{ hmotnosti. Casto je tiida forem omezena nastavenim (uréenim) vétsiny
parametri predem. Zvlasté pro prutové usporadani je obvyklé volit nédvrhovymi proménnymi
prifezové plochy A; jednotlivych prvkia. O takovémto feSeni predem vime, Ze je nedostatecné
vzhledem k zanedbani vzpérného efektu a zptsobu vzajemného spojeni prvki konstrukce.

Takova TeSeni jsou presto vyznamna, protoze poskytuji dolni mez minimalni hmotnosti dané
prutové sité pod danym zatizenim. Jakozto realné konstrukce jsou tato feseni ztidkakdy prakticka.
Takovéto krajni feseni vSak miize zalozit dilezité ramce v konstruovani a miize zamezit dalsimu
zbytecnému sledovani optimalniho feseni.

Poté, co Thomas Alva Edison'* pfezkoumal sto materidlovich kombinaci hledaje vlakno pro
elektrické zarovky, jeho asistent projevil pocit marnosti. Nevidi dosazeni zadného pokroku. Nato
Edison odpovédél: ,,Naopak, dosahli jsme neobycejného pokroku. Zname sto kombinaci, které
nebudou fungovat.“ Edison vlastné fekl, Ze pravdépodobnost tspéchu roste s poctem netspé-
chii. Informace zahrnujici velké mnozstvi nedostate¢nych konstrukénich feseni pripravuje sirokou
zakladnu pro formulaci feseni lepsiho. V souvislosti s konstruovanim jde o zptsob, pii kterém
rozlicné konstrukéni formy, které pii daném zatiZeni zklamaly, poskytuji zakladnu, z které je
vyvijeno zdokonaleni. Naptiklad predpokladejme, Ze si prejeme urceni stihlého prutu s minimal-
nim objemem pfi zatizeni ohybovym momentem. Soustiedime-li nasi pozornost na plny profil,
feknéme kruhového ¢i obdélného priifezu, je patrné, ze témér vsechen material je, co se tyce na-
pjatosti, nedostatecné vyuzit. Pouze materidlové vlakno v maximéalni vzdalenosti od osy ohybu
je napjato na své maximalni moznosti. Z ¢ehoz lze vyvodit, Ze uziti prvki s dutym prirezem,
kde je vétsina neuzitecného materidlu odstranéna, pfinasi zdokonaleni. Dlouhy nosnik dané sirky
a hloubky (kiidlo letadla) poskytuje zajimavou ilustraci zminéného procesu. Nésledkem pevné
dané délky a Sitky méa praveé duty tvar nedostatky, jelikoz za jistych podminek se povrch stlaceny
tlakem okolo ktidla proudiciho vzduchu bude celkové ohybat pod zatizenim znac¢né mensim, nezli
je zatizeni odpovidajici pivodni uvazované unosnosti. Zde opét nepfimérenost typu formy po-
skytne voditko k efektivnéjsimu feseni. Stlacovany povrch mtze byt vyztuzen uzitim pfipojenych
i nedilnych (integralnich) prvka & Zebrového nosného jadra. Uzitim takového vyztuZeni muze

128rvn. ustaveni terminu nejlepsi na str. 24.

BMluvime-li zde o formé&, méme na mysli nejen jistou topologii, ale v pifpadné optimalizace topologie také
referenc¢ni oblast.

4Thomas Alva Edison *11.1I. 1847, Milan, Ohio — 118. X. 1931, West Orange, New Jersey.
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byt forma optimalizovana tak, Zze k ohybani dojde v zatizeni vyssi irovné a forma bude efektiv-
né€jsi nezli v pripadé uziti ¢isté dutého profilu. Coz vyplynulo objevenim nedostatki primitivnéjsi
formy. Diilezité je, ze se dochazi k efektivni formé z forem zalozenych na predeslych alternativach
a ne odvozenim jako takovym pouze ze zretele k zatézovacim podminkdm a mife efektivity. Tim
dochéazime k zavéru, ze konstruovani metodou pokusu a omylu nelze zcela zavrhnout. Je vSak
tfeba vhodné kombinovat matematickou dovednost, analytické a syntetické moznosti s evoluc¢ni
zkugenosti.!?

Vétsinou je tedy nutno uznat nedostatek jistoty ohledné formy (tj. tvaru a topologie) kon-
strukce. V otazce rozmeéru je vSak jistota vétsi. Jak shora naznaceno, bylo v poslednich letech
dosazeno nadéjnych vysledki, které pripoustéji optimistické vyhlidky také do krajin optimalizace
formy konstrukce a optimalizace materidlu konstrukce.

Teorie optimalniho navrhu konstrukce se az do sedmdesatych let dvacatého stoleti soustie-
duje vyhradné na rozhodovani o optimalnim rozméru pro rtzné druhy forem pii daném zatiZeni
a pro zjisténi tendenci z té€chto vyzkumt plynoucich. Pres zna¢ny pokrok, jehoz bylo v poslednim
dvacetileti dvacatého stoleti v této problematice dosazeno, je v konstrukéni praxi stale bézny
postup zalozeny na opakovani volby formy bez jistoty, ze vysledek je optimélni. Optimalizaci
topologie, tvaru a materialu se rozumi zpiisob nalezeni optiméalni topologie a tvaru — tedy formy
— konstrukce v zavislosti na vnéjsich podminkach, pozadavku tcelovosti a zvoleném méritku
kvality. Jde o zptisob vyuziti mechaniky kompozitnich materiali pro modelovani neurcité formy
konstrukce. Zajimavym zavérem velkého mnozstvi tloh na optimalizaci tvaru a topologie kon-
strukce, k jejichz feSeni je uzito této metody, je indikace konstrukci rdmového typu (navrzenych
z homogennich a izotropnich materiali) a tenkosténnych konstrukei laminatového charakteru ja-
kozto konstrukei optimalni formy.'® Tyto zavéry a myslenky se staly inspiraci k hlavnimu tématu
této prace: Navrh tenkosténnych laminatovych konstrukei (deska, trubka). Tento navrh bude zé-
mérné omezen pouze na jeden konstrukéni cil (maximalizace tuhosti) pfi uvazovani pouze jednoho
vlivu (orientace hlavnich sméri jednotlivych ortotropnich vrstev).

1.3 Metodologicky postup konstrukéni optimalizace

Nyni opustme tyto obecné otdzky a zaméime nasi pozornost na formulaci obecného postupu,
jimz se vytvaii navrh konstrukce v ptipadé vyuziti optimaliza¢nich metod. V dalsim popiseme
metodologicky postup optimalizacniho konstruovani ve formé systematické krokové procedury
rozdélené do osmi fazi.

1.3.1 Technicka formulace konstrukcénich cili, I.-IV. faze metodologického po-
stupu konstrukéni optimalizace

Na pocatku navrhu se konstruktér seznamuje s danym konstrukénim problémem, s cili, jichz
mé byti dosazeno, k ¢emu bude dané zafizeni slouzit a kdo s nim bude nakladat.

Nejdiive konstruktér prohleda svou knihovnu, knihovnu svych pratel a samoziejmé nejblizsi
knihovny-instituce ve mésté a na sviij stil snese vie, co se do jisté miry vztahuje k jeho tikolu.!”
Nyni konstruktér ocekava nekolik moznosti.

1. Konstrukéni tloha je takového charakteru, ktery byl v literatufe podrobné probran a pro
ktery bylo nalezeno dostatecné obecné a primérené reseni. Tento stav je naSemu pracovniku

5 Evolu¢ni zkusenosti se rozumi znalosti ziskané (zacasté metodou pokusného hledan{) nagimi predchtidci.

16[ALLAIRE, 2002], [ALLAIRE et al., 1997], [CHERKAEV, 2000], [BENDSOE, 1995],
[BENDSOE and KIKUCHI, 1988], [BENDSOE, 1989], [SIGMUND, 1996].

ITA oviem pouzije také svétové pocitacové sité Internet a co nalezne, uloZi na vyhrazeném misté disktt svého
pocitace.
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jisté pifjemny. Je vsak velice nebezpeény pro lidsky pokrok. Clovék je ve velikém pokuseni
prijmout dany stav a dale ho nerozvijet.

2. Literatura nabizi feSeni problémt piibuznych, avsak ne totoznych. Také ptfijemny stav. Lze
se inspirovat. Na druhou stranu neni nutno se obavat vytek prehnané originality.

3. Jsou takové podminky, které vylouci vybér jakéhokoli dostupného feseni. Zde mé konstruk-
tér nejvetsi volnost a svobodu. Je to vSak pripad nejpracnéjsi a nejzodpovednéjsi.

Shrneme-li pfedchazejici body, dospivame k nazoru, ze konstruovani je vzdy pfijemna a za-
bavna udalost.

Af vsak nastane libovolnd shora popsand situace, konstruktér, ktery chce postupovat dle
pravidel konstrukéni optimalizace, se nevyhne nésledujicim jednotlivym fazim optimaliza¢niho
navrhového postupu. Zduraznéme, ze nasledujici faze navrhu konstrukce, shrnuté pod spolecné
oznaceni Technickd formulace konstrukcénich cilu, jsou chapany jako samostatné a odlisné kroky,
ackoli se bézné prekryvaji. V nékterych situacich, napriklad v pripadé uvazovani odporu vzduchu,
nemuze byt poznani vnéjsich podminek dokonceno, dokud neni specifikovana konstrukéni forma.

Kroky metodologického postupu konstrukéni optimalizace doprovodime v jednotlivych fazich ukézkou na
jednoduchém ilustra¢nim piikladé. Tento ptiklad je vzdy na pFislusném misté zarazen do textu pismem o velikosti
poznamky pod carou.

Predstavme si, Ze mame za kol navrhnout takovou ramovou konstrukci, kterd bude miti minimalni hmotnost
a pii tom neporusi podminku tnosnosti danou meznim stavem dle teorie plasticity. Tato ramova konstrukce ma
spliiovat zakladni rozmeérové pozadavky, patrné z obrazku 1.1, a jednotlivé vnitini prvky maji se stykat pouze v

naznacenych mistech. Jinak zistava pocet, umisténi, tvar prirezu a rozmér prifezu jednotlivych prvki neurcen
a je na nas, abychom stanovili takové, které budou vyhovovat danému pozadavku. Tém budeme fikat optimdini.

C

B2 B4 B6 B8
b=c
B1 B3 B5
a=3c B
vl

Obrazek 1.1: Zakladni forma referenc¢ni oblasti

Predepsana konstrukce je zatizena v pravém dolnim rohu silou F. V této tloze jde pfedevsim o uréeni zptl-
sobu propojeni piedepsanych stykovych bodi jednotlivymi prvky, tedy o jejich poéet a polohu.'® Mimo to se
jedna o urceni tvaru a velikosti jednotlivych priufezti. Tvar a velikost prufez bude dan velikosti prifezovych
charakteristik.!?

1.3.2 Poznéani vnéjsich podminek — faze 1.

Pocatecni fazi kazdého navrhu je faze poznavaci, ktera zahrnuje poznavani vnéjsich podminek
a faktord ucelovosti. Vnéjsimi podminkami rozumime podminky, za nichz bude dana konstrukce
existovat a za nichz bude slouzit svému ucelu. Faktorem tucelovosti se rozumi Cinitelé, dle kte-
rych se da hodnotit, zdali dana konstrukce dokaze ¢i nedokaze slouzit svému tcelu — pozadavku
ucelovosti.

18Jde tedy vedle optimalizace tvaru a rozméru jednotlivich prvki zejména o optimalizaci topologie celé kon-
strukce.
19Grvn. [MARES, 1999
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Resenim této faze navrhu je soubor pozadavki kladenych na dany systém?® a soubor para-

metri popisujicich vnéjsi podminky. O tomto souboru hovoiime jako o systémovém prostreds,
nékdy také vnéjsim nebo ndvrhovém prostredi a oznacujeme ho jako mnozinu veli¢in P,. Ciselné
(kvantitativni) vyjadfeni vnéjsich podminek nazyvame faktory vnéjsich podminek.

V nasem piikladu miZzeme systémové (vnéjsi) prostiedi dané konstrukce vyjadfit jako mnozinu

]Ps:{avbvc:F7B17B27"'7B8}:

kde
B, = (Bi,, Bi,), (i=1,2,...,8).

Pozadavkem tcelovosti je, jak plyne ze zadani, zabezpecit nosnost konstrukce pro danou silu F'.

1.3.3 Stanoveni kritérii urceni optima — faze II.

V této fazi ndvrhu hleddme ¢initele, dle kterych 1ze hodnotit jakost konstrukce, jeji kvalitu (efekti-
vitu systému). Dosahne-li tento cinitel jakosti konstrukce svého extrému, fikame, Ze jsme dosahli
optimdlniho stavu.

V konstruovani oznacuje termin optimum dosazeni absolutniho maxima (¢ minima) jedné
nebo vice méfitelnych veli¢in (¢ vlastnosti). Jezto ustaveni faktori-Ciniteld jakosti, o jejichz
extremalizovani usilujeme, zahrnuje subjektivni hodnotové ocenéni, musi byt optimalni stav po-
vazovan za néco, co existuje pouze v pohledu pozorovatele a ne jako vnitini znak daného po-
zadavku ucelovosti.?! Ten je v navrhovém procesu zohlednén vedlej$imi podminkami, o nichz
budeme hovotit pozdéji.

Pojem nejlepsi se Casto uziva jako synonymum k pojmu optimalni. V téchto pojmech je vsak
jemnéa odlisnost. Optimum budi pfedstavu absolutniho stavu, kdezto nejlepsi zahrnuje srovnani
poskytujici stav lepsi nezli jisté jiné moznosti. Uroven nai, tim se rozumi lidské jako druhu,
dovednosti ndm vnucuje omezeni, kterda nam nedovoluji takovéto optimum poznat, a pro ktera
optimum jako pojem musime vylozit jako stav relativné nejlepsi z jisté tiidy moznosti. Pak ovSsem
pojmy optimum a nejlepsi splyvaji. V této souvislosti také budeme pojem optimum uzivat v
tomto textu.

Dle toho také vytvofime pro optimum definici: Optimadlni usporadani konstrukee (to jest jeji
forma a rozméry) je takové usporadani, které je dle jistym zptisobem zavedeného hlediska nejlepsi
z tFidy moznosti, které jsou prijatelné pti danych vedlejsich podminkach.

Cim je zaloZena pfijatelnost, bude uvazeno ve fazi étvrté, oznacené jako stanoveni vedlejsich
podminek, a ackoliv podminka zarucujici tuto pfijatelnost omezi pocet kandidat na titul nej-
lepst, neovlivni zakladnu, na které budou zbyli kandidati porovnavani k udéleni titulu optimdins.
Zékladnu pro toto porovnavani (i fazeni) nazyvame kritérium.?? Kritérium definuje miru kva-
lity,?® a tim ndm dava schopnost rozhodnout se mezi dvéma réiznymi navrhovymi uspofddanimi
(mezi dvéma kandidaty).

Casto si vSak vyjadfeni kritérii odporuje. Napiiklad pfani minimalni hmotnosti a zarovei
minimalni ceny si mohou odporovat.?* Proces uzavirani kompromisu mezi dvéma ¢ vice odpo-
rujicimi si pozadavky nuti k dohodé. Napftiklad porovnani hmotnosti a ceny muze byt vyjadieno
nasledovné: Hmotnost by méla byt minimalni, ale nemélo by byt vynalozeno vice nezli 100 korun
na kazdy uspofeny kilogram.

20Tento soubor je ¢astéji zminénym pozadavkem téelovosti.

21T jest pozadavku, aby dand konstrukce splitovala téel, ke kterému je urdena.

228hora jsme tomuto kritériu fikali také faktor nebo &initel.

ZNerozumi se tim kvalita ve smyslu univerzalnim, jak ji definuje pan Pirsig ve své knize [PIRSIG, 1979], ale
naopak kvalita Cisté subjektivni, kterou je mozno hodnotit praveé na zékladé konstruktérem zvoleného kritéria.

247de a v takovychto pifpadech se rozevira prostor pro pouziti matematickjch teorii zvanjch teorie her a
vicekriteridlni optimalizace. Srvn. [MANAS, 1991], [VINCENT and GRANTHAM, 1981].
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Meéjme kritérium ¢i ptislusnou dohodu vyjadienu analyticky ve formé funkce zavislé na uspo-
radani konstrukce. Uspotadani je specifikovano konkrétni ¢iselnou hodnotou nize volenych pa-
rametri, kterym se 1ika ndvrhové proménné. Tyto navrhové proménné zapisujeme souhrnnym
oznacenim jako sloupcovy vektor x . Takové usporadani, které tuto funkci ucini, pti splnéni jis-
tych (navrhovych) podminek, extrémem, nazyvame optimélni. Tato funkce, existuje-li, je zvana
funkei cilovou, nékdy téz kriteridlni (zde ji zna¢me f(zy)). V aplikaci na konstruovani je cilo-
vou funkci bézné hmotnost, cena ¢i jejich kombinace. Velice ¢asto se jako kritérium voli tuhost
konstrukce, maximéalni hodnota miniméalni vlastni frekvence ¢i maximalni odolnost proti ztraté
stability. Je vSsak mozno volit jakykoli tvar a kvalitu cilové funkce z nekone¢ného poc¢tu moznosti
v zavislosti na pozadavcich pfijemce navrhu a napaditosti konstruktéra. To vse jiz konec¢né bylo
svrchu naznaceno.

Stanoveni kritérii je obvykle vysledkem vyhodnoceni pozadavku a cili kladenych na dany
systém. Konstruktér musi pii zalozeni kritérii projevit svou napaditost. Vedle hlavnich krité-
rii, kterd se projevuji v cilové funkci, jsou dalsi, tentokrat kvalitativni kritéria, ktera, tfebaze
nejsou vyjadiena analyticky, budou ovliviiovat nasledné faze navrhu a zejména specifikaci formy.
Jedna se o hlediska, o jejichz maximalizaci usilujeme. Piikladem mtze byt estetika, ¢i vyrobni
proveditelnost konstrukce.

Na tomto misté si mizeme Fici, Ze mirou kvality v nasem prikladu zvolime hmotnost. Jeji analytické vyjadieni
vSak provedeme az po té, co bude specifikovana forma konstrukce a zvoleny néavrhové proménné.

1.3.4 Specifikace formy a volba navrhovych proménnych — faze III.

V prvni fazi navrhu jsme poznali vnéjsi podminky, tedy podminky, za nichz bude dané kon-
strukce existovat a slouzit svému ucelu, a faktory ucelovosti, které vypovidaji o funkénosti kon-
strukce. V druhé fazi jsme nalezli ¢initele, dle kterjch hodlame hodnotit jakost konstrukce, jeji
kvalitu.

Predchozi faze se mohou zdat samoziejmé a ne nutné nedilnou ¢asti systematického pristupu v
konstruovani. Nicméné nasledujici faze konstruovani jsou velmi zavislé na ziejmosti a podrobném
poznani okolnosti v téchto fazich diskutovanych. Vse, co jsme dosud poznali, vnucuje jista omezeni
na tvar struktury.

Faze navrhového procesu zahrnujici specifikaci formy je z hlediska aplikovani analytického
postupu snad nejobtiznéjsi. Hledani dokonalé formy je nekoncicim rysem konstruovani a pres
jiz dosazené znacné pokroky nelze doufat v uzavieni analytického postupu a jeho pfevedeni do
néjakého matematického vztahu. Je pravdou, Ze existuji metody optimalizace formy. Kazdy vsak
jisté uveii, ¢i se presvédéi v citovanych knihdch,? Ze je nutné alesponi rdmcové formu hledané
konstrukce volit. Specifikace formy — v pfipadé optimalizace topologie a tvaru alespon ramcova
a Teknéme kvalitativni — ma svou vyznamnou dilezitost i tim, ze implikuje predpoklady, na
nichZ je zaloZena analjza daného problému.?8 Na zavérech této analyzy potom zavisi cely pritbéh
optimalizace.

K syntetizaci (zkombinovani) formy?’ vyuZije konstruktér schopnost piedpovédét chovani
rozliénych typi forem pii daném zatézovém stavu a své predchazejici zkuSenosti s podobnym
navrhovym problémem.

Vybér alternativnich, v ivahu ptichézejicich forem by mél byt zalozen pfedevsim na logickém
vyhodnocovani povahy vnéjsich podminek a kritérii. Je-li kritériem zejména cena, bude jisté forma
podporujici minimalni pocet ¢lent navic snadno vyrobitelnych oznacena za vhodnou, kdezto je-li
kritériem hmotnost, mize byt za vhodny povazovan opak. Zde je, jak jiz bylo shora feceno, vse

25Srvn. napi. souhrnné prace [ALLAIRE, 2002], [BENDS@E, 1995] ¢i [CHERKAEV, 2000].

26 Jde napiiklad o pfijeti predpokladii o napjatosti — rovinna & prostorova — apod.

2T At jiz definitivni formy konstrukce (bez uvazovani optimalizace topologie a tvaru) ¢&i referenéni formy kon-
strukce (pfi uvazovéani optimalizace topologie a tvaru).
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v rukach c¢loveéka a v zavislosti na jeho posetilych pranich. Za zminku opét stoji existence metod
feSicich ulohu vicekriteridini optimalizace.

Po uvazeni shora fecenych c¢initelit mtize byt nékolik alternativnich, tedy v iivahu ptichéazeji-
cich, forem?® kvalitativnim odhadem nerozeznatelnych. V téchto piipadech by kazda forma méla
byt optimalizovana a vysledky srovnany kvantitativné. Opét poznavame, ze takovyto postup
muze zajistit pouze voditko k urceni nejlepsiho feseni a nikoliv feSeni naprosté.

Poté, co doslo k specifikaci formy,?? dochézi k volbé proménnych tak, aby popisovaly rozméry
jednotlivych prvki, jejich vzajemnou orientaci a materidlové charakteristiky. Definuji se tti typy
navrhovych proménnych oznacené jako soubory proménnych z,., x; a x,, a nazyvané postupné
jako rozmérove promennée, tvarové proménné a materidalové proménné. Tyto ndavrhove promenné
pak souhrnné znacime sloupcovym vektorem

T
TNy = x; c E™. (11)
z,

Rozmérové proménné definuji jednotlivé rozméry specifikované formy, napiiklad tloustky,
§itky a délky rovinnych prvki, poloméry kiivosti skofepin, vzdéalenost mezi vyztuhami u vy-
ztuzenych desek. Tvarové proménné definuji prostorové usporadani systému prvki v terminech
jako pocet a umisténi uzll sité rdmové konstrukce, hly mezi ¢leny prutové konstrukce apod.
Zde jde ve zna¢né mife o proménné vztahujici se k optimalizaci formy (topologie a tvaru), kde
ptvodné specifikovana forma ponechava navrhu urcitou volnost. Materidlové proménné definuji
mechanické vlastnosti pristupnych materiali. Sem patii napriklad modul pruznosti, mez kluzu,
hustota ¢i charakteristiky definujici kompozitni material. Zde se opét otevira moznost optimali-
zace topologie. Clen s nulovym tenzorem pruZnosti je ¢len, ktery z hlediska konstrukce neexistuje,
vypadava a méni tim topologii konstrukce. Tento pristup ve spojeni s metodou konec¢nych prvki
otevira Siroké pole, které je postupné tspésné vyplnovano a které zaroven prinasi zajimavé pro-
blémy nejen pro moderni konstruktéry, ale zejména pro aplikované matematiky.?® BudiZ pozna-
menano, ze kazdy prvek konstrukce (nazyvany prvek, element ¢i subsystém) bude mit odlisnou
dvojici soubord proménnych x, a X,,, ale pro celou konstrukéni formu (nazyvanou systém) bude
pouze jeden spoleény soubor proménnych x;.

V nasi tloze zndzornéné a dané obr. 1.1 na str. 23 je forma ramcové specifikovana samotnym zadanim. Tedy
rozméry a, b, zpusobem ulozeni, ptisobenim sily a uzlovymi body. V realném ptipadé by zfejmé rozhodnuti o
umisténi uzlovych bodl a zptsobu ulozeni celé konstrukce nélezelo konstruktéru. Uvazujme prvky konstrukce
mezi vSemi uzlovymi body, jak je naznaceno na obr. 1.2, vSak jen tehdy, nerekryvaji-li se jednotlivé prvky. Pokud
se prekryvaji, potom spojime pouze nejblizsi uzlové body, ¢imz tomuto piekryvani predejdeme.

Pfi netcelnosti jistého prvku lze ocekavat jeho vynulovani — tedy vynulovani jeho prafezovych charakteristik.
Rozméry a tvar jednotlivych prvki budte dany prifezovymi charakteristikami A% l, které maji vyznam velikosti
plochy pripadajici na plastizaci od tahového-tlakového namahani a prifezovymi charakteristikami W7 ! predsta-
vujicimi ohybové plastické moduly priufezt jednotlivych prvkid konstrukce, ktery zbyva po odmysleni stfedni ¢asti
priifezu pripadajici na A? ! Vektor navrhovych proménnych se v naSem pfipadé redukuje na proménné jistym
zplsobem rozmeérové.

1.3.5 Stanoveni vedlejsich podminek — faze IV.

Uvazujeme-li ndvrhové proménné v tloze vystupujici jako osy n-dimensionalniho nadprostoru,
potom kazdy bod v tomto takzvaném navrhovém prostoru predstavuje v ivahu pfichazejici navrh.

280pét ve smyslu poznidmky 27.

29A to at zptisobem intuitivnim, & optimalizaci topologie a tvaru.

30Napiiklad otazky nekonvexnmosti a s ni spojené relaxace a  kvazikonvexifikace.  Srvn.
napr. [BALL et al., 1999], [BELLIDO and PEDREGAL, 2002], [BoussELSAL and BRIGHI, 1997],
[CHERKAEV, 2000], [CIORANESCU and PAULIN, 1999], [DACOROGNA, 1982], [DACOROGNA, 1989),
[DVORAK and HASLINGER, 1998], [PEDREGAL, 1999], [PEDREGAL, 2000], [PEDREGAL, 2001], [ROUBICEK, 1997],
[SANCHEZ-PALENCIA and ZAoul, 1985], [SVERAK, 1992].
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VF

Obrézek 1.2: Zékladni forma referenc¢ni oblasti s naznac¢enim moznych prvkt

Otazka, ktery z dvou bodia predstavuje lepsi navrh, miize byt zodpovézena dosazenim prislus-
nych souradnic do cilové funkce a porovnanim jejich hodnot. Toto porovnani méa vsak smysl
pouze tehdy, predstavuji-li body navrh pfijatelny. Navrhovy bod je pfijatelnym, pokud pii da-
nych vnéjsich podminkéch nenastane néktery ze zakladnich meznich stavi, napf. dosazeni meze
kluzu, poruseni vzpérné pevnosti ¢i lom a zaroven prislusny systém proménnych neporusi jistym
zpusobem ustavené limity, jakymi jsou napiiklad minimalni pozadovana tloustka desky, maxi-
malni pripustnd tloustka nosniku, minimélni pozadovany primér trubky nebo minimalni tuhost
konstrukce ¢i zddanéd nejnizsi mez pro vlastni frekvenci.

Podminku, aby prijatelné navrhové body odpovidaly konfiguraci konstrukce, pro kterou nena-
stane zadny z meznich stavil, nazyvame pevnostni podminka. Tato podminka je urc¢ena soustavou
nerovnic, které vyjadiuji, ze aktualni napéti v zadném ze subsystémuti nesmi piekrocit napéti, pti
némz dojde k poskozeni konstrukce, pripadné ze tuhost neklesne pod minimalni pozadovanou
mez. Dand pevnostni podminka je obecné funkci rozméra prvkt konstrukce, materidlovych pro-
ménnych, tvarovych proménnych a vnéjsich podminek. Za vedlejsi podminky je nutno povazovat
také vztahy popisujici chovani konstrukce, jako jsou rovnice rovnovahy, deformacni podminky a
konstitutivni vztahy. O tom vsSak vice v néasledujici fazi.

Vedlejsi podminky mtizeme obecné zapsat ve tvaru

g,(xn) <0, (¢=1,2,... k), (1.2)

he(xy) =0, (t=1,2,...,K). (1.3)

V naSem ptikladé v pfipadé uvazovani pevnostni podminky bude mit jedna z rovnic (1.2) konkrétni tvar
lo(xn)| < op.

Omezeni, aby prijatelné navrhové body neobsahovaly souradnice, které porusuji zvolené hod-
notové limity proménnych, je vyjadieno geometrickymi (nékdy jsou také zvany pfirozenymi)
vedlej§imi podminkami. Obecné jde o podminky tvaru (1.2), které jsou pfirozenym zptisobem
psany jako

bl < X < bu, (14)

kde x, predstavuje vektor téch proménnych, jejichz zadana hodnota je omezena dolni b; a horni
b, mezi. Je-li pro dané systémové proménné b, = 0 a b, = oo, potom jsou tyto proménné v
geometrickém pohledu neohranic¢ené a dle toho jsou zvany jako volné proménné.

V naSem piikladu méjme geometrické vedlejsi podminky

pl l
A < AP

max)

Wipl S Wpl

max?
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kde AP! a WP

max max

reprezentuje zvolené maximalni hodnoty pfislusnych pritfezovych charakteristik.

Na rozdil od geometrickych vedlejsich podminek, které jsou voleny, jsou pevnostni vedlejsi
podminky a stavové rovnice dany povahou ptisobeni vnéjsiho prostiedi na specifikovanou formu.
Zakladni tlohou této faze tudiz je detailni poznani meznich stavi ¢i jinak uvazovanych omezent,
analytického popisu chovani konstrukce a jejich matematické vyjadieni. Uplnost tohoto poznani
zavisi na dokonalosti analyzy konstrukce.

1.3.6 Sestaveni matematického modelu fyzikalné zjednodusené technické tlohy

— faze V.

Tato faze navrhu je vynata z predeslé ¢tverice z divodu odlisného pojeti a pristupu. Ve skutecnosti
vSak probiha s nimi soucasné.

Nejprve je tieba uvédomit si rozdil mezi analyzou (rozborem) a syntézou (sloucenim).
Tento rozdil je zalozen na rozdilu v hledisku a cili pfi pouziti spoleénych soustav védomosti.
Analyza predstavuje schopnost predpovédét chovani fyzikalniho systému zpracovanim matema-
tického modelu, ktery abstraktné kopiruje chovani idealizovaného realného systému. Syntéza dava
moznost manipulovat s hledisky, ktera ovliviiuji odezvu systému tak, ze je-li dana zpiisobilost
predpovédi chovani systému, predpovi ty systémy, které projevuji pozadované chovani.

V pribéhu analyzy a syntézy vychazi najevo, ze proménnych v tloze vystupujicich je vice
nezli jen nami zvolené navrhové proménné xy. Ty proménné, které se v tloze vyskytly mimo
vuli konstruktéra, zafadme do spole¢né skupiny tzv. analytickych proménnich a sestavme je do
vektoru analytickych proménnych 4. Analytickymi jsme je nazvali z toho divodu, ze v drtivé
vétsiné pripadi jde o veliCiny, jejichZz hodnota je pro konstruktéra zajimava a v pripadé klasic-
kého postupu navrhu konstrukce tyto veli¢iny ziskava na zakladé analytického rozboru navrzené
konstrukce. Jde vétsinou o fyzikalni veli¢iny majici charakter slozek tenzoru napéti ¢i deformaci,
zmény tvaru, vlastni frekvence, atd. atp. Jak uvidime pozdéji, v pritbéhu optimaliza¢niho procesu
dochézi k vyhodnoceni také téchto analytickych proménnych. Z tohoto diivodu se nékdy hovofti
o soubézné analyze a optimalizacnim navrhu. Spolu s vektorem navrhovych proménnych x5 pak
vektor analytickych proménnych tvofi vektor proménnych tlohy

T = ( 2 ) c EP. (1.5)

Jelikoz feSeni majicich pozadované chovani je vice, musi byt syntéza zalozena na zavedené
mife efektivnosti (kvality), dle niz mize byt mnohonésobny systém feseni tfidén. Zminénou miru
efektivnosti-kvality jsme jiz definovali na strané 24 ve fazi nazvané Stanoveni kritérii urcent
optima. Zde ji na zakladé analytického rozboru zjednoduseného modelu daného problému (s
vyuzitim znamych a ovéfenych fyzikalnich hypotéz) vyjadiime v konecné formé matematického
vyrazu

f=r=) (1.6)

Podobné a na stejném zakladé matematicky korektné vyjadiime vedlejsi podminky (predbézné

formulované na strané 26 ve fazi nazvané Stanoveni vedlejsich podminek) v kompaktnim tvaru

g(@) <0,  ((=1,2,....k), (1.7)
h(z) =0, ((=1,2,... K). (1.8)

V piipadé ilustra¢ni dlohy méame cilovou funkci ve tvaru3!

FAYWEY = (AV L + o W' Ly),

i=1

31Srvn. [MARES, 1999).
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kde «; jsou jistym zptisobem volené parametry a L; predstavuje délky jednotlivych prutt a vedlejsi podminku ve
tvaru

Az < b,

kde vyznam jednotlivich symbolii neni na tomto misté dilezity.>3?

1.3.7 Vlastni optimalizace

Tato faze obsahuje rozfeSeni matematické formulace dané tlohy zapsané vztahy (1.6), (6.8) a
(6.7). Rikdme, %e pro znadmé prostiedi a specifikovanou formu konstrukce bude mit navrhovy
vektor & optimalni nastaveni &, pokud (v pfipadé hledani maxima)

f(&) = max f(z), (1.9)

TP

kde mnozina @ je mnozina vSech pripustnych navrhovych bodi, tedy mnozina vsech x, ktera
vyhovuji nasim shora formulovanym vedlejsim podminkam

gi(z) <0, (t=1,2,...,k), (1.10)

h(z) =0, ((=1,2,... K). (1.11)

Tuto tlohu je mozné zapsat také jinymi zptsoby; napft.

z = arg max f(z), po={x € E?|gix) <0, hi(x) =0V k}. (1.12)
zEP

Termin optimalizace oznac¢uje rozliéné matematické metody, které minimalizuji (resp. maxi-
malizuji) cilovou funkci (1.9) pfi dodrzeni vedlejsich podminek (1.10) a (1.11). Téchto metod je
cela fada a jejich teorii se zaobira obsahla matematicka disciplina, které se fika matematickad teorie
optimdlnich procesi,® zkrdcené matematickd optimalizace a jejiz soucasti jsou vedle teoreticky
formulovanych obecnych principt také jednotlivé matematické optimalizacni metody.

1.3.8 Vybér vhodné matematické optimalizacni metody a formalizace extre-
malni tlohy — faze VL.

Shora zminénych matematickych optimalizacnich metod je, jak jiz feceno, celd fada a lisi
se od sebe mnoha zptsoby. Kazda optimalizacni metoda vyzaduje svym urcitym zptisobem for-
malizovanou extremdlni lohu popsanou v obecném tvaru vztahy (1.9), (1.10) a (1.11). Kazdou
ulohu vsak nelze formalizovat libovolnym zpisobem. Napiiklad metoda zvana linedrni programo-
vani vyzaduje, aby vSechny vyrazy v problému vystupujici byly linearni. Toho jisté nelze vzdy
dosdhnout. A naopak ne kazdy je schopen pouzit libovolnou optimaliza¢ni metodu. Konstruk-
tér miize pouzit pouze tu metodu, ke které ma dostatecné matematické a programové zazemi a
ktera k feseni vyzaduje takové mnozstvi ¢asu a namahy, aby feseni problému zvolenou metodou
bylo pfinosné. Zde se opét naskyta prostor pro intuici navrhare. Musi vybrat metodu, jejihoz
formalizovaného tvaru lze dosahnout, poskytujici dostatecné presné vysledky v pripustném case.
Ziskani schopnosti vybrat vhodnou optimaliza¢ni metodu vyzaduje vedle vrozené intuice zejména
dikladné a léta trvajici studium matematické optimalizace.

Pro nas ilustra¢ni piipad se okamzité nabizi formulace ve tvaru tlohy linedrniho programovéani.

32 Jest podén v [MARES, 1999).

33Srvn.  naptf. [ALEXEJEV et al., 1991], [GALLAGHER and ZIENKIEWICZ, 1973], [GURDAL et al., 1999],
HAFTKA and GURDAL, 1992],  [HAVRDA, 1972],  [LAVRENTJEV and LUSTERNIK, 1952],  [MANAS, 1979],
]

]

MARES and HoLY, 2001d],  [MARES et al., 2001], [MARES, 2002a], [MARES, 2002d], [MARES, 2002¢|,

[
[MaNas, 1991], [MARES, 1999], [MARES and HoLY, 2000], [MARES and HoLY, 2001¢],
[
[MCMILLAN, 1975], [PETERSON et al., 1967], [SPUNT, 1971], [VINCENT and GRANTHAM, 1981], [WILDE, 1978].



1.3.9 Matematické feseni formalizované extreméalni tlohy — faze VII.

V této fazi navrhu dochézi k matematickému zpracovani shora formalizované optimalizac¢ni
ulohy. Postup tohoto zpracovani ve zna¢né mite zavisi na tvaru formalizované tlohy a na zvolené
metodé feseni této tlohy. Problematice vhodné formalizace tilohy a jejimu naslednému feseni pro
pripad laminatovych kompozitt je zasvécena znacné ¢ast predkladaného elaboratu.

Obrazek 1.3: ReSeni s naznacenim prvki

K rozteseni shora formalizované tlohy lze pouZit procedury programu MATLAB. Pro pfedstaveny ptiklad se
ukazuje, ze dle uvazovanych kritérii je nejvyhodnéjsi konstrukei konstrukce staticky urc¢ita dle obr. 1.3, kde oba
¢leny jsou namahany toliko osovymi silami.3*

1.3.10 Technicka interpretace ziskaného feseni — faze VIII.

Je ziejmé, ze vysledné feseni optimalizacni tlohy je tieba pfelozit do jazyku techniki a
pripadné upravit pro praktické pouziti. Snahou optimalizatéra je tuto posledni fazi redukovat
na minimum. Naopak snahou konstruktéra je vybirat jednotlivé dily z normalizovanych prvki,
mit hladké tvary hrani¢nich kiivek apod. To vSe je vSak mozné po jistém Ttsili zahrnout do
vlastniho optimaliza¢niho navrhového postupu.

V pfedstaveném piikladé je technické feseni ziejmé. Vybereme takovy normalizovany prifez, ktery se nejvice
blizi vypoc¢tenym charakteristikdAm a provedeme kontrolu navrzené konstrukce tak, aby vysledny navrh byl pro-
veden dle pifslusné normy.3® Jest patrno, Ze tento piiklad vyustil v ndvrh topologie piislusné konstrukce namisto

v navrh rozméri, které jsou navrhovany dle zminéné normy, tak aby se pfislusné charakteristiky ze shora blizily
tém, které jsou vystupem prislusné procedury.

34Srvn. [MARES, 1999], [JAMROZ and MARES, 2003], [JAMROZ and MARES, 2003],
35CSN 73 1401.



Kapitola 2

Zaklady matematické teorie optimalizace

2.1 Uvod do matematické teorie optimalnich procest

Matematicka teorie optimalnich procest se zabyva teoretickymi i praktickymi otdzkami spoje-
nymi s feSenim optimalizac¢nich tloh. Optimalizacni tilohou se rozumi tloha nalézt bod, v némz
jisty funkcional ¢i funkce nabyva svého extrému.

Optimalizacni tlohy rozdélujeme dle charakteru neznamych veli¢in na dvé zakladni skupiny.
Na tlohy parametrické optimalizace a na tulohy optimalizace funkcni.

V piipadé tloh parametrické optimalizace jde o tlohy o nalezeni bodu (hodnot jistého navr-
hového vektoru) &, v némz dana funkce f(x) dosahuje svého extrému (maxima ¢ minima) pii
splnéni jistych podminek, které jsou predepsany ve formé soustavy rovnic a nerovnic. Tuto tlohu
Ize zapsat ve tvaru

2 = argmax f(z),
P={zeE,|gx) <0(l=12,... L), h =0(k=1,2,...,K)},

coz ¢teme jako: Najdi bod &, v némz funkce f(x) redlnych proménnych x dosahuje nejvétsi
hodnoty (svého maxima) mezi véemi body (vektory) z, které vyhovuji soustavé L nerovnosti
g1(x) <0,92(x) <0,...,9.(x) <0 asoustavé K rovnosti hi(z) =0, ho(x) =0,..., hx(x) =0.

Ulohou funkéni optimalizace nazjvame tilohu o nalezeni funkce (& souboru funkci) y(z) p-
rozmérné proménné x definované na jisté mnoziné 2 C IE,, v nichz nabyva dany funkcional
nejvétsi (pripadné nejmensi) hodnoty mezi vSemi funkcemi spliujicimi dalsi (tzv. vedlejsi) pod-
minky dané soustavou néjakych algebraickych, transcendentnich, diferencialnich ¢i integralnich
rovnic pfipadné nerovnic.

2.1.1 Klasifikace (rozliSeni) optimaliza¢nich tloh dle charakteru

Optimaliza¢ni tlohy — jak parametrické, tak funkéni — lze klasifikovat, tak jako ostatné vse
ostatni, riznymi zptsoby. V literatufe vénované metodam feseni extremalnich dloh se nejcastéji
objevuji nasledujici pohledy.

e Dle pfitomnosti vedlejSich podminek

— s vedlejsimi podminkami — vazané extrémy

— bez vedlejsich podminek — volné extrémy.
e Dle charakteru neznamych veli¢in

— parametrické optimalizacni alohy

— funké¢ni optimalizac¢ni dlohy.
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e Dle charakteru entit v tloze vystupujicich

— linearni
— konvexni

— nekonvexni.

Metody feseni téchto tloh lze rozdélit na dvé zasadni skupiny:
e piesné
e priblizné,
¢i na
e analytické
e numerické.
Metody feseni optimalizacnich tloh lze také délit napriklad na
e metody poskytujici feSeni jednim vypoctem
e metody iteracni, tj. dosahujicich feseni fadou opakovanych vypocti.

Napiiklad optimaliza¢ni metoda zvana linearni programovani! je metodou presnou, pfitom
vSak numerickou a iteracni.

2.1.2  Obecné uzivana terminologie

V souvislosti s tlohami vyhleddvani extrému funkci se ustélila jista terminologie. Vysetiujeme-
li extrémy funkce n-proménnych na celém n-rozmérném prostoru realnych cisel E,,, mluvime o
volnych extrémech. Zapis tlohy pak miize vypadat nasledovné:

T = argmax f(x).

g max f(z)
Zajimaji-li nas pouze takové body maxima ¢i minima, které splnuji dalsi podminky — takfecené
vedlejsi podminky, mluvime o vdzanych extrémech. Vazané extrémy se vySetiuji pfi podminkach
majicich napriklad tvar

he(x) =0 (k=1,2,....K), z=(v1,29,...,7,)"

nebo napriklad
alz)>0 (I=1,2,...,L), =>0.

V ptipadé vedlejsich podminek posledniho tvaru lze kompletni optimaliza¢ni (specielné minima-
liza¢ni) tlohu zapsat ve tvaru

Z = argmin f(z),

P={x>0cR"|g(x) <0 E.}.

Extremalizacni tlohy s omezemim téchto typt se nazyvaji tlohy matematického programo-
vdni. Funkce, jejiz extrém hledame, je nékdy nazyvana funkci dcelovou Ci cilovou.

ISrvn. s. 41.
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Definice 2.1 (Globalni extrém) Nejuétsi (nejmensi) hodnotu, jiz funkce nabyva na celém de-
finiénim oboru, nazveme globdlni mazimum (minimum). Souhrnné témto hodnotdm Fikdme glo-
balni extrém.

Definice 2.2 (Lokalni extrém) Lokdlnim mazimem (minimem) nazgvdme hodnotu nejuétsi
(nejmensi) v jistém svém okoli. Takovym hodnotdm Tikame souhrnné lokdlni extrém.

Ta z € E,, ktera vyhovuji omezujicim podminkdam, se nazyvaji pripustna feseni. Pfipustné
feSeni z, které je globalnim minimem (pfipadné maximem) tcelové funkce vzhledem k mnoziné
pripustnych bodti, se nazyva optimalni feseni. Jsou-li vSechny funkce vyskytujici se v zadani
tlohy linearni, mtizeme-li tedy psat

% = argmine’z,
zelP

P={z|b—Az >0, z >0},

kde A je danéd matice, b, ¢, dané vektory, pak mluvime o tloze linedrniho programovani.
Hledame-li pfi téchto podminkach maximum kvadratické funkce, tedy funkce tvaru

f(z) =c'z — 2" Cxz,

kde C je dani ¢tvercova pozitivné semidefinitni matice,? pak mluvime o kvadratickém progra-
movani.

Obecné uloha tvaru maximalizovat (minimalizovat) funkci f(z) pfi omezenich (s vedlejsimi
podminkami)

hijz)=0 (j=1,2,...,m), gjx)>0 (j=1,..,s5), x>0,
kdy chceme zdtraznit, Ze nejde o specialni linearni pripad, se nazyva tloha nelinearniho progra-

movani. Pr1i feseni tloh nelinearniho programovani neni lehké urcit, zdali nalezeny extrém je

vvvvv

¢uje, ze kazdy lokalni extrém daného typu (maximum ¢i minimum) je i extrémem globalnim, je,
aby v maximaliza¢ni tiloze s citovanymi podminkami, byly vSechny funkce

f@), gilx) (G=1,2,....5), hi(z)

konkavni v [E”, a v tloze minimalizacni s podminkami

gi(®) <0 (j=1,2,...,9),

vsechny funkce konvexni. Mnozina piipustnych feseni je pak konvexni mnozinou. Takovéto tilohy
se nazyvaji konvexnim programovanim.

2.1.3 Popis obrati transformujicich extremalizac¢ni tlohy jistého tvaru do tvaru
jiného — pro vypocet vhodnéjsiho

Pfevedeni maximalizace na minimalizaci a opa¢né: Je-li bod x bodem minima funkce f(z), je
bodem maxima funkce —f(z).
Transformace nerovnosti na rovnosti: Podminky tvaru

g](x)zo (j:1727"'7m)7 IE:(.’L'l,.CCQ,...,ZL‘n)TZO

2Srvn. s. 275.
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prevedeme na podminky ve tvaru rovnosti zavedenim tzv. pfidatnych proménnych
Tnt1s Tnt2s« oy Tt
Dostéavame podminky ve tvaru®
9j(@) — 2, =0 (j=1,2,...,m), ;>0 (i=1,2,....,n+m).

Zde vystupujici podminku nezapornosti jest mozno nahradit substituci

Ty = 27 (i=1,2...,n+m).
Cim# dostdvadme tilohu maximalizovat funkei f(2%,22,...,22) pfi podminkich
gz, ) =2, =0 (j=12...,m).

Uloha piivodné linearni vsak tuto vlastnost ztraci a stava se tilohou nelinearni.
Ptevedeni rovnice na nerovnosti: Rovnici

gi(x) =0

lze ptfevést na dvé nerovnosti
gj(®) > 0A —g(z) > 0.
Odstranéni znaménkové neomezenych proménnych: Znaménkové neomezenou proménnou x;

nahradime uZitim substituce

o =x —x; (zf >0, z

za dvé znaménkové omezené proménné z; a z; .

2.2 Obecné principy vypoctu extrémi funkci

Definice 2.3 (Kompaktni mnozina) Necht mnoZina S je cédsti metrického protoru (M, p).
Mnozinu S nazveme kompaktni prave, kdyz z kaZdé nekonecné posloupnosti bodi x,, € $ muzeme
vybrat podposloupnost x,, , kterd konverguje k prvku zo z S.

Véta 2.4 (Soufadnice bodu extrému) Necht S je kompaktni mnoZina a f spojitd funkce na
S. Necht f(x) nabyvd svého globdlniho mazima vzhledem k'S prdvé v jednom bodé & € E,,. Potom
pro soutadnice tohoto bodu plati*

Ly = W (J=12,...,n).

Véta 2.5 (Nutna podminka lokalniho extrému) Necht funkce f(x) je diferencovatelnd v
bodé . Je-li & bodem lokdlniho extrému funkce f(x), potom

0f(x) 0f(z) af(fv))TO
Ox,  Oxy ~ 7 Oz -

grad f(3) = V(&) = f, = ( (2.1)

3Jist4 zdména znaceni v okamzicich, kdy nehrozi zdména, jest didaktickym zdmérem.
4Diikaz této véty jest v praci [MANAS, 1979] na s. 19.
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Tato véta spolu s vySetfenim konkdvnosti (respektive konvexnosti) funkce nékdy umoziiuje pre-
vést problém nalezeni extrému na Teseni soustavy rovnic. Je-li funkce f konvexni, pak je rovnost
(2.1) postacujici podminkou existence minima funkce f v bodé z. Je-li f konkéavni, je tato rovnost
postacujici podminkou pro bod maxima této funkce.

Funkce f : X — E; se zove konvexni, jestlize pro dva libovolné body £ € X a y € X plati
Jensenova nerovnost

flax + (1 —a)y) <af(@)+ (1 -a)fly) Vee(0,1).

Funkce f je funkci konkéavni, je-li funkce —f konvexni. Bod Z spliujici podminku V f = 0 slove
bod staciondrni.
Vétu 2.5 zopakujme s Vojtéchem Jarnikem pozpatku:®

Véta 2.6 (Bod neni extrémem) Jestlize alesporni pro jednu hodnotu j (1 < j <r) derivace

af<a17 agy ..., ar)
E%Uj

existuje a je od nuly riznd, pak nemd funkce f v bodé (a1, as,...,a,) lokdlni extrém (ostry ani
neostry).

Véta 2.7 (Postacujici podminka extrému funkce) Funkce f(xq, 2o, ..., x,) necht md v bodé
a = (ay,as,...,a,) totdlni diferencidl druhého Tddu; v bodé a budte splnény rovnice

o o, o
ory  Ory 7 Ox.

6

0.

Sestrojme kvadratickou formu

" ?f(a, as, ..., a,
@(hlahQa"wh?”) = Z f( éx%xk )hjhk:-
1 J

Potom plati:
1. Je-li kvadratickd forma ® pozitivné definitni, mad f v bodé a ostré lokdlni minimum.
II. Je-li ® negativné definitni, md f v bodé€ a ostré lokdlni maximum.
III. Je-li ® indefinitni, nemd f v bodé a lokdlni extrém (ostry ani neostry).
Vysetfujeme-li extremaliza¢ni tlohu typu maximalizovat f(x1,xs,...,z,) pfi podminkich
gj(x1,29,...,2,) =0 (j=12...,m) (m<n), (2.2)

muzeme postupovat dvojim zpusobem. P¥i pfimém postupu vypoéteme z podminek tlohy (2.2),
je-li to mozné, m proménnych, napiiklad proménné (x1, zs, . .., x,,), které vyjadiime jako funkce
zbyvajicich n — m proménnych

szspj(wm-i-lvxm—i-%"')xn) (j:172,,m)
a za néz dosadime do funkce f(z), ¢imz dostavame funkci n — m proménnych

h($m+17Im+2, s 7In) = f(@la P2y -y Pmy Tim41y Tm425 -« - 7xn)7

5Srvn. [JARNIK, 1984b] s. 506; tamtéZ diikaz této i nasledné véty.
6Srvn. s. 275.
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jejiz volny extrém miizeme dale vySetfovat.
V pripadé druhého postupu zavadime funkci L, kterou nazyvame Lagrangeova funkce tlohy

(2.2), vztahem
LA = 1)+ Y has(@)

kde proménné A = (A1, \a, ..., Ay slovou Lagrangeovy multiplikdtory. P¥i vySetfovani tlohy (2.2)
pak hledame stacionarni bod funkce L. Pouziti tohoto principu vychézi z nésledujici avahy: V
bodé extrému je ptirustek funkce f nulovy, tj.

ale pouze n — m proménnych je nezavislych, proménné dx; musi vyhovovat rovnicim plynoucim
z podminek (2.2):

giidmi:O G=1,2,....m).

i=1
Vynasobim-li poslednich m rovnic piislusnymi koeficienty A;, sectu-li je a pfictu-li navic rovnici
predchazejici, dostdvam s ohledem na zakony komutativni, asociativni a distibutivni vyraz

E <8$l + JEZI Aj (9:6,—) dz; = 0.
Vzhledem k dz; # 0 plati

=1
oL o0 N
awl axl Z jaxz (Z_ 172,-'.,71)

a zaroven
g9; =0 (j=1,2,...,m).

Jedné se tedy o n + m rovnic pro n + m neznamych x, X. Shora uvedené lze formulovat pomoci
néasledujici véty.

Véta 2.8 (Metoda Lagrangeovych multiplikatort) Necht funkce

fvglvg%--'agm

v uloze (2.2) maji spojité prvé parcidlni derivace v néjaké oteviené mnoziné M C E,,. Necht v
kazZdém bode x € M jsou vektory

Vygi(x) (1=1,2,...,m)
linedarné nezdvislé. Potom plati: Je-li x € M bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k mno-
Ziné
X={zecE,|gj(x)=0 (j=1,2,...,m)},
pak existuje bod e E,, tak, Ze

. oL oL oL \"
L 7 — - ... S e
x<m7 A) (am178$27 78:1:./1/L)z7X 07
L 0L 0L oL \"
LAz, A) = (a—h’a—)\z’ 7%)@5\ =0.
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Véta 2.9 (O Sedlovém bodé) Méjme dlohu mazimalizovat funkci f(x) pri splnéni vedlejsich
podminek
E,.>g(x)>0 A E,>22>0

a necht
Plati-li pro
nerovnosti

pro vsechna
z>0 A A>0,

~

pak je T optimdlnim tesenim uvedené ulohy. Dvojici £, A se pak Tikd nezaporny sedlovy bod

funkce L(z, X).

Postacujici podminkou pro to, aby bod & byl feSenim tlohy maximalizovat konkavni funkeci
f(z) pfi omezenich tvaru

gil®)>0 (j=1,2,...,m), ;>0 (i=1,2,...,n),
kde g; jsou konkévni, je, aby spolu s néjakym A eR™ (;\ > 0), dvojice (ﬁ:,/\) tvorila nezaporny
sedlovy bod funkce

Lz, A) = f(z) + Z 2i9;(). (2.3)

Véta 2.10 (Sedlovy bod) Necht vsechny funkce f(x), g;(x) (j =1,2,...,m) jsou konkdvni a
necht jsou splnény tyto podminky regqularity omezeni: Existuje bod £ > 0 takovy, Ze g;(Z) > 0
pro vSechna j (j = 1,2,...,m) soucasné. Je-li & TeSenim ulohy mazimalizovat funkci f(z ) pm
omezenich prdvé uvedeneho typu, pak existuje bod A€ R™, A > 0 takovy, Ze dvojice (Z, )\)
nezapornym sedlovym bodem funkce (2.3).

Dilezitym oslabenim podminky regularity je, ze staci predpokladat existenci bodu & > 0, pro
nez jsou nerovnosti g;(Z) > 0 splnény pro vSechna ta j, pro nez jsou funkce g;(x) nelinearni. Z toho
plyne, Ze u linedrnich omezeni neni nutné regularitu ovérovat. Pro konvexni tlohy nelinearniho
programovani je tedy metoda pro vyhledani sedlového bodu funkce L(z, A) i metodou pro FeSeni
této ulohy. K vypoctu nezaporného sedlového bodu se ¢asto uziva nasledujici véta.

Véta 2.11 (Nezaporny sedlovy bod) Necht pri splnéni podminek predchozi véty jsou navic
funkce f(z), gj(x) (j = 1,2,...,m) diferencovatelné. Pak £ € R™ a A € R™ tvori nezdporny
sedlovy bod funkce L(x, ) tehdy a jen tehdy, vyhovuje-li tato dvojice (£,X) podminkdm

L.(&, M) <0, LA(&,) >0,

gL, (X)) =0, X L&) =0, (2.4)
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Obdobn4 véta plati i pro tlohu s jinymi omezenimi. Napf. pro omezeni tvaru
gi()>0 (j=1,2,...,m),

to jest s proménnymi & nabyvajicimi obou znamének, vypadd obdoba podminek (2.4) takto:

A La(#A) =0, (2.5)

Pro omezeni tvaru
gi(x)=0 (j=1,2,...,m), >0 (i=1,2,...,n)
mé tato podminka tvar nésledujici:
L.(2,4) <0,
&L, (&, A) =0, L&) =0, (2.6)
z>0.

Hodnoty proménnych A ze vztaht (2.4) az (2.6) davaji dulezitou informaci tykajici se zavislosti
optimalni hodnoty extremalizované funkce na omezujicich podminkach.
Totéz vyslovme v pozménéné podobé vétou nasledujici:”

Véta 2.12 (Theorém Kuhnuv-Tuckeruv) BudX linedrni prostor, f; : X — E; (i =0,1,...,m)
konvezni funkce a A C X konvexni mnoZina. Jestlize & je tesenim tulohy

fO(m) _>inf7 fz(x) <0 (i:1727-'-7m)a xGA, (27)
pak existugi Lagrangeovy multiplikatory A, A= (5\1, Moy, S\m) ne vsechny soucasné rovné nule
takove, Ze

a) pro Lagrangeovu funkci
L=L(x o A) = Z A fr(@)
k=0

plati princip minima

min £(z, Ao, A) = L(&, Ao, A)

reA

b) je splnéna podminka nezapornosti Lagrangeovych multiplikdtori

N>0 (i=0,1,...,m)

c¢) plati podminka komplementarity

Jestlize Ao # 0, pak podminky a)—c) jsou postacugici k tomu, aby pFipustny (tedy spliugici
vedlejsi podminky) bod & byl TeSenim dlohy (2.7).
K tomu, aby \g # 0 stact, aby existoval bod * € A, pro ktery je splnéna Slaterova podminka

L@ <0 (i=1,2,...,m).

Je-li splnéna Slaterova podminka, miuzZeme poloZit 5\0 =1.

"Pro ditkaz a podrobnosti srvn. [ALEXEJEV et al., 1991] s. 46.
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Vzhledem ke konvexnosti funkei f; (i = 0,1, ..., m) a kladnosti Lagrangeovych multiplikatort
lze podminku a) nahradit podminkou

La(Z, Ao, A) = 0.

Pfipomenme, ze podmnozina C linearniho prostoru slove konvexni, jestlize s kazdymi svymi
dvéma body «, y obsahuje také celou tisecku

z.y={2z]z=ax+(1—a)y, 0<a<l1}.

Véta 2.13 (O Lagrangeovych multiplikatorech pro hladké tlohy s rovnostmi a nerovnostmi)
8 Necht & realizuje lokdlni minimum lohy

fo(z) — min, filx) s0 (i=1,2,...,m), (2.8)

kde symbol f;(x) < 0 znamend, Ze i-t€ omezeni md tvar bud f;(x) = 0 nebo fi(x) <0 ¢ fi(x )
Necht dale X je Banachuv prostor, U oteviend mnozina v X, f; : U — E; (i = 1,2,. )
jsou ostre diferencovatelné v bodé . R

Pak existuji takové Lagrangeovy multiplikdtory £ = (él, ls, ... ,fm) €En, ly € By (ne vsechny
rovny nule), Ze plati

a) podminka staciondrnosti Lagrangeovy funkce

Lz, L, ) = Zﬁfl

vzhledem k x

La(,8,05) =0
b) podminka inverzni korespondence znamének: Uy >0 (jednd se o ulohu na minimum) a

;20 (i=1,2,...,m)

¢) podminka komplementarity
Uif:(@)=0 (i=1,2,...,m).

Oznaceni {; = 0 znamend, Ze je-li ve vatahu (2.8) fi(x) >0, pak 0; <0, je-li filz) <0, pak
l; >0 a konecné je-li fi(x) =0, pak 0; mize nabyvat libovolného znaménka.

Véta 2.14 (Postacujici podminka extrému pro hladké tlohy s rovnostmi a nerovnostmi)
9 Necht X je Banachiv prostor, U oteviend mnoZina v X, & € U. Nechf funkce f; : U — E; (i =
0,1,....m) a F; : U—E; (j=1,2,...,n) maji v pripustném bodé & ulohy

fo(z) — inf | Fj(z) =0, fi <0
druhou derivaci. Utvorme mnoZinu indext
JE2{ie{1,2,....,m}| fi(&) =0}.

(Neaktivni nerovnosti nemaji na feseni vazaného extrému vliv.)
Necht existuji Lagrangeovy multiplikdtory € € E,,, A € B, a ¢islo a > 0 tak, Ze

8Srvn. [ALEXEJEV et al., 1991] s. 214.
9Viz [ALEXEJEV et al., 1991] s. 248.



€2>0 (ZEJ), 60:1,

h'Lozh > 20h™h

pro libovolné h z prostoru
H={h| fiz-h=0 (ied), Fiz-h=0 (j=12,...,n)}.
Pak & realizuje lokdlni minimum v dané tloze.

Vypocetni metody matematického programovani zalozené na vyhledavani sedlového bodu
prislusné Lagrangeovy funkce se nazyvaji neprime.



Kapitola 3

Ulohy s pifzna¢nou strukturou

3.1 Linearni programovani

3.1.1 Formulace obecné tlohy linedrniho programovani

Necht (by,ba,...,bn) a (c1,¢2,...,¢,) jsou z mnoziny realnych ¢isel E; a m,n z mnoZiny pfiro-
zenych ¢isel Z (n > 2) a
ai; a2 Q1n
a1 A22 Q2n
A= _
am1  Gm2 Amn

dané Ciselna matice.
Uvazujme v E,, mnozinu M vSech bodi

r= (xlyx%"'vxn)a

které vyhovuji systému rovnic a nerovnic (linedirnim vazbam)

Zajimi:bj (]E][) (]IC{l,Q,,m}),
i=1

Zajﬂiﬁbj (e{1,2,...,m}\1I),
i=1

.
M:{xEEMZaﬂwl:b] (]EH), Zaﬂxlgb] (]6{1,2,,m}\]l)} (31)
=1 =1

Ulohou je najit v mnoziné M alesponi jeden bod & = (&1, &5, ..., 2y), pro ktery nabyva (dana)
linearni funkce

flx) = Z CiTi (3.2)

extrémni hodnoty na M. Tuto tlohu je mozné zapsat ve tvaru

n
& = argmax Zl CiT;. (3.3)
1=
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Zopakujme, 7Ze funkci f(z) nazyvame cilovou funkci, mnozinu M mnoZinou pripustngch bodi

(restrikéni mnozinou) a tlohu
n

T = arg max Cix;,
rzcM T
=

respektive
= arg min E CiT;
xeM L

linearnt optimalizacni ulohou. VSechna & € M, pro ktera

n

ﬁﬁ»lqmzf@%
1=

nazveme fesenim ¢i optimdlnim bodem dané linedrni optimaliza¢ni (maximalizac¢ni) alohy.

3.1.2 Linearni optimaliza¢ni tloha v normalnim tvaru

Budiz dan optimamiza¢ni problém (3.3) s polyedrem (tj. prinikem nadrovin a poloprostort v
E,) M jeho pfipustnych boda — dle (3.1) — a necht se v (3.1) vyskytuje alesponi jedna rovnice.
Potom v pripadé, Ze soustava rovnic

Zaﬁxi:bj Gel) (ITc{1,2,...,m}) (3.4)

nem4 feseni, je M = () a dany optimalizacni problém je nefesitelny.

Je-1i soustava (3.4) feSitelna, pak mé urcitou hodnost s, kde 1 < s < n. Je-li s = n, jde o
trividlni optimalizacni problém, kdy mnozina M je bud jednobodova nebo prazdnéa. V pripadé
s < n lze ze soustavy (3.4) vyjadiit s proménnych jako linearni funkce zbylych (n—s) proménnych.
Predpokladejme, Ze jde o proménné (x1,xs,. .., xs) a tedy

X; :di+zdilws+l (’L: 1,2,...,8). (35)

Dosazenim do vSech nerovnosti v (3.1) dostavame linearni nerovnosti

n—s

Y apran <b; (G E{L2,...,mINI). (3.6)
=1

Jestlize se neékteré z téchto nerovnosti redukuji na tvar
0 < b,

a je-li alesponl pro jedno takové j .
bj <0,

znamena to, ze M = () a dany optimaliza¢ni problém je nefesitelny. Jsou-li ¢isla [N)j v nerovnostech
0 <b;

vesmeés nezapornd, pak tyto nerovnosti vynechdme a oznac¢ime

ﬁ::{je{LZ,“,m}\H\EIKm|>O}
=1
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a dostaneme nerovnosti
Zd]’lws—i-l < b]' (j € ]I) (37)
Protoze kazdé z cisel x4y, miizeme psat jako rozdil dvou nezapornych cisel
Top =T — 2oy, oy >0, 2.,,>0 (1=1,2,...,n—3s), (3.8)

dosazenim do (3.7) dostavame

Z a]ll'S_H + Z a]l S B (] € T[)a (39>

x>0,

T v ;>0 (1=1,2,...,n—s).

Dosadime-li z (3.5) do cilové funkce (3.2), dostaneme urcitou linearni funkci

n—s

f= ClTs41
=1

a dle (3.8)
f= anl,+ ) (@, (3.10)
=1 =1

v proménnych
i, >0, 2 ,>0 (l1=1,2,...,n—3s).

V pfipadé, Ze v popisu (3.1) mnoziny M se nevyskytuji rovnice, omezime se pouze na substituci
(3.8), kde s = 0 a dosadime jak do vSech nerovnosti v M, tak do cilové funkce (3.2).

Timto zptisobem je mozno prevést obecnou ulohu linedrniho programovani na ekvivalentni
optimalizac¢ni tlohu s cilovou funkei (3.10) a s restrikéni mnozinou s popisem (3.9) (tzn. optima-
liza¢ni iloha v normalnim tvaru), ¢ se béhem postupu ukaze nefesitelnost pivodniho problému.

Definice 3.1 (Linearni optimaliza¢ni Gloha v normalnim tvaru) Linedrni optimalizacni
uloha s mnoZinou pripustnych bodi

M:{erﬂzaﬁxigbj (Gj=1,2,...,m), xiZO(i:1,2,...,n)}
=1

se nazyvd linedrni optimalizacni uloha v normdlnim tvaru.

3.1.3 Linearni optimaliza¢ni tiloha v rovnicovém tvaru

UvaZzujme obecny linearni optimaliza¢ni problém (3.3), tedy ilohu maximaliza¢ni s popisem (3.1)
restrikéni mnoziny M. V pfipadé, Ze se vyskytuje v (3.1) alespori jedna nerovnost, zavedeme dalsi
proménné

=b;— Y auz;  (jE{1,2,... . mINI), (3.11)
i=1
na které vzhledem k nerovnosti (3.1) klademe podminku

£ >0 ( €{1,2,...,m}\T).
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Optimaliza¢ni problém s ptvodni cilovou funkci

fl@) =Y e
i=1

s restrukéni mnozinou danou popisem
Zajixi:bj (] GH), Zajixi—l—é’j :bj (] S {1,2,...,777,}\][) (312)
i=1 i=1

a s podminkou
§>0  (efl2...mD

je ekvivalentni s ptivodnim optimaliza¢nim problémem. Polozme déle v (3.12)

=z —x;, x>0 x; >0 (l=1,2,...,n),

-
¢imz dojdeme opét k ekvivalentnimu optimalizacnimu problému s proménnymi

v x; (1,2,...,n), & (Jed{l,2,...,m}\I)

2

vystupujicimi v linearni cilové funkei (v niz u proménnych ¢; jsou nulové koeficienty) a v restrikéni
mnoziné (3.12).

Definice 3.2 (Dopliikové proménné) Veliciny

fj (j€{1,2,...,m}\ﬂ)

definované vztahem (3.11) nazyvdame doplrikovgmi proménngymi.

3.1.4 Rozklad konvexniho polyedru na jeho vnitiek a stény

Libovolny konvexni polyedr M je jakoZto neprazdny priinik konecného poctu uzavienych polo-
prostorii a nadrovin v [E,, uzavienou konvexni mnozinou v [E,, , tj. plati jednak

M = M,

jednak pro kazdy prvek £ € M a kazdy prvek y € M a kazdou dvojici ¢isel (g, ) spliiujici
podminky
a1 >0, ag >0, a;+as =1

plati
o + oy € M.

V tomto smyslu je téz kazda linearni varieta (pfimka, rovina, nadrovina) v E,, (i bod, i E,
sdm) konvexnim polyedrem v E,. Konvexni polyedr M v E,, ma dimenzi d (piSeme d = dim M),
jestlize linedrni varieta nejmensi dimenze (nazyva se téZ linedrnim obalem tohoto polyedru)
obsahujici tento polyedr mé dimenzi d. Necht M je konvexni polyedr v [E,, dimenze d (1 < d < n)
a Ly jeho linearni obal. Bod € M, ve kterém existuje ¢ > 0 takové, ze e-okoli bodu & € L,
¢imz se rozumi mnozina

Ua(z,e) ={y € Lq | o(z,y) <}

patii do M, nazveme vnittkem polyedru M (oznaceni relint M, v pfipadé d = n téz int M). Je-li
konvexni polyedr jednobodovou mnozinou, tj. M = {z,}, definujeme

relint M = {z}.
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Hranice konvexniho polyedru je mnozina
OM = M~ relint M.

Necht M je konvexni polyedr v I, ktery nenf linedrn{ varietou, pak jej lze popsat jako priinik

linearni variety a konecného poctu uzavienych poloprostort Hy, H,,...,H, tedy jako
M=LNH,NHyN...NH,. (3.13)
Plati
relmthzLﬂ]Hlﬁ]Hgﬂﬂ]Hp
a
dim M = dim L.
Jelikoz
H; = H; UR;,

kde R; je hrani¢ni nadrovina poloprostoru H;, plyne z (3.13)

M=LNn(H,UR;)N(HyURe)N...N(H,UR,),

M:(leHmlem..ﬂIHp)u<

=
<R
N———

=1
kde
S =LNR;,NRy,N...NR;, NH,,,, NH;,,,Nn...NH;, (1<{<p)
pricemz
(i1, 0, ie iesn, ... iy}
je néjaka permutace p-tice (1,2,...,p) s vlastnosti
11 < <L <y, b1 Stpgr <o S0

Mizeme tedy psat

=1

P
M = relint M U <U s;;) : (3.14)

Kazdou z neprazdnych mnozin Sf; nazyvame sténou konvezniho polyedru M a vyraz (3.14) roz-
kladem konvexniho polyedru M na jeho vnitiek a stény. Uzavér S'f; stény S]‘; se nazyva uzavienou
sténou. Uzaviena sténa konvexniho polyedru je, vzhledem k tomu, ze . = L, rovnéz konvexnim
polyedrem, pficemz
S5 C oM
dim 5”;; <dimM.

Sténa dimenze nula se nazyva vrchol konvexniho polyedru, sténa dimenze jedna se nazyva hrana
konvexniho polyedru. Dvé linearni variety L, (i = 1,2) v E,, s dimenzi

di=dimL, (1<d;<n-1) (i=1,2)
se nazyvaji rovnobézné v E,,, plati-li

LyNnLi=0, (LjUL}) C Ly,
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kde
d = max(dy, ds) + 1.

O konvexnich polyedrech obecné plati: Je-li M konvexni polyedr v E, obsahujici linearni
varietu L, dimenze d, kde (1 < d < n — 1), potom kazda linedrni varieta téze dimenze d jdouci
libovolnym bodem £ € M a rovnobézna s Iy patii k polyedru M. Ze skutecnosti, Zze prvni oktant
v E,, tj. mnozina

E'={ze€E,|z>0 (i=12,...,n)},

neobsahuje zZadnou linedrni varietu prostoru [, dimenze vétsi ¢i rovnou 1, plyne dutsledek (pro
predstavu je vhodny prostor E3): Je-li restrikéni mnozina M linedrni optimaliza¢ni tlohy v rov-
nicovém tvaru neprazdnd, potom M je konvexni polyedr v I, obsahujici vrcholy (tj. alespori
jeden).

3.1.5 Mnozina optimalnich bod linearni optimalizac¢ni tilohy

Ozna¢me symbolem M mnozinu vsech optiméalnich bodi shora uvazovaného problému, tedy

xeM

M= {m eM]| f(&) = minf(x)} .

Je-li M # 0, ¥ikdme, 7e dany problém je Fesitelny. Je-li M = 0, tj. M = 0 & M # 0, ale f(x)
nenabyva svého minima na M, hovorfime o neresitelnosti daného problému.

Véta 3.3 (O mnoZiné vSech optimalnich bodi linearni optimalizaéni tlohy) Je-li (obecny)
linedrni optimalizacni problém rvesitelny, potom M je bud uzavrend sténa prislusného konvexniho
polyedru M nebo cely tento polyedr.

Piipad M = M nastavé, je-li ¢; = 0 (t=1,2,...,n) nebo existuji-li néjaky bod x, € M tak,

ze nadrovina
n n
Ry = {1‘ cE, | E CT; = E Cil'ol‘}
i=1 i=1

obsahuje cely polyedr M.

Véta 3.4 (Sténa obsazena v mnoziné vSech optimalnich bodu linearni optimalizaéni tlohy)
Je-li (obecny) linedrni optimalizacni problém fresitelny a obsahuje-li M alespon jednu sténu di-
menze d a Zadnou sténu dimenze mensi neZ d, pak existuje takovd d-rozmérnd sténa Sy, Ze

SdCM.

Véta 3.5 (Vrchol pfislusného konvexniho polyedru FeSici linearni optimalizaéni tlohu)
Je-li linearni optimalizacni uloha v rovnicovém tvaru resitelna, potom existuje vrchol prislusného
konvezxniho polyedru M, ktery je optimdlnim bodem uvaZovaného optimalizacniho problému.

3.1.6 Pripustny bazicky bod

Uvazujme linearni optimalizac¢ni tlohu v rovnicovém tvaru, tj. linearni optimaliza¢ni tlohu s
restrikéni mnozinou M

M—{erﬂZaﬁxi—bj (Gj=1,2...,m), ;>0 (i—1,2,...,n)}

=1

a predpokladejme
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a)

m<n
b) matice
a1 A2 -0 Qip
A— 21 a?z c Qop
m1  Gm2 Qmn

mé maximalni moznou hodnost (tj. m).

Je-li M # (), pak z predpokladii a) a b) vyplyvd, ze mnozina

Ln_m:{xEEn\Zaﬁxi:bj (j:1,2,,m)}

i=1

47

je téZ neprazdna a predstavuje (n — m) rozmérnou lineérni varietu v E,. V pfipadé M # () je
tedy M konvexni polyedr v [E,, ktery je prinikem linearni variety IL,,_,, s prvnim oktantem

Ef={zeE,|z;,>0 (i=12,...

prostoru E,,, pficemz je
0<dimM <n-—m.

Vzhledem k tomu, Ze hodnost matice A je m, existuje alesporti jeden determinant stupné m matice

A, ktery je nenulovy. Necht je

A1i;  Q1ip 0 Qliy,
Q24 24y~ 24y,
. . .| #0,
amil amg e amim
kde {i1,i2,...,in} je ur¢itd m-prvkova podmnozina indexové mnoziny {1,2,...,n}. Potom ze

systému rovnic

d ajmi=b; (j=12,...,m) (3.15)
i=1
Ize vyjadrit proménné (z;,, 24, . . . , @5, ) jako funkce zbyvajicich n—m proménnych (z;, ., %0, - - - ¥i,)
ve formé .
Tiy = dis - Z disilmil (3 = 1, 2, Ce ,m). (316)
l=m+1
Zvolime-li x;, =0 (Il =m+1,m+2,...,n), je dle (3.16)
x;, = d;, (s=1,2,...,m),
takze bod & € E,, o soufadnicich
T, = d;, (5:1,2,,m), i, =0 (l:m+1,m+2,,n) (317)

spliiuje rovnice (3.15) a je tedy bodem linearni variety L,_,,. Obracené, polozime-li v systému
rovnic (3.15) n —m proménnych x;, (I =m+1,m+2,...,n) z celkového poctu n proménnych

z; (i =1,2,...,n) rovny nule, pfejde systém rovnic (3.15) v systém m linedrnich rovnic

Zaﬁsxis :bj (j:].,2,,m)
s=1

(3.18)
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Ma-li tento systém pravé jedno feseni x;, = d;, (s = 1,2,...,m), potom bod z o soufadnicich
(3.17) je jednozna¢né uréenym bodem variety L,,_,,. Timto zpisobem lze ziskat specidlni body
linearni variety IL,,_,,, jejichz charakteristika je uvedena dale.

Definice 3.6 (Bazické Feseni) Necht = (Z1,%a,...,Z,) je bod vyhovujici za predpokladi. a),
b), systému rovnic (8.15) z popisu mnoZiny M a splriujici tyto podminky:

1. Mnozina
I(z) ={ie{1,2,...,n} | 7, =0}

obsahuje alespon n —m prvki.

2. Z mnoziny 1(Z) lze vybrat takovou jeji podmnozinu {iymi1,imi2,-..,in} 0 n —m prucich,
Ze pTi oznacent
{il,iz, ceey Zm} = {1, 2, ce ,n}\{im+1,im+2, ce ,/Ln}

jeji doplitkové mnoziny md systém rovnic (3.18) jediné teseni a to

Liyy Ligy ooy Xyg

-

Potom nazyvame bod & bdzickym Tesenim rovnic (3.15), promeénné
Z‘i1,$i2, e ,..’L‘im

bazickymi proménnymi a promeéenné

xl‘m+1 ) xim+27 MR xin

nebdzickymi proménnymi prislusnymi bdzickému Teseni &.

Definice 3.7 (Regularni a degenerované bazické feSeni) Je-li & takovym bdzickym tese-
nim rovnic (3.15), Ze bod & md vice neZ n — m nulovych soutadnic, potom tikame, Ze T je
degenerované bdzické feseni rovnic (3.15). Md-li bod & pravé n — m nulovych soutadnic, pak
mluvime o nedegenerovaném (reguldrnim) bazickém tesent rovnic (3.15).

Definice 3.8 (Pfipustny bazicky bod) Bdzické feseni & = (&1, Zq,...,%,) Systému rovnic
(8.15) s vlastnosti
#>0  (i=1,2...,n),

tedy £ € M, se nazyvd pripustny bdzicky bod wvaZované optimalizacni ulohy. Ma-li pripustny
bazicky bod vice neZ n — m nulovych souradnic, pak Tikime, Ze jde o degeneraci v tomto bodé.
Mad-li pravé n — m nulovych souradnic, pak jej nazyvdme requldrnim.

Véta 3.9 (Vrchol polyedru) Kazdy pripustny bazicky bod uvaZované linedrni optimalizacni
ulohy je vrcholem polyedru M. KaZdy vrchol polyedru M je pripustnym bazickym bodem uvaZované
linedrni optimalizacni ulohy, kterému prislusi bud jedind indexovd baze (nejde-li o degeneraci),
nebo vice neZ jedna z indexovjch bazi (v pripadé degenerace).
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3.1.7 Vymeéna bazickych proménnych; kritérium optimality; pripad degenerace.

K pripraveé algoritmu pro feSeni linedrni optimalizac¢ni tlohy v rovnicovém tvaru za pfredpo-

kladu a) a b) je tfeba prediadit disledny popis postupu v jednotlivych krocich. Nechf z, =

(22,29, ...,2%) je znamy ptipustny bazicky bod dané linedrni optimaliza¢ni tilohy s restrikéni

mnozinou M, ktery odpovida bazickému feseni systému rovnic (3.15) s indexovou bazi bazickych
proménnych {iy, s, ...,4,}. Lze pfedpokladat, ze

{il,’igy.. . ,Zm} = {1,2,...,771},
coz lze vhodnym pfecislovanim splnit. Potom rovnice (3.16) maji tvar
Ii:dio— Z dijzj (Z: 1,2,...,m), (319)
j=m+1

kde je
dZOZ() (z:1,2,,m)

Dosazenim z (3.19) do cilové funkce

=1
dostaneme
f@) =co+ > (ci—z)m, (3.20)
i=1
kde je
Co = Z ¢idio,
i=1
Zl:ZCidil (l=m+1m+2...,n), (3.21)
i=1

2= q (l=1,2,...,m).

prislusné data lze zapsat do tabulky 3.1.

xl .. :'UZ ... xm $m+1 ... ‘rs PR x”l
cl PR C’L ... cm Cm+1 ... CS PR CTZ
c1 T 1 Ce 0 .. 0 dl(m+1) ... dls e dln le
G Ty 0 T 1 T 0 di(m+1) T dis T din dio
Cm  Tom 0 Ce 0 ... 1 dm(m+l) ... dms e dmn dmO
Zl DY Z’L “ .. Zm Zm+1 .« .. Z,S PEEEEY Z’I’L CO
1 — 21 Cp— 2z e Cm — Zm  Cm+1 — Zm+1 Cs —Z2g - Cn — Zn

Tabulka 3.1: Opera¢ni matice
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Skalarni soucin fadkového vektoru (zq,zs,...,x,) s Fadkovym vektorem v i-tém Fadku ma-
tice opera¢ni dava dle (3.19) éislo d;y. Skalarni soucin sloupcového vektoru (¢, ca, ..., ¢y) na
levé strané tabulky s i-tym sloupcovym vektorem v opera¢ni matici je ¢islo z; (i = 1,2,...,n).
Cislo ¢y je skaldrnim souc¢inem sloupcového vektoru (cy,ca, ..., cn)? se sloupcovym vektorem
(d1g, dag, - - ., dmo)” a predstavuje hodnotu cilové funkce v bodé .

Nasledujici véta 3.10 dava kritérium pro optimalitu bodu x(; véta 3.11 pak dava kritérium
pro neexistenci feseni optimaliza¢niho problému

n
T = arg mi X )
g min ) cizi, (3.22)
i=1
respektive
n
T = arg max Cix;,
zcM
i=1
Véta 3.10 (Kritérium optimality v loze linearniho programovani) Je-li (v pripadé mi-
nimalizacnd dlohy)
01—2’220 (i:1,2,...,n),
respektive (v pripadé maximalizacni ilohy)

ci—2 <0 (i=1,2,...,n),

potom je pripustny bdzicky bod xy optimdlnim bodem minimalizacniho (respektive mazimalizac-
niho) problému (3.22).

Véta 3.11 (Neexistence optimalniho FeSeni v tloze linearniho programovani) FEzistuje-
li v pripadé minimalizacnd dlohy (3.22) (resp. ndsledné mazimalizacni dlohy) takovy index jo €
{m+1,m+2,...,n}, Ze plati

Cj0—2j0<0 A dl-j0§0 (z:1,2,,m)
(respektive
Cjo_zjo>0 A dl‘jOSO (221,2,,m)
v pripadé mazimalizacni ulohy) potom je cilovd funkce zdola neomezend (resp. shora neomezend)

na mnoziné M a dand uloha nemd Tesend.

Nenastavé-li zadny z pfipadi z vét 3.10 a 3.11, potom v pfipadé minimaliza¢ni tlohy (3.22)
(resp. maximaliza¢ni tlohy) je mnozina

L={je{m+1m+2,...,n}|c¢;—2 <0}
resp.
L={je{m+1m+2,...,n}|¢c;—z >0}
neprazdna a ke kazdému indexu j € I; (resp. j € I,) existuje index i; € {1,2,...,m} s vlastnosti

dj>0;

i
to znamena, ze v poslednim radku tab. 3.1 — v tzn. charakteristickém radku — je alespon jeden
element ¢; — z; zaporny (resp. kladny) a ve sloupci opera¢ni matice nad kazdym takovymto
elementem existuje aspon jedno kladné cislo. Proces, kterym pak pfejdeme od ptivodniho pri-
pustného bazického bodu zy s indexovou béazi

{il,ig,...,im}:{1,2,...7771}

k pfipustnému béazickému bodu s bazi lisici se od baze {iy, is, ..., 7, } v jediném indexu, se nazyva
vymeéna indexové baze a predstavuje vlastni krok algoritmu, ktery je popsan déle.
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3.1.8 Vymeéna indexové baze
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Vyjdeme od ptipustného bazického bodu odpovidajiciho vychozimu, shora uvazovanému vrcholu
xo konvexniho polyedru M a pfislusného tabelarniho zaznamu udaju ze vztahi (3.19), (3.20) a
(3.21), tj z tab. 3.1. Za ptfedpokladu, Ze vrchol 2y neni optimalnim bodem uvazovaného linedrniho

optimaliza¢niho problému, existuji indexy k a s, kde
1<k <m, m+1<s<n,

takové, zZe je
dks 7é 0.

Pak mizeme k-tou rovnici v (3.19) roziesit dle proménné

Tg = d_kg dkO Z dk]$]

j=m+1
J#s

a dosazenim do zbyvajicich rovnic v (3.19)

disd . dzsd j dis . .
I‘i:dio— kO_ Z (dm——kj)Ij“‘—l‘k (121,2,...,’]’”) (Z?ék)

dks dks dks

j=m+1
J#s

Dosazenim do cilové funkce (3.20) s vyznamem (3.21) v ni vystupujicich elementt, pak

dkj Cs — Zs
= o+ (s — P — 2 Cs — Z2s) — | x; — Tk
f ’ ( d’” + 9;1 ( J ( : ) dkS) ! dys :
J#s

Piseme-li takto ziskané rovnice stru¢né ve tvaru

n
Ts+ E dsjwj + dsk$k = d307
j=m—+1
s

x; + Z Ciijl’j—i—cziwk:dio (i=1,2,....m) (i # k),
j=m+1
i#s

—CO—I—Z l’],

pak porovnanim koeficientid dostaneme

d.; ;l:] (G=m+1m+2,....n)(j+s),
du =7
dm:dio—di;i’“o (i=1,2,....m) (i £k),

(i=1,2,....m) (i#k) (J=m+1,m+2,...,n)(J#s),

(3.23)

(3.24)
(3.25)
(3.26)

(3.27)
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Jikz—;l“ (i=1,2,...,m) (i £ k), (3.28)
ks

Zi=zj+ (cs — 25)ds; (J=m+1m+2,....n) (J#s),

(3.29)

5 = 2 + (o — 25)dak, (3.30)

Co = co+ (cs — zs)ciso, (3.31)
Zi=¢ (1=1,2,....,m) (i # k), (3.32)
(3.33)

Zs = Cs.

Odtud déle

Cj_gj:(cj_zj)_(cs_’zs)dsj (j:m+1vm+2aan) (‘77&5)7 (334)
Cr — gk = —(CS — Zs)dsk, (335)
cs — 25 =0, (3.37)
chdm%—csczsjzéj (G=m+1m+2,...,n) (j#s), (3.38)
s

> cdiy + cudy, = Z, (3.39)

7
Z CiJiO + Cscis() = 50. (340)

pors

Préavé popsand eliminace spolu s pfislusnymi transformacnimi zakony (3.23)—(3.40) pted-
stavuji prechod od piipustného bazického bodu k novému béazickému feSeni rovnic (3.15), které
vSak obecné nepredstavuje pripustny bazicky bod dané optimalizac¢ni tlohy, pricemz systémy
béazickych proménnych pivodniho a nového bazického feseni se lisi pravé v jediné proménné.
Transformacni vztahy (3.23)—(3.40) popisuji vypocty potiebné v postupnych krocich zamysle-
ného algoritmu. Za pomoci tab. 3.1 lze tyto operace snadno mechanicky provadét. Za tcelem
takovéto tabela¢ni transformace vyjdeme z tab. 3.2, v niz zardmujeme shora uvazovany nenu-
lovy element dj, — fikdime mu kli¢ovy (¢i centralni) element — jenZ je elementem k-tého fadku —
tzv. klicového fadku — a elementem s-tého sloupce — tzv. klicového sloupce — operacni matice.
Posledni fadek shora zminéné tabulky obsahujici elementy ¢, —z; (j = 1,2,...,,n) se nazyva cha-
rakteristicky fadek a je smérodatny pro rozhodovani o tom, zda odpovidajici pripustny bazicky
bod (v uvazovaném piipadé tedy vrchol zy polyedru M) je optimélnim bodem daného linedrniho
optimaliza¢niho problému.

Od tabulky 3.2 prejdeme k tabulce 3.3 nasledujicim krokovym postupem.

1. Proménnou z; zaménime za proménnou z, v druhém sloupci tab. 3.2. Cislo ¢;, za ¢islo ¢,
v prvinim sloupci tab. 3.2.

2. VSechny elementy klicového fadku v operacni matici i posledni element dyo tohoto fadku
délime klicovym elementem dj;.

3. Na mista vSech elementt klicového sloupce az na klicovy element dys vepiseme nuly.
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1‘1 PR x’[/ PR Z‘m xm+1 PR xS PR l‘n
Cl ... CZ DR Cm Cm+1 D CS .« .. CTL
a1 1 o 0 e 0 di(m+1) e dis oo din d1o
k. Tk 0 . 1 . 0 dim+1) e dys e den dro
Cm T 0 e 0 e 1 don(ms1) e dpme - dom | dimo
Zl .o .. Z’L ... Zm Zm+1 ... ZS .. Zn CO
C1— 21 G —Zz - Cm — Zm  Cm41 — Zm+1 Cs —2s Cn — Zn
Tabulka 3.2: Operacni matice s klicovym elementem dj
4. Vsechny elementy operacni matice v tab. 3.3, které nejsou ani elementy k-tého fadku, ani
s-tého sloupce, vypocteme na zakladé tzv. kiizového pravidla. Mame-li naptiklad vypocitat
element d;; z tab. 3.3, kde na stejném misté v tab. 3.2 je element d;; (i # k,i # s) uvazujeme
v tab. 3.2 ¢tverici
dij -+ dis
dg; -+ dis <« Kklicovy fadek
T
klicovy sloupec
a soucin elementii dy; a d;s déleny klicovym elementem dj, odecteme od ptivodniho elementu
7 dk 'dis
di; = dj; — —22.
Yo g
Zcela analogicky i pro elementy posledniho sloupce az na element z klicového radku dso,
kde jsme jiz shora zapsali dyg.
5. Element Z; obdrzime jako skalarni soucin prvniho sloupce v tab. 3.3 a j-tého sloupce ope-
racni matice v tab. 3.3. Obdobné spocitame cy.
6. Element ¢; — 2Z; (j = 1,2,...,n) lze vypocitat dvéma zptsoby, a to jednak jako rozdil

druhého a pfedposledniho fadku v tab. 3.3, jednak kriZzovym pravidlem. Pro kontrolu je
vhodné uzit oba zptsoby.

Pti numerickém zpracovani na pocitaci se ukladaji vypocitané elementy do paméti pocitace
na tychz mistech, a to v poradi (1,4, 2, 3,5, 6) prislusnych ukonu.

Uvedenymi vypocetnimi pravidly je popsan pfechod od urcitého bazického feseni k jinému bé-
zickému Feseni, tato béazicka feSeni predstavuji bud dva rizné body, nebo — v pripadé degenerace
— téz nékdy jediny bod. Aby shora popsany proces vedl k sestaveni algoritmu pro vypocet opti-
malniho bodu linearni optimalizacni tlohy, je tfeba v tabelarnim zaznamu piipustného bazického
feSeni v kazdém kroku algoritmu volit klicovy element tak, aby prechodem k novému bazickému
feSeni byl ziskan pripustny bazicky bod s lepsi nebo alespon stejnou hodnotou cilové funkce. Této
volby se tykaji dvé nasledujici véty vztahujici se k idajim z tabulky 3.2 odpovidajici vychozimu
pripustnému bazickému bodu x,.

Véta 3.12 (3. véta linearniho programovani) Existuje-li indezovd dvojice [k,s] (1 < k <
m,m+1<s<mn) s vlastnosti
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xl ... xk e I,,n :I:nl+1 PEEEEY :CS ... In
?1 ... fk‘ e ?m ~C,,n+1 PEEEEY CS ... ?n _
c1 1 di e dik e dim d1(m+1) e 0 e din d1o
Ck—1 Tk—1 Cz(k:1)1 T Cz(k:l)k t Ci(k-:l)m d~(k:l)(m+1) T 0 T Ci(kjl)n d~(k:l)0
Cs Ts B dsl e B dsk e B dsm B ds(m+1) 1 B dsn B dsO
Ck+1 Th+1l | Ay 0 e 0 darnm AR men) o 0 o dgeynn | drs1)o
Cm Tm del e d~mk e dmm Jm(m+1) e 0 U d~mn JmO
B Zr Zm Zma1 Z, Z, o
c1 — 21 Tt Cr — gk e Cm — 5m Cm+1 — 2m+1 T Cs — 23 T Cn — gn

Tabulka 3.3: Operac¢ni matice po prechodu k novému bazickému feseni

s — 25 < 0 (resp. cs — z5 > 0),

b)

dro > 0, dis > 0,

d d; _—_—
2 = min * I={ie{1,2,....m}|dy >0},

potom promeénné (T1,Ta, ..., Th_1,Ts, Tk, - - -, Ty JS0U bdzickymi proménnymi urcitého pripust-
ného bazického bodu &, jemuz odpovida tabeldrni zaznam tabulky 3.3 a pro ktery plati

f(@) < f(=o) resp. f(Z) > f(zo).

Véta 3.13 (4. véta linearniho programovani) Existuje-li indexovd dvojice [k,s] (1 < k <
m,m+1<s<n) s vlastnosti

a)

s — 25 < 0 (resp. cs — z5 > 0),

b)
H=min—"=0, I={ie{l,2,....m}|dy>0}#0,

Véty 3.12 a 3.13 (3. a 4. véta linedrniho programovani) jsou uziteéné tehdy, kdyz nenastéva
zadny z pripadi vét 3.10 a 3.11. Véta 3.12 udava postup, jak 1ze vhodnou volbou kiizového
elementu prejit k pripustnému bazickému bodu s jinou indexovou bézi s lepsi hodnotou cilové
funkce vymeénou jediné bazické proménné. Jsou-li splnény predpoklady véty 3.12, pak je tohoto
cile dosazeno. Jde-li vSak o ptipad z véty 3.13, pak se hodnota cilové funkce nezméni a nastéavaji
urc¢ité potize s vyhledavanim dalsiho pfipustného béazického bodu spojené — z geometrického
hlediska — s problémem, jak dospét z vychoziho vrcholu polyedru M k jeho sousednimu vrcholu,
ktery dava lepsi hodnotu cilové funkce. Avsak i v ptipadé, kdy za platnosti predpokladii véty
3.12 neni volba klicového elementu dle predpisu
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jednozna¢na, muze po dalsi vyméné bazickych proménnych nastat pro piislusny bazicky bod
pripad z véty 3.13. Pripad z véty 3.13 nastava tehdy, jde-li o degenerované pripustné bazické
feseni. Vyskyt této degenerace souvisi se strukturou restrikéni mnoziny M a existuji metody, jak
tento pripad obejit. Jedna z moznosti spoc¢iva v tom, ze danému linedrnimu optimaliza¢nimu
problému (3.22) pfifadime jiny, takfeceny e-modifikovany, linearni optimaliza¢ni problém s touz

cilovou funkci
n
flx) = Z CiZq,
=1

avSak s restrikéni mnozinou

M(e) = {ern 1> api=b > e (j=1,2,....m), ;>0 (i:1,2,...,n)},

=1 =1

kde ¢ je velmi malé kladné c¢islo z nasledujici véty.

Véta 3.14 (O e-modifikovaném optimalizaénim problému) Ke kaZdému linedrnimu opti-
malizacnimu problému v rovnicovém tvaru, pro ktery jsou splnény predpoklady a), b) existuje ¢islo
g0, kde (0 < g9 < 1), tak, Ze pro kazdé € € (0,¢¢) je kaZdé pripustné bazické teseni pritazeného
e-modifikovaného optimalizacniho problému nedegenerované. Pritom puvodni a jemu pritazeny e-
modifikovany optimalizacéni problém jsou bud soucasné tesitelné nebo soucasné neresitelné. Je-li
xo(e) optimdlnim bodem prirazeného e-modifikovaného problému, potom bod

xo = limxo(e)
e—0

je optimdlnim bodem pivodniho optimalizacniho problému.

3.1.9 Simplexova metoda

Algoritmus navazujici na slova fecena, ktery se nazyva simplexovd metoda v teorii linedarniho
programovdni, odpovida nasledujici geometrické predstave: Vyjde se od znamého vrcholu zy po-
lyedru M a — pokud se nejedné o optimalni bod tlohy linedrniho programovani — postupuje se po
hranach polyedru M vzdy od jednoho vrcholu k vrcholu sousednimu, a to tak dlouho, nedosahne-
li se vrcholu, ktery je optimalnim bodem daného problému. Jelikoz pocet vrcholt polyedru M je
konecny, je pocet krokii algoritmu opirajicitho se o uvedenou geometrickou ideu rovnéz konecny.
Uvazujme linedrni optimalizaéni problém v rovnicovém tvaru, tedy tlohu urc¢it minimum (resp.
maximum) dané linedrni funkce

na mnoziné
M:{er”Zaﬁxi:bj (G=1,2...,m), ;>0 (¢:1,2,...,n)}, (3.41)
=1

tj. ilohu uréit alespori jeden bod & € M vedouci k minimu (resp. maximu) funkce f na M.
Predpoklady:

1.
1<m<n

2. hodnost matice A = {a;;};1; koeficientti systému rovnic z popisu (3.41) mnoziny M je m
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3. bod o = (o1, Toz, - - -, Ton) je znadmy piipustny bazicky bod, jemuz pfislusi systém bézic-
kych proménnych (1, s, ..., z,) (Cehoz lze precislovinim proménnych vzdy docilit).

Ptipravny bod algoritmu: Systém rovnic z (3.41) rozfesime vzhledem k bazickym proménnym
(r1,2,...,%y); tedy shora popsanym postupem vytvofime tabulku 3.4 (simplexovou tabulku)
prislusnou vychozimu pripustnému bazickému bodu z.

1‘1 .« .. :L.z DREE x‘m $m+1 e xj DEE x‘n
c]. ... C'L DEEE Cm Cm+1 DREE c] DR cn
¢ 1 1 .. 0 .. 0 di(m+1) .. dy; . dy, dio
¢ T 0 .. 1 .. 0 ditm+1) .. dij .. d;n, dio
Con T 0 .. 0 .. 1 Ain(m+1) .. dpm; .. - dmo
Z]. .« .. Z’l DREE Zm Zm+1 DEEE Z] DEEE Zn CO
G —Z2 - G—Z o Cp T 2Zm Cm4l — Am4l . G —Zp ot Cp — Zp

Tabulka 3.4: Simplexova tabulka

Jsou-li splnény pro udaje z posledniho (charakteristického) fadku tab. 3.4 predpoklady véty
3.10, je bod zy optimalnim bodem a algoritmus kon¢i. V pripadé splnéni pfedpoklada véty 3.11 je
dana tloha nefesitelna a algoritmus rovnéz konci. Nenastava-li zadny z téchto pripadi, nasleduje
1. krok algoritmu.

1. krok: V charakteristickém fadku (poslednim fadku) tab. 3.4 — v némz je, dle shora uvede-
ného, ¢; — z; =0 (1 =1,2,...,m) — zvolime index jy s vlastnosti

Cijo — Zjoy = ze{{],ﬂzi,.r.l.,n}(cl - 2), resp. Cj, — Zj, = le{?,lz?in}(cl —2). (3.42)

V pfipadé vice nez jednoho indexu s vlastnosti (3.42) zvolime napf. nejmensi z téchto indexti.
Takovyto vybér je motivovan snahou o urc¢itou jednoznacnou volbu z mnoziny indext jq s vlast-

nosti
Cjo — Zjy < 0, resp. ¢j, — zj, > 0,

teoretické odtivodnéni nemé a pro vlastni algoritmus je nepodstatny (az pravé na zadost jedno-
znacnosti). K jednozna¢né zvolenému indexu jo s vlastnosti ¢;, — z;, < 0 (resp. ¢j, — zj, > 0)
definujeme indexovou mnozinu

d d;
1% = {l el | == = min - } (3.43)

dijo - i€ljy d;j,
kde
]Ijo = {Z S {1,2,...,m} ‘ dijo > 0}

Obsahuje-li mnozina (3.43) pravé jeden element iy, potom zvolime v tab. 3.4 element d;,;, za
klicovy element, -ty fadek za klicovy fadek a jo-ty sloupec za kli¢ovy sloupec (viz tab. 3.5).
Obsahuje-li indexova mnozina H?O z (3.43) vice nezli jeden index, pak zavedeme dalsi indexovou

mnozinu
dn . di
lel-OE lE][?O — = min — )
dljo ay dijo

Jo




3.1. LINEARNI PROGRAMOVANI 57

Je-1i i jejim jedinym prvkem, pak zvolime cislo d;,;, za klicovy prvek, io-ty rfadek za klicovy
radek a jo-ty sloupec za klicovy sloupec. V piipad€, Ze i mnozina ]IJI.O obsahuje vice nezli jeden
index, zavedeme v poradi dal$i indexovou mnozinu dle obecného zapisu

die min di,
dijo ientt dij

Teoreticky rozbor pripadu degenerace ukazuje, ze uvedeny proces konci u urcité mnoziny ob-
sahujici pravé jeden element 7o, ¢imz jsou klicovy prvek d; j, a jemu piislusny klicovy fadek a
sloupec z tab. 3.5 urceny. Za této jednoznacné volby klicového prvku d;,;, vyznaceného v tab. 3.5
rameckem piejdeme vyménou puvodniho systému (1, xg, . . ., x,,) bazickych proménnych postu-
pem popsanym v bodech 1-6 k novému systému (x1, o, ..., ZTiy—1, Tjos Tig+1, - - - » L) bazickych
proménnych. Takto dospéjeme k nésledujicimu tabelaénimu zaznamu (tab. 3.6) pfislusnému bud
novému piipustnému bazickému bodu (V) # z,, nebo (v pripadé degenerace) k témuz bazickému
bodu z; s jinou indexovou bézi. (Zaménuji se pouze fadky, tj. klicovy prvek dosazuji do kli¢ového
fadku, ménim hodnoty v tabulce, sloupce nechdvam na svém misté.)

| S k—1
I, = {l €I

xl PEEETY l‘k xm Im—i—l “ .. x]o PEEEEY ‘/I:n
Cl .« .. Ck? Cm Cm+1 ... C]() ... Cn
i 1 di di dim dl(m+1) dljo din dio
Ci T di i, dim di(m—i—l) T dijo din dio
CZU xio diol diok diom d’io(m+1) . e dion dioO
Cm T dml dmk dmm dm(m+1) e dmjo dmn dmO
Z1 S Zk Zm Zma1 Zjo e Zn Co
C1 — 21 Cl — gk Cm — gm Cm+1 — gm—i-l s Cjo — 2j0 Cp — 2,1
Tabulka 3.5: Simplexové tabulka s klicovym prvkem d;;,
I T .’L’jo s Tn
C1 Ck Cjo Cn
I d5) iy, Wdyj, =0 s, dig
1) o - M M
Cig—1  Tig—1 d(i0(7)1)1 d(¢0(7)1)k (l)d(io—l)jo =0 d(iof)l)n d(io(f)l)o
1 1 1 1
Cjo Lo (Cli)jol ((li)jok (l)djojo =1 (Cll)jon (Cli)joo
Cip+1  Tig+1 d(¢0+1)1 d(i0+1)k (l)d(io+1)jo =0 d(io-i-l)n d(z’0+1)0
en am | dY ah d) =0 i) dh)
I T T I T
z§ ) z,i ) 25»0) = ¢j, 27(1) cg )
] — z§1) Cck — z,(cl) Cjo — Z;;) =0 Cn — 2’7(11)

Tabulka 3.6: Simplexova tabulka po prvé vyméné baze
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Shora popsany postup pro jednoznac¢nou volbu klicového prvku zamezuje vzniku tzv. cyklu,
tj. pripadu, kdy po urcitém konec¢ném poctu kroki by byl ziskan bod obsazeny jiz v predchozich
krocich. Z charakteristického fadku tab. 3.6 usoudime, dle vét 3.10 a 3.11 zda algoritmus kondi, tj.
zda bod W) je optimalnim bodem ¢ je tiloha nefesitelna, nebo zda pFichazi v tivahu dalsi, druhy
krok algoritmu, v némz postupujeme zcela analogicky, jako v kroku 1. jen s tim rozdilem, ze za
vychozi pifpustny bazicky bod bereme nyni bod (V) a jemu p¥islusnou tabulku 3.6; takovymto
zpusobem dostavame postupné koneénou posloupnost

zo, 2. 2?2

vrchold polyedru M, pfi¢emz v poslednim (s-tém) bodu algoritmu lze na zékladé udaji z piislus-
ného charakteristického Fadku tabulky piislusné p¥ipustnému bazickému Feseni (*) rozhodnout
bud o optimalité bodu ¥, ¢ o nefesitelnosti dané optimalizaéni tlohy.

3.1.10 Urceni ptipustného bazického bodu

Simplexova metoda pro pfipad linearni optimalizac¢ni tlohy byla odvozena za ptredpokladu, ze
pocet rovnic v restrikéni mnoziné M je mensi nezli poCet proménnych a Ze je znam vychozi pri-
pustny bod. V praxi jde vétsinou o rozsahlé optimalizacni tlohy uvazovaného typu, kde pocet
vazebnich rovnic muize téz presdhnout pocet proménnych, kde (obecné) neni zndm vychozi pii-
pustny bézicky bod a kde téz je velmi obtizné zjistovat i hodnost matice A koeficienti systému
omezujicich rovnic z popisu restrikéni mnoziny. Je vSak mozno uzit metody, ktera se opira o
simplexovou metodu, v jejimz priubéhu se bud ovér, Ze dand restrikéni mnozina M je prazdna,
nebo ktera vede k urceni vychoziho pripustného bazického bodu. K tomuto tucelu priradime da-
nému linearnimu optimaliza¢nimu problému s restrikéni mnozinou M, v jejimz popisu mizeme
predpokladat, ze je

b >0 (j=1,2,...,m) (3.44)

coz lze za¥idit nasobenim ¢islem (—1), nasledujici pomocny optimaliza¢ni problém.

min_p(u), ¢u) = Zuj, (3.45)

(x,u)eM

]M:{(x,u)E]Ener\Zajixi—i—uj:bj, quO(jzl,Q,...,m), szO(Z:LZ,Jl)}

i=1

Restrikéni mnozinu M dostaneme z mnoziny M popisu (3.41), jestlize do kazdé j-té rovnice
zavedeme novou proménnou u; (j = 1,2,...,m). Proménné u; (j = 1,2,...,m) nazyvame
umélymi (pfidatnymi) proménnymi. Pro pomocny linedrné optimalizacni problém (3.45) plati
jednak (3.44) (dle pfedpokladit), jednak je pocet rovnic v popisu mnoziny M mensi nez pocet
n + m proménnych, pricemz lze tyto rovnice rozresit vzhledem k proménnym

uj:b]—ZaﬂxZ (]:1,2,,m)
i=1

Bézické feseni (zg,uo), pro néz plati
1701':0(2.:1,2,...,7’2,), Uj:ijO(]:l,Q,,m),

predstavuje piipustny bazicky bod pro problém (3.45). Protoze cilova funkce p(u) je zdola ome-
zend a spojitd na uzaviené mnoziné M, existuje vzdy optiméalni bod (Z,u) tlohy (3.45).



3.1. LINEARNI PROGRAMOVANI 59
Véta 3.15 (Optimalni bod pomocné optimaliza¢ni tlohy) Je-li
(ﬁ,’ll,) = (.Zi’l,{i’g, . ,‘TAf'n,’LAél, ZALQ, ey um)

optimdlni bod pomocné optimalizacni ulohy (3.45) — jiZ je mozno Tesit simplezovou metodou —
potom v pripadé, Ze

m
Z U > 0,
j=1

je M = 0 a piivodni optimalizacni problém s restrikéni mnoZinou M je neresitelny; v pripadé

je bod & = (&1, &, ..., &,) pripustngm bdzickym bodem pivodni optimalizacni ulohy s restrikéni
mnozinou M z (8.41).

Nasledujici veta, kterou lze odvodit na zakladé tzv. teorie parametrického linearniho progra-
movani umoziiuje vynechat pomocny problém (3.41) pro urceni vychoziho pfipustného béazického
bodu ulohy

min » ¢, (3.46)
zeM =

respektive
max E Cix;
2EM < iy

s restrikéni mnozinou M z (3.41). Misto ptuvodné zadaného problému (3.46) se Fesi simplexovou
metodou jiny, jemu pfirazeny problém

min chxl +uZu], (3.47)

(z, u)GM

respektive

max E CiT; — HE uj,

(z, 'u.)EIM

s restrikéni mnozinou M, kde y je parametr, jehoZ hodnotu si myslime vétsi nezli jakékoliv ¢slo,
které se béhem vypoctu vyskytne. Tato metoda se oznacuje jako parametricka p-metoda.

Véta 3.16 (O vztahu parametrické a puvodni tlohy linedrniho programovani) Eristuje-
li ¢islo ug tak, Ze pro Zddné p > o neexistuje optimdlni bod (Z,u) ulohy (3.47) s vlastnosti

potom je puvodni uloha (3.46) neresitelnd. Neni-li tomu tak, pak ezxistuje dostatecné velké kladné
¢islo p tak, Ze bod x je optimdlnim bodem pivodniho problému (3.46) (pokud bod (Z,u) s vlastnosti
;=0 (j =1,2,...,m) je optimdlnim bodem problému (3.47)).
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3.1.11 Princip duality

Uvazujme linearni maximaliza¢ni ilohu v norméalnim tvaru, tj. ilohu

Y (3.48)

s restrikéni mnozinou

M = {ern 1Y aui <b (j=1,2,...,m), ;>0 (¢:1,2,...,n)} (3.49)

i=1

a to pri libovolné zvolenych cislech m a n a bez kladeni jakychkoliv pozadavkii na hodnost matice

a1; -+ QAip

A:

m1 *° Gmn

Prifadme problému (3.48) linearni minimaliza¢ni problém
m
min E bju;
ueN I
J=1

s restrikéni mnozinou

m
N = {ueIEm > aju; > (i=1,2,...,n), u; >0 (j:1,2,...,m)}.
j=1
V literatufe se Casto uziva pro tento problém stru¢ny (symbolicky) maticovy zapis:
Uloha L.
max {¢"z | Az <b, z >0} . (3.50)
x

Uloha II.
(3.51)

min {b"u | A"u > ¢, u >0} .

Z tabulky 3.7 lze usoudit na strukturu dvojice linearnich optimalizac¢nich tloh I. a II., z nichz

prvni je vzdy maximalizacni a druh& minimalizacni tiloha.

T . xT; Ty
ur | an ay; ay, | <bh
uj | aj T N
U Am1 e Ami Amn S bm

e S ¢ B ¢

Tabulka 3.7: Dvojice dudlnich tiloh

Dvojici tloh I. a II. nazyvame duélni dvojici linedrnich optimalizac¢nich tloh v norméalnim

tvaru, tlohu II. dudlni tlohou k pivodni (primérni) tloze I. Plati véty:
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Véta 3.17 (Vztah cilovych funkci dvojice dualnich aloh) Jsou-li restrikéni mnoziny M a
N z dvojice dualnich uloh I. a II. neprdzdné, pak plati pro libovolny bod £ € M a libovolny bod

u e N
n m
> cwi <) by,
i=1 j=1

¢i zapsano maticové
e <blu.

Véta 3.18 (O principu duality) Jestlize restrikéni mnoziny M a N dudlnich dloh I a II jsou
neprdzdné, potom ezistuje optimdlni bod & ulohy I. a optimalni bod u ulohy II. a hodnoty cilovijch
funkci z obou téchto uloh jsou si v téchto optimalnich bodech rovny, tj.

'z =b"a.

Véta 3.19 (O fFesitelnosti dvojice dudlnich tloh) Uloha I. je fesitelnd prdavé tehdy, je-li ve-
sitelnd wuloha I1.

Z hotejsich vét plynou nasledujici poznamky. Je-li  libovolny pfipustny bod tlohy I. a u
libovolny pfipustny bod tlohy II, potom existuji optimalni body z a u a plati

c'rx<c’z=b0"a<bu.
Pripustné body ziskané v jednotlivych krocich algoritmu pii feseni tloh I a II tedy vymezuji
interval, v némz lezi optimalni hodnota cilové funkce, pricemz se tento interval s ristem poctu
krokti zmensuje. Vyznam dualni tlohy spociva téz v tom, ze v fadé tloh je feseni dualniho
problému jednodussi a casové méné narocné nezli feSeni primarni tlohy.
Je-li  pripustné feseni tlohy (3.50) a @ pfipustné FeSeni tlohy (3.51), pro kterd plati

'z =b"a, (3.52)

pak Z je feSenim tlohy (3.50) a @ je FeSenim tulohy (3.51). Déle plati tzv. komplementarita:

(b— Az)74 = 0.

Hledame tedy takova Z a u, aby byly splnény vedlejsi podminky obou tloh a rovnost (3.52).
Jde tedy o soustavu podminek!

Aanznxl + Ymx1 = bm><17

(AT)nxmumxl = Cpx1 t Znx1;
cl'z —blu =0,
x>0, u>0 y>0 22>0,

coz pisSme souhrnné jako

Dé- = da € Z 02m><2n7 (353)
kde
xr
" Amxn 0,5 Imxm 0,5 b
§ = y 5 D = Onxn (AT)nXm Onxm _In><n 5 d= c
2 (CT)lxn _(bT)lxm 01><m 01><n 0

Dolni index m x n znaéi, Ze matice A,,x, je typu (m,n).
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ReSenim rovnosti z podminky (3.53), které lze uzitim singularniho rozkladu zapsat ve tvaru
£=g+Gt,
je dano FeSeni dvojice dualnich tloh I. a II., ovSem najdeme-li ¢ spliujici podminku
g+Gt=>0.
Podobnou dvojici tvoii také napiiklad dvojice tiloh

max {c'z | Az =b, z >0} (3.54)
min {d"y | A"y > ¢} . (3.55)
y

3.2  Kvadratické programovani

Uvazujme tlohu

. (1
Z = argmin (ixTC:z: — cT:I:) ,

zeM

kde
M={z |Rx=r, Nz<n}.

Je-li C' symetrickd matice spliujici podminku
2'Cx >0 VxeM, (3.56)

pak hovorime o tloze kvadratického programovani.

Resme tuto tlohu uzitim véty o Lagrangeovych multiplikdtorech pro tlohy s rovnostmi a
nerovnostmi.? Dle této véty je nutnou® podminkou splnéni nasi tlohy vyhovéni nésledujicim
podminkam.

a) Podminka stacionarnosti Lagrangeovy funkce
1
Lz, L, \) = §:rTC'x —c'z 4+ 0" (Rx —r) + AT (Nz —n)

vzhledem k z, tedy R .
Ci—c+R+N"X=0.

b) Podminka inverzni korespondence znamének:
A >0.
¢) Podminka komplementarity
diag(A) (Nz —n) = 0.

Navic je ovSem nutné splnit podminky vymezujici mnozinu M.
Tuto tlohu je mozné fesit uzitim pomocné tlohy linedrniho programovani

N
{:E,Z,:\}:argmin{z/\i]Rz:r, Nz <n, Czx+Rl+N"\x=c, 5\20} (3.57)

i=1

nasledujicim zptisobem:

2Uvedené na strané 39.
3A v pfipadé nasi tlohy, jak vyplyva z podminky (3.56) a z charakteru mnoziny M, také postacujici podminkou
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1. Resfme tlohu (3.57).

2. Pokud pro ziskané teseni plati podminka komplementarity

diag(A) (N —n) =0,

pak nalezené feseni tilohy linedrniho programovani je také feSenim ptivodni tlohy progra-
movani kvadratického: £ = . Pokud tato podminka v nékterém radku splnéna neni, tedy

je-li mnozina
j=1

neprazdna, potom vybereme index

L = arg max \;
iel

a v pomocné uloze linearniho programovani pridame k vedlejSim podminkam jesté pod-

minku
<Z N,i; — n> =0

a cilovou funkci nahradime funkeci

N
>

i#£L

3. Atd. dokud nenaleznem fFeseni ¢i neusoudime, ze ho nalézti nedokazeme.

3.3 Separovatelné tlohy

Pomeérné cCasty jest pripad, kdy je tucelova funkce tzv. separovatelna, tj. da se zapsat ve tvaru
f@ =S fil).
i=1

Jde tedy o soucet funkeci, kde kazda funkce zavisi pouze na jedné proménné. Jsou-li vedlejsi
podminky linearni, lze separovatelnou tulohu fesit tim, zZe ucelovou funkci vyjadiime pomoci
spojité po castech linedrni funkce. Obecné lze Tici, Ze vhodnou substituci vzdy mnoho ziskame.

3.4  Dynamické programovani

Dynamické programovani je zalozeno na myslence postupného snizovani rozmeéru extremalizacni
tlohy tim, Ze hodnotu funkce v bodé maxima uvazujeme jako funkci F'(n,b), kde n je pocet
proménnych v tloze vystupujicich, a b je vektor hodnot pravych stran vedlejSich podminek.
Pro F(n,b) sestavime funkcionalni rovnici, kterou vyfesime. Dosadime-li pak za n a b konkrétni
hodnoty poc¢tu proménnych a pravych stran, dostaneme hodnotu extremalizované funkce v bodé
maxima a z udaju ziskanych pii feseni funkcionélni rovnice dostaneme i hodnoty bodu maxima.
Je nutné, aby ucelova funkce byla v jistém smyslu separovatelna a vedlejsich podminek byl co
nejmensi pocet (pokud mozno jedind).
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3.5 Linearni lomené programovani

Ulohou linearniho lomeného programovani nazveme tlohu maximalizovat podil dvou linedrnich
forem tvaru

c'x
= 3.58
f@) = G (359)
pri linearnich vedlejsich podminkach
Az =b, z>0. (3.59)
Pomoci substituce .
2 = dT; (1=1,2,...,n),
1
el = g

prevedeme ulohu (3.58)—(3.59) na tlohu linedrniho programovani ve tvaru

n
mzaXZcizi
i=1
pri vedlejsi podmince
Zajizi—bj2n+1:0 (j:1,2,...,m),
i=1
n
D dim=12z>0(i=12. . n+l)
i=1

kde predposledni podminka zabezpeci, ze z,.1 # 0. Optimalni feseni tlohy linearniho lomeného

programovani ziskame jako
Zi

T = (1=1,2,...,n).

Zn+1

3.6 Geometrické programovani

Termin programovani se z historickych divod pouziva pro oznaceni matematické formulace
parametrickych optimaliza¢nich tloh a pro metody jejich feSeni. Geometrické programovani je
jednou takovou formulaci a metodou, ktera je, jak nize uvidime, vyjadiena v tiidé funkci majicich
tvar souctu soucini mocnin navrhovych proménnych X, a zndmych koeficienti c;.

Jiz od ¢asti Pierre de Fermata? je zndmo, Ze jisté nerovnosti pomahaji fesit specidlni optima-
liza¢ni tlohy. Téchto nerovnosti je cela rada.

Vychazi se pritom z filozofie naznacené naslednym podobenstvim. VySetfovanou funkci si
ptredstavme jako ¢lenité pohofi. Tato funkce (pohofi) predstavuje levou stranu nerovnosti. Nad
horstvem se snaseji husta souvisla mracna nazyvana stratus. O tomto souvislém pasmu mracen
vime, Ze je vySe nezli nejvyssi vrchol (druhéd — prava — strana nerovnosti, viz obrazek 3.1). Navic
je vyska mracen jistym, ne slozitym zptsobem urcitelnd. Posledni, a pro ¢lovéka hledajiciho
je zretelné ohlaseni se prvniho dotyku klesajicich mracen s nejvyssim vrcholem a jeho lokalizace
(projeti blesku, splnéni nerovnosti jako rovnosti, obrazek 3.2). Vysku mracen zname stéle, tedy i v
okamziku projeti blesku. Svétlo blesku navic urci polohu, v niz mame extrém hledat. Matematické
vyjadfeni pravé naznaceného podobenstvi pouze s opacnym znaménkem nésleduje pii vyuziti
takzvané geometricke nerovnosti.

4Pierre de Fermat [-m4] *1601 (Beaumont de Lomagne), 112. I. 1665 (Castres).
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f(z)

A

N i

Obrazek 3.1: Povétrnostni podobenstvi

N o

=>

Obrazek 3.2: Lokalizace extrému — svétlo blesku

V Sedesatych letech dvacatého stoleti panové Peterson, Duffin a Zener® precizné popsali zpii-
sob vyuziti vlastnosti tzv. geometrické nerovnosti uvadéjici vztah mezi vaZzenym aritmetickym
primérem a vazenym geometrickym primeérem k feseni parametrické optimaliza¢ni tlohy nize
uvedeného tvaru. Tento zpiisob byl dale rozsifen panem D. J. Wildem® v letech sedmdesatych.

Geometrickd nerovnost” ¥ika, Ze vazeny aritmeticky primeér je nejméné tak veliky jako vazeny
geometricky primér, tedy ze

Zm: 6;U; > ﬁ U, (3.60)
=1 =1

kde Uj; jsou libovolna nezdpornd cisla a ¢; jsou libovolné kladné vahy, které spliuji podminku
normy

D S S (3.61)

Geometrickd nerovnost se navic stava rovnosti pravé kdyz

Uy=Uy=...=U,. (3.62)

S[PETERSON et al., 1967].
S[WILDE, 1978].
"Srvn. [JARNIK, 1984b] ss. 211 a [JARNIK, 1984c].
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Polozenim

dostavame geometrickou nerovnost (3.60) ve tvaru

51 82 Im
(751 U9 U,
uy +up + +um_(51> (52) <5m) (3.64)

Princip vyuziti geometrické nerovnosti (3.64) k feseni tlohy jistého tvaru si ukazme v nésle-
dujicim artikulu.

3.6.1 Uloha s kladnymi koeficienty ¢; bez vedlejsich podminek

Uvazujme tlohu®

n}}ng(x)7 (3.65)
g=u;+us+ ...+ up,
wp = X7t X9 XM (3.66)
kde
>0 (i=1,2,...,m), X =(X1,Xs,...,Xy) >0. (3.67)

Predpokladejme, Ze funkce g dosahuje svého minima v bodé X > 0. Dosazenim za u; dle
(3.66) do vyjadreni geometrické nerovnosti (3.64) dostavame

5 52 Im
g>vEX)=(2) (2) (=) xProxPr XD, (3.68)
51 (52 5m
kde
D,=> Gy (p=1,2,...,M), (3.69)
=1

0 =(01,09,...,0m), X =(X1,Xo,...,Xn).

Funkce V(8,X) proménnych 41,9, ...,d, a X1, Xo,..., Xy (tak fecend preddudlni funkce)
definovand vztahem (3.68) nabyva svého maxima ve stejném bodé jako funkce®

m d;
i=1 N0
Jsou-li koeficienty
D,=> 6ia;, >0 (p=1,2,...,M), (3.71)

i=1
je funkce (3.70) konkévni funkci vzhledem k proménnym X a anulovanim derivaci dostavame
podminku pro maximum

oV (6;,X,) D, Y &a

X, x,  x,  0 Ww=L2..M) (3.72)

8Této tloze se v teorii geometrického programovani ¥ika primarni tloha. Proménné X u se nazyvaji proménné
priméarni.
9Gtaci si uvédomit rostouci charakter funkce zvané piirozeny logaritmus.
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Podmince (3.72) vyhovuje X, = oo, respektive

Zéiai,/:() (V:LQ,...,M).

i=1

JelikoZ nas zajimé konecné teseni, pouzijeme druhou moznost, kterd navic vyhovuje podmince
(3.71).

Maximum funkce V' (4, X) je pak rovno vazanému maximu

m o;
C;
Umaxz = Iglef]is( U((S), U((S) = H (5—1) ,

i=1

kde mnozina D je urc¢ena M +1 linedrnimi rovnicemi a podminkou kladnosti dualnich proménnych

0

D=S8cE" | ¥ 6ay=0, (n=1,2,... M), » &=1 6>0;. (3.73)
i=1 i=1
Této tloze se fika tloha dudlni. Proménné J; slovou dualni proménné. Podminka
D ai=1 (3.74)
i=1

je shora zminénou podminkou normy.

Vzhledem k tomu, Ze funkce v(8) mé pii uvazovani ¢; > 0 a ¢; > 0 maximum ve stejném bodé
jako funkce!® Inwv, hleddme maximum konkdvni'' funkce Inv pii splnéni linearnich vedlejsich
podminek (3.73). Je-li navic pocet M priméarnich proménnych X, o jednu mensi nezli pocet m
¢lenti u; funkee g,*2 potom vedlej$i podminky dudlni tilohy maji pouze jedno feseni a dudlni iloha
se redukuje na feseni soustavy linedrnich rovnic, coz je skutecnost stojici zdiraznit.

Najdeme-li bod § = (51, Oo, ..., Sm), v némz duélni funkce v(d) dosahuje svého vazaného ma-
xima, pak minimaliza¢ni bod primarni tlohy X = (X L X X ) nalezneme uzitim podminky,
ze geometrickd nerovnost se stava rovnosti, tedy ze plati

min g = g(X) = max V(8,X) = V6, X) = 0(8) = vmas » (3.75)
jediné plati-1i'?
“igX ) _ k. (3.76)

kde K je konstanta shodna pro vSechna . Velikost konstanty K urcime z platnosti nasledujicich
tvah plynoucich ze vztahu (3.74), (3.75) a (3.76). Mame

~

v(d) = g(X) = Zui(f() :K-Z& =K

OFunkce Inx je konkévni na konvexni mnoziné vsech kladnych é&isel z. Proto pro ¢; > 0(i = 1,2,...,m) a
0;>0(:=1,2,...,m) je funkce Inv(d) funkci konkavni.

Ppficem# si uvédomme kvalitativni rozdil mezi problémem nalezeni globalniho extrému ptivodni nekonvexni
funkce, o které nevime, kolik mé lokélnich extrémt, a problémem nalezeni maxima konkavni funkce, kde toto
maximum je maximem jedinym.

12Cehoz 1ze dosdhnout vhodnou formalizaci ptivodni tlohy optimalizace a zejména vhodnou formulaci konstruke-
nich cili a vhodnym sestavenim matematického modelu, ¢i jistymi matematickymi obraty v pribéhu transformace
konstrukéni optimalizacni tilohy na matematickou tlohu parametrické optimalizace.

13Srvn. vyjadieni (3.62) na str. 65 a (3.63) na strané 66.
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a tedy

K =v(8).

Tyto podminky po dosazeni za u; z vyrazu (3.66) vedou na vztah pro nalezeni minimalizujiciho
bodu primérni tlohy X ve tvaru

X0 XgE X —y(8)-0;  (i=1,2,...,m). (3.77)

Vezmeme-li v ivahu shora polozené podminky

>0, X,>0 (i=12...,m) (n=1,2,...,M), (3.78)

potom zlogaritmovanim vztaht (3.77) dostavame soustavu linearnich rovnic pro proménné In X,

M A ~

. b
Y aInX, = 1n(”(‘56) ) (i=1,2,...,m). (3.79)
p=1 '

3.6.2 Uloha s kladnymi koeficienty ¢; a s vedlejsimi podminkami

V ptipadé tlohy s vedlejsimi podminkami je nutné pouzit metodu Lagrangeovych multiplika-
tortt a vznikly problém fesit opét uzitim geometrické nerovnosti. Jako ilustraci si uvedme fadu
nasledujicich tvah.

Méjme tlohu

mo M
II}}II g(X), go= Z a || X (3.80)
i=1 pn=1
s ¢ podminkami
mg M
= > a[Xm<1t (k=129 (3.81)

1=mp_1+1 pn=1
a M podminkami
X, >0 (p=1,2,...,M),
kde
c; >0 (i:1,2,...,mq).

Uzitim geometrické nerovnosti shora pfedvedenym zptisobem na transformaci vyjadieni vy-
razl go, g1, - - - , §q @ UvaZenim, Ze g, > 0 a tedy ze mocnénim kladnym Cislem )\, nedojde ke zméné
znaménka nerovnosti (3.81), dostavame

=1 p=1
A M A
Mk i mp
C; > 41 @ipdi
arz( 1 (5) I =
i=mp_1+1 ¢ p=1
o C; ! XZi:nLk71+l aiHAi)‘k k o 1 2
B K ) H ( Bt B B Q)a
i=mp_1+1 v p=1

kde podobné jako shora vahy 6; > 0 (i = 1,2,...,mg) a A; > 0 (i = mo+ 1,mo+2,...,m,)
maji spliiovat podminku normy
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Yoo oA=1 (k=12....9) (3.83)

Veli¢iny )\, jsou Lagrangeovy multiplikitory, o ¢emz se piesvédéime na strané 70 a nize.'*

Vzajemnym vynasobenim levych stran poslednich ¢+ 1 nerovnic a porovnanim s vzajemnym
vynasobenim pravych stran téchto nerovnic dostavame

9o Z ﬁ (%) k . ﬁ ﬁ <%> B . 1]\_/[[ X£Z;101 aw51-+2221 Z;lkmk_lﬂ awAi)\k).
i=1 v i

k=11=mg_1+1 pn=1

Zavedenim substituce
5z:Az)\k (z:mk_1+1,mk_1+2,,mk) (k:1,2,,q)

dostava posledni nerovnost tvar

mo ¢ & q my ci &; N M qu aods
k=1

i=1 t=my_1+1 pu=1
a podminky normy vyjadiuji

mo
St
i=1

my

doosi=h (k=12...0) (3.85)

1=mp_1+1

Podobné jako v pfipadé bez vedlejsich podminek nabyva prava strana nerovnosti (3.84) svého
extrému za podminky

» ayi=0  (n=12,..., M), (3.86)

¢imz, s uvazenim

dostava tato nerovnost tvar

Uvazujeme-li opét

J(X
uX) _ g
pak plati (existuje-li X )
A mo C; 0; M ZT"O 5.
w0 - T1(5) T
i=1 v u=1

14Pro Lagrangeovy multiplikatory a vedlejsi podminky vSak plati podminka komplementarity ze strany 39, dle
které bud g = 1 & Ay = 0 a tedy g,i"“ = 1. To je vyznamné vzhledem k budoucimu uvazovani geometrickych
nerovnosti ve tvaru rovnosti.
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mp A M

C; i XZ?;’“mk_ﬁlawAi
- 11 (2)7 0
4 A !
i=my_1+1 pn=1

a tedy (srvn. pozn. 14)

mg JAVD.VX M my,
C; Zi:mk—1+1 Qi A A
1= ] (_Ai) .M]:|1Xu (k=1,2,....q).

i=my_1+1

Odtud, s uzitim (3.85) a (3.86),

0(X) = v(68) = ﬁ (%)5 .gw'

Nyni, tak jako shora, mfizeme vyjadfit zdkladni princip geometrického programovani.!?

Véta 3.20 (Zakladni princip geometrického programovani) Pokud pro bod 8 vdzaného ma-
xima dudlni ulohy

R Mq c: di q
{0} —argmaxv(d),  v(@) =[] (5) T

i

=1 k=1
kde
my
M= Y & (k=12....q)
i=mp_1+1
a m,
D= {@ >0 (i=1,2....mg) | > =1 Y aubi=0 (u= 1,2,...,M)}
i=1 i=1
ezistuje bod X , pro ktery plati
M A
o [[ X =o0w(8)  (i=1,2,...,mp), (3.87)
pn=1
a
Mo 5
o | [ Xpm = — (l=mp_1+1,me1+2,...,mp) (k=1,2,...,q), (3.88)
ji=1 Ai(6)

pak take plati, Ze

min go(X) = go(X) = v(8) = maxv(é),

Xu€eP deD

kde
P={X,>0p=12....M)|g<1 (k=1,2,...,9)}

Nyni si ukdzeme, Ze ¢isla Ay jsou tzv. Lagrangeovy multiplikdtory a Ze plati vztahy (3.87) a
(3.88). Podle véty 2.8 o Lagrangeovych multiplikitorech pro tlohy s rovnostmi a nerovnostmi
uvedené na s. 39 mame, napiSeme-li nasi ulohu (3.80) a (3.81) ve tvaru

fo=g0, fi=g—-150 (k=1,2,...,9),

g
L =logo + ng(gk - 1),

k=1
nasledujici nutné podminky minima:

15Vyéerpavajici matematicky dikaz najde étenai ve étvrté kapitole knihy [PETERSON et al., 1967).



3.6. GEOMETRICKE PROGRAMOVANTI 71

a)

mo M q mp M
) Cain . Y1 j Cain. -1 _ _
Lx, =0y cay [[ X XD 0 > o [[Xp- X =0 (v=1,2,..., M)
=1 pn=1 k=1 i=my_1+1 p=1

b) )
(>0  (k=0,1,....q)

c)
(geX)=1) =0 (k=1,2,...,q).

Pokud rovnice a) vynasobime postupné ¢isly X, (v=1,2,..., M), vechny potom vydélime

~

¢islem v(4), vidime, ze ¢isla

M A~
. A
i =ci [[Xpm—%  (i=1,2,...,mo) (3.89)
p=1 " U((S)
a
. Mo
= [[ X —  (i=ma+ Lmga+2,.m) (k=1,2,....0q) (3.90)
p=1 U(J)

splinuji podminku

i&aw—ki i &‘ai,/:o (V:LZ,...,M),

i=1 k=1 i=ms_1+1

coZ je pravé podminka (3.86)
> o =0 (v=1.2,...,M).
i=1
Porovnanim (3.89) a (3.90) s (3.87) a (3.88) vidime, ze

X 0
lo=1 a M) =—% (k=1,2,...,q).

Z rovnic a) az c) je vidét, ze Lagrangeovy multiplikdtory / jsou ureny az na nésobek shodnym
kladnym ¢islem, a proto lze také cisla A\.(d) = (x/v(8) (k=1,2,...,q) nazvat Lagrangeovymi
multiplikatory. Navic je mozné velikost jednoho nenulového multiplikatoru volit; napriklad g = 1.

3.6.3 Uloha s koeficienty ¢; obou znamének bez vedlejsich podminek

V ptipadé tlohy geometrického programovani s koeficienty c¢; obou znamének bez vedlejsich
podminek

mo M
{X} =argmingy, go = zci HleZ“, (3.91)
1= Hn=

kde tedy ¢; < 0, je vhodné k vysetieni'® staciondrniho bodu pouZit tzv. semilogaritmickijch
derivact Of (x)/0Inz, pro néz plati

of(x)  Of(x) 9Oz  Of(x) 9er™

Olnz or Olnx  Or Olnz

16V pifpadé ¢; < 0 nelze vyuzit geometrické nerovnosti, jelikoz u; < 0.
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ox ¢ v ox

a které ve stacionarnim bodé nabyvaji nulovych hodnot. V nasem pripadé plati

) a N
o =g (S T ).

=1

ag mo M

0 a; -1
:Xl/ 1 Wiy X X )

9In X, (;w E Z >

990 a
X, Zc,awHXH“ (v=1,2,...,M).

pn=1

Ve stacionarnim bodé X tlohy (3.91) méame

dgo

mo M
=> cay [[ X =0  (v=1,2,..., M) (3.92)
X i=1 p=1

Tento vztah déle upravujme zavedenim znacek o; = sgne; a jo = go(ff ) a vahy

M

5; = i HXGW >0, &= >0 (i=1,2,...,mo), (3.93)

|90‘

¢im z (3.92) dostavame podminku

Zal|cz|awHX'§"”:O (v=1,2,..., M)

pn=1

a koneéné

Za,aw ;= (v=1,2,...,M). (3.94)

Nové zavedené vahy 6 dale splituji podminku vyplyvajici z definiéniho vztahu (3.93)

~ mo M mo

- 1 S =
0o = sgn gozgz = ‘Z\CH@'HXH“L :ZUiéi,
90l 90| 4= p=1 i=1
ted
y m
Zaﬁi = 0p = Sgn go. (395)

i=1

Kazdému feSeni 6 = (61,05,...,0m,) podminek (3.94) a (3.95) odpovida stacionarni bod pi-
vodni tlohy X, ktery po zlogaritmovéani vztahu (3.93) ziskdme rozfesenim soustavy v proménnych
In X, line4rnich rovnic

M ~ ~
ZaiulnXﬂzlnM (1=1,2,...,myp),

0;C;

kde plati go(X) = v(d), jak nize ukdzano vztahem (3.97).
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Uzitim vztahu (3.95) také plati

do 00 = [go| = |go| =177,

o0
Déle po uziti vyrazu (3.93)

(16 T gonei) )
o (7 fi)
=1 %

a odtud

mo
go 0y = (H |§0
i=1

1= pn=1
o (T () o)
i=1 i pu=1

Dle podminky (3.94) pro stacionarni bod & plati
mo ~
Zaiaiudi:() (1/21,2,...,M)
i=1

a tedy

90(X) = o0 (ﬁ ("50)5> = v(3). (3.97)

Maji-li podminky (3.94) a (3.95)

mo
ZO'Z‘(ZZ‘V&;:O (V:1,2,...,M>,
i=1

mo
ZO’iéi =0y, 51 > 0,
=1

(kde oq je bud zfejmé z charakteru tlohy ¢ fesime danou tlohu dvakrat — jednou pro oy = 1,
podruhé pro og = —1 — a spravnym fesenim je pripad, kdy 6 >0 pro vSechna i) jediné feSeni,
pak timto feSenim je urcen extrém funkce go. O tom, jde-li 0 maximum ¢i minimum, rozhoduje
negativni ¢i pozitivni definitnost snadno konstruovatelného semilogaritmického Hessianu

0 9o
OlnX,o0lnX, )

V pripadé vice stacionarnich bodti  je nutné vybrat ten, v némz je dosazeno minimélni hodnoty

funkce go(X).

3.6.4 Uloha geometrického programovani s koeficienty ¢; obou znamének a s
vedlejsimi podminkami
Uvazujme tlohu o nalezeni

mo M
C;

{X} =argmingo,  go=)

=1 pn=

a;
S( 1u7
1
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E={X,>0 (u=12,....M)|0<g<1 (k=12,...,9)}, (3.98)
kde
g= > e[xm
i:mk,ﬁ»l /121

Resme nejprve piipad, kdy cilova funkce nabyvA pouze neziapornych hodnot, tedy
go>0 VX >0.

Povysenim obou stran nerovnosti (3.98) kladnym ¢islem A, nedojde ke zméné znaménka nerov-
nosti. Plati tedy

q
g > g0 [[ o £ G(X). (3.99)
k=1

Hledejme stacionarni bod pravé strany posledni nerovnosti oznacené G(X). Ve stacionarnim
bodé plati, Ze vedle parcidlnich a semilogaritmickjch derivaci také tzv. logaritmické derivace dle
vsech proménnych

OlnG d1n go ! 0ln g
= A =1,2,...,M 1
OnX, JlnX, +; k@lnX# (n=12,...,M) (3.100)

nabyvaji nulové hodnoty.
Podobné jako v predeslém pripadé zavedme kladnou priméarni vahu predpisem

M
C; . .
w; = ‘~‘HX3W (Z:mk,1+1,mk,1+2,...,mk) (k;:O,l,...,q),
|G| P
kde m_q1 = 0.
Zavedenim oznaCeni o; =sgn ¢; (i =1,2,...,m,), a uvdzenim ze g, >0 (k=0,1,...,q),

vyjadieme tyto vahy vztahy

(oF

M
wi= T X (= me+ Lo+ 20 omg) (k=0,1,...,q). (3.101)
gk
p=1
Jelikoz plati
Olng, 1 0Oy

olnX, ¢ OlnX,

a dale, dle shora feceného,

8lng 1 my M

k a;
X o g Ci@z’u”X#“,
8111 v Gk i=my_1+1 pn=1

pfi uziti vztahu (3.101) pak pséno ve staciondrnim bodé jako

oln g ka Wiz,
Ooln X, o <k T ,q),

1=mp_1+1
nabyva podminka (3.100) tvaru (plati o; ' = o;)

oma iw” N zq: " i G305 = 0.
OlnX, < Py

i=mp_1+1
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75
Zavedenim dudlnich proménnych ¢; predpisem
a
0; = A\yw; > 0 (t=mp_1+1,mp_1+2,....mg) (k=1,2,...,9) (3.103)
dostava tato podminka tvar
mo q mg 5
Z5i0iaiu+z Z 0;0ia5, =0 (v=1,2,...,M),
i=1 k=1 i=mj,_1+1
neboli
Mg
> bi0ian, =0 (v=12,... M) (3.104)
i=1
Spolu s touto podmimkou jsou dudlni proménné b vazany také podminkami
mo _
Z aiéi =1
i=1
a
my,
Ne= Y o (k=12,...,q),
i=mp_1+1
jak plyne z nésledujicich tprav. Pro i € {1,2,...,mo} seteme priméarni vdhy @; nasobené
znaménkem o; = sgn c¢;;
mo mo J»QC‘ M 1 mo M _
O—zwz - i - Xfin = o C; L= 17
; im0 1_[1 go i3 1_[1 g
= = u= i= p=
tedy
mo ~
zgiéi =1
i=1
Prok e {1,2,...,q} ai € {my_1+1,mp_1+2,...,my} podobné
mp mp 0_ch M ~ 1 mp M ~
I S | P Y] I
i o gk - 9k . _
=mr_1+1 i=myp_1+1 pn=1 i=mg_1+1 p=1
potom tedy
O'Z')\—Z =1
i=mp_1+1 k
a konecné
my
M= Y o (k=12,...,q) (3.105)
i=mp_1+1

Stacionarni bod & funkce



76 KAPITOLA 3. ULOHY S PRIZNACNOU STRUKTUROU

splnuje tedy podminky

Y 0ioian =0 (v=1,2,..., M), (3.106)
mo _
> b =1, (3.107)
=1

navic je ¢islo

i=mp_1+1

dle definice kladné.
Nerovnost (3.99) nabyva postupné tvar

d%>GCG=go Hgk’“ = H im0 (3.108)
k=1
90 >G = Hg"“ H H
=1 k=1i=my_1+1

Uzitim definice (3.101) a platnosti hotejsi nerovnosti také ve stacionarnim bodé mame déle

. 1 (o e m 0iC T o o
weanfi (et L (g

i=1 pu=1 k=1i=ms_1+1

Preskupenim a pouzitim definic (3.102) a (3.103) dostavame

~ e 0;C; oids 1 Znik +1Ui5i M ~qu 8o
éozGZH( 3 > LT X (3.109)
i=1 i k=1 p=1

Ve stacionarnim bodé é funkce G vime, Ze plati

Mq
Zaw&ai:0 (M:]_,Q,,M)

a tedy

Mq 0;0; q
>G=]] (‘750) I (3.110)
=1 ?

k=1

kde 0; > 0 vyhovuje soustavé linearnich rovnic

q
Zaw&-aizo (M:1,2,...7M),

i O','SZ' =1
i=1

a kde

i=my_1+1
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Nyni formulujme tlohu

mq i q
~ A 0iCi A
G, G= : AL 3.111

kde

D= {5 16;>0, (i=1,2,...,mg) > 0160, =0 (v=1,2,..., M), 0,0 = 1}
i=1 i=1

i:WLk_1+1

jejiz feseni predstavuje nejvetsi dolni mez ptvodni tlohy. O spravnosti tohoto tvrzeni se mtizeme
presvédcit také nasledujici ivahou.
Puavodni dlohu (3.98) feSme metodou Lagrangeovych multiplikdtort, tedy aplikujme shora
citovanou vétu o Lagrangeovych multiplikatorech pro hladké tlohy s rovnostmi a nerovnostmi.
Nasi uloze (3.98) prislusi Lagrangeova funkce

q q
L :ﬁg-go—l—z&c(gk - 1)+Zl9kgk (3112)
k=1 k=1

a nutnou podminkou extrému v bodé X je splnéni soustavy podminek

a)

mo M q Mg M
7 v —1 i ] v —1 Qi
LX,, = EO ciail,X,, G + Ek ciai,,Xy Xa““i’
© ©
i=1 p=1 k=1  i=mp_1+1 p=1
q my M
3 v —1 v a
+ D E Cilipy X MW =0,
k=1 i=mp_1+1 p=1

g —1)=0 (k=1,2,...,9q),
@k-gk:() (k:1,2,...,q).

7 posledni rovnice vyplyva, ze
q
Z Urgr = 0.
k=1

Nésobime-li déle rovnici a) ¢islem X, uvazime-li dle c) vztah 0, [gr = ()., zvolime-li /5 = 1 /90 (5( )
a zavedeme-li substituce (3.101), dostavame z rovnic a) vztah

mg

iaiwia,—,,%—zq:gk Z O'i’UNJZ'(J,i,,:O (V:1,2,...,M).
i=1 k=1

i=mp_1+1
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Dale uZitim zamény (3.102), (3.103) a Ay = ¢ dostavame podminku (3.104)
mq B
Y 0i0ias, =0 (v=1,2,...,M).
i=1

7 definice proménnych ¢; dale plyne

Vidime tedy, ze stacionarni bod vazaného extrému funkce g, (levé strany nerovnosti (3.109)) je
shodny se stacionarnim bodem funkce G (pravé strany nerovnosti (3.109)). Navic vidime, ze tzv.
duélni proménné § maji ve své vlastni podstaté velmi zky vztah s Lagrangeovymi multiplukétory.

Uvazime-1i shora fecené, pak vidime, Ze nejen dudlni proménné § maji charakter Lagrange-
ovych multiplikatort, ale také ze funkce G(X,4) je transformovanou Lagrangeovou funkci. Dle
vét o sedlovém bodé!'” pak miizeme psat

~

90(X) > G(X,8) > g%c:(xj) = G(X,8) = go(X) = max G(X,8) = max G(6) > G(X, ).

6>0 6cD

Opét tedy mame vztah (3.111)

mq ;04 q
. . =~ 5 0,;C; ) A
piun) = paxc. ¢=TI(5) T

=1

kde

mgq mo
D:{6\5i>0 (i=12,...,mg), Y 0ibiay, =0 (v=12,... M), Zcr,-éizl}
i=1

a

Ak

Il
(]
Q
g

i=mp_1+1

Pro tplnost diskutovaného pfistupu vyuzivajiciho metodu Lagrangeovych multiplikatori zo-
pakujme vétu o postacujici podmince extrému pro hladké tilohy s rovnostmi a nerovnostmi:'®
Necht X je Banachtv prostor, U oteviend mnozina v X, £ € U. Necht funkce f; : U - R (i =
0,1,....m)a F;:U—R (j=1,2,...,n) jsou diferencovatelné v pfipustném bodé alohy

fo(x) — inf [ Fj(z) =0, f; <0
a nechf maji v tomto bodé druhou derivaci. Utvofme mnozinu indext
T2 {ie{L,2...,m}| fi(&) =0}

Neaktivni nerovnosti miizeme z nasich dalsich tvah vyloucit, jelikoz nemaji na feSeni vazaného
extrému vliv. X
Necht existuji Lagrangeovy multiplikdtory A € R™, g € R™ a éislo a > 0 tak, ze \; >0 (i €

Lo(@ AN ) = foa@) + Y Nifia(®) + Y §Fja =0
j=1

ieJ

I7[ALEXEJEV et al., 1991] s. 49.
18Srvn. také [ALEXEJEV et al., 1991] s. 248.
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h'Lozh > 20h™h

pro libovolné h z prostoru
H={h| fio-h=0 (i€J), Fiz-h=0 (j=12,...,n)}.

Pak & realizuje lokalni minimum v dané tloze.

Citovanou vétu pouZijme na nasi tlohu (3.98). Mame Oy = 0, coz odpovida neostré nerovnosti
gr > 0, a z podminek g, — 1 < 0 uvazujme pouze ty, které jsou aktivni (gk(f( ) = 1), neaktivni
vedlejsi podminky neovlivni feseni ptivodni tlohy, a proto je mizeme ze vSech vah vyloucit a
myslenym preznacenim pouzivat ptivodni znaceni. Dle shora feceného mame

LXV _ Z Czaw -1 H Xam + Z A i Czaw -1 H Xa”‘

=1 i=mp_1+1
q my M
~ S 4 ~
+> 0 > e X [[X =0 (v=1,2,...,M),
k=1 i=mp_1+1 p=1

kde

Pro v # n plati

X\ ;0 M g k. caa M
1Cawtlin &1 -1 @ Y 1Yiwtin o1 v -1 Y
Lx,x, =Y XX [ Xem+ > M Y XX ] X
- 9 =1 k1 i=mp 41 TF =1
Pro v = n pak
mo cia M q mp cia M
1Wiv o —2 oa X 1 Wiy o —2 oa
LX}/XV E ( w 1)X1/ H uw + E Ak E ( (2% ]')XV H uw
i=1 9o pn=1 k=1 i=mp_1+1 Gk pn=1

X ;0,0 M 1 ot caa M
_ iivlin o1 v—1 o Y 1ivtin o1 -1 o a;
Loy = Z X, X, HXMW + Z Ak Z X, X, HX#W_
- 9 =1 k1 i=mpg41  TF =1
my
Cla"LV 2 a C'LaZV 2 a
0y Z HX”‘+ZM > HX” ’
i=1 i=mp_1+1

kde Kroneckerovo delta

5= 1 prov =mn,
Y1) 0 prowv #n.

Nasi pozornost nyni zaméfme na mnozinu H z citované véty. Tam zminéna podminka

fz,:z:h:O

nabyva v nasem priipadé tvaru
grx h=0
tedy

M
ng,xu'hl/:() (k=1,2,...,q).



80 KAPITOLA 3. ULOHY S PRIZNACNOU STRUKTUROU

Na obecnosti se nic nezméni substituci

hl/ = ZI/XI/7
jejimz uzitim, vzhledem k tomu, Ze
5 B M M
gk,X,, (X) - gk,”(X) = Z CiaiVXV_l H ngy
i=mp_1+1 p=1

nabyva posledni podminka tvaru

Z Z clawHX/‘fi“'zV:O (k=1,2,...,q).

v=1i=mp_1+1

Délime-li déle tyto rovnice pfislusnym d¢islem g¢x(X), mizeme pii pouZziti substituci (3.101),
(3.102) a (3.103) psét posledni rovnost jako

M mg
Z Z ai,,O'igiZ,/:O (k}: 1,2,...,q).

v=1 i:mk,1+1

Kvadratickou formu

M M
hW'Lxxh =Y hLophy = 2,X,L.,5X,

v,n=1 v,n=1
z téze véty upravime podobnym zpiisobem na

mo

§ 2yl § awamazwz + E >\k § aiuainaiwi - 5un E aiuo-iwi_

v,n=1 i=my_1+1 =1

q mg

M
— 0y Z S\k Z a;,,o;W; | > Z 202>
v=1

k=1 i=mg_1+1

Pokud déle pouzijeme podminky (3.104), dostavame postacujici podminku pro lokalni mini-

mum nasi ulohy ve tvaru
M
E z,,zng a“,amalé > E 2022

v,n=1 v=1

M my
Vz € 22(21,22,...,ZM)|Z Z CLil,O'Z‘gZ‘ZZ,ZO (k:1,27,q)

v=1 i:mk,ﬁ»l

Ponékud prisnéjsi podminkou je pozadavek platnosti pozitivni definitnosti posledni kvadra-
tické formy pro vSechna z (tedy bez omezeni se pouze na z z posledni mnoziny).

Uvazujme piipad, kdy go nabyva zapornych hodnot.
V ptipadé, kdy go nabyva zapornych hodnot, je nutno psat nerovnost (3.99) ve tvaru

q
90> [[o™=90- Hg“‘)*k, (3.113)
k=1
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kde
M>0 (k=1,2,....q)
a
oo = sgn go(X) = —1.
Plati
arg min go = arg max(—gp) = arg min ;— = argmin oyg;°.
0

Nésobime-li nerovnost (3.113) zdpornym ¢islem oy = —1, obraci nerovnost svou orientaci. Mocnime-
li vzniklou nerovnost zapornym ¢islem oy = —1, méni tato nerovnost opét svou orientaci:

q

q
2
o o OG5k A
0090° > 00go" - | |gk° (0090)” | | =
k=1 k=1

Hledejme stacionarni bod pravé strany. Ve stacionarnim bodé€ je logaritmicka derivace dle vsech
proménnych rovna nule, tedy

0lnG, 000 In(oogo) 1 8ln gk
= — =0. 3.114
o X, |z X, |5 Z g (8-114)
Zavedeme-li primarni vahy predpisem
0ici e
= —— | [ X% =1,2,..., 3.115
v 0090 111 : (Z mO) ( )
M_
a
L HX (i=mp_1+Lmp1+2....mg) (k=1,2,....q) (3.116)
p=1
a v§imneme-li si, ze
dIn(o0go) 0o _ 0o
g = = Ci iy Xaw = Uzawwza
0 8lnXV X Uogo go ; H Z

nabyva podminka (3.114) tvaru
Z wzazaw + Z )\k Z wzo-zaw =
t=my_1+1

Zavedeme-li dale, tak jako shora, dualni proménné J;

0; =w; >0 (i:1,2,...,m0)

0; = Agw; >0 (Z’:mk,1+1,mk,1+2,...,mk),

pro které z hotejsich divodu plati

mo
E 6’1(51 = 0p
i=1
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dostavame podminku kladenou na stacionarni bod ve tvaru

Y 0i0ias, =0 (v=1,2,..., M)

Funkeci .
Gz = Uoggo 1_[.912\]C
k=1

upravime podobnym zptisobem jako funkci G v hofejsim pripadé.

smo a s

. ’L my_ 1+1
G - 0090 H )

—%Hg"“ I«
k=1i=myg_1+1

Uzitim definic (3.115) a (3.116) mame v bodé X

mo . M 005 q mg . M 0i0;
~ 0;C; ai, 0;iC; S a;
G=oo ][\ = 115 ) 11 11 | 11X ) -

! OoW; wW;

=1 pn=1 =1

kz]. i:mk,rl»l v

EZ’;O a'igi mq 0'7;57; q mp, ) mg
. = o <—1 ) o (UM) 11 AT | | X e
, = | | =
g .
0 21 \ O k=1

Ve stacionarnim bodé funkce GG, dle shora feceného plati

Mq
E aw@ai =0
i=1

a jelikoz také

mame

a konecéné

mq oi0; 4 70
- 0;C; A
>0 —~ ALk . 3.117
o Z 0o ( ( ; ) H k ) ( )

k=1

Vztah (3.117) plati nejen pro p¥ipad, kdy oo = sgn go(f() = —1, ale také tehdy, je-li g =
sgn go(X) = 1, jak je vidét ze srovnani vztaht (3.110) a (3.117).

3.6.5 Obecnéjsi tvar horejsich tloh

Uvazujme tlohu ve tvaru

mo M
X = arg min = E c-HXa“‘
gXVE XQO; 90 7 uwoo

=1 pn=1
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k M
X=(X,>0v=12....M)|0<Gg* <L go= Y a][Xm(k=12....9¢,

i=mp_1+1 p=1

kde ¢; = 0, ¢, = £1, 2z, = £1 a kde a;, jsou néjaka libovolné pevné dand redlna cisla.
Uvazujme opét kladna cisla \; a konstruujme nerovnost

q

oo\
90 > go- | ] (Gegn) ™. (3.118)
k=1
Tuto nerovnost nasobme cislem oy = sgn go(f( ) a mocnéme opét Cislem oy, tim dostavame

nerovnost
q

2 A
00