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M — Konstitutioni modelovani

Anisotropie a inelsticita

Teorie

M4 Jak zahrnout anisotropii

M5 Jak zahrnout viskoelasticitu



Isotropie

» Ortogonalni transformace Q -
Q'Q=0Q"=1  detQ=%l -

Q Reprezentuje rotaci souradnicového /
systému, kdyz detQ =1 (vlastni rotace). S

" Symetrie transformaci

4 Otoceni 0 90° prevede souradnice Ctverce tak, Ze rozdily
souradnic vrcholl maji v Cerné i Cervené soustaveé stejné
absolutni hodnoty, a tak se Ctverec jevi opét jako Ctverec.
Takovym transformacim rikdme symetrie (shodnosti).

SloZenim dvou symetrii je opét symetrie (grupa symetrii).

http://en.wikipedia.org/wiki/Symmetry



Isotropie

" [sotropni material

Cili ,,isotropni tenzorova funkce*

Elasticita

Isotropni elasticita

Isotropni hyperelasticita

J:g(b)

QuQ" =¢(QbQ")

Transformace isotropni tenzorové (2. rFadu)
funkce tenzorové proménné (2. radu)

w(c)=w(QcQ')
Transformace isotropni skalarni funkce
tenzorové proménné (2. radu)



Anisotropie

= Anisotropni material

Je takovy material, kde rovnice: W(C) = W(QCQT)
neplati pro viechna Q (detQ =1),
ale je pro,,nékterd.*

Otdzkou kterd Q to jsou, je prdvé otdzka po materidlové symetrii (pro kovy studované v klasické
krystalografii).

Problém anisotropni skalarni funkce W(C) jedné tenzorové proménné

|ze ovsem prevést na problém isotropni funkci vice tenzorovych
promennych.

http://www.springerlink.com/content/g2151656385136uo/fulltext.pdf




Anisotropie

" Transverzalné isotropni material

materidl s jednim preferovanym smérem

jA QM=+M = W(C)=w(QCQ")

W(C) nyni budeme uvaZovat jako W(C,M), kde M = M

W(C,M)= W(QCQT,QMQT)
pro vsechny vlastni

ortogonalni transtformace Q



Anisotropie

" [nvarianty pro transverzalné isotropni material

Obdobné jako se W(C) nakonec vyjadruje jako W(I,¢,1,5,15%), tak se
i W(C,M) prevede na W(I,51M).

Prechodem od jedné k vice proménnym vzniknou dalsi (hlavni)
invarianty.

I,=C:M=M{{CM) I,=C*:M=M[{C’M)



Anisotropie

» Geometrickd interpretace I,

—FM Pfipomenme, ze deformacni gradient F pfevadi jednotkovy referencni vektor
m = M na zdeformovany vektor m (Im!| = A, M| =1).

I, =C:M=MCM) =M {F'FM)=(MF" ) ({FM) = (FM) Gn = m Gn = A}

F=Vy(Xa)
x=y(X,r)

I, tedy vyjadruje kvadrat stretche,
ktery material podstoupil ve sméru M.
Jestlize si predstavujeme M napt. jako
smér reprezentujici orientaci vyztuze,
pak je jeho zahrnuti do konstitutivni
rovnice zcela prirozené.




Anisotropie

" Geometricka interpretace |

............. “ - Zdeformovana

Referencni

A= 0 0 |fcosp A~ cosf
14:C:M:MEQCM):(COS,B,sin,B,O) 0 A> 0 |sing :(cos,B,sin,B,O) A%sinf | =A% cos® B+ A7 sin’ B

0 0 A2l o 0



Anisotropie

" Vicesmerna anisotropie

M.=M.OM. i=1,.,n
Tento zpUsob popisu generuje
W(C,Ml,...,M ):W(QCQT,QMlQT,...,QM QT) dalsi invarianty asociované

y ) s  preferovanymi  sméry
pro vsechny vlastni (a kombinaci t&chto sméra).

ortogonalni transformace Q

Napr. pro planarni vzorek se dvéma preferovanymi sméry v roviné

vzorku odklonénymi od osy x o f a - (lokalni ortotropie pro
mechanicky ekvivalentni sméry) dojde k situaci, Ze invarianty
popisujici délku zdeformovaného vektoru v preferovaném sméru maji

I(,.B)ZC:M(,B)ZC:M(—,B) :I(—,B)

Zpusob tvorby dalSich invariantt je detailnéji popsan v Itskov M. Tensor algebra and tensor
analysis for engineers (dostupné z IP domény cvut.cz; konkrétné s. 118 ale zajemcim je tfeba

doporucit celou knihu).




Anisotropie

" Biomechanické modely

(14 _1)2
]m

k e V],
w:g(ll—?)) i e 1 W=§(Il—3)— *1n| 1-

CO Horgan, G Saccomandi (2005) A new constitutive theory for fiber-
reinforced incompressible nonlinearly elastic solids. Journal of the
Mechanics and Physics of Solids, 53 (9) , pp- 1985-2015.

GA Holzapfel, TC Gasser, RW Ogden (2000) A new constitutive
framework for arterial wall mechanics and a comparative study of

material models. Journal of Elasticity, 61 (1-3), pp. 1-48.

http://www.springerlink.com/content/q1185464175u2738 http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022509605000852

Relativné Casto je stale vyuzivan i historicky starsi, tzv. zobecnény Fungiiv, model, ktery ovsem
neni zalozen na invariantech a je tfeba pracovat stale s jednim soufadnicovym systémem.

W= g(ll Bl 3) * a(eQ - 1) Q= b11E121 + bzzE§2 + b33E§3 + 2blelzz * 2b§3 " 2b13E123



Inelasticita

= Viskoelasticita

Existuje nékolik zplisobd, jak do konstitutivniho modelu implementovat
viskoelasticitu (creep, relaxaci, zavislost na rychlosti zatézovani).

Zejména pomoci dynamického modulu pruznosti, diferencialni formulaci,
integralni formulaci nebo vnitrnich proménnych.

og=E'c coscht+E"s, sin t dS, dE
* ’O N OE,, S(t):jG(t—r) Edr
E'=E+E = 0

Komplexni modul Hereditarni integral



Inelasticita

= Viskohyperelasticita

Predpoklada se, Ze viskoelastické procesy prispivaji k volné energii systému
{a maji potencial.

W=y, +y, =W(CM,)+y,(CCM,)

Kde plati, ze:
C=2F"dF d:1(1+lT) I =FF"
2
Rychlosti deformace Gradient rychlosti

Vyhodou toho pfistupu je snadna algebraickd implementace anisotropie.



Inelasticita

= Viskohyperelasticita
oy, . aw@j

S=5+5 =2 :
e 0 aC aC

Opét dlohu formulujeme pomoci invariantd. Dostavame se k volné energii
(jakozto skalarni funkci dvou (v pripadé anisotropie tff a vice) tenzorovych
promeénnych.

w, =nJ, (1, -3) J, ==(1:C%)

1) materialovy parametr



Zaverecne poznamky

= Tvorba modelu
w=wW(CM)+y, (C,CM,)

S=5(C,C,M,)

W(LM,)+y, (L0,M,)=0
S(L0,M,)=0

Objektivita

Konvexita (?)

(1. a 2. princip termodynamiky)



