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M — Konstitutioni modelovani

Hyperelasticita

Teorie

M1 Deformace
M2 Napéti
M3 Jak zahrnout nelinearitu



Deformace

= Konfigurace

Referencni konfigurace (materidlové souradnice)

F = Vy(X,?)
X = x(X,l‘)

Undeformed
configuration

Deformed
configuration

El[ . ’ K B)

X=XE+XE+XE - X=(X,X,X,)

Zdeformovana neboli pribézna konfigurace
(prostorové souradnice)

x=xe txe +txe < x:(xl,xz,x3)



Deformace

= Konfigurace x = x(X)

F = Vy(X,?)
X = x(X,l‘)

X1 = X%1(Xq, X5, X5)
Xy = Xp(Xy, X5, X5)
X3 = x3(Xy, X5, X5)




Deformace

= Konfigurace

F = Vy(X,?)
X = x(X,l‘)

Undeformed
configuration

K()( B)

u(X+dX) = u(X)+du

Deformed
configuration

El[ g 7 i(B)

http://en.wikipedia.org/wiki/Finite strain theory

deformace : X — X

Uvédomme si, Ze zatimco
materialovy bod je unikatni
(je to jeden a tentyz bod
v celém priibéhu deformace),
zptisobii  vyjadreni  jeho
souradnic  je  nekonecné
mmnoho.



Deformace

* Deformacni gradient

F = Vy(X,1)
x = x(X,1)

deformace : X — X
¢ili
deformace : R> — R’

Deformacni gradient F dx = FdX

Deformacni gradient prevadi referencni diferencialni vektor
zdeformovany diferencialni vektor, vyjadruje tak derivaci dx/dX.



Deformace

* Deformacni gradient

dx =FdX

Cili rozepsino po slozkdch derivujeme t¥i slozky
Fix=0x,/0Xy  soufadnic podle dalich tiech slozek soutadnic;
celkem tedy deveétkrat.

F=F.e OE +Fe OE, +..+F,e, OFE, +Fe OE,

ox, ox ox

X e, OE +—e OE +..+—-e, OE, +
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Deformace

* Deformacni gradient

F=F E|+F.e OE, +..+F,e, OE, +Fe OE,

\

1 0 0 (0 1 0 (0 0 0 (0 0 0
F=F |0 0 O|+F,|0 0 O|+..+F,[0 0 O[+F,/0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0) 0 0 1)

/ Fl 1 F12 F13

F = F21 F22 F23

E. E._ F




Deformace

* Deformacni gradient

Deformacni gradient v sobé nese informaci o pohybu kontinua
v bode. Tato informace se sklada z takzvanych ,strecii” a rotace
elementu jako tuhého celku.

F=RU=vR



Deformace

* Priklad - Homogenni deformace

Uvazujme objekt tvaru krychle, ktery se deformuje do kvadru tak, ze

X3 X3

F, = dx/0X,

F,,=0x,/0X,=A, A 0 0
F,,=0x,/0X,=A,  FE=|0 4 0
Fa3 = 0x,/0X, = A 004

Fio=F3=Fpy=
Foy=F3=F3=0




Velké deformace

* Odvozujeme nékolik mér deformace

(a kazdd je energeticky konjugovand s néjakou mirou napéti)

C=FTF pravy Cauchy-Greeniiv tenzor deformace

E=1(F'F-1)  Green-Lagrangeiiv
U&F=RU Pravy tenzor strecii

InU Henckyho tenzor deformace

b = FFT levy Cauchy-Greeniiv

e="%(I-F'F') Euler-Almansiho

http://en.wikipedia.org/wiki/Finite strain_theory




Velkeé deformace

A 0 0
* Priklad - Homogenni deformace F=[ A, 0}

Tenzory deformace pak maji tvar:

0 0 InA
(A2 -1) 0 0 H1-47) 0 0
E=| 0  1(a*-1) o0 e=| 0 1{1-47) 0
0 0 1{ar-1) 0 0 3(1-2,7)




= Pozor! c={o a2 o| & |0 A2 0|=b
0O O /]32 0 0 /]32

Maticova reprezentace totiz neukazuje bazové vektory...

Referencni baze {E,, E,, E;}
Priibézna baze {e,, e,, e}




Velké deformace

" Pozor také na nesymetrické tenzory!
OESSENSIRERE <o - vou

Uvazujme prosty smyk podle obrazku

(qQ\
=
><('\IE N

i

1 X|x
1 k0 1 k O
F=(0 1 O C=|k 1+k> 0
0 0 1 0 0 1

Tenzory obsahujici v ndzvu slovo ,,deformace* jsou symetrické. Proc?



" Miry deformace

pri jednoosém tahu

True scale

D

Miry deformace

0.5 -

eformace
C=F'F

&

e = (1 - FTF)

0 T | T | T | T | T |
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Epsilon



Ruzné miry deformace davaji rizné miry napeti

Referencni konfigurace Pribéznd konfigurace

L  A=BH 1 a=bh

- Eg e
_ Prib&zna konfigurace
ae, Skutecné napéti o= fla

A > m——

Smisena konfigurace

AE

X

AE.
-_> Referencni konfigurace

Druhé Piola-Kirchhoffovo napéti S = dj/A.?

http://en.wikipedia.org/wiki/Stress _measures




Ruzné miry deformace davaji rizné miry napeti

Jesté jednou!

Abychom ziskali druhé Piola-Kirchhoffovo napeti S,
transformuje skutecné napéti ginverzni transformaci k
transformaci, ktera probéhla, kdyz sila deformovala prurez
do pribézné konfigurace;
CliA—a:a=A2A

Druhé Piola-Kirchhoffovo napéti tedy je
Sxx = (40?0



Napeti

" Transformace mezi tenzory napéti

Znovu pripomenme, ze deformacni gradient F pfevadi
referencni vektor na zdeformovany vektor x =FX

S=]F'oF"' o =] 'FSF'
P =FS S=F'P

P=]oF" o =] 'PF"

http://en.wikipedia.org/wiki/Stress_measures



Hyperelasticita

" Pripomenme si tihovy a elektricky potencial

Potencidl je mérna energie (v pripadé tihy na jednotku hmotnosti).
Predstavuje tedy praci, kterou by mohl vykonat jednotkovy hmotny bod
dik ptisobeni tihového pole.

V=U/m=mgh/m = gh
Intenzita tihového pole je pak déna: QV/oh = 9

Potencidl elektrického pole naboje g, je V = 1/(4r®&)q/r
kdyZ potencialni energie prenesena na castici s nabojem g, ve
vzdalenostirje U =1/(47%)q,q,/r

Intenzita elektrického pole je pak ddna: E = - QV/or = 1/(4 ]ZE‘)ch/r2



Hyperelasticita

= Elasticka potenciadlni energie U= pW

Hustota deformacni energie

— 1
(elasticky potencial) W= Gii&ij
1D formulace Hookeuv o=E¢
zakon
W=14Eg

OW/oe=Ee=0O

http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperelastic material




Hyperelasticita

\Y4 V4 (o] V4
* 3D zobecnény Hookeuv zakon
1-u )7 )7 0 0 0
gy H -y H 0 0 0 €
- 1- 0 0 o ||
033 — E ﬂ ﬂ ﬂ 833
g, | (1+u)(1-24) 0 0 o 12w o |26
7, 2 . 2¢,,
, 0 0 0 0 Tﬂ 0 [\2¢,
0 0 0 0 0 1_%

o0=Ce  W=%Cee |0;=0W/OE;

Oveérte si alespon pro jednu slozku



Hyperelasticita

= Elasticky potencial:

Zajistuje Implicitni splnéni 1. zakona termodynamiky

Zjednodusuje praci s nelinearni materialovou zavislosti
- mocninna, exponencialni, logaritmicka

Umoznuje snadnou implementaci anisotropie

Ve formé volné energie |Ize snadno rozsifit pro nevratné déje
(viskoelasticky potencial)

Implementovano v MKP balicich



Napeti a elasticky potencial

" Miry napéti a deformace jsou konjugovany
tak, Ze prace vnitrnich sil (skalar) pri deformaci je vZdy stejna

= oW (F) F' o0=2]'F
OF OF oC

P

http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperelastic material




Nestlacitelny material

» Deformace elastomert a mékkych tkani jsou Casto
modelovany jako isochoricke deje

]=5—€=detF:\/E: P =AAAN =1

=V takovém pripadé se na,,objemovych‘ slozkach tenzoru
» y

deformace nekona na préce vnitrnich sil. Takze odpovidajici slozky
napéti nelze primo urdit z W. Zavadime tudiz je jako neurcity Lagrangeudv multiplikator p

a urcujeme z okrajovych podminek. OW(F)
P = —pF_T
OF
W=W(C)+p(]—1) p— JZOW(F)FT—pIZZFaW(C)FT—pI
OF oC
S=2 aW(C) —pC_l

0C



Tvary konstitutivnich modelu

* Funguv exponencialni tvar
(1967, 1979, 1983)

Linearni zavislost mezi tuhosti a napétim

£=% v O azﬁ(ebf -1)
de b



Tvary konstitutivnich modeld
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Tvary konstitutivnich modeld

= Gentdv logaritmicky tvar
(1996)

,Large strain stiffening” je preveden na , limitovanou” priitaznost.

A =146

m

1004
) 30




Tvary konstitutivnich modeld
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