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Méjme dve télesa...

a predstavme si je v matematickych
prostorech, ktereé zname

R3

myslime na prostor, kde kazdy bod
ma tfi redlné souradnice

kde umime meérit vzdalenosti

kde kazdy bod umime zamérit
vektorem jdoucim z pocdatku
souradnic



Vzpomenme si na
* Baze

* Operace (souciny, soucty,...
* Souradnice

* Transformace



slozky vektoru

v dané bazi

1 0 0 U,
u=ue +ue, +ue; =u|0|+u,| 1|+u,| 0|=]|u,
0 0 1 u,

1 0 0

standardni baze v R? e —lol e <1l e-l0o
V4 7 7 7 1_ 2 T 3_

ortonormalni, kartézska 0 0 1



t-u,

u1+V1 t-u=|t-u
U+v=w=|fu,+V, tu2
"M

U, +Vv,

U —>
u+v=w tu



norma vektoru
je Cislo vyjadrujicijeho délku

= =a0 = o] [u]

skalarni soucin
je Cislo

[

lv|cos(a)

= UV, +U,V, +U,V, =|ul|v|cos(«)

vzdalenost vektoru

(jimi zamérenych bod) je Cislo

p(uv)=lu—y = [u V) (uv)




vektorovy soucin

je vektor

e, € & (UV,—U,V,
UXV=[U U, Uy=|UV,—UV, |[=W
V, V, u,v, —u,V,

smiseny soudin
je Cislo vyjadrujici objem
rovnobéznosténu daného vektory u, v, w

V =(uxv)-w=u-(vxw)=v-(wxu)

W] =|uf[v]sin(e)




A(u+v)=A(u)+A(v)  Aditivita
A(tu) =tA(u) Homogenita

Linearni transformaci A prostoru U reprezentujeme matici A

A(u+v)=Au+Av AU=W
A(tu)=tAu
a, Q, ;| U a U, +ap,u, +a,;U, W
Au= Ay Ay Ay || Uy [ 8yuU ta,U, +agUy |=| W,

a31 a32 a33 u3 a'31ul + a32u2 + a33u3 W3



Nasobeni matic B a A interpretujeme jako skladani zobrazeni
Vznika nové zobrazeni C = BA
Celou udalost cteme jako B po A

C=BAzAB=C C(u)=B-A(u)=B(A(u))=B(w) =2

ST

e
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Au=Ww Bw=1z2

. C'(u)=A-B(u)=A(B(u))=A(w)=2'

o

;
:
:
.
) T
.
.

;

,

l/\\ !

;
;

!

\

:

.
.

A A
A Bu=w' Aw' =7’
T x




3 3
C — B A <= Clj — z Bik A(j = Bik A(j C11 = B11'6&1 + BlZA21 + BlsAz,l = kZ;,BlkAd
k=1

C11 C12 C13
C21 C22 C23 =
C31 C32 C33

A Ay Ay

Bll BlZ BlB
BZ BZZ BZS
B Ay Ay, Ay

32 BB3

{An A, Ag

3
C23 = B21A13 + Bzz Azs + B23A33 = Z sz A<3
k=1

3
C33 = B31'5&3 + B32 Azs + 833A33 = Z B3k A<3
k=1



Dvé baze v jednom prostoru: Natocit soustavu souradnic

) znamena —> prejit od jedné vektoroveé baze
z Q,fz, i
e k druhé
O
e, = cos30°E, + /sin30°E, +0E, J3/2 —3/2 0
N e, = C0s120°E, +5sin120°E, + OE, Mat =| (Y2 12 0
e, = OE, + OE, +1E, 0 0 1
el(El’E21E3)= \E/Z _\E/Z 0 Xl
=cosSO°E1+sinso°Ez+OEsz 12 Y2 0% |=|X,
J3/2 0 0 1%, X,
=| 1/2
e Mat? = R™

) Rlx=X RX =X



Pripomenme si neékteré, v mechanice bézné, vektorové veliciny

* Polohovy vektor X
dx dv
. [ V=— a=—
Rychlost a zrychleni i ~
 Sila F— dp
dt
* Hybnost p=myv
* Momentsily M = xxF
vzhledem k pocatku
* Moment hybnosti L=xXxxp

vzhledem k pocatku

D =

O\’C”H/




plsobeni

Silové
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X, X, X

1

+ f

2

X << A
. <X X X
= 5 < X
™ S X
x N— ~

X
XZ
X3
)e, + f

15X2’>(3

X




Po zobrazeni f: X — X pozadujeme, aby bylo bijektivni (vzajemné
jednoznacné) a spojité

PoZadujeme téz existenci spojitého f




[ Xox

|

0.5X.,e, +0.5X,e, +2X,e,

0.5X,
05X,
2X,



[ X->x

X, X, +kX,
X, |=| X, [=(X,+kX,)e +X,e,+X.e,
X X

3




Derivace

f:-R>R
x— f(x)

f (% +h)—f(x)

/(%) =lim




Smeérova derivace a gradient f:RP>R x> f(x) | YL L

f (%, +hv)—f(x,)

V. f(x%)=1im =Vf (%,)-v Smerova derivace

f h(1,0,0))- f Ll g

Voo (%) =1im (% +h(1.0,0) (XO)zaf(XO) Parcialni derivace

s h—0 h 6)(1

of (X,)

X,

f : .
VE (x,) = of (%, ) :8f(xo)el+8f(xo)ez+8f(xo)63 Gradient skaldarni

X, 0% X, OX, funkce

of (X,)




V(%)

of, (%) of(X,) of (%)

OX, OX, OX,
of,(X,) of,(X,) of,(%)
OX, OX, OX,

of, (%) of, (%) oy (%)

0X, OX, OX,




of, (%)

———2e Qe +

0%,

of, (%, )

2

of, (%) of, (%) of, (%)

e, ®e +———=

X. )= =
o) o, ox, OX,
of, (%) ofy(%)  fy (%)
0X, OX, 0X,
of of
e, ®e, +—1(X°)el ®e, +———2 (%)
a)(3

o ,
2 Exl 5,\‘: Ox
of,(x,) ofi(x) 0fi(x,)
e, : -
C‘Yl C,Y: CX
X X X
2 (% e, ®e, + d 0)e2®e3+ s (%)
aXZ 3 aXl




Podstatou stale zUstava derivovani...
méreni velikosti zmény Af(x) vzhledem ke zméné Ax

f)

df ()
dx fx) Gradient x=/(X)
[iR >R
afi(xl,le)(S) i,j:1,2,3

OX

J



Takze odpoved na otazku, co se déje s teélesem pri
deformovani, budeme opét hledat pomoci derivaci...

Pomodci tzv.
deformacniho gradientu




P
-
-
-
-
-
-
-
-
f’
-

f: X>oXx
/"
"""""" X,

Referendni konfigurace:

bod P zaméren X
Bod v elementarnim okoli Q
zaméren X + dX

Deformovana konfigurace:

bod P zaméren X
Bod v elementarnim okoli Q
zameéren X + dx

X f1(X19X29X3)
x, =]/ (X19X2’X3)

f3(X19X29X3)



Infinitesimalni zména
(,,diferencidl“) zobrazeni f

df : dX — dx
F_0X
dX

F=Grad (x(X))




axl()(l’>(2’>(3)

aXl(>(1’ XZ’ X3)

aXl(>(l’)(2’>(3)

oX,

oX,

oX,,

0% (X1, X5, X3) 3% (X1, X5, X)) 0% ( Xy, Xy, X5)

F=—
aX
ox 0% X
oX, 0X, OX,
OX, OX, OX,
oX, OX, OX,
OX;  OXy  OXg
oX, 0X, OX,

X,

oX,

oX,

0% (X1, X5, X5) 3% (X, X5, Xg) 0% (X4, X5, X,)

oX,

oX,

oX,







F predstavuje linearni transformaci mezi dvéma vektorovymi prostory
(prostor referencnich a deformovanych elementarnich vektora)

dx =FdX F:dX —dx
dx.e, +dx,e, +dx,e, = F{dX,E, +dX,E, +dX,E,}

Takovou velic¢inu nazyvame tenzor
F je konkrétné tenzor druhého radu (tzv. smiSeny, téz dvou-bodovy)



dxe,
dx,e, | =
dx,e,

X6,  OX6 OX, €,

oX,E, OX,E, OX,E,
OX,8,  OX,E€ OX,€,
oX,E,  OX,E, OX,E,
OX,€;  OX€, OXq€,
oX,E, OX,E, OX,E,

dX,E,
dX,E,
dX,E,

OX,€,

oX,E,
OX,€
OX,E,
OX,€,4
oX,E

1

= dX,E, +

dX,E, +

2

1
2

OX,€,4

1
2

2

OX,€,

2

2

dX,E, +

dX,E, +

3

OX. e

3

272

3
OX,€,4

3

3

3

0% E, +- 28 gx B, + 2% gx E,
5 oX

dX,E,

dX,E,




oX, ooX,  ooX, °
o o

%5 4x,+ 22 gx, + Zagx, |
X, oX, ;

OX OX, OX

—dX, +—dX, +—dX,
oX, ' aX, oX,

1

oX

2

o o
ﬁdxﬁidxﬁ%dxg

RE

3

P[5

OX,

1

dX, +

OX,

oX

2

dX, +

OX,

OX

3

dx3je3






F = F11(61®E1)+ F, (el®E2)+ F13(61®E3)+ le(ez ®E1)+ F,, (62 ®E2)+
+F,, (62 ® E3)+ F:,)l(e3 ®E1)+ F, (63 ®E2)+ F., (e3 ®E3)



Linedrni zobrazeni (transformace) mezi dvéma vektorovymi prostory

Tenzor Atedyje A: V>V nebo A:V->W

Jako Ilnearnlltralj_f,formace je AV S W ue?(E,E,,E,)
tenzor druheého radu ve(e,e,.8,)

reprezentovan A=A ®FE,

matici A; nebo A
v=AuU Vi Au A12 A13 U,
Vo | = A21 Azz Azs U,
vI=[AllY] o) (A A Al



,poslozkach®* uve®V teR

ul
(u ®v)ij = U,V [UZ}@)

A+B=Ctak,ze 4, +B, =C,

t-A=C tak, ze t-A4; =C,



,,pO slozkach®

Ar A A
A= A21 Azz A23

A Ay Ay

1 0 O
=A,|0 0 O]+
0 0O

Uvedv teR

} A8 ®e + AR B+ + A, Q8 + Aye, ®e; =

010 0 0O 0 0
A,]0 0 O|+-+A,/0 0 0|+A,|0 O
0 0O 010 0 0

L O O



,poslozkach®* uve®V teR

(u®V) =v®u &z v-(Au)=u-(ATv) t& Au=uA’

3 An A12 A.l3
tr(A)=2 A=A stopatenzoru |A, A, A,
=1 Ay Ay A

3
° —_ —_ ] \4 V4 Ve 7 v d 7/ V4 “
A:B= Z A, B, =A,B, vhitFni soucin (analogon skaldarniho) ,,po slozkach

i,j=1



,,P0 slozkach*

AB=C skladani tenzord (¢ili skladani zobrazeni, neboli nasobeni matic)
C, ZAIAB = A4, B,

(UBV)(x®y)=(v-x)(u®Y)=(u®Yy)(v-X) V-X =D VX =V X,

L J k=1

AAT =A"A=1 |,=6;, kde & =1 proi=j, jinak &, =0

Ij?
Inverzni tenzor jako inverzni matice; jednotkovy tenzor (matice)



2X

0.5X,

It

3

} =0.5X,e, +0.5X,e, +2X.€,

X,

oX,
OX,

OX,
OX,

OX,

0X,
oX,
OX,
oX,
OX,
oX,

X%,
X,
OX,
oX,
OX,

oX,,







F ma deveét nezavislych
slozek F, 1LK=1,23

To je dusledek pritomnosti rotaci R pri zobrazeni
(pohybu) f : X — X mezi konfiguracemi. f obsahuje
informaci o translaci, rotaci i deformaci. Od popisu
deformace samozrejmé olekavame, Ze bude zalozen
pouze na zméné relativni vzdalenosti bodl télesa

vUcCi sobé&. Dodejme, Ze translace je konstanta, a tak
derivovana na 0, tudiz neni v F.

1 k
F=|0 1
0 0

__df(X)
dX

=RU=VR
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C:FTF:(RU)T RU=U R"TRU=UR™*RU=UIU=U’

b=FF =v*  levy Cauchyuv-Green(yv
E=1(C-1) Greendv (téz Lagrangev)
e=4(1-b") Eulerdyv (téZ Almansiho)

In(V) logaritmicky

pravy Cauchyuv-Greendyv



F.E,®e F,E ®e, F,E ®e \(Fe®E F.e®E, Fe®E,
C=F'F=|F,E,®¢ F,E,®e, F,E,®¢, | Fe, ®F F,e,®F, Fue, ®F, |=
F13 E3 ® el F23 ES ® eZ F33 E3 ® e3 FSle3 ® El F32e3 ® E2 FBSe3 ® ES

F11F11(E1®91)'(el® El)—i— F21F21(E1 ®e2)-(62 X El)—i— F31F31(El®es)-(e3 X El)z

C —_
H = |:11 |:11 El ® El + |:21 F21 El ® El + F31 I:31 El ® El = (Fll F11 + |:21 F21 + F31 FSl) E1 ® E1

~ F.F, (El ®e1)-(e1 ® E2)+ F,.F, (E1 ®e2)-(e2 ® EZ)—i— F,. F, (E1 ®63)-(63 ® E2)=

. =F,FR,E ®E, +F,F,E, ®F, + K F,E ®F, = (F11F12 +F,yFy, + Ry R, ) E,®E,

C21 N |:12|:11(E2 ®e1)-(e1 ® E1)+ F22F21(E2 ®e2)-(e2 ® E1)+ |:32|:31(E2 ®e3)-(e3 ® El)z
=F,F,E,®E +F,,F,E,®E, +F,F,E,®F, :(F12 R, +F,F +F, F31) E,®E,

Fli + F221 + F321 Fll F12 + I:21 I:22 + F31 F32 Fll F13 + F21 F23 + F31 F33
= |:11 I:12 T I:21 I:22 T I:31 F32 Flg + I:222 + F322 I:12 I:13 + I:22 F23 + |:32 F33 =
Fll F13 + I:21 F23 + FSl F33 F12 F13 + F22 F23 + F32 F33 Flg + FZ?% + FS?%

=(Ri+Fi+F)E ®F, +(F+F; +F)E,®F, +
+(F1§ +Fj + F323) E,®E,+2(F,F, +F,F, +F,F, ) E,®E, +
+2(F12F13 + F22F23 + F32F33) EZ ® E3 + 2(F11F13 + |:21|:23 + F31F33) E3 ® El - C



V linedrni pruznosti, kde pokladame posuvy za ,,malé‘ (a tak i deformace,
nékdy hovorime o infinitesimalnich deformacich), pfejdou tenzory E, e a InU
VE

Vektor posuvl
1

U

Xx(X)-X

E:E(VXU +(VeU) +(V,U) V,U) =

0

1

N |-

u=x—-X(x)

5 ou, ou, N ou, ou, N ou,
OX, X, OX X, OX
% + % 2 % % + %
oX, OX OX, OX,  OX,
ou, N ou, ou, N ou, 5 ouy
OX;  OX OX;  OX, 0%,

(VU HTLU) ) =2 (v (7,0) )= 7,070 -9, u(v,0) )
dl

0

€



Vzdy je tfeba zkontrolovat manual!

ANSYS, ABAQUS: .
NLGEOM: OFF (default) oL [5 ,

NLGEOM: ON (option)

In(U)



Zavadime vektor (plosné) intenzity vnitfnich sil t (tzv. trak¢ni nebo téz

napétovy vektor), tak, Ze plati

df =tds

zde ds je velikost plochy elementarniho okoli bodu X v roviné fezu
a df je infinitesimalni vektor vnitrni sily uvadéjici fez do rovnovahy



Tenzor druheho radu, Cili zobrazeni g, které promita n, coz je vektor vnéjsi
normaly roviny rezu v bodé X, na napétovy vektort

o.N—t t=0on
L 0, O, O | h
L |=|0y 0y, Oxn|lh
[ O3 Oz Oy )\

Takze tenzor napéti ocumoznuje urcit napétovy vektor t v bodé x v libovolném rezu, Cili pro
libovolny vektor n. To je Uplna informace o stavu napjatosti v bodé.



Oy + 0yt 0y) Pozor na rozdil v oznacovani

slozek tenzoru napéti oy,
X, t, o ” zde I je smér prumeétu a |
l; '\‘ smer normaly stény krychle

t =(t1,t2,t3) = tL1 th2 +t3 =(O'11 +0,,+0,,0,+0,+0,,

O, =0

G
32 ';‘O'

13

12

a1 b. \
) " e
T
0-21
X

11

o =06, ®e +0,e,de,+0,.e,de,+20,6 ®e, +20,6, e, + 20,6, ®e,



Nékteré stavy napjatosti a deformace umoznuji zjednoduseni formulace uloh
pruznosti, coz v MKP vypoctech muze vést vyznamnému sniZzeni vypocetni
narocnosti

o, 0, O &, &, 0
oc=|\o, o, 0| &e=l¢g ¢, O
0 0O O 0 0 &,

Typickym prikladem jsou tenkosténna télesa zatizena ve
své stiedni ploSe — stény. Za priblizné rovinnou napjatost
mulZeme povazovat i napjatost v tenkych deskach a
trubkach. Stav rovinné napjatosti je téz ve vSech
nezatizenych bodech povrchu téles.

'y

N




Nékteré stavy napjatosti a deformace umoznuji zjednoduseni formulace uloh
pruznosti, coz v MKP vypoctech muze vést vyznamnému sniZzeni vypocetni

narocnosti
oy, o0, 0 &, &, 0
0=10y 0p 0| e=|¢g, &, O
0 0 o, 0O 0 O

Za priblizné rovinny stav deformace mlizeme .
povazovat deformaci prutovych téles (Iépe /
Fe¢eno viech velmi dlouhych prizmatickych) A=chortpiane: ™
zatizenych kolmo ke strednici

y :
>~ section plane

Plane Stress Plane Strain



