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Teoreticka Cast

Svéet nelinearni mechaniky
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T1) Kdyz se rekne linedrni
T2) Druhy a zdroje nelinearit
T3) Kdo to byl A.L. Cauchy a kdo byl G. Green

T4) Kdo byl R.S. Rivlin
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Kdyz se rekne linearni

" A co vlastne znamena, kdyz se rekne linearniz

fw) + f(v) = f(u + v) A f(tu) = tf(u)

Aditivita Homogenita

» Dusledky
— prfimé reSeni rovnice f(x)=c
— jednoznacné feSeni rovnice f(x) =c
— vektorovy prostor reSeni rovnice — superpozice

— jednoznacna existence ortogonalniho dopliku — optimalizace



Kdyz se rekne linearni

* Uvedte priklad nejaké linearni zavislosti v mechanice

Ano, spravné — jsme tu dnes hlavné kvuli rovnici:
o=L¢

Néjaké dalsi navrhy?

Co treba pruzina s hmotou?

Ucenec by fekl: linedrni harmonicky oscilator



Kdyz se rekne linearni

" Jak se to ma s linearitou zjistite, kdyz se zamyslite nad
neékterymi,,operatory*, které bézné pouzivame.

Cili: kde se vzala derivace (funkce v bodé)?

A co je to diferencial?

fla+Azf}
f(z) f(z) f(z)
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Kdyz se rekne linearni

= Jak se to ma s energii v linedrnim svete?

Energie je ,,kvadraticka forma“

W = Yom(v-v) W = 1WEE

" Promyslete si sami, proc potencialni energie hmoty
v tihovém poli napiseme

W =mgh

Aneb, kam zmizela druha mocnina?



Force (N)

Kdyz se rekne ,,nelinearni
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Mechanicka odezva pavouciho vlakna a pavuciny.

(a) Tahova odezva vldkna

(b) Model sité ze spojitych vidken

(c) Odezva defektni pavuciny

(d) Rozdil odezvy podle mista zatéZovani

(e) grafika k rozdilu odezvy (radidlni vs spiralni vlidkno)

2-78 (2012) d0i:10.1038/nature1o



Druhy a zdroje nelinearit

Nelinearita se v problému objevi v néjakém okamziku
formulace modelu.

Takze, co nas model - Uloha ,,pruznosti‘ — obsahuje?

Rovnice rovnovahy
Geometricke rovnice
Konstitutioni rovnice
Okrajové a pocatecni podminky



Druhy a zdroje nelinearit

" Rovnice rovnovahy
div(o) + b = D(pv)/Dt

T

Linedrni ¢len

Pole objemovychsil

mUze byt nelinedrni . : :
Y Obsahuje nelinearitu skrze

materialovou derivaci
Dv/Dt = 0v/ot + vgradv



Druhy a zdroje nelinearit

= Geometrické rovnice

Vyjadreni tenzoru deformace
£; = ¥2(0u,/0x; + Ou;/0x))

Kompatibilita deformace
0’ £,/0x, 0x; + 0% &§,/0x,0x;— 0% £ /Ox,0x; — 0° £,/0x,0x; = 0

Tyka se pouze uloh resenych primo v deformacich.

Predpokladany toar posuvii/deformace

Napr. konstantnost deformace v prostoru... tyka se pouze analytickych uloh.



Geometricka nelinearita

= Velké posuvy V = Velké deformace
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Uvazujte deformaci jako pomér
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V@lke pOSUU}/ nemiusi TZUtne Znﬂmenﬂt polomérﬁ na konci a na zac¢atku
; ; ; nafukovani
geometrickou nelinearitu
Obréazek prejat z Interaktivni u¢ebnice pruznosti a pevnosti, kolektiv autort FSI VUT MM’%M’@‘MMM
v Brné deformations of cylindrical membrane under internal pressure.

Int J Mech Sci 48(6):683-696



Velké deformace

=12(0u/Ox; +0u/ox;) VS §&;="2(0u,/Ox; +0u/Ox;+ Ou,/0x,-0u,/0x)
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Velké deformace

= Vychazime z deformacniho gradientu F

F = V(X) dx = FdX

X = x(X,t)

F = Gradx
E..=0x,/0X,

Undeformed
configuration

Musime rozliSovat mezi pocatecni
Deformed (materidlovou) a pribéznou
configuration (prostorovou) konfiguraci

eI, = j , i B)




Velké deformace

* Odvozujeme nékolik mér deformace
(a kazdd je energeticky konjugovana s néjakou mirou napéti)

C = F'F pravy Cauchy-Greentiv tenzor deformace

E="%F'F-1)  Green-Lagrangeiiv

U&= F=RU Pravy tenzor strecii

InU Henckyho tenzor deformace
b = FFT levy Cauchy-Greentiv

e="%1-F'F') Euler-Almansiho



Velké deformace

®* Priklad - Homogenni deformace

Uvazujme objekt tvaru krychle, ktery se deformuje do kvadru tak, ze

F.. = 0x/0X,

F,, =0x,/0X, = A, A 0 0
F,,=0x,/0X,=A,  F=[0 4 0
F.,=0x,/0X, = A, 00 4

Fi,=F;3=Fy=
Fy=F3=F;=0




Velké deformace

A 0 0
®* Priklad - Homogenni deformace F=[0 A 0]
0

Tenzory deformace pak maji tvar:

0 0 InA
Haz-1) o0 0 3(1-47) 0 0
E=| 0  (a-1) o0 e=| 0 {1-17) 0
0 0 1(A2-1) 0 0 H(1-4,7)




" Pozor! c=|{o0 A o Z |0 A2 o |=b

Maticova reprezentace totiz neukazuje bazové vektory...

Referencni baze {E,, E,, E;}
Priibézna baze {e,, e,, e;}




Velké deformace

" Pozor také na nesymetrické tenzory!
DESSERSENERE v - vou

Uvazujme prosty smyk podle obrazku >i

Xy

2

x1=X1+kX2 A\ x2=X2 A\ x3=X3

1 X;x
1 k O 1 k O
F=0 1 0 C=|k 1+k> 0
0 0 1 0 0 1

Tenzory obsahuijici v nazvu slovo ,,deformace‘ jsou symetrické. Proc?



Velké deformace

| C=F'F
" Miry deformace 2

pri jednoosém tahu
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Nominal Stress (MPa)

Materialova nelinearita

Napéti-deformace pri tahové zkousce pryze

Dorfmann A. den R.W. (2004) A constitutive model for the Mullins effect with
ermanent set in particle-reinforced rubber. Int J Solid Struct 41 (7):1855-1878.

Nominal Stess (MPa)

Nominal Stress (MPa)
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Odezva podle mnozstvi plniva
(1% vs 60%) umoznujici vulkanizaci



Materidlova nelinearita

* M&kké tkané
T

tendon
60

Stress /MPa
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Napéti-deformace pro Slachu,
nosoroz¢i a kodi¢i kQzi

Mevyers M.A., Chen P.-Y., Lin A.Y.-M., Seki Y. (2008) Biological materals:

Structure and mechanical properties. Progress Mater Sci 53(1):1-206.

o

Stress (MPa)

(=x

Stress (MPa)

Snowhill P.B., Silver F.H. (2005) A mechanical model of porcine vascular tissues-part 11:

Stress-strain and mechanical properties of juvenile porcine blood vessels. Cardiovasc Eng
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Napéti-deformace pro prasedi
cévy: aorta ¢, vena cava O,
a.iliac A, a. carotis o

5(4):157-169.



Materidlova nelinearita

= Jak efektivné popsat nelinearni material?

A. L. Cauchy vS. G. Green
Konstitutivni rovnice tvofime primo Predpokladame existenci elastického
(soustavou algebraickych nebo potencidlu — hyperelasticita

diferencidlnich) rovnic

Obdobné jako zobecnény Slozky tenzoru napéti dostaneme jako
Hookel(lv zakon intenzitu elastického pole
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Materidlova nelinearita

" Pripomenme si tihovy a elektricky potencial

Potencidl je mérna energie (v pfipadé tihy na jednotku hmotnosti).
Predstavuje tedy praci, kterou by mohl vykonat jednotkovy hmotny bod
dik pasobeni tthového pole.

V=U/m=mgh/m=gh

Intenzita tihového pole je pak ddna: QV/0h = 9

Potencidl elektrického pole naboje g, je V = 1/(41®)q /v
kdyz potencialni energie prenesena na castici s nabojem g, ve
vzdalenostirje U = 1/(47®)q,q,/r

Intenzita elektrického pole je pak déna: E = - oV/0r = 1/(47E)q1/r2



Materidlova nelinearita

= Elasticka potencialni energie U= oW

Hustota deformacni energie

— 1
(elasticky potencidl) W /20;]'5;']'
1D formulace Hookeuv o=Ee¢
zakon
W=1Ee

OW/oe=Ee= 0O



Materidlova nelinearita

\'4 V4 (o) V4
* 3D zobecnény Hookeuv zakon
1-u )7 )7 0 0 0
Oy H 1-p H 0 0 0 &
7 1- 0 0 o |
0-33 — E ﬂ ﬂ ﬂ 833
o, | (L+u)(1-24)| 0 o 12w o |26
o 2 2¢,
O, 0 0 0 0 1_% 0 2¢,
0 0 0 0 0 1_%

o=Ce  W=%WCe |0;=0W/OE;

Ovérte si alespon pro jednu slozku



Materidlova nelinearita

» Elasticky potencial:

Zajistuje Implicitni splnéni 1. zakona termodynamiky

Zjednodusuje praci s nelinearni materialovou zavislosti

- mocninna, exponencia
Umoznuje snadnou imp

Ve formé volné energie
(viskoelasticky potencia

ni, logaritmicka
ementaci anisotropie

ze snadno rozsifit pro nevratné deje

)

Implementovano v MKP balicich



Materidlova nelinearita

= Biomechanika

VVVVVV

(u mékkych tkani — kdze, cévy, srdce, vazy,...) model pro W
navrzeny Y.C. Fungem (1967)

W:%(eagz -1)

" Elastomery

Velice isp&sny model navrien R.W. Ogdenem (1972)

W = 21:%(/1;’ +A7 + A -3)



Materidlova nelinearita

= Objektivita W~ W =W(§)

Invariance W vudi transformaci souradnic bude nejsnaze
zajisténa formulaci pomociinvariantll tenzoru deformace

Globdalni vs. Lokalni v MKP

R. S. Rivlin

Disledna aplikace invariant(

Dnes existuje algebraicka teorie konstitutivnich rovnic
(¢ili skaldrnich funkci tenzorové proménné)



Materidlova nelinearita

* [nvarianty C

Uvazujme homogenni deformaci

xl = Alxl A\ xz = AzXz A\ x3 = A3X3

220 0 LE= A2+ A2+ A =1,°

c :{ 0 A 0 } LC=A2A2+A2A2+A2A2 =[P
0

1.C= 12120 — b



Materidlova nelinearita

" Neo-Hookeovsky material Nejiednodussi model
; u=50
W = _(]1 — 3) 1000-
2 O 800-
1 6001
1 4001
g, Zﬂ(/]lzl ——j 200
/]11 '
Q- = . ¢




Materidlova nelinearita
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Materidlova nelinearita

= Gent
W = ﬂ]mlnll—ll_:;]
]m 2%
» _ 1
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Materidlova nelinearita

" Poznamka

VysSe zminéné modely W byly vSechny:

ISOTROPNI

U vSech jsme predpokladali nestlacitelny material

J=detF=vI.C= VL= A A, =1



N .

Ruzné miry deformace davaji rtuzné miry napeti

Referencni konfigurace Prubezna konfigurace
L A=BH

- B . — R
_ Prib&zna konfigurace
ae, Skutecné napéti o= fla

=

SmiSend konfigurace

AE

X

E— . .
Referencni konfigurace
Druhé Piola-Kirchhoffovo napéti S = gj/A ?




Ruzné miry deformace davaji rizné miry napeti

Jesté jednou!

Abychom ziskali druhé Piola-Kirchhoffovo napeéti S,
transformuje skutecné napéti ginverzni transformaci k
transformaci, ktera probéhla, kdyz sila deformovala prurez
do priibézné konfigurace;
CliA—a:a=A2A

Druhé Piola-Kirchhoffovo napéti tedy je
Sxx = (A,)? 0,



Napeti

" Transformace mezi tenzory napéti

Znovu pripomenme, ze deformacni gradient F pfevadi
referencni vektor na zdeformovany vektor x =FX

S=JF'oF" o =] 'FSF'
P =FS S=F'P

P=JoF" o =] 'PF'



Napeti a elasticky potencial

" Miry napéti a deformace jsou konjugovany
tak, Ze prace vnitrnich sil (skalar) pri deformaci je vZdy stejna

B gmapd(©)
OF OF 0C

FT




Nestlacitelny material

» Deformace elastomert a mékkych tkani jsou Casto
modelovany jako isochoricke dgje

]:j—‘i:detF:\/E =JIP =AAA =1

=V takovém pripadeé se na,,objemovych‘ slozkach tenzoru
» y

deformace nekona na prace vnitrnich sil. Takze odpovidajici slozky
napéti nelze prfimo urcit z W. Zavadime tudiz je jako neurdcity Lagrangetv multiplikator p

a urcujeme z okrajovych podminek. GW(F)
P= -pF!
OF
w=w(C)+p(J-1) = a:aW—(F)FT—pIZZFaW—(C)FT—pI
OF oC
S=2 GW(C) -pC™

0C



Nelinearita okrajovych podminek

* Krom rovnic rovnovahy, kinematiky a materidlu, muze
nelinearita vniknou i v okrajovych podminkach.

To je typické v kontaktnich ulohach.

* Dead loading



Vybrané podpurné zdroje

http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperelastic material

http://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy elastic material

http://en.wikipedia.org/wiki/Finite strain theory

http://en.wikipedia.org/wiki/Category:Continuum_mechanics

http://en.wikiversity.org/wiki/Introduction to Elasticity/Tensors

http://en.wikiversity.org/wiki/Continuum mechanics

http://fast10.vsb.cz/brozovsky/nlm

http://mechanika.johnyho.net/

Navrhy na apravy nebo upozornéni na chyby adresujte lukas.horny@fs.cvut.cz




