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Tento studijni text vznika pro potfeby predmétu Patobiomechanika srdecnécévniho systému
otevieného na Fakulté strojni CVUT. Pfedmét je zaméfen na vyklad souvislosti mezi mechanickymi
vlastnostmi (zejména) krevnich cév, interakci cév s okolim (a to jak mechanickou, tak biochemickou
interakci zprostfedkovanou latkovou vymeénou) a vznikem a vyvojem patologickych stavii a projevy
starnuti.

Anotace predmétu:

. Kinematika konec¢nych deformaci (obsazeno v tomto dilu)
. Tenzor napéti v riiznych popisech (obsazeno v tomto dilu)
. Konstrukce konstitutivnich rovnic (obsaZeno v tomto dilu)
. Anizotropni chovani nelinedrniho materialu (obsazeno v tomto dilu)
. Anatomie a fyziologie srdce a cév

. Mechanické vlastnosti tepen a zil pozorované in vivo

. Mechanickeé vlastnosti tepen a zil pozorované ex vivo

. Mechanika srdce

. Mechanobiologie aterosklerdzy a jejich dtisledk

10. Aneuryzmata z pohledu mechaniky

11. Principy a diisledky starnuti
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I. IjVOD DO MECHANIKY KONTINUA

V této casti se budeme zabyvat vykladem postupu modelovani silové ptisobeni v télese, 0 némz si
predstavujeme, ze =zaujima spojitou, souvislou oblast v néjakém geometrickém prostoru.
Odhlédneme pii tom od skutecnosti, Ze stavba hmoty je ve své podstaté diskrétni, ¢ili nespojita.
Mé¥itko, které pouzivame, nékolikanasobné pfevysuje atomérni a subatomarni strukturu. Rikédme,
Ze tato struktura je pod nasi rozlisovaci trovni (slovo nasi zde neznamena, ze my o ni nevime, ale
znamend, ze nas model ji nezahrnuje).

JelikoZ nam jde o mechanické veli¢iny, nazyvé se tento obor mechanika kontinua. Obecné je
ovSem tfeba fici, Ze model spojitého prostfedi je pouzivan i pfi zahrnuti dalich fyzikalnich
interakci. Je tedy mozné setkat se stermodynamikou kontinua, teorii elektromagnetického pole
a dalsimi nazvy odkazujicimi k modelu spojitého prostredi (pole). Dik vysoké efektivnosti modelu
spojitého prostredi, jsou pfedméty vysokoskolského studia, v nichz jsou tyto nauky vykladany,
casto chapany jako stézejni (napf. pruznost a pevnost ve strojirenstvi a stavitelstvi).

Cilem této kapitoly ale neni nahradit pfedndsku z predmétu , mechanika kontinua.” Cilem
spiSe je zprostiedkovat ceskému c¢tenafi vyklad, ktery je dnes béZzny v modernich, anglicky
psanych, ucebnicich biomechaniky. A tak neni mozné fici, Ze tato kapitola bezezbytku vystihuje
to, co si sam autor pfedstavuje pod pojmem ,,avod do mechaniky kontinua.” Je-1i ¢tendf v tomto
naprosto nepoucen, nebo naopak, bude-li ¢tenim této kapitoly motivovan k dalSimu rozsifovani
znalosti, bylo by uzitetné sdhnout po nékteré z nasledujicich publikaci: Termodynamika kontinua
(Marsik, 1999), Mechanika kontinua (Brdi¢ka a kol., 2000); stejné dobie poslouzi i libovolna
vysokoskolska skripta, jez je dnes moZzno snadno najit na internetu. Skvéle poslouzi i anglicky
psané monografie vénované bud mechanice obecné: Nonlinear solid mechanics (Holzapfel, 2000),
Nonlinear elastic deformations (Ogden, 1997). Vyhodou téchto dvou knih je zaméfeni na nelinedrni
chovani pruznych (a v pfipadé G.A. Holzapfela i nepruznych) latek.

Ctendfi se z4jmem o nelinearni chovani anisotropnich materidl charakterizovanych
vzhledem (nebo pomoci) krystalografickych symetrii a teorie grup mohou sahnout po speciali-
zovanych knihdch: Large elastic deformations (Green a Adkins, 1960) a Constitutive equations for
anisotropic and isotropic materials (Smith, 1994).

Matematicky ladéni ctenafi naleznou pro né mozna pfiléhavéjsi vyklad napt. v Mathematical
foundations of elasticity (Marsden a Hughes, 1994) ¢i v The mechanics and thermodynamics of continuous
media (Silhavy, 1997). Rozsifujici vyklad nékterych kapitol mtize ¢tenaf také najit v Tensor algebra
and tensor analysis for engineers (Itskov, 2007).

Pokud je to ale mozné, resp. jsou-li publikace dostupné, nelze nez doporucit pfimo mechanice
srdecnécévniho systému vénované monografie: Cardiovascular solid mechanics (Humphrey,
2002), Nonlinear theory of elasticity (Taber, 2004), nebo Biomechanics (Fung, 1990).
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Hlavni ucel kapitoly I nyni shrneme vjedné vété: zformulovat aparat pro vybudovani
konstitutivni teorie (kterd sama je obsahem kapitoly II) vhodné pro popis nelinearniho
a anisotropniho chovani pfi velkych deformacich. Nez k tomu dosp€jeme, musime objasnit
pojmy: nelinearni chovani, velké deformace a anisotropie. Déle uvidime, Ze konstitutivni rovnice
jsou zformulovany pomoci energie, kterou je nutno piivést ptisobenim vnéjsich sil, aby bylo téleso
zdeformovano (napjato).

NOMENKLATURNI KONVENCE

V tomto textu se setkame s riznymi druhy fyzikalnich veli¢in — skalary, vektory a tenzory 2. a 4.
radu. Pro symbolicky zapis téchto veli¢in pfijimame nasledujici konvenci:

skalarni veli¢iny budeme oznacovat kurzivou t, s,...
vektory budeme oznacovat tu¢nou kurzivou, napft. x, y, M, ...
tenzory druhého fadu tucné bez kurzivy, napt. F, C, b,..

tenzory ¢tvrtého fadu budeme oznacovat specidlnimi znaky, napf. 1.

Vsechny vyjimky z tohoto pravidla budou dale vyslovné zd{iraznény.

Vsechny symbolické zapisy je tfeba chapat jako primarné tenzorové. Chceme-li znich prejit
k maticovym, je vektor tfeba chapat jako sloupcovou matici. Shoduje-li se pak symbolicky
tenzorovy a maticovy zapis, nebyva to zdtraznovano. Odlisuje-li se symbolicky tenzorovy zapis
od maticového, je to vzdy explicitné zdtiraznéno.
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[.1 KINEMATIKA

[.1.1 POHYB

Nasim zdjmem je biomechanika krevnich cév, ke které samoziejmeé patfi interakce stény s proudici
krvi. Sama krev a jeji pohyb ale nebudou hlavnim pfedmétem a zminime je pouze ad hoc,
respektive zredukujeme je na silové ptisobeni, které viici cévni sténé (¢ili télesu) vyvijeji.

Kdyz se fekne deformace, predstavime si nejcastéji zménu tvaru, nebo zménu objemu, nebo
oboji. K takové zméné musi dojit pohybem télesa. To, co pak nazyvame deformaci, jsou néjaké
kvantitativni miry vyjadfujici zmény zptlisobené timto pohybem. Tyto zmény miizeme popsat bud
vzhledem ke stavu na pocatku (materidlovy popis, nékdy nazyvany lagrangeovsky!), nebo
vzhledem k priibéznému (zdeformovanému) stavu (tzv. aktualni popis, prostorovy popis, velice

Casto téZ nazyvany eulerovsky?).

Nicméné ne vSechny pohyby télesa musi vést k jeho deformaci. Té€leso se mtize pohybovat jako
tuhy celek a ptame-li se na deformadci, je tfeba informaci o tomto typu pohybu odecist, abychom

pracovali jen se zménou tvaru a objemu.

Pohyb télesa. Piejdéme nyni k matematickému vyjadfeni. Méjme téleso B, které zaujima néjakou
souvislou ¢ast ©(0) geometrického prostoru v case t = 0 (terminem geometricky prostor budeme
mit vzdy namysli eukleidovsky tfirozmérny prostor®). €(0) nazveme pocatecni (referencni)
konfiguraci télesa B. Téleso se fyzicky sklada z materidlovych castic P, Q, R,... (materidlovych
bodt), které v Q(0) zaujimaji néjaké pozice, ¢ili lezi v geometrickych bodech X, Y, Z,... Necht v Case
t = s zaujima téleso B prubéznou konfiguraci Q(s). Materidlové castice P, Q, R,... nyni zaujimaji
geometrické polohy x, y, z,... Pohyb télesa definujeme jako vzdjemné jednoznacné a vzajemné
spojité (homeomorfni) zobrazeni «(f): Q(0) — Q(s), které je spojité diferencovatelné podle potreby.
Vzijemna jednoznacnost a spojitost zarucuje, Zze muzeme pomoci k! pfemistit téleso zpét.
Omezime-li se na materidlovou castici, mizeme psat x = k(X) a obracené X = x'(x). Souradnice
Castic télesa muzeme tedy vyjadfovat jak funkce soufadnic geometrickych bodt referencni ale
i pribézné konfigurace. Cili

x=x(X,,X,,X,,t) X=X(x,,%,,x,,t). (1.1-1)

V mechanice téles pouzivame nejcastéji popis pomoci (la) ¢ili materidlovy, naopak v mechanice
kapalin je bézny popis eulerovsky. K tomu je ale tfeba dodat, ze mechanika kapalin se odlisuje
nejen samotnou volbou x. Ve skute¢nosti jsou jeji hodnoty x vétS§inou pevné zvoleny a definuji tzv.
kontrolni objem. V tomto kontrolnim objemu (nebo kontrolni poloze) byva hledanou veli¢inou

! podle francouzského fyzika a matematika J.L. Lagrange (1736 — 1813), jehoz jméno je v Ceské terminologii spojeno
s velkym mnoZstvim poucek z matematické analyzy a analytické mechaniky.

2 podobné jako J.L. Lagrange mélo by ¢tenaiim byt dobfe znamo i jméno Svycarského matematika ptisobiciho zejména
v Petrohradé L. Eulera (1707 — 1783), napt. diky komplexnim ¢isliim, hydromechanice nebo kombinatorice.

* pfipomerime, Ze tim minime mnoZinu bodt, jejichz poloha je zaméfena vektory, pro néz je definovana eukleidovska
norma (metrika). Umime zde tedy méfit vzdalenosti a velikosti tthlt. V tomto prostoru budeme pouzivat vSechny znamé
vlastnosti vektorti... zejména skutecnost, Ze vektor X se vyjadii v ortonormalni bazi jako X = XiE1 + X2E> + XaE3 = (X1,X2,X3).



Horny L. Patobiomechanika srecnécévniho systému 1. dil I. Uvod do mechaniky kontinua

rychlost, kterd charakterizuje mechaniku prostedi. Cili vét§inou se neklade otazka po trajektorii
pohybu (to neplati napt. v transportnich tlohach). Naopak v mechanice téles se ptame pravé na
trajektorii: kudy materidlové body télesa prochazi? Coz v dtisledku znamena otdzku: jak se téleso
deformuje?

Z definice je zfejmé, jak podstatnou roli hraje spojitost. Nebudeme zde provadét podrobnou
diskuzi tohoto pojmu a spolehneme na intuici a matematické zaklady ctenafe. Avsak neni mozné
opominout skutecnost, ze existuji aplikace (lezici ovsem mimo zameér tohoto textu), které ji
vyzaduji. Jde zejména o razy v télesech a Sifeni trhlin. TaktéZ je tento pojem nutné projasnit
v pfipadé, ze vnitfni struktura materialu dosahuje tirovné velikosti infinitesimalnich elementt dx.

Pole posuvii. Pro castice télesa B definujeme vektorovou veli¢inu (I.1-2) a nazyvame ji pole
posuvii (respektive posuv, jde-li o jednu konkrétni ¢astici).

U(X,t)=x(X,t)-X u(x,t)=x-X(x,t) 1.1-2)

Zrovnic je ziejmé, Ze pole posuvii mtzeme vyjadfit jak pomoci pribéznych, tak pomoci
referencnich souradnic. Nicméné, ma-li jit o objektivni veli¢inu, musi platit, Ze U = u. Pfipomenme
ale, Ze tato rovnost pfedpoklada ztotoznéni vektorovych prostorti, ze kterych U a u pochazeji*.

Derivovani podle ¢asu. Pomoci prvni a druhé casové derivace vektori x a X muze zkonstruovat
pole rychlosti va V, a pole zrychleni a a A. Pii tomto postupu je opét tfeba rozliSovat v jakém
popisu vyjadreni provadime. Podle toho rozliSujeme materialovou a prostorovou derivaci pro
materidlové nebo prostorové pole. Rozdil v derivovani vyplyva z chdpani derivovanych funkci

jakozto slozenych funkci vice proménnych (¢asu a prostoru).

Rychlost pohybu materidlovych ¢astic ziskdme jako prvni derivaci podle ¢asu, pro materidlovou
rychlost plati V = 0x(X,t)/0t, pro prostorovou rychlost v = 0X(x,t)/0t. Pro transformaci mezi obéma
rychlostmi plati: Vk(X,t) = -vi(x,t)0Xx/0xi a vi(x,t) = - Vk(X,t)0xi/OXk.

V pfipadé zrychleni v materidlovém popisu plati A = 0V(X,t)/0t. Hovoiime pak o tzv. materidlové
derivaci materialového pole.

Chceme-li ziskat prostorové pole zrychleni a(x,t) a provedeme-li pouhou derivaci podle casu,
ziskame 0v(x,t)/0t. Tento vyraz pfesné odpovida casové zméné v v poloze x. To odpovida situaci,
kdy bychom sledovali pohyb kontrolnim objemem, ¢ili néjakym mistem prostoru a praveé jen timto
mistem. Hovofime o prostorové casové derivaci prostorového pole.

Jde ale o velic¢inu, kterd neobsahuje Zadnou informaci o pfedchozich polohach a chovani
castice v nich. Zrychleni ale musi byt veli¢ina, kterou lze vypocitat zde sledovani pritbéhu, ¢ili
zmén poloh, pomoci druhé derivace. Z veliciny Ov(x,f)/0t se ale integraci nelze dostat
k trajektorii, nebot je to lokalni informace z pravé jednoho vybraného mista x, kde se méri
casova zména v. Nejde tedy o celkové zrychleni a, nybrz jen o jeho cast (tzv. lokalni zrychleni,
neboli lokalni derivaci).

4 Je dobré mit na paméti, ze U = U1E1 + WU2E2 + UsEs a u = uier + uze2 + uses. kde {E1,EzEs} je ortonormalni baze v prostoru
vektorti X a {e1,ez,es} v prostoru vektor(i x. Ackoliv ¢tenaf by mél z linedrni algebry védét, Ze vSechny n-rozmérné vektorové
prostory jsou formalné totozné (tzv. isomorfni). Tato skutecnost se v nasledujicim objevi jesté mnohokrat.
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K tomu abychom ziskali a, musime k lokalni informaci dv(x,t)/0t pfidat informaci o tom, jak se
rychlost méni v blizkém okoli polohy x (kontrolniho objemu). Tu ziskame pomoci Taylorova
rozvoje du(x,t), kde se omezime na prvni ¢len dvi/dxi, vektorové (0v1/dx1, dvz2/0x2, dvs/Oxs).

ProtoZe ale kazda slozka vektoru rychlosti mize zaviset na kazdé sloZce vektoru polohy, mame
pro i-tou slozku vi

v, (x,t) v, (x,t) v, (x,t) v, (x,t)
. = i=1,2,3.
do, (x,t) o, dx, + o, dx, + o, dx, + Y dt proi=1,23

Algebraicky okamzité dostavame, Ze v prostorovych soufadnicich je celkova casova zmeéna
rychlosti (¢ili zrychleni), rovna

do, (x,t) _ v, (x,t) ax, .\ dv, (x,t) ox, . I, (x,t) ax, v, (x,t)

(x,t)= 'l % o
@ (xt)=—, x o ox. ot ox. ot ot

proi=1,23.

1 2 3

Coz kompakiné zapisujeme ve formeé a: = Zk[0vi/0t + vk(vi/Oxx)] pro i=1,2,3.

Ke stejnému vysledku dospéjeme i formalni cestou, uvazenim skutecnosti, ze x(X,t) béhem
derivovani provadéného pomoci pravidla pro slozenou funkci vice proménnych:

. av(x,t) Bv(x,t) Bx(X,t)
a(x,t)=v(x,t)=— 5 +— 5 —_— 5 1

ot kdyz x = konst ox  |kdyz t = konst ot kdyz X = x (x, t) = konst
Tento zptusob casového derivovani (odhlédneme-li od toho, Ze jsme se zabyvali rychlosti)
prostorového pole nazyvame materialova (casova) derivace prostorového pole. Oznacujeme ho
tec¢kou nad veli¢inou, nebo symbolem D(¢)/Dt, abychom majuskuli zdtraznili materidlovy popis
pfi provadéni derivace. Vyse jsme sice pouzili d(*)/dt, ale dohodnéme se, Ze to jiz nikdy neudélame.
Stejnym zptisobem probiha i derivace skalarnich poli (napf. rozloZeni teploty v prostoru, které také
miizeme vyjadfovat vzhledem k pocatecnimu nebo pribéznému stavu)s.

Kdyz to shrneme, dostavame operaci ,zjistovani casové zmeény veli¢iny v prostorovém popisu
pro materialové soufadnice chapané v okamziku derivovani jako konstanty”, kterou nazyvame
materidlova derivace prostorového pole. Operace se fidi, pro skalar f(x,t) a vektor u(x,t) pravidlem
(L.1-3).

) ou, (x,t) ou, (x,t)
o(et) i (xn)=2 s M0

k

(o) ()

) i=1,2,3. (113
at - ax zJk (x ) G ( )

flxt)=

k k

5 Skaldrni veli¢iny jsou pro vysvétleni celé situace s casovym derivovanim nazornéjsi nez vektory. Méjme tedy teplotu
rozloZenou v prostoru, napf. teplotu feky, ktera proudi kolem nepohybujiciho se plavce s teplomérem. Jak kolem néj proudi
rtizné tepld voda, tak ackoliv setrvava v kontrolni poloze, méfi casovou zménu teploty. Mé&ii lokalni ¢ast asové derivace.
Pohybuje-li se naopak plavec v nepohybujici se vodé, které ma v prostoru nehomogenni rozlozeni teploty, dostava ¢asovou
zménu teploty, ackoliv voda stoji. To je clen vyjadfeny pomoci Taylorova rozvoje zohlednujici zménu v okoli kontrolni
polohy (dostava tzv. gradient teploty v prostoru, ale o ném az pozdéji). Ve skutecnosti se ale miize pohybovat plavec
i kapalina, a tak je ¢asova zména teploty (Cili rychlost teploty) ddna souctem obou efektti. Obdobné tomu je, chceme-li zjistit
¢asovou zménu rychlosti, ¢ili zrychleni. Rozdil spociva jen v tom, Ze rychlost je vektor, a musime uvaZovat v jeho slozkach.
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1.2 DEFORMACNI GRADIENT

Predstavujeme-li si pohyb télesa jakoZto zobrazeni mezi jeho konfiguracemi, ma smysl ptat se po
infinitesimalni zméné, kterou v prostoru tento pohyb zptisobi. Napodobujeme tak vlastné postup
matematické analyzy, ktera v diferencidlnim poctu zkouma lokalni vlastnosti funkci pomoci jejich
derivace. Mirou, kterou takto pouzivame v mechanice kontinua, je deformacni gradient. Gradient
proto, Ze se nejedna o funkci (zobrazeni) jedné proménné, nybrz tii prostorovych soufadnic
(proménnych). Deformacni gradient F je veli¢ina vystihujici lokalni dasledky (vlastnosti)
pohybu télesa (1.1-4).

ax(X,t)

F(X,t)= X

(I.1-4)

Miuzeme ho také psat ve formé (I.1-5), coz lépe vystihuje jeho smysl jakoZto zobrazeni, nebo-li
operatoru, ktery prevadi liniovy diferencidlni element referencni konfigurace dX

na diferencialni element priibézné konfigurace dx.
dx =F(X,t)dX (1.1-5)

Ze vztahu (1.1-5) je zjevné, Ze pfevadi vektor na vektor. Jde tedy o linearni transformaci vektori,
ktera musi byt vyjadfena matici. Tato matice pfedstavuje zapis tenzoru¢ druhého fadu
definovaného nad vektorovymi prostory {(dX1,dX2,dXs)} a {(dx1,dx2,dxs)} tak, ze F: {(dX1,dX2,dX3))
— {(dx1,dx2,dx3)}. Obdobné bychom mohli psat, Ze jde o derivaci k.

Kuplnému porozuméni bude dobré vyjadrit si deformacni gradient jesté ve slozkovém
(indexovém) zapisu. Je nazorn€jsi pracovat s abecednimi indexy misto cislicovymi. TakZe méjme
K {(Xa,X8,Xc)} — {(xox0,xc)}, repsektive F: {(dXa,dXs,dXc)} — {(dxsdxs,dxc)}. Struéné pak piseme
slozky deformacniho gradientu pomoci (1.1-6).

o,
dx, = F,dX, F, =t (L1-6)
1 1 1 aXI

Za indexy je tfeba dosazovati=a, b, ¢, resp. [ = A, B, C. V rovnici (I.1-6a) prijimame na pravé strané
konvenci, ze podle opakujicich se indexti vZdy scitame, Cili pro dx = (dxs,dxs,dxc) plati?

dx, =F,dX, +FdX, +F.dX. dx, =F,dX, +F,dX, +E.dX. dx =F,dX, +FdX,+F.dX.

¢ Vtomto konkrétnim pfipadé jde o tenzor 2. fadu, coZ pozname podle poc¢tu indexti, které veli¢ina ma. Tenzor je
zobrazeni; zde prevadi vektory (veli¢iny s jednim indexem) na vektory. Pfi tomto zobrazeni je , spotiebovan” jeden index
podle pravidel linearni transformace vektori. Tenzorovymi veli¢inami jsou napf. tenzory deformace, tenzory napéti (v
obou pfipadech jde o tenzory druhého fadu — tenzory deformace pievadéji elementarni délkové vektory, tenzory napéti
prevadéji normalovy vektor plochy na silovy vektor). Tenzorem je i ,matice moduld pruznosti” — tzv. tenzor tuhosti neboli
elasticity. To je ctyfindexova veli¢ina a prevadi dvouindexové tenzory deformace na dvouindexové tenzory napéti,
v linedrnim piipadé Hookeova zdkona podle pravidla o; = Eiu&: (i zde se podle opakujicich indexti, kI, scitd). Vice
o tenzorech v matematickém dopliiku.

7 Explicitné vyjadfeny piiklad FdX nam ukazuje, jak konkrétné pilisobi tenzor na vektor. Podle tohoto pravidla se fidi
vSechny souciny tohoto tvaru. Uvédomme si, Ze reprezentujeme-li tenzor ¢tvercovou matici 3x3 a vektor sloupcovou matici
3x1, jde vlastné o maticovy soucin.

Zminovana konvence o sc¢itani podle opakujiciho se indexu ndm umoziiuje velmi elegantné psat napf. skalarni soucin
vektorti u a v jako uivi, protoZe uvi=u1v1 + u202 + usvs. Jen prosté vynechavame symbol X.
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Rovnice (I.1-6b) nam pripomina skutecnost, ze derivovanim vektoru podle vektoru, dostavame
velic¢inu, kterd ma o index vices.

Priklady

PI-1.1 Uvazujme pohyb télesa, ktery je pospan nasledujicimi rovnicemi: x1 = 41X, x2 = AXo, x3 = 43Xs, kde A
jsou kladna realna cisla. Vypoctéme deformacni gradient F.

Podle (I.1-6b) musime provést devét derivaci pro permutace indexti il. Takze Fu = oxi/0X1 =
O(AiX1)/ 0X1= /1, obdobné F2 = A2 a F33 = As. Pro nediagonalni indexy dostaneme Fi2 = 0x1/0X2 = 0(41X1)/0X2 =0
=Fiz=... F.

V maticovém a bazovém zapisu dostavame:

F=Ae ®F, +Le, ®F, + Le, ®F,. (L1-7)

o o .~
o o

0
0
A

Rovnice (I.1-7a) nevyzaduje Zzddny komentaf. Jde o matici linedrni transformace, jak ji zname
z algebry. Pro s tenzorovym poctem neobezndmeného ¢tendre je tfeba vysvétlit rovnici (L.1-7b),
v nizZ se objevuje pro néj pravdépodobné novy symbol ®. Jde o algebraickou operaci definovanou
mezi dvéma nebo vice vektory, kterou nazyvame tenzorovy soucin (jde-li o dva vektory téz
dyadicky, ¢ili dvojny). Vysledkem operace je nova entita nazyvanda tenzor. Mluvime o tenzorech
druhého, tfetiho, ¢tvrtého,... fddu podle toho, kolik vektor(i se ticastni souéinu (v pfipadé dvou
nékdy téZ mluvime o dyadé). Tenzory tvori vektorové prostory (pro tenzory druhého fadu, kam
patfi F, jde o prosotr vSech linearnich transformaci). Vektory byvaji nékdy chapany jako tenzory
prvniho fadu a skalary jako tenzory nultého radu.

Definice ® je podle pravidla (I.1-9): pro dva vektory X = X1E1 + XoE2 + XsEs a Y = Y1E1 + Y2E2 +
YsEs plati, ze

X®Y=X,Y,E, ®F, +X,Y,E, ®F, + X,Y,E, ®E, + X,Y,E, ®, +...+ X,Y,E, ®E,.  (L1-9)

Je zfejmé, Ze tento zapis je mozné reprezentovat pomoci matice (1.1-10), kde ovSem ztracime
informaci vektorovych bazich (to plati obecné pro vsechny maticové zapisy — v nich musime vzdy
z kontextu védét jaké mame baze).

XlYl X1Y2 X1Y3
XoY=|XY, XY, X)Y, (I.1-10)
X3Yl X3Y2 X3Y3
Operace ® je samoziejmée definovana i pro tenzory druhého a vyssich radti. V pfipadé tenzort

druhého fadu A a B je vysledkem tenzor ¢tvrtého fadu C podle pravidla Cik = AiBk.

Operaci, kterou jsme zatim nevysvétlili je scitani tenzortt A + B. JelikoZ jsou tenzory odvozeny
z vektort (a v pfipadé druhého fadu je reprezentuji matice), nemélo by ¢tenafe prekvapit, ze kdyz

8 Toto plati obecné a je dobré si to pamatovat. Napfiklad tenzor tuhosti (zobecnénim modulu pruznosti), zminény
v pfedchozi poznamce, ziskdme derivaci dvojindexového napéti ow podle dvojindexového tenzoru deformace &, takze
tenzor tuhosti Eai je tenzor ¢tvrtého fadu; Eavet =00u/0 &a.
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s¢itani vektori probihd po slozkach, tak i séitani tenzort A + B probihd jako Aj + Bjj, ¢ili po
slozkach.

V rovnici (I.1-7b) mame bazové dyady e®E;, protoze kazdy z vektord x a X je definovan v jiném
vektorovém prostoru (lépe feceno, prostor je to formalné stejny, ale vytvoreny nad jinou
konfiguraci télesa).

Obrazek I-1. Ukdzka homogenni deformace z P1.1 pro volbu A41=1/2, A2=2 a 4s = 3. Jednotkova krychle
(modra) se deformuje na kvadr (zelny) o hranach A1, A2, As. Plati F = 1/2e1®E1 + 2e2®E2 + 3e3®Es.

K PI-1.1 dodejme, Ze vysledny deformacni gradient nezavisel na poloze materidlové castice (v F se
objevily pouze konstantni funkce). V takovém piipadé hovoiime o homogenni deformaci. Pro
pfipad, ze A= A2= 13 jde o rovhomérnou dilataci.

PI-1.2 Napiste deformacni gradient pro pohyb popsany rovnicemi: x1 = X1 + kX2, x2 = X2, x3 = X3, kde kje
nenulové ¢islo.

Podle rovnice (6) dostavame:

Fi1=0x1/0X1=0(X1 + kX2)/0X1=1
F12 = x1/0X2 = 0(X1 + kX2)/0X2 =k
F22 = 0x2/0X2=0(X2)/ 0X2=1
Fs3 = 0x3/0X3=0(X3)/ 0X3=1
adale Fis=F21=Fx»=Fs1=Fs=0.

1 kK O
Matice deforma¢niho gradientu tedy je F=|0 1 0|. Pomoci bazi muzeme F vyjadfit jako
0 01

F=e ®E +e,®E, +e, ®E, +ke, ®E, =I+ke, ®E,, kde posledni vyraz je zjednoduSen pomoci

symbolu pro jednotkovy tenzor druhého fadu I=¢, ®F, +e, ®E, +e, ®F, °.

 Tenzor I je tedy reprezentovan matici, kterda ma na hlavni diagonéle jednicky a jinde nuly, ¢ili I = diag[1,1,1]. Velice
dulezity je indexovy zapis, ktery tradiéné vyuziva feckého pismene delta, i, kde pfedepisujeme &ij=1 pro i =j, a 8j= 0 pro
i #j. Sybol & byva vétsinou nazyvan Kroneckerovo delta (podle slavného némeckého matematika Leopolda Kroneckera, 1823
— 1891). Pti pouzivani symbolu I je ovSem tfeba si uvédomit, Ze nenese informaci o bazich, a az z kontextu je vzdy zfejmé,

o jaké jde. Obycejné ma totiz dobry smysl pouze jedna ze ¢tyf moznych voleb E,®E,, e,®E,, E,®e;, e;®e;.
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V prikladu PI-1.2 pouzité rovnice popisuji tzv. prosty smyk. VSimnéme si, Ze matice jeho
deformacniho gradientu neni symetricka!

Obrazek I-2. Ukazka homogenni deformace z P1.2 pro volbu k = 0.3. Jednotkova krychle (modra) se
deformuje na zkoseny hranol (zelny). Plati F =1+ 0.3e1®E.

Zmeéna objemu. Dilezitou velicinou je determinant deformacniho gradientu. V linearni algebte
(resp. analytické geometrii) se definuje objem rovnobéznosténu daného tfemi vektory pomoci tzv.
vnéjsiho soucinu, ktery je pravé roven determinantu jejich matice. Pfedstavime-li si F jako linedrni
transformaci vektorti (prevadéjici vektory X € Q(0) na vektory x € Q(s)), dili jako transformacni
matici (v niZ jsou zapsany obrazy vektord ortonormalni baze pfi této transformaci), zjistujeme, ze
determinant deformacniho gradientu ma vyznam zmény objemu elementu kontinua J°.

detF=] kde do=JdV (1.1-11)

Symbolem dv jsme oznacili objem infinitesiméalniho elementu po deformaci a dV pfed deformaci.
Pfipomenime, ze jak F, tak | by mély byt chapany jako funkce X (obecné se jedna nekonstantni
veliciny v Q). Deformace elastomerti a mékkych tkani byvaji velice ¢asto modelovany jako

isochorické déje, ¢ili dv = dV < ] = detF = 1. O takovych materialech fikame, Ze jsou nestlacitelné.

Inverze E. ProtoZze jsme vSude pfedpokladaly vzajemnou jednoznacnost a vzdjemnou spojitost,
miizeme definovat inverzni tenzor F! ktenzoru F. Kjeho konkrétnimu vyjadfeni dospéjeme
pomoci postupti linearni algebry pro hledani inverzni matice. Pripomenme, Ze vzajemna
jednoznacnost vylucuje, aby detF = | = 0. Body kontinua, které existuji, nemohou zaniknout. Mél-li

element kontinua pfed deformaci nenulovy objem, bude ho mit i po deformaci.
Bez diikazu uvedme, Ze pro referencni plosny element dS a zdeformovany plosny element ds plati

(poucka zvana v anglosaské literatufe Nansonova véta) (I.1-x12)". Dtikaz Ize najit napf.
v Holzapfel (2000) na s. 75.

ds=JF"dS (1.1-x12)

10 Jde vlastné o jakobidn geometrické transformace.
11 Plodné elementy ds a dS zde chapeme jako orientované (vektory o velikosti dané plochou s orientaci vnéjsi normaly).
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Na zavér poznamenejme, Ze je-li to pro nas vyhodné, mizeme deformacni gradient konstruovat
pomoci posuvil. Z rovnic (I.1-2) a (I.1-4) je zfejmé, Ze plati (1.1-12).

GradU =F-1 gradu =1-F' (L1-12)

Ke zjednoduSeni zdpisu jsme zde vyuzili operatoru gradientu, coz je dalsi zptlisob vyjadfeni
derivace podle sloZek soufadnic. Pro U = Uie1 + Uze2 + Uses a u = uiE1 + u2E> + usEs plati (1.1-13)1213,

Gradu =292 (¢ ©F, ) dn=2"(E ®e,) 11-13
ra =X e, ®F, grau—ax | ®e, (L1-13)

K k

PI.-1.3 V PL-1.1 jsme vypocetli F pro pohyb popsany rovnicemi : x1 = AiXi, x2 = 42Xz, x3 = A3X3, kde 4i jsou
kladna realna cisla. Vypoctéme nyni F pomoci (1.1-13a).

Ziejmé tedy plati F = GradU + I. U uré¢ime pomoci (2), U = x(X) — X. Takze U1 = x1 - X1 = A4X1 - X1=X1(4 - 1),
Uz = X2(A2 - 1) a Us = X3(As - 1). Derivovanim dostavame: oU1/0X1 = A1 — 1, 0U2/0X2 = A2 — 1, OUs/0Xs = As— 1 a
oU/0Xk =0, kdyz I # K. Takze

-1 0 0
GradU=| 0 A,-1 0 = F=GradU+1=
0 0 A-1

o o >

0
4
0

S o o

P1.4 Vypoctéte inverzni deformacni gradient k F z P1.1.

V maticovém zapisu musi platit, ze FF-! =I. Je tedy zfejmé, Ze jde o matici

/?{1 0 0 A4 0 0 /1;1 0 0 1 00
F'=| 0 A 10 |, nebot platit| 0 4, 0 0 /12—1 0 [=]0 1 0].
0 01

0o 0 A 0 0 4Jlo o A

Pomoci bazovych dyad piseme F' = li'Ei®e1 + A2'E2®e2 + As'E3s®es (vSimnéte si opacného poradi bazovych
vektorti, které je dano tim, ze F': {(dxadxpdxc)} — {(dXa,dXsdXc)}, narozdil od F: {(dX1,dX2dXs)} —
{(dx1,dx2,dxs)}.

Predtim, nez pfistoupime k vykladu mér deformace pomoci rtiznych deformacnich tenzort,
uvedme jesté jeden, alternativni, zptisob zavedeni deformacniho gradientu. Zatimco na tvod
kapitoly 1.2 byl F zaveden cisté pomoci metod matematické analyzy, nasledujici vyklad, ktery
samoziejmé dospéje ke stejnému cili, je veden vice pomoci geometrického nazoru, a mohl by tak
byt pro nékteré ctenare vhodnym doplnkem, pro zatim relativné abstraktni termin.

de de de

12 Gradient je tedy definovan jako operator néasledujicim zptisobem: Grad(e)=|-—E,,——E,,——
0X, 90X, ~ 90X,

E3] , kde symbol e
zastupuje operand, na ktery operator ptisobi. Jestlize ® zastupuje skaldr, je vysledkem vektor. Jestlize ® zastupuje vektor, je
vysledkem tenzor druhého fadu a bazové vektory jsou nahrazeny bazovymi dyadami (napi. E, ® E, ), protoZe derivujeme
kazdou slozku operandu, podle kazdé slozky operatoru (to je pfipad rovnice (1.1-13)). Uvedeny pfiklad lze pouhou
zdménou pfevést z materidlového popisu Grad(® ) do priibézného popisu grad(e ).

13 Kdyz ted jiz vime, co je gradient, mtizeme pomoci néj prepsat vyrazy v rovnici (1.1-3) pro materidlovou ¢asovou derivaci
prostorového pole na: D(*)/Dt = 0(+)/0t +grad(*)v, coz plati obecné, at uz ® zastupuje jakoukoliv veli¢inu.

10
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Uvazujme situaci podle obrazku I-3. Zde je téleso ve dvou konfiguracich, referencni ©(0) je vlevo
a prubézna Q(t) vpravo. Polohovym vektorem X = XiE1 + X2E2 + XsEs je zaméfena materidlova
Castice P. V jejim okoli (X + dX) lezi ¢astice Q. Béhem pohybu télesa prejde castice P do polohy x =
x1e1 + x2e2 + x3e3 a Q na x + dx. Pro vektory na obrazku pak mtizeme psat:

x+dyr=X+dX+U(X+dX) = de=X-x+dX+U(X+dX) =  de=-U(X)+dX+U(X+dX)
= dx =dX +dU

Vzhledem ktomu, Ze naSe uvahy probihaji ve spojitém prostiedi pfi spojitych a hladkych
posuvech, miizeme v blizkém okoli X rozvinout posuv U do Taylorovy fady tak, Ze v prvnim
pribliZzeni:

U(X +dX)=U(X)+dU =U(X)+GradUdX

Vyuzijeme-li tohoto pfi zdpisu elementarniho vektoru dx, dostaneme (1.1-14), coz jsme chtéli

ukazat.

dx =dX +dU = dX +GradUdX = (I+GradU)dX = FdX (1.1-14)

Obrazek I-3. Deformace v infinitesimalnim okoli ¢astice P.

11
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SHRNUTI

Pohyb kontinua popisujeme z materialového (polohové vektory X), nebo pribézného (polohové
vektory x) tthlu pohledu. Zakladni veli¢inou, kterou pouzivame je deformacni gradient F, ktery
reprezentuje geometrickou transformaci F: dX — dx referencniho liniového elementu
na zdeformovany element. Jde o tenzor druhého fadu, ktery obecné neni symetricky.

ox, 0X

dx =FdX Fo=oy dX =F " dx R ==k
K xi

Pro objem elementu p¥i tom plati dv = JdV a pro elementarni plochu ds=JF " dS.

1.3 DEFORMACE

Deformacni gradient v sobé nese celou informaci o geometrickych zménach (¢ili zménach poloh).
V tomto smyslu je F prvotni a postacujici mérou deformace. Existuji ale dva dobré davody, proc
definovat jesté dalsi. Zaprvé, deformacni gradient obecné neni symetricky. To nas nuti pracovat se
vSemi deviti sloZkami, coZ je vmnoha pfipadech zbyte¢né. Zadruhé, jak geometricky vypliva
z prvniho, deformacni gradient v sobé nese informaci nejen o zméné délek elementu kontinua,
ale také o jeho natoceni. Toto natoceni nas ovSem velice casto nezajima, nebot mu vétsinou
nepfisujeme Zadnou deformacni energii a povazujeme ho za projev pohybu elementu jako
tuhého (nedeformovaného) celku't. Z téchto dtivodti definujeme jesté dalsi miry pfetvoreni télesa,
kterym fikdme tenzory deformace. Historicky jich bylo (a stale ad hoc i je) definovano pomérné
hodné. Zminime se o téch nejbéznéjsich, se kterymi se v soucasnosti pracuje v biomechanice
meékkych tkani.

Nyni uz nelze jinak, nez vyslovit néjakou definici toho, kdy budeme o télese fikat, ze se deformuje.
Vyuzijeme ktomu geometricky ndzor ziskany zobrazku I-3. O télese fekneme, ZzZe je
zdeformované, kdyz existuje alespon jedna dvojice materialovych bodu PQ takovych, ze ldx| #
[dX1I.

Promysleme si, co z toho plyne. Protoze je prakti¢téjsi pracovat nikoli s absolutnimi hodnotami
vektort, ale sjejich druhymi mocninami, umocnéme tento definicni vztah a upravme pomoci
deformacniho gradientu.

|dx| #]dX| & (dx)" # (dX)" & dx-dx #dX -dX & (FdX)-(FdX)#dX -dX &
& (FdX) (FdX)-dX -dX #0 (1.1-15)

14 Vétsinou neni vzdy. Existuji teorie spojitého prostfedi, které povazuji nataceni elementu kontinua za projev jeho
deformace (ktera si samozrejmé vyzada existenci s ni spojenych vnitinich sil - momentovych normalovych napéti). Takova
kontinua se nejcastéji nazyvaji polarni a nachazeji uplatnéni napt. pfi popisu pohybu tekutych krystalt. Historicky prvni
formulace takové teorie je pfipisovana bratrim F. a G. Cosseratovym (1909). Jejich text (v anglickém piekladu) je dnes
dostupny na internetu http://www.uni-due.de/~hm0014/Cosserat files/Cosserat09 eng.pdf. Mechaniku kontinua, jak je
vykladana v tomto textu, lze snadno rozsifit o momentova napéti pomoci pfistupu navrzeného A.].M. Spencerem (1929 —
2008), vizte napr. Spencer AJM, Soldatos KP (2007) Finite Deformations of Fibre-Reinforced Elastic Solids with Fibre
Bending Stiffness, Int | Non-Lin Mech 42 (2): 355-368; http://dx.doi.org/10.1016/j.ijnonlinmec.2007.02.015. Dodejme jesté, ze
A.JM. Spencer vyznamné pfispél k rozsifeni popisu anisotorpniho chovani materidléi pomoci invariant isotropnich
tenzorovych funkci vice proménnych, coz je pfistup, ktery bude vykladan v tomto textu.

12




Horny L. Patobiomechanika srecnécévniho systému 1. dil I. Uvod do mechaniky kontinua

Vyuzijeme-li nyni pro vytvofeni skaldrniho soucinu vektorti (FdX)-(F4X) maticového zapisu,
transponujeme prvni FdX a dostavame tvar dX"F'FdX, protoze pro pripustné matice plati (AB)T =
BTAT.

V tenzorovém zapisu symbol pro transpozici vektoru vynechdvdme, nebot nema smysl. Ta
totiz probiha podle pravidla u:(Tv) = v-(T™u)'5. Takze kdyz (pro vétsi nazornost) explicitné
substituujeme do skalarniho soudinu (FdX)-(FdX) tak, ze bude roven u-(Tv) — coz plati, kdyz
u=FdX, T=F av=dX -, dostaneme v-(T"u) = dX- (F' FdX). Pokracujme tedy v ekvivalenci (I.1-15):

(FdX)-(FdX)-dX-dX #0 < dX -(F FdX)-dX-dX #0 <

dX-(F'F)dX —dX -dX #0 < dX -(F' F-1)dX #0 (1.1-16)

Dospivame k zaveru, ze téleso se deformuje pravé tehdy, kdyz je tenzor F'F — I # 0. V tomto
vyrazu pouze Clen F'F zavisi na pohybu t€lesa. Ve smyslu naseho odvozeni je to nejpfirozenéjsi
mira deformace, kterou nazveme pravyj Cuachyiv—Greeniiv tenzor deformace C (1.1-17).

C=F'F Cy =FEFF

K i"iK (L1-17)
Pracujeme-li v maticovém vyjadfeni, je symbolicky zapis (I.1-17a) jasny. Promysleme si, co vlastné
fika slozkovy zapis (1.1-17b). Opakujicim se indexem je i, a musime pfes néj sc¢itat. Pro nazornost
opét pouzijeme abecedni indexy; napf. pro volbu I = K = A dostavame Caa = FaaFaa + FoaFpa +FcaFea.
Pro nediagonalni clen Cas mame, Cag = FaaFas + FoaFrg + FeaFes. Uvédomme si, Ze kdyZ nasobenti
dvou matic M a N probiha podle pravidla MN = T < M;Njk = Ti, tak transpozice jedné z matic
vede pravé ke skutecnosti, Ze s¢itani probiha pfes nesousedni index.

Pomoci dyad bazovych vektorti bychom psali: C = CuEi®E1 + CizE1®E2 + ... + C3E2®E3 + Cs3sEs®Es.
Scitani probihalo pfes index prislusny priibézné konfiguraci, a tak je vysledny tenzor definovan
cisté nad referencni.

Tenzor C je szmetricky, protoze Cas = FaaFu + FeaFip + FeaFes a Csa = FapFaa + FopFea + FesFea; CT = C.17

PI-1.5 Vypoctéte C pro pohyby z P1.1 a P1.2.

V P.I-1.1 jsme odvodili, Ze deformacni gradient F = diag[41,42,4s], coz znamend, ze F' = F. Pro C tudiz plati: C =
diag[ 12,422, 45?].

V P.I-1.2 je situace zajimavéjsi. Vyuzijeme maticového vyjadieni:

1 k0 1 00 1 0 0)(1 kK O 1 k 0
F={0 1 O|.Takze ' =|k 1 0laC=|k 1 0|0 1 O|=|k k*+1 0.
0 01 0 01 0 0 1){0 0 1 0 0 1

15 Zde T je néjaky tenzor druhého fadu a u, v jsou libovolné vektory. Tato situace ukazuje, ze ackoliv je maticovy zapis
témér stejny jako tenzorovy, rozdil preci jen existuje. Ekvivalentné s u-(Tv) = v+(TTu) miizeme pro definic transpozice také
psat, Tv=ovTT".

16 Symbol pro nulovy tenzor, ¢ili vSechny slozky tenzoru jsou 0.

17 Kromé symetrie ma tenzor C dalsi vyznamnou matematickou vlastnost, je pozitivné definitni.
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Horny L. Patobiomechanika srecnécévniho systému 1. dil I. Uvod do mechaniky kontinua

Méjme nyni né&jaky jednotkovy vektor M z Q(0) a deformacni gradient F prevadéjici M na m = FM
v konfiguraci Q(s). Oznacime-li velikost zdeformovaného vektoru m jako 4, cili 4 = |ml, resp.
m = Aen, pak muzeme psat A> = m-m = (FM)-(FM) = M- FT FM = M-CM. V tGlohéch, kde mame
rovnou zadany tenzor C, mizeme tedy snadno vypocist zménu velikosti vektorti béhem
deformace (uvédomme si, ze neni mozné zpétné z Sesti slozek tenzoru C jednoznacné urcit devét
slozek F, abychom ziskali m pomoci FM).

Rozklad na rotaci a cisté strecovdani. V ivodu jsme se zminili, Ze tenzory deformace zavadime
proto, abychom (1) redukovali pocet neznamych skalarnich funkci popisujicich deformaci (z 9
na 6) a (2) abychom odstranili nadbyte¢nou informaci o rotaci elementu kontinua (coz mé ovsem
stejny dtisledek jako bod (1)). Méli bychom tedy ukazat, Ze zavedenim C k tomu doslo.

Vyjdeme z véty o polarnim rozkladu matice (resp. linearni transformace). Ta fika, ze kazdou
nesinguldrni matici F lze rozlozit na soudin symetrické pozitivné definitni matice
a ortogonalni matice R a to jednoznacné az na nutnost rozliSovani mezi nasobenim zprava

a zlevals:
F=RU=vR (1.1-18)

Povazujeme-li F za deformacni gradient, definujeme tak nové deformacni tenzory, které
nazyvame pravy tenzor strect U a levy tenzor strecli v. ProtoZe pfi nasobeni dvou tenzorti
druhého radu jde vlastné o skladani zobrazeni, hovorime o RU jako o rotaci po strecovani a o vR
jako o strecovani po rotaci.’® Misto ptivlastkil pravy a levy se také Casto fika materidlovy a prostorovy,
coZ je odvozeno od konfigurace, ke kterym se tenzory U a v vztahuji.

Nyni vyjdéme z definice C. Plati: C = F'F = (RU)™RU = U'R'RU, uvazime-li RTR =1, C = U"U, tudiz
zadné rotace.

P.I-1.6 Ukazte, ze pfi pohybu popsaném rovnicemi: x1 = V3X1 — %X, x2 = X1 + ¥4V3Xz, x3 = X5, jde o rotaci o 7/6
okolo X3 po strecovani U = diag[2, 72, 1]. Naleznéte vyjadreni levého tenzoru strect v.

Rotace okolo osy X3 odpovida matici ortogonalni transformace R

3

cosZ sinZ 0 > 30
R=|-sinZ cosZ 0|=|-1 g 0
0 0 1 0O 0 1
L1 0)200) (V310
Nésobenim podle definice (I.1-18) dostavime F=RU =| -7 % 010 3 0= 1 % 0
0 0 1[{0 0 1 0o 0 1

18 Ortogonalni matice R je takova matice, pro kterou plati RT = R, coz také znamena RRT = R'R = I. Samozfejmé hovoiime
také o ortogonalnich tenzorech a transformacich. Z geometrického hlediska takové transformace predstavuji otdceni
soufadnicové soustavy okolo pocatku.

1 Pokud ¢tenéii ¢ini potize uvazovat o maticich a tenzorech jako o zobrazeni, nechf si pise rovnost (1.1-18) jako: x = FX =
RUX =vRX plati pro kazdé X.
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Horny L. Patobiomechanika srecnécévniho systému 1. dil I. Uvod do mechaniky kontinua

Derivovanim podle (6b) zaroven zjistime, Ze matice deformacniho gradientu F je:

V3 -1 0
F=| 1 @ 0. Rovnost obou matic je zjevna.
0 0 1

Po vynasobenti identity (18) R (jelikoZ je R ortogonalni, tak RT = R)

B o) -t o) [ B0
v=FR"=[1 £ o[ 1 £ ol=|2{3 2z o
0 0 1]lo o 1] |0 o0

Jak naznacuje pouzity font, je U definovano nad bazi {Ei,EzEs} a v nad {e1,ez,e3}?. Ke zméné baze
dochazi rotaci soufadnicové soustavy, a tak tenzory U, v, R vyjadifujeme pomoci dyad bazovych
vektort EIQEk, ei®ex, Ei®ex.

Obrazek 1.1-4. Deformace elementarni krychle z P1.6. Horni par ukazuje rotaci R po strecovani U, dolni par
streCovani v po rotaci R. V obou ptipadech je vysledkem F podle pravidla F = RU = vR. Jak je naznaceno,
streCovani neméni vektory baze (resp. soufadnicové osy). Referencni konfigurace = modra, strecovani =

zelena, rotace = Cervena.

20 Cili pii rotaci kontinua plati: dx = RdX, dxi = RikdXk, jestlize se ktomu navic deformuje, tak dx = R(UdX),
dxi = RikUkLd X1, respektive dx = v(RdX), dxi = viRjkdX«.

15



Horny L. Patobiomechanika srecnécévniho systému 1. dil I. Uvod do mechaniky kontinua

Dalsimi tenzory deformace, které se v literatufe obvykle zavadéji, jsou: levy Cauchyiiv-Greeniiv
tenzor b, Greemiiv-Lagrangeiiv tenzor E, Eulertiv—Almansitiv tenzor e, logaritmicky tenzor
deformace InU nebo InV a Hillovy zobecnéné tenzory deformace. Nasledujici tabulka shrnuje jejich
definice pomoci deformac¢niho gradientu.

Ptehled vybranych tenzorti deformace (terminologie ovSem kolisa jak v ¢eské, tak zahrani¢ni literatufe).

Nézev Definice Slozky =~ Symetrie
F deformacni gradient F =dx/dX Fix NE
U pravy tenzor strecii F=RU Uik ANO
v levy tenzor strecii F=vR Vik ANO
C pravy Cauchyiiv—Greeniiv tenzor deformace C=F'F Cix ANO
b levy Cauchyiiv—-Greentiiv tenzor deformace (téZ Fingeriiv?') b = FFT bix ANO
E (Greeniiv—)Lagrangefiv tenzor deformace E=1(C-1I) Ex ANO
e Euleriiv (-Almansiiiv) tenzor deformace e=1%(I-b") eik ANO
InU (materidlvoy) logaritmicky tenzor deformace (téz Henckyho) InU InUix ANO
Inv (prostorovy) logaritmicky tenzor deformace (téz Henckyho) Inv Invix ANO
B Piolitv tenzore deformace B=C! Bix ANO

Hillovy zobecnéné tenzory deformace 1/n(U" —1I) a 1/n(v* — 1) pro n #0

SHRNUTI

K deforma¢nimu gradientu F jsme nadefinovali dalsi symetrické a pozitivné definitni tenzory, tzv.
tenzory deformace. Nejdlilezitéjsi z nich, se kterymi budeme dale pracovat, jsou U, v, C, b, E a e.
Definice jsou uvedeny v tabulce vyse. Diivodem jejich zavedeni byl pfedevsim timysl omezit se
na Sest nezavislych slozek, coz nastalo ,,odstranénim” rotaci elementu kontinua z F.

1.4 DALSI VLASTNOSTI TENZORU DEFORMACE

Jak bylo feceno, poskytuje tento text pouze uvodnik do mechaniky kontinua nezbytny pro
biomechaniku krevnich cév. A tak nasledujici vlastnosti budou uvedeny vyctem bez dtikazi.
Spoléhame se pfi tom, na ¢tenarskou znalost linearni algebry a analytické geometrie kvadratickych
atvarli. Vsechny nize uvedené vlastnosti byly v téchto pfedmétech probirany (studenti strojnich
a stavebnich fakult se s nimi navic setkali i v teorii pruznosti a pevnosti).

Z dalsich vlastnosti jsou velmi uZite¢né pfedevsim skutecnosti, Ze:

e tenzory deformace definuji kvadratickou formu (hovorime o kvadratické formé prislusné
tenzoru druhého fadu) a tim i néjakou kvadriku (kvadratickou plochu)

e pro tenzory deformace (jakozto tenzory druhého fadu) definujeme vlastni cisla (skalarni
invarianty) a vlastni vektory, cehoz Casto vyuzivame pii jejich reprezentaci

21V zemi Ceské koruny narozeny rakousky fyzik Josef Finger (1841-1925), 1890 aZ 1891 rektor videtiské techniky.
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Horny L. Patobiomechanika srecnécévniho systému 1. dil I. Uvod do mechaniky kontinua

Deformacni kvadrika. Kvadraticka forma f(dX) urcena tenzorem (napt.) C se ziska jako f(dX) =
dX-(CdX) a prislusnd deformacéni kvadrika je dana rovnici f(dX) = 0. Deformacni kvadrika
predstavuje geometrické misto bodt z hranice blizkého okoli bodu X, tj. X + dX (pfipomente si
obrazek I-3). Pfed deformaci jde samoziejmé o kouli se sttedem X. Po deformaci popsané tenzorem
C je to stale plocha, na které lezi vSechny materialové castice Q, které byly vektorem dX zaméfeny,
nicméné, pokud se téleso deformuje, jiz nejde o kouli ale o obecny elipsoid (pokud nema
defromace lokalné charakter homogenni dilatace/komprese).

Vlastni cisla a vektory. Tenzorim druhého fadu, se kterymi zde pracujeme, rozumime jako
zobrazenim (transformacim) vektorovych prostord. Pri téchto zobrazenich hraji velmi uzite¢nou
roli vektory, které si pii transformaci zachovavaji svou orientaci. Takové vektory nazyvame
vlastni a zminénou vlastnost miizeme zformulovat takto: jestlize T je néjaky tenzor druhého fadu
a nje vektor z defini¢niho oboru T, pak pro vlastni vektor n plati Tn = An, kde 4 je realné cislo.
Tuto rovnici mtizeme prepsat na tvar Tn - An = 0 a dale na (T - A)n = 0. Jde tedy o soustavu tfi
linearnich rovnic pro neurcitou n = (n1,n2,n3) s parametrem A. Takova soustava ma netrivialni
feSeni, kdyz matice soustavy je singularni, ¢ili det(T - AI)=0.Rozvinutim dostaneme
charakteristickou rovnici T ve tvaru (I.1-19).

A -1 (T)A+1L(T)A-1,(T)=0 (1.1-19)

Redlna cisla Ii(T), Ix(T), I3(T) nazyvame hlavni invarianty?? tenzoru T (resp. pfislusné matice
a kvadratické formy). Kofeny (1.1-19) 41, A2, a A3 nazyvame vlastni ¢isla T (tenzoru, matice, formy).
Vlastni vektory tvori ortonormalni bazi a urcuji sméry hlavnich os pfislusné deformacni kvadriky.
Hlavni invarianty symetrického pozitivné definitniho tenzoru je mozno urcit podle nasledujicich
pravidel (kde 4 oznacuje prave vlastni cisla)

L(T)=tr(T)=T:1=T,6, =T, +T,, + T, =4 + 4, + 4 (1.1-20)
L (T)=1(0 (T)-#r(T?))=(T,T, -T,T, ) = A 4 + 4,4 + A4, (1.1-21)

L, (T)=det(T)= 244, (11-22)

V rovnicich (I.1-20) se objevuji hned dvé nové operace. Prvni, oznacena symbolem fr(®) oznacuje
stopu tenzoru (matice) a probiha podle vyrazt (I.1-204), resp. (I.1-20s). Reeno slovy, jde o soucet
prvka na hlavni diagonale?. Druha je oznacena dvojteckou a fikame ji prosté dvojteckovy
(vnitini) soucin. Jak je zjevné z (1.1-204), provadime ji jako soucet soucinti odpovidajicich slozek
(obdobné jako skalarni soucin eukleidovskych vektord). V tomto konkrétnim ptipadé tedy T:I =
Tii®j = Tu-1 + T22-1 + Tss-1, protoze du = 822 = 833 = 1 a soucasné d12 = 821 = 23 = d32 = 831 = d13 = 0. Obé
operace jsou komutativni?*. Vlastni ¢isla T jsou samoziejmé také invarianty T.

2 Invarianty vzhledem k ortogonalni transformaci, ¢ili rotaci soutadnicovych os.

2 Upozornujeme ctenafe, Ze tato definice plati jen tehdy, pracujeme-li svyjadfenim vzhledem k ortonormalni bazi.
V obecné bazi je nutno definovat tzv. metricky tenzor a pouZzit ho misto L.

24 Tzn. plati: tr(AB) = tr(BA) a A:B = B:A a navic A:B = tr(ATB) = tr(BTA) = tr(ABT) = tr(BAT) = B:A. Operace stopy je navic
linedrni, tj. tr(sA +sB) =s-tr(A) +s-tr(B).
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Pomoci dvojteckového soucdinu definujeme normu tenzoru T jako cislo IT| rovné kladné
odmocniné z T:T.

V bazi definované pomoci svych vlastnich vektorti miize byt kazdy symetricky tenzor psan
v diagondlnim tvaru, kde na hlavni diagonadle jsou pravé vlastni ¢isla tenzorw; T = hm®m +

Aen2®n2 + Asns®ns. Tento zapis se nazyva spektralni, pfevod na néj spektralni rozklad.

O dvou tenzorech fikame, Ze jsou koaxialni, jestlize maji stejné vlastni vektory. Dvojice tenzorti U
a C, resp. v a b, jsou koaxialni?>. Nicméné vlastni ¢isla jsou rtizna, avsak plati, ze Aic = A2 i=1,2,3.
Navic plati, ze vlastni ¢isla dvojic tenzorti U a v a C a b jsou shodna, ¢ili Au = A, dic = . Vlastni
Cisla tenzortt U a v nazyvame hlavni strece. Pro vlastni vektory U a v plati vztah ni = RN;, ¢ili
prostorové vlastni vektory ni ziskame rotaci materialovych vlastnich vektord Ni, kdyz pro R plati
F=RU.

Inzenyrsky (infinitesimalni) tenzor deformace €. V (linedrni) teorii pruznosti, se kterou se
seznamuji studenti strojnich a stavebnich fakult, byva tenzor deformace definovan ponékud jinak.
To vyplyvé z o¢ekdvané aplikace ziskanych kompetenci na stavy inzenyrskych konstrukeci pied
dosaZenim mezniho stavu plasticity, cili v oblasti, kde se vétS§ina materidld chova linedrné
a deformace/posuvy jsou obvykle velmi malé (pfipometfime smluvni mez kluzu definovanou casto
jako napéti, pfi kterém bylo dosazeno pomeérného prodlouzeni 0.002 pii jednoosé napjatosti).
InZenyrsky tenzor deformace je definovan pomoci vektoru posuvt U jako

ou, ou
e=1 (Gradll+ (GradU)T ) £y = 1) 2% | (1.1-23)
2 29X, 09X,

Uvédomime-li si, ze Greentiv—Lagragetiv tenzor E mtZzeme pomoci vektoru posuvi U psat jako

ou, ou, I, oy,
X, 9X, 09X, 0X,

Il
o =

(1.1-24)

IK

E-= % (Gradr+(Gradu)' +(Gradu1)" Gradu1)

je zjevny vzajemny vztah mezi E a €.2 Tenzor inzenyrskych deformaci je linearizaci tenzoru E. Pfi
linearizaci se vychazi z pfedpokladu, Ze posuvy a deformace jsou malé, tudiz ¢len olU;/0X:-oUj/0Xx
(s¢itame pres index J!), ktery ma kvadraticky charakter, se zanedbava. Ke stejnému vysledku
bychom dospéli porovnanim € s Eulerovym—-Almansiovym tenzorem deformace e (vztazenym
k prtibézné konfiguraci). V pruznosti infinitesimalnich deformaci (narozdil od pruznosti
konecnych, nebol-li velkych, deformaci, tak viibec nezalezi na tom, zda-li deformaci vztahujeme
ke stavu na pocatku, nebo ke stavu v pritbéhu deformace.

Doporucujeme ¢tenafi, aby si jako cviceni sam dokazal, ze vyjde-li ze vztahu F = GradU + I (PI-1.3)
a aplikuje definici E = %2(C - I), dospéje skute¢né k rovnicim (24)!

% Pfipomenime si, Ze plati: C=U?ab =v2

v - oy Y - ou, U, ou, dU,
2 Pro procvieni si radéji rozepiSme slozky &1, €2 Eu a Ei detailné: E“:%[axﬁax:]’ gu:%[axz‘+axf],

U, aU, U, au, AU, dU, AU, d U, au, AU, dU, dU,du, dU,d
E“ :%[ ul + ul + ul ul uZ uZ + u3 u]] a Elz :%[ ul uZ ul ul uZ UZ u] u]

. Dodejme, Ze nediagonalni
3X, "X, " 9X, 0X, | oX, oX, | 9X, oX, X, ' 9X, | 9K, aX, | oX, X, & oX, axzj jme, ze nediag

slozky tenzoru € velmi casto oznacujeme yj a hovofime o nich jako o zkosech, kdeZzto o diagondlnich slozkach jako
o pomérnych prodlouZzenich.
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Nyni si ukazme kvantitativni rozdily mezi jednotlivymi tenzory deformace pii popisu jednoosého
tahu.

PI-1.7 Ukazte, jak se ciselné lisi hodnoty slozek Tu tenzort F, C, E, U, v, b, e, InU a & pfi uniformnim
protahovani kvadru néjakou silou ptisobici ve sméru 1 tak, ze x1 = AX1.

Je zfejmé, Ze F11= A. A tak
U,=F,=4 C11=u121=/12 &
E, =1(C,-1)=1(4"-1) e, =1(1-b)=1(1-27) g, =1-1

InU,=Inv, =In4

Obrazek 5 ukazuje hodnoty slozek Ti1 pro jednotlivé tenzory deformace.

SloZky tenzoru deformace SloZky tenzoru deformace
’ 0.4
7 7 /
b /
5 // e / I
I . / T i)
11 11 0.2 -

3 Y

A "TAA

1 ¥ T 1L
_-_-_l-._-....-.... ..--..-.-.-..-...-...-...-._,-
' 0
1 1.5 2 2.5 3 1.051.101.151.20

A A

Obréazek L.-5. Ciselné hodnoty slozky T pro jednotlivé tenzory deformace; vpravo je detail pro hodnoty ,, pii
malych” deformacich. Protoze Fi1 = U1 = v11 = Aa Cu1 = bi = 2 neprochazeji bodem [0,1], jsou misto nich
prezentovany A-1a A? -1, aby byly ciselné hodnoty slozek 1épe porovnatelné. Na obrazku jsou slozky

materialovych tenzort plné a prostorovych prerusované. Konkrétné: A-1, A1,

Vo(A2 = 1), mm e e 15(1 = A2), = 1 = A2, — — — 1 -4, . Z detailu vpravo je dobie

patrné, ze pfi daném méfitku os a rozliSeni tiskarny jsou slozky Eu, e11, &1 = F11—1 a InUu = Invn pro 1< 1.05

téméf stejné. Lépe feceno pro A - 1*jsou shodné.

SHRNUTI

Tenzory deformace definované v 1.3 jsou symetrické a pozitivné definitni. S vyhodou vyuzivame
pro jejich reprezentaci spektralniho rozkladu a skutecnosti ze jejich vlastni ¢isla jsou invariantni
viici natoéeni souradnicové soustavy. V budoucich ¢astech toho textu bude formulace konstitutivni
teorie (zavislost mezi kinematickou kontinua a intenzitou vnitinich sil) zalozena na hlavnich

invariantech tenzoru deformace T:
I (T)=tr(T)=T:I=2jé;j =T, +T,+T, =4 +4,+4

L (T)=3 (e (T)=tr(T°)) =3 (LT, - T, ) = A4 + 4, + 2.2,
I, (T) = det(T) = 44,4,

Pro malé deformace plati, Ze tenzory E, e, InU a Inv je mozno nahradit tenzorem inzZenyrskych
deformaci ax = 2(oUi/0Xx + oUx/0Xr).
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1.5 RYCHLOST DEFORMACE

Vétsina mékkych tkani vykazuje zdvislost odezvy na rychlosti zatéZovani, proto bude dobré
zamyslet se, kromé zptsobu kvantifikace deformace samotné, nad zplisobem jak popsat jeji
rychlost. Intuitivné by se mohlo zdat, Ze prosté zderivujeme vyse odvozené tenzory podle Casu. Jak
uvidime, cesta k témto derivacim neni tiplné snadna.

Veli¢ina, ze které se obvykle vychazi, je tzv. prostorovy (Cili k pribézné konfiguraci vztazeny)
gradient I rychlosti v (zde v je funkdi x, ¢ili pribéznych souradnic). Protoze je to gradient vektoru,
jde opét o tenzor druhého fadu (I.1-25).

0v v,
l=—= d [ =—% 1.1-25
ox grado g axi ( )

Tenzor rychlosti deformace d zavadime jako symetrickou cast 127 Antisymetrickou cast 1
nazyvame tenzor spinu Q* (nékdy téZ rotace nebo vifivosti) a oba je z 1 ziskame pomoci (26).

d=1(1+1") Q=1(1-1) (1.1-26)

Aclkoliv by se podle nazvii mohlo zdat, Ze se rozkladem na symetrickou a antisymetrickou ¢ast
podarilo (stejn€ jako jsme se o to snazili v rozkladu F = RU = vR) oddélit rotaci od strecti, neni
tomu tak, nebot plati: d=1R(UU"'+U'U)R" a Q=RR+1R(UU'-U'U)R".»

Nyni odvodme vztahy pro ¢asové derivace tenzorti C, E, e a b.

Vyjdeme z rozepsani definice 1. ProtoZe x = x(X,t) a protoze fyzikalné musi byt vektor rychlosti pfi

popisu v prostorovych i materidlovych soufadnicich stejny, ¢ili v(x,t) = V(X,t), mizeme psat

l_av(x,t)_aV(X,t)a_X_i ox (X, t) X _ 9 ox(X,t) X _ppo
o 9x X ox X ot ox ot oX |ox

(1.1-27)

Dik pfedpokladané spojitosti jsme zaménili pofadi derivaci podle casu a X, kdyz pred tim jsme
puvodni z4vislost na x, transformovali na X. Veli¢inu F = 0V(X)/0X = GradV, kterd se zde objevila,
nazyvame materialovy gradient rychlosti.

Derivovani vyrazu E = V(F'F - I) dostaneme E=1(F'F+F'F), kdyz aplikujeme pravidlo

o derivaci soucinu a uvédomime si, Ze I nezavisi na ¢ase. Podle (27) plati 1=FF' = 1F=F, coz

27 Kazdy tenzor druhého fadu (matici, resp. bilinearni formu) 1ze aditivné rozlozit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast
a to jednoznac¢né. Pfipomenime, Ze pro symetricky tenzor T plati Tij = Tji, kdeZto pro antisymetricky Tj = - Tji, coz si vzdy
vynucuje 0 na hlavni diagonale antisymetrického tenzoru.

2 Upozoriujeme vyslovné, Ze oznacenim Q se odchylujeme od konvence, Ze verzalky jsou vyhrazeny veli¢inam
definovanym vzhledem k referencni konfiguraci. Symbol Q pro prostorovy tenzor rychlosti rotace je ale obvykly.

2 Symbolem tecky zde vzdy oznacujeme tzv. materidlovou derivaci, ¢ili ¢asovou derivaci funkci, které byly pro tcely

derivace transformovany do materialovych soufadnic. Nékdy téZ pouzivame symbol % . Dtikaz uvedenych tvrzeni ¢tenaf

nalezne v Holzapfel (2000) s. 99.
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dosadime do vyrazu pro E a ziskame E=§((1F)T F+ FTlF)=§(FT1T F+F'IF)=1F (I'+1)F. Dosadime-li
z rovnice (I.1-26) dostavame finalni vztah pro rychlost Greenova-Lagrangeova tenzoru deformace
(L.1-28).

E=F'dF (1.1-28)

Pokud jde o dalsi materidlovy tenzor deformace C, tak uvédomime-li si, ze C =FTF a D(I)/Dt =0, je
ztejmé, ze C=2E.

Pro levy Cauchytiv—Greentiv tenzor deformace b, pii védomi b = FF', dostaneme
b=FF +FF =1FF +FF'I" =1b+bl”. Bez dtikkazu uvedme, Ze materidlovd derivace Eulerova—

Almansiova tenzoru deformace e plati: ¢ =d-1"e-el .3

PI-1.8 Odvodte vztahy pro slozky Ti tenzort F,1,d,ECb,eépti zatizeni bloku materidlu délky L silou
ve sméru 1 vjeho cele, ktera zptisobuje vzdalovani se rychlosti ¢ od protejsiho cela, kde je v tomto sméru
zamezeno posuvu. Situace tedy odpovidd jednoose tahové zkousSce ve sméru 1. Predpokladejte stav
homogenni dilatace (¢ili na prostoru nezavislou deformaci, ktera nevede k zadnym zkostim), nestlacitelny
material a isotropni chovani®..

Podle ptikladu PI-1.1 je pohyb odpovidajici homogenni dilataci popsan rovnicemi x1 = 41 X1, x2 = A2X2, x3 = A3X3
a deformacni gradient F je dan jako F = diag[F11, Fz2, F33] = diag[4, A2, As].

JelikoZ je material isotropni, pro pfi¢nou kontrakci bude platit A2 = As. Material je navic nestlacitelny, ¢ili
nedochazi ke zméné objemu béhem deformace, takze detF = 1 = 414243 = 1. Substituujeme-li A2 = A3, ziskdvame

AiA2? = 1. A odtud nakonec A2 = i . TakZe vysledny deformacni gradient mizZeme psat jako

A 0 0

= 1
F=|0 £ 0
1
0 0 £

Pro body zatizeného cela, ¢ili X1 =L, plati: x, =x, = AX =X +AX, = AX =X +ct = AL=L+ct.

Coz umoznuje vyjadfit 4 (t) = C—Z +1, resp. &, (t)= %t .

A 0 0 4+1 0 0
Pro F tedy mameF =| 0 ﬁ 0= 0 & 0
0 O ﬁ O 0 ctiL

Vzhledem k tomu, Ze F je vyjadfeno v materialovych soufadnicich, ziskdme (materialovou) derivaci podle

¢asu F prostym derivovanim

3 Pro dtikaz vizte Holzapfel (2000) s. 102.

31 Termin isotropni chovani materidlu znamend, Ze v materidlu neexistuje zadny preferovany smér. Jinymi slovy rotaci
soufadnicové soustavy (Cili aplikaci ortogonalni transformace), nebo rotaci materidlu v pevné soustavé (to je totéz), a
naslednym zatiZenim, ziskdme odezvu nezavislou na této rotaci. Timto terminem mirné pfedbihame vyklad, na druhou
stranu tento studijni text je primarné urcen studenttim navazujiciho magisterského studia, a tak by s nim ¢tenaf jiz mél byt
obeznamen. V nasledujicich kapitoladch bude termin isotropie jesté déle precizovan.
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ni(4) 0 0 s+l 0 0 s 0 0
F=| 0 g(ﬁ) o |=| o 2() o =0 _%L(fl)% 0
0 0 g(ﬁ) 0 o 25 jo o -1 ( : >
L(4+1)2

Je ztejmé, ze kdyz en=Fn—-1,pak é,=EF, =4 =c/L.

Pokud jde o prostorovy gradient rychlosti 1, tak vyjdeme-li ze vztahu 1=FF"'a soucasné si uvédomime,
ze pro nas F = diag[ A, A2, ], plati F! = diag[41"!, &2, A5], dostaneme

A 0 o)A 0 0) (44" 0 0 AN 0 0 A 0 0
I=|0 4 ollo &' 0f=f 0 AL 0 [=) 0 Ay 0 |=] 0 —;wal)?\/z 0 =
00 A)lo o A 0 0 AA 0 0o A o
A e e
L(+1)2
cter O O cler O 0
=0 _%L(iﬂ) 0 =| 0 353 0
' . 0 0 -1
0 0 _% L(%H) 2 ct+L

Pro urceni tenzoru 1 mtiZzeme vyjit i z definice 1= 0v(x,t)/0x. Ackoliv to neni pfimo potfeba, bude uzitecné si to
vyzkouset.  Uvidime tak  totiz rozdil mezi vyjadfenim  pohybu v materidlovych  Xi
a prostorovych soufadnicich x:.

Abychom mohli provadét derivace podle x, musime mit nejprve nase veli¢iny vyjadfené jako funkce x.
Z pohybovych rovnic dostaneme materidlovy vektor rychlosti V(X,t) = (0x1/0t, Ox2/0t, Ox3/0t) =

=(;(axl),;(@xz),;(Axs))=(;(axl),;,(AI’ZXZ),;(A%))=(;(“#Xl),;(ﬂxz),;(ﬂxs)):[: i x()x]

L(&+1)2

Materidlovy vektor rychlosti V(X,t) pfevedeme na prostorovy v(x,f), dosazenim z pohybovych rovnic, kdyz
plati: X1 =1/41-x1, X2 = 1/42-x2, X3 = 1/As-x3.

'o(x t)= eXd 1 e X _1_ ¢ %|_ ch_l _l_ e ™ _1_ ¢ % =(+x S Y-S - x)
4 LAi” 2L(%+1)% A7 ZL(%H)% A L%L’ ZL(LLM-I)%\/E’ ZL(%H)% L ct+L 717 2L(%‘+1) 27 ZL(%+1) 3

< 0 0
Bv(x,t) ct+L
1= =| 0 -1 0
ox 2 1fs+1)
1
° Y TR

Mame-li I, mtizeme pro ziskani tenzoru rychlosti deformace d vyuzit definice, ¢ili d = 4(1 + 17). Zjistime, Ze
v nasem konkrétnim pripadé, kdy tenzor 1je symetricky (protoze jiz F je symetricky), plati d = L
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Casova derivace Greenova-Lagrangeova tenzoru deformace E je podle definice rovna E = F'dF, takze

A4 0 0YA4' 0 0 Y4 o0 o) (44 0 0 A4 0 0
E=F'dF=10 4, 0 0 A4" 0 |0 4 0|= 0 44 0 |=| 0 A2 0
00 A4) 0o o Ax')lo 0o A4) |0 o i 0 0 At
]’l
T 0 0 S0 0
R rwes e o BT
L(i+])2 (ct+L)
) 0 0 —ld
0 0 -l |- 2 (at+L)
L(%n]E

Déle dostdvame C = 2F, ktery ale neuvadime, nebot se prosté pfedchozi vynasobi dvéma.
Levy Cauchytv—Greentv tenzor deformace b ziskame jako b = FFT = diag[ 41?2, A2, A3?] = diag[ A2, 1/41, 1/41].

A0 0 YA 0 0
b=1b+bl"=| 0 A4 0 [0 A 0 |+
0 0 AA'JlO O

Byo0o 0 e 0
5 _ _1_ L
200 A4 0 =21 0 i

0 0 ﬂaﬂg 0 0 1

2 (et+L)

Zjistujeme, Ze slozky 2b, jsou formélné totozné s E, , jinak feceno totozné jsou slozky b, a C, . To by nas
nemélo prekvapit, kdyz vime, jak je to s tenzory b a C, pokud jsou psany ve formé hlavnich ¢isel (diagonalni
vyjadfeni). Nicméné pozor na baze, ve kterych jsou definovany. Jednou zde méame tenzor v prostorovém
popisu, a podruhé v materidlovém!

Zbyva ndm jesté Euleriv—Almansitiv tenzor e, pro ktery plati é=d-1"e—el, kdyZz e = (I — b™).

Pro b-! dostavame b-! = diag[/4i?, A1, &1], takze e = Yadiag[l - 112, 1- A1, 1 - Ai].

AAT 0 0 AAT 0 0 )1-4> o0 0
é=d-1e-el=| 0 A4 0 |- 0 A o
0 0 A4 0 0 AJa
-2 0 0 (44" © 0
0 1-4 0 |0 AJay o |=
0 0 1-4 ) o 0 A
irt o o0 ) [AAN(1-47) 0 0
o AE o 0 AfE(-A) 0 |-d(-2e)
00 AR 0 0 AA(1-2)
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Odvodili jsme tedy tvary pro slozky Tu zvolenych tenzorti. Na obrazku 1.1-6 je zndzornéna zavislost téchto
slozek na case pro rychlost cela (posuvu pricniku trhaciho stroje) ¢ = 0.1 mm/s a pocatecni délku vzorku po
upnuti (vzdalenost mezi Cely) L = 40 mm. V case t = 80 bude Fi1 = &1 = 1.2. Je zfejmé, Ze v takto definované
tloze (homogenni deformace a konstantni rychlost zatéZovani) je rychlost deformace nekonstantni, pfestoze
rychlost  deforma¢niho  gradientu i  inZenyrského  tenzoru  deformace  konstantni jsou:

E, =&, =c/L=000251/s

Rychlosti deformace c=0.1 L=40

0.006
1
0.005
1Y 0.004
T il
1 s
0.003 —
___-_——..___.
0.002
I B

0 10 20 30 40 50 60 70 80

t(s)
&
—_—r=<
ST
_E‘”:C(cr;r.[.]
L
_ ¢
=L
bill= 2¢le t2+ L)
L
2
2¢c e L L N
atlf=—C5— _ 2 2 (er+L)*
ct+ L et + L

Obrazek 1.1-6. Ciselné hodnoty slozek Tu pro jednotlivé rychlosti tenzorti deformace v tloze o rovnomérné se
vzdalujicim cele bloku isotropniho a nestlacitelného materialu (model pro tahovou zkousku) pti pfedpokladu

homogenni dilatace materialu. Legendu ¢téte v tomto smyslu ,,Ft11 = F,.” Vyraz pro ¢, je po

algebraickém zjednoduSeni samoziejmé roven ¢, =ﬁ .
ct+

Nekonstantnost rychlosti deformace pifi rovnomérném prodluzovani (jak byla ukazana v PI-1.8) je
zplisobena tim, Ze tenzor rychlosti deformace d je imérny rychlostnimu gradientu 1, ktery ovsem
zavisi na Casové derivaci ale i na aktualni hodnoté ,deformace” (1=FF"'). PovSimnéte si vlivu
zvoleného popisu (materidlovy vs. prostorovy) na tvar kfivek. Zatimco materidlovy tenzor E (méfi
aktualni konfiguraci vzhledem k pocatecni) ve své slozce ve sméru prodluzovani roste, prostorovy
tenzor (pomeétuje pocatecni konfiguraci vzhledem k aktualni) d ve slozce 11 klesa. Charakter obou
téchto zavislosti je nelinearni, ackoliv to zobrazku nemusi byt patrné (to je véc méfitka).
Nelinearita spo¢iva v téchto vztazich E, =44 a d,, = 4 / 4 . Zfejmé md smysl otdzka, jak by se dalo
zajistit, aby béhem tahové zkousky byla rychlost deformace konstantni, kdyZz konstantni rychlost
pfi¢niku k tomu nevede?

P1.9 Jaka musi byt rychlost c vzdalovani se cela bloku, aby platilo, Ze rychlost Greenova-Lagrangeova tenzoru
deformace je béhem tahové zkousky konstantni? (Uzijte predpoklady homogenni dilatace, nestlacitelnosti
a isotropie jako v P1.8).
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TakzZe chce se po nas, abychom navrhli ¢ = ¢(t) tak, aby platilo E, #E,, (t). Méme tedy rychlost deformace
ve sméru 11 E eR". Podle (28) plati E=F'dF, coz nas v predchozim (P1.8) pfivedlo k vyjadfeni
E, = A4, . Protoze viechny veli¢iny se v této (jakoZ i predchozi tloze), daji vyjadfit jako funkce slozek do

sméru 1, pfejdéme k vyjadreni bez indexti. Mdme tedy vlastné diferencidlni rovnici

E-ii o E=i%%
dt

kterou budeme fesit separaci proménnych (pfipomerime ze Ee R*)

E:z% & Edt=2dA & [Edt+C=[2da & Et+C=12?

Pocateéni podminku pro urceni integracni konstanty C dostaneme, kdyZ si uvédomime, Ze v ¢ase t = 0 musi
byt material nestrecovany, ¢ili A(f=0)=1. Takze

E0+C=17° & c:%

Finalni vyraz pro A(f) tedy je A(t)=+v2Et+1. Nyni jiz mizeme pfejit k hledani vyrazu pro c(f). Vyjdeme

z pohybovych rovnic. Bez indexti mtiZeme nyni rovnici pro pohyb ve sméru sily psat:

x=AX = x=~2Et+1X

Derivovanim podle ¢asu ziskame hledany vyraz pro rychlost V(X,t) (jedna se stale jen o slozku do sméru 1,
takze V, x a X nejsou vektory, ale jejich slozky).

V(Xt):dX(X,t): 26 E
’ dt V2Et+1 V2EE+1

X

o |

EL

V2Er 1

Ptedpis pro rychlost c(t) ziskdme dosazenim X =L, c(t) =

Na obrazku I-7 je vykreslen pribéh rychlosti c(t) (vlevo) a timto pohybem generovany stre¢ A(t)
(vpravo). Vse je pro rychlost deformace E=0.0025s", coz odpovida pocatecni hodnoté pfi testu
sc = 0.1 mm/s a L = 40 mm. Zfejmé aby byla rychlost deformace, tak jak je vidét vzhledem
k pocate¢ni konfiguraci, konstantni, je tfeba zpomalovat béhem zatézovani. (Promyslete si, jak by
se na tomto zavéru projevila formulace vzhledem k aktualni konfiguraci, cili pomoci tenzoru d!).

Prakticka otazka je, jak moc velké chyby se dopustime, zanedbame-li efekt nekonstantni rychlosti
deformace pfi konstantni rychlosti posuvu pricniku. Toto rozhodnuti je vzdy
na experimentatorovi. Z obrazku 6 je zjevné, Ze pro ¢ = 0.1 mm/s, dosahne E = 0.003 s oproti
pocéteeni E = 0.0025 s, coz ddva pomér 0.003/0.0025 = 1.2. Nelze ale pausalné ¥ici, Ze 20% odchylky
je velka chyba. Ve zavisi na vlastnostech materialu, jak moc je na rychlost deformace citlivy.
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Rychlost pfi¢niku pro Et = 0.0025 1/s Prubéh strecovani pro Et = 0.0025 1/s

0.100

1.3

N -

N
C[ mm ] 0.090 AN , 1.2 //
S/ ooss \\ /
0.080 \\\ " / r
0.075 RN 1.0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160
t(s) t(s)

Obrazek I-7. Pribéh rychlosti pfi¢niku pfi jednoosé tahové zkousce bloku isotropniho a nestlacitelného
materidlu, ktery zajisti, aby pfi pfedpokladu homogenni dilatace, byla konstantni rychlost Greenov—
Lagrangeova tenzoru deformace = 0.0025 s! (vlevo). Prabéh strecovani za stejnych podminek jako vlevo
(vpravo). Vyslovné upozornujeme, Ze pro vétsi ndzornost, jsme oproti Obr. 6 prodlouzili ¢as na 160, a dosahli
tak téméf dvojnasobného strece.

Na zavér odstavce o rychlosti deformace uvedme bez dtiikazti nékolik dtilezitych vztahi pro
Casové derivace zmeén délek, velikosti ploch a objemi®2

Vzijemny vztah mezi materidlovym popisem a prostorovym popisem je samoziejmé zalozen na
fyzikalni objektivité, nebot plati, Ze oba dva musi dat rychlost zmény délky elementarniho
polohového vektoru v kontinuu (29).

la%(dxz -dX?)=dX -(EdX)=dx-(ddx) (11-29)

Taktéz Ize psat, ze

d

—(dx)=FdX =1dx (1.1-30)
ot

Pro ¢asovou zménu objemového pomeéru | plati nasledujici vztahy?33:
j=JF" :F=]-div(v)=]1:grad(v)=]tr(d) (1.1-31)

Pouzitim predpisi pro ¢asovou zménu relativniho objemu a Nansonovy véty (ds = JF'dS) lze
ukazat, Ze pro ¢asovou zmeénu velikosti ploch plati (1.1-32).

a%(ﬂls)ztr(l)ﬂls-lTﬂls (1.1-32)

32 Ditkazy je mozno najit napf. v Ogden (1997) s. 121 - 130 nebo Holzapfel (2000) s. 102 — 106.
3 Pokud je materidl nestlacitelny, coz je u mékkych tkani casto predpokladano, plati | = dv/dV = detF = 1. Z toho plyne, Ze
pro takovy materidl plati: =0 < div(v)=0 &  tr(d)=0.
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SHRNUTI

Jelikoz vétsina mékkych tkani vykazuje zavislost mechanického chovani na rychlosti zatéZovani,
ma smysl definovat miry proménlivosti deformace v case, ¢ili tenzory rychlosti deformovani. Pro
kazdy tenzor deformace tak existuje jeho tenzor rychlosti deformace. Souslovi tenzor rychlosti
deformace byvé ovSem vyhrazeno pro veli¢inu d, dij = ¥2(lij + lji), kde lj je tzv. prostorovy gradient

rychlosti v definovany jako 1 = Ovu(x,t)/0x. Materidlové casové derivace tenzort rychlosti
oznacujeme vétsinou teckou nad symbolem. Plati:
1=FF" d=1(1+1") E=F'dF C=2E b=1b+bl"
e=d-1"e-el

Rychlost deformace v materidlovém popisu je umérna vyrazu A1 a v prostorovém A/ 1. Zavisi
tedy nejen na casové promeénlivosti strece, ale i na jeho aktualni hodnoté, a tak, chceme-li
dodrzet podminky konstantni rychlosti deformace, musime v materidlovém popisu zpomalovat
posuv a v prostorovém popisu zrychlovat posuv, ktery material podstupuje.

1.6 INFLACE A EXTENZE VALCOVE TRUBICE

Nyni uvedeme v kontextu krevnich cév nesmirné dulezity pfiklad deformace a sice nafukovani
a protahovéni valcové trubice. Ulohu zformulujeme ve valcovych soufadnicich X = (R,0,Z), které
se ke kartézskym X = (X1,X2,X3) maji takto:

X,

(X,,X,,X,)=(Rcos(®),Rsin(0©),Z) resp. (R,0,2) =(JX12 +X§,arctg(x ]x3] (1.1-33)

1

za podminek: R € R* 0<@®<2n ZeR

Pracovat pfi tom budeme v ortorormalni bazi s vektory Er, Ee a Ez. Pro polohovy vektor X tudiz
plati (34).

X =Rcos®F: + Rsin®F; + ZEs = REr(O) + ZEz (L.1-34)
kde vztah mezi bazovymi vektory je dan (1.1-35).
Er = cos®FE: + sin®F: Eo = -sin®FE:1 + cosOFE: Ez=Es (I.1-35)

Narozdil od kartézskych soufadnic jsou ve valcovych soufadnicich bazové vektory funkcemi
polohy (1.1-34,35). Kromé toho v sobé kombinuji veli¢iny, které — ackoliv matematicky stale
realna cisla — ve fyzikalni interpretaci nabyvaji jiny rozmér (délkové souradnice R a Z vs. thlova
soufadnice ®). To se projevi v definici deformacniho gradientu, jenz — pfestoze symbolicky stejny
jako v kartézskych soufadnicich — musi zohlednovat ,nesoulad” téchto vektord (fyzikalnich
rozmért). Pfipomindme, Ze se drzime konvence pro oznaceni pomoci majuskule (referencéni
konfigurace ve valcovych soufadnicich) a minuskule (pribéZzna konfigurace taktéz zaméfena
ve valcovych soufadnicich).
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Pro F bude tedy stdle platit F = 0x/0X jako v (1.1-4). Nesoulad bazovych vektoru se ale projevi
v konkrétnim zptisobu vypoctu, ktery se fidi podle pravidla (I.1-36).

1 8] ax,
—E, |=
G ) [6i] X

(e, ®E,)=F,e, ®E, (1.1-36)

iK™i

B ox, ®
_ﬁ |gi|ei

V rovnici (1.1-36) za xi postupné dosazujeme funkce r, 8 a za za Xk dosazujeme R, ® a Z, az
dostaneme vsech devét moznych variaci. Nezapominejme, Ze obecné plati r = r(R,0,2),
6= H4R,0,2), z=2z(R,0,Z). Symboly Igil a |Gkl v (1.1-36) maji vyznam normalizacnich koeficienti
pro slozky tenzoru F, ktery by bez nich jinak nabyval fyzikalné nekonzistentnich rozméra (napf.
slozka Fer by jinak odpovidala ,, 1/m”, kdezto slozka Frx ~ ,,m/m").34

Presné feceno jsou Igil a |Gkl velikosti tzv. pfirozenych bazovych vektort gi (i = r, 6, z pro
pribéznou konfiguraci) a Gk (K = R, ® a Z pro referen¢ni konfiguraci), které jsou dany vztahy
gi = 0xj/0&iej a Gk = 0X)/OZ«E;. Symbolem & a Exjsou zde oznaceny valcové soutadnice. To proto,
abychom mohli vyuZzit indexové notace. UvaZenim rovnice (1.1-33), dostaneme pro vektory gi a G
nasledujici vyjadreni.’

a a a )
g, =airle1 +air2e2 Jrair3 5 =a%(rcost9)e1 +%(rsint9)e2 +$e3 =(cos 6,sin6,0) (1.1-37)
) ) ) a
8, =£el +%e2 +%e3 =%(r cos 6’)e1 +%(r sin 0) e, +%e3 = (—r sin @, r cos 0,0) (1.1-38)

3 O takto upravenych tenzorech fikame, Ze jsou vyjadfeny ve svych fyzikalnich slozkach.

% Pro tplnost je tieba Fici, ze bazové vektory gi a Gk tvoii ve svych prostorech tzv. kovariantni baze, a slozky vektort
v nich vyjadfenych se naopak nazyvaji kontravariantni. Skalarni souciny téchto vektorti (napt. gi-gj = gij) predstavuji ij
slozky tzv. metrického tenzoru g a fikame jim metrické koeficienty. Termin metricky tenzor je odvozen od metriky, cili
zplisobu méfeni vzdalenosti, ktery je v eukleidovskych prostorech zaloZen na odmocniné ze skalarniho soucinu vektoru
sama se sebou (jde o metriku indukovanou skalarnim soucinem). Skalarni soucin vektoru sama se sebou se pak nazyva
metricka forma: ds? = dx-dx = (d&igi)- (&) = (d&lg1 + d&2ge + d&3gs)- (dElg1 + d&€2g2 + dE3¢s) = idEidE), ktera jakoZto rovnice pro
konkrétni c¢iselnou hodnotu ds predstavuje geometrické misto bodit konstantni vzdalenosti (ds) od pocatku soustavy
soufadnic.

Ke kazdé kovariantni bazi gi existuje reciprocné tzv. kontravariantni baze g/, jejiz hledani se fidi predpisem
ortonormality gi-g/ = 8i. Pfi pojmenovavani dbdme na rozdil v umisténi indexti — mame nyni vektory a slozky s indexy dole
nebo nahote, coz ndm pravé fikd, zda jde o kovariantni (dole), nebo kontravariantni (nahote). Vyraz pro vektor u typu uigi
nema zadny smysl! Bud uigi, nebo uig’. Pfipomindme, Ze tyto terminy md smysl zavadét jen pro kiivocaré soufadnice,
v kartézskych kovariatni a kontravariantni splyva. Ktomu dojdeme, kdyZz si rozmyslime geometrickou interpretaci
kovariance a kontravariance: jako kovariantni oznac¢ujeme bazové vektory, které lokalné (v kazdém misté prostoru) maji
smér tecen k (zakfivenym) soufadnicovym osam, kdezto kontravariantni jsou bazové vektory, které maji smér normal
(zakfivenych) soufadnicovych ploch.

Metricky tenzor, mimo jiné, slouzi k vzajemnému prevodu mezi kovariantnimi a kontravariantnimi slozkami vektorti.
Cili kdy? pro u plati u = uig' = wgj, pak u' = gi-u = g-(;g/) = gii-uj a samoziejmé také ui = gi-u = g (wigj) = giw. Tuto transformaci
nazyvame zvySovani (snizovani) indexu.

Jak bylo feceno v pfedchozim, metricky tenzor g hraje v kiivocarych soufadnicich roli jednotkového tenzoru I (¢ili
tenzor ktery spliiuje TT = T-'T = I). Plati totiz I = §igi®g = §ig®gi = gi®g' = g'®gi. O tenzorech, které jsou vyjadreny
v dyadach sloZenych z vektorti kovariantni a kontravariantni baze, fikame, Ze jsou vyjadfeny ve svych smiSenych slozkach.
Co je nejpodstatnéjsi a proc¢ to vykladame, operace stopy tr(T) tenzoru T je pak definovana jen pro toto vyjadfeni! Plati:
tr(T) = tr(Tiigi®g) = Tii(gi-g') = T'jdi.

Prestoze to vSe vypada ponékud slozité (tedy mozna slozité), ve valcovém soufadnicovém systému (stejné jako
v kartézském) nakonec kovariantni baze splyne s kontravariantni, protoze splyvaji tecny soufadnicovych kiivek
a normaly soufadnicovych ploch (promyslete si!). To vede mnoho autorit k tomu (a budeme to délat i zde), Ze nerozlisuji
horni a dolni polohu indexti. Je to dano ortonormalitou baze. Tzn. misto abychom komplikované psali Fix, budeme psat
Fix (vizte dale). Abychom skutetné museli rozliSovat kovariantni a kontravarianti, museli bychom pracovat
s neortonormalnimi bazemi.
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ox ox ox 0 0 ox

. =—Le+—2e,+—>e,=—/(rcos@)e +—(rsind)e, +—>e, =(0,0,1) (1.1-39)
oz oz oz oz oz oz

Ve shodé s predchédzejicim pro prirozené bazové vektory ve valcovych soufadnicich v prostoru
referen¢ni konfigurace dostaneme:

G, =(cos®,sin®,0) G, =(-Rsin®, Rcos ®,0) G, =(0,0,1) (1.1-40)

Takze pro velikosti vektorti pfirozenych bazi gia Gk plati: Igil =1,7, 1 proi=r,6,z alGkl =1, R, 1
pro K = R, ® a Z. Tim jsme poskytli uplny navod, jak vypocist F. Pro jednotlivé slozky tedy

dostaneme:
" =§—; F, =%§—(; F, =§—; (1.1-41)
F, = r% F, =%§—g F, =r§—§ (1.1-42)
W Eeerm R (11-43)
Pomoci bazovych dyad mtizeme psat (44).%
F=F. ®F,+F,e ®E,+F,e ®F,+F, e, ®F, +F, e, ®E, +F, e, ®F, (44)

+F e, ®E, +F e, ®F, +F e ®F,

z 207z 227z

Prace se vSemi deviti slozkami pfi naprosto obecné deformaci (tj. v situaci kdy r = #(R,0,Z), € =
AR,0,Z) a z = z(R,©,Z)) pro nas ale neni zcela uzite¢na. V analytickém modelovani vétSinou
postupujeme tak, Ze pracujeme jen spiedem definovanymi zptsoby deformace, pifedem
vybranymi typy geometrii (resp. posuvii) tak, abychom meéli Sanci ziskat analytické feseni, které
obecné nemusi existovat. My sami jsme pomoci mechaniky kontinua tviirci modelu reality. Je
naSe véc, co je a co neni diilezité — jaka bude rozliSovaci uroveii modelu. Modely mohou byt
velice detailni, pak ovSem casto byva feseni komplikované. A naopak, mohou byt velmi
elementarni, zjednodusujici, ale ziskané feSeni ma jen omezenou platnost.

Obrazek 8. Nafukovani a protahovani trubice. Materidlova castice Q pfechdzi z (R,0,Z) na (1,6,z).

3V ulohach, kde F = RU = vR a soucasné R =1, ¢asto misto Fix piSeme Aix.
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Interpretujme nyni slozky deformacniho gradientu, abychom se mohli kvalifikované rozhodnout,
jak zjednodusit popis kinematiky kontinua.

Er = 9r/OR - zjevné popisuje diferencidlni zménu zdeformovaného poloméru viiéi diferencialni
zméné referenéniho poloméruy, ¢ili jde o gradient tloustky béhem zatéZovani.

Fre = 1/R-0r/0@® - popisuje jak deformaci dochazi ke zméné poloméru r vici ptivodni thlové
soufadnici ®. Aby tato slozka méla pro nas smysl, muselo by pfi zatézovani trubky dochazet
k tomu, ze zdeformovany polomér je funkci thlu, na kterém tento polomér méfime = rtzné

poloméry podél obvodu. To ale znamena ztratu rotacni symetrie poloméru.

Fiz = 0r/0Z - slozka je nenulova, kdyz zdeformovany polomér zavisi na axialni souradnici; r = r(Z).
U dostatecné dlouhych tsekil tepen samoziejmé plati, Ze R = R(Z) (u tepen referencni polomér
smérem od srdce klesa, u zil smérem k srdci roste). Lze tak ocekdvat, Ze i pro zdeformovany
polomér bude platit » = (Z). Naopak ale, bude-li modelovany tsek tepny dostate¢né kratky, pak
zanedbani r = ¥(Z) nemusi mit vyznamny vliv.

Fer = 7:08/0R — pfirtistek thlové soufadnice s pfirtistkem pocatecniho poloméru; nenulovost tohoto
¢lenu by vedla k tomu, Ze fezy stény trubice, které mély za svou normalu obvodovy vektor, se
odklonily/sklopily, ¢ili 8 = 6(R).

Fee = (r/R):00/0@® — tento clen poméruje délky obvoda vici sobé (r/R); derivace 06/00® by k nému
navic dokazala pricist efekt nerovnomérnosti prodlouzeni obvodu podél tthlové souradnice.

Foz = 108/0Z — zdeformovana tthlova soufadnice by v pfipadé nenulovosti této slozky zavisela na
pocatecni podélné soufadnici; to se déje napt. tehdy, kdyz se prtfezy vii¢i sobé nataci — podélné

zkrucovani.

Fzr = 0z/0R - gradient zdeformované délkové soufadnice vzhledem k pocatecnimu poloméru. Aby
byl tento ¢len nenulovy, muselo by podélné protazeni elementarnich valcovych vrstev trubky (t.
napf. sousednich ploch r = konst. a r + dr = konst) zaviset na poloméru, ¢ili dochazelo by
k posuvtim jako u teleskopu. Tento pohyb by mohlo teoreticky zptisobit tfeni krve v axidlnim

sméru.?’

Fze = 1/R-0z/0® - aby byla slozka nenulova, musela by se zdeformovana axialni soufadnice ménit
podél obvodu; to si miizeme predstavit tieba tak, ze trubici chytime na kazdém konci nikoliv podél
celého obvodu, ale lokdIné za napf. jen dva body a natahujeme. Bodova aplikace sil jisté povede
k tomu, Ze protaZeni bude na obvodu maximalni v mistech uchyceni, kdezto v neuchycenych
mistech se protahne trubka méné.

Fzz=0z/0Z — méfi axialni streCovani trubky.

% Méjme se ale na pozoru. Ackoliv cekdme, Ze hlavni smér pohybu materidlovych ¢astic krve se bude shodovat s podélnou
osou cévy, tato osa je v krevnim Tecisti casto zakfivend. Navic pohyb ¢astic mohou ovliviiovat: silova interakce se sténou
(deformovatelnost stény), lokalni prekdzky proudéni — aterosklerotické platy a tromby. Ktomu vSemu je pfirozeny
charakter proudéni nestaciondrni. Vysledkem miiZe byt, Ze krev lokalné vifi nebo pfechazi do turbulence, a tak i tfeni krve
o sténu muze vytvaret silu piisobici zcela jinym smérem.
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Obrazek I-9. Geometricka interpretace pro vybrané nediagonalni slozky F. Referen¢ni konfigurace je modre,
prostorova cervené.

Nikoli vSech devét slozek F pro nas bude mit vyznam. Omezme se v naSem modelu na to, Ze
trubice predstavujici tepnu se (1) nafukuje R — 7, (2) protahuje Z — z, (3) zkrucuje ® — 6(2) a (4)
axialné (teleskopicky) kosi, tj. z = z(R).

VysSe uvedenou situaci budeme modelovat nasledujicimi rovnicemi pro pfechod materialové
Castice zamfené polohovym vektorem X = (R,0,Z) v referen¢ni konfiguraci do polohy x = (r,6,z)
v prubézné konfiguraci:

r=r(R,¢) 0=0+HKNZ z=A&H)AZ+w(Rt) (1.1-45)
v definiénim oboru pro X: RiSR<R, A 0<0O<2r A 0<Z<L kdeR; R, L € 4.

Rovnice (I.1-45a) ze pribézny polomér r je (zatim nespecifikovanou) funkci ptivodniho poloméru
R (a obecné i ¢asu). Od této rovnice si slibujeme, ze dokaze popsat inflaci a deflaci trubice.

Z rovnice (1.1-45b) ¢teme, ze aktudlni ihlova soufadnice je rovna pocate¢ni plus pootoceni o ¢asové
proménny koeficient ¢} ktery interpretujeme jako mérny (tj. k pocate¢ni délce trubky vztazeny)
thel zkrouceni, krat pocatecni axidlni poloha.

Zdeformovana axialni soufadnice z bude podle (I.1-45c) zaviset na pocatecni axidlni souradnici
Z linearné s konstantou umérnosti A, ktery interpretujeme jako pocatecni (homogenni) predpéti na
které jsou naneseny casové pomeéné strece &), které jsou opét v kazdém okamziku konstantni
podél trubice. Vysledna axidlni poloha z se ovSem bude v jednotlivych Z liit podle toho, jaké bylo
R, dik prispévku funkce w. Tento ¢len ma simulovat vliv tfeni krve do délky trubky.

Deformacni gradient F pak aplikaci pravidla (1.1-36), resp. (1.1-41-43), nabude tvaru (I.1-46).
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o 1o o) (U(R)
AR RO oZ R
Fo|,00 108 00| | . 1 (L1-46)
R R3O oz R
dz 19dz 9z aw(R)
— S — 0 oA
AR RO IZ R

V rovnici (1.1-46) jsme pro jednoduchost vynechali explicitni vyjadieni zavislosti na case. Mame-li
deformacni gradient, miizeme zkonstruovat materidlové i prostorové tenzory deformace. Takze
napf. pro pravy a levy Cauchytav—Greentiv tenzor deformace plati (1.1-47) a (1.1-48).

ar(R)Y (ow(R)Y dw (R
(7( )J J{W( )] 0 w )5[\
R R R
2 2
C=FF= 0 % %9 (1.1-47)
aw(R)aA r'o ¥+ 5N
R R
or(R)Y . or(R) 9w (R)
R R OR
2
b=FF = 0 %wzuz roSA (1.1-48)
or(R) ow(R) (R)
A ZA?
R 5 ol 5 )

Pro hlavni invarianty i (i = 1,2,3) tenzorti C a b bude platit:

2 2
or(R ow (R 2
I :[ d )] +[ ol )] +%+r2192+§2A2

! oR oR

or(R)) dw(R)Y 2 ar(R)Y 2 (r(R)) 2 (3w(R)Y
_ 292 2 92 242 T 2 A 2 r r
Iz—rﬂ[ R ]+r19[ R +J°A R2+5A R +Rz R +R2 3R
2
2 or(R
I3=r—2§2A2(—r( )]
R JdR

Jelikoz mékké tkané obsahuji velké mnozstvi vody, byvaji casto povazovany za nestlacitelné, cili
dv/dV = ] = NIes = r/R-8-A-(dr/dR) = 1. Tato rovnice by nam zjednodusila hledani fegeni ulohy
pruznosti (tj. urceni napjatosti a deformace pifi zadanych okrajovych podminkach, geometrii

a konstitutivni rovnici).

Ackoliv by se vyse uvedena formulace pohybu mohla jevit ne prili§ komplikovana, opak je
pravdou. Nelinearni a anisotropni vlastnosti cév jsou toho druhu, ze pro analyticka feSeni byva
kinematika pohybu cév jesté vice zjednodusovana. J.D. Humphrey a L. A. Taber ve svych
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monografiich (Humphrey, 2002; Taber, 2004) poskytuji vyklad (s ukazkami feSeni konkrétnich
zadani) pro tlohy, kde w =0 a v # 0. To znamena, ze uvazuji nafukovani, protahovani a podélné
zkrucovani trubice, kterd modeluje cévu. Ulohu s axidlnim (teleskopickym) zkosem fesili J.D.
Humphrey a S. Na (Humphrey a Na, 2002). Inflaci a extenzi se zkrutem lze téZ nalézt ve velmi
inspirativni publikaci G.A. Holzapfela, T.C. Gassera a RW. Ogdena (Holzapfel et al., 2000) a to pro
vicevrstvou trubici (vicevrstvé feSeni je mozné také najit napt. v Maltzahn et al. (1981)). Naprosta
vétsina (ze stovek dostupnych publikaci obsahujicich analyticka feseni tloh pruznosti tykajicich se
cév) autort se ale omezuje na situaci, kdy pro pohyb plati: ¥ = #(R), 6 = k®, z = AZ, kde A je
konstanta (¢ili protaZeni je po délce trubky homogenni) a k je bud 1 nebo n/(n — o).3® Pri formulaci
w=0av =0 se stane F diagonalnim ve tvaru F = diag[dr/0R kr/R,A]. Pokud jde o zahrnuti
kuzelovitosti od srdce vzdalujicich se tepen, tato tiloha je analyticky feSena napf. v Maltzahn (1982)
pouzitim sférickych soufadnic.

(=}

Obrazek I-10. Vlevo — kinematika deformace s referencnim stavem v rozevfené konfiguraci po uvolnéni
zbytkového napéti prestfizenim obvodu tepny. Njejednodussi model kinematiky prfedpoklada, ze pred
rozstfizenim i po rozstiizeni je geometrie tepny valcova, ¢ili modry (referencni) Gitvar ve svém narysu tvoii
kruhovou vysec. Podle véty o sttedovém a obvodovém tthlu dojdeme k tomu, Ze tihel oblouku v referencni
konfiguraci je 21 — 20.. Pomér délek obvodi ve zdeformované (Cervena) a referencni (modra) konfiguraci je
tedy 2nr/[(27 — 200)R] = 7tr/[ (7 — a)R], coz piSeme jako kr/R = Fee. Vpravo — zakladni piedstava o vlivu
zbytkovych napéti: k dosaZeni uzaviené konfigurace je tfeba ptisobit ohybovym momentem Mo, ktery vede
k tomu, Ze vnitfni strana oblouku je stlacovana a vnéj$i natahovana. Dochazi tak k pfedepjeti materialu, které
sniZuje Spicku obvodového napéti nalézajici se u silnosténné nadoby na vnitinim poloméru (tlakové predpéti
vs. $picka tahovych obvodovych napéti v trubce).

3 Cislo a zde predstavuje tzv. tihel rozevieni. Vykladu tohoto fenoménu se budeme vénovat v kapitole o mechanickych
vlastnostech cév a feSeni okrajovych tloh. Zde tak jen ve zkratce: cévni sténa se sklada zbiopolymert. Jednim
sténé tepny vytvari fenestrované zvinéné membrany koncentricky ulozené podél osy trubice. Za fyziologickych podminek
je pfedepjat, aby byla efektivnéji vyuzita jeho mechanicka kapacita. Jistou miru predpéti vykazuji i dal$i biopolymerni
struktury uvnitf stén cév. Nicméné kazda slozka, aby byla optimalizovana jeji funkce, je pfedepjata jinak. To vede k tomu
ze, kdyz odejmeme vSechno vnéjsi zatizeni, neni materidl stény jako celek ve stavu bez napéti (hovorime o tzv. zbytkové
napjatosti). Material je napjaty ale bez zatiZeni, ¢ili porusime-li jeho integritu, zdeformuje se tak, aby uvolnil tato zbytkova
napéti. To pozorujeme napf. tehdy, mame-li vystiizeny kruhovy prstynek tepny a rozfizneme ho. Prstynek se pak sam od
sebe rozevie. To je nejbéznéjsi (ovSem ne zcela pfesny) zplisob charakterizace zbytkovych napéti uvnitf cévni stény (u kosti
je to pro zménu tzv. odvrtavaci metoda; vyvrtame-li do kosti otvor, ten se po vyjmuti vrtiku zdeformuje). Uhel, pod kterym
se prstynek tepny rozevie, nazyvame tthel rozevieni ¢.
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7 699102, 21 let, mu, 9 hod. po smrti, aorta T

Obrazek 11. Fotografie rozevieného krouzku tepny vyjmutého pfi pitvé z oblouku aorty.

Analytické modely cévnich stén pfi konecnych deformacich jsou vétsinou zaloZeny na predstavé
nafukujici se a protahujici se trubice, kde materidlové astice ve valcovych soufadnicich prechazeji

z polohy X = (R,0,Z) v referencni konfiguraci do polohy x = (r,0,z). Obecny deformacni gradient ma
pfi tom tvar:

ZjednodusSenim na nafukovani a protahovani (pfi zachovani moznosti, aby referen¢ni geometrii
byl rozevieny valec podle obrazku 10) mame r = r(R), 6 = k®, z = AZ, kde 1 je konstanta (cili
protaZeni je po délce trubky homogenni) a k je bud 1 nebo n/(x — o). Pro tenzory F, C, b, E a e pak

plati:

SHRNUTI

a1 o
R Ro® 92
00 r 3060 08
F=\r—s —— r—
J0R R 00O 0Z
oz 190z oz

R RO IZ

or

L 0 0
oR A, 0 0 A0 0
F=| 0 k% 0|={ 0 4, © C=| 0 43, 0 |vbazi E®Ek
0 o0 4 0 0 24, 0 0
20 0 1/13R—1 0 0
b=| 0 A2 0 |vbaziewe E=—| 0 A2-1 0
2
0 0 2 0 0 A%-1
1-27 0 0
1
e=—| 0 1-42 0
2
0 0 1-A2

Protoze jde o diagonalni tenzory, jsou vlastni ¢isla rovna prave diagonalnim slozkam.
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[.2 NAPETI

1.2.1 TENZOR NAPETI

Uvazujme téleso B, které se v Case t nachazi v konfiguraci Q(f), kde je vystaveno néjakému
vnéjsimu silovému ptisobeni, pfi némz jsou na télese splnény podminky statické rovnovahy.
Ved'me mysleny fez pomoci néjaké roviny, kterd rozdéli téleso na dvé c¢asti (Obrazek 1.2-1). Jestlize
bylo téleso v rovnovaze, rozdélenim ztracime cast silového pusobeni, a tak i rovnovahu, pokud
nepfipojime silové ptisobeni do plochy fezu tak, aby jeho vysledny t¢inek nahradil oddélenou ¢ast
télesa.

Soustfedme se nyni na libovolny konkrétni bod x roviny fezu, ktera ma vnéjsi normalovy vektor n.
Do x vlozime infinitesimalni silovou vyslednici vnitfnich sil df, abychom =zajistili statickou
rovnovahu po mysleném odriznuti casti télesal. K silovému vektoru df zavadime vektor (plosné)
intenzity vnitinich sil ¢ tak, aby v elementarni plosce ds mysleného fezu (¢ili plosném okoli bodu
x) vytvarel staticky ekvivalentni silové ptisobeni (tzn. df = tds). Vektor intenzity vnitinich sil ¢
budeme nazyvat Cauchytv (nebo skuteény; Obr. 1.2-1 B).2

Jestlize se téleso béhem pohybu k deformovalo do konfigurace Q(t), existuje deformacni gradient F,
ktery je timto pohybem urcen. Inverzni pohyb ! (ktery generuje F') prevede x na pocatecni X, tak
ze sleduje konkrétni materidlovou castici, ktera se v x v ¢ase t nachdzi. V bodé X vedeme opét fez,
tentokrat s normalovym vektorem N, a definujeme plosné okoli dS (bodu X). Umistéme nyni df
do referencni konfigurace ©(0); Obrazek 1.2-1 C. To nas pfivede k (plosné) intenzité vnitinich sil
definované pro referencni konfiguraci T. Vektor T nazyvame nomindlni (téz prvni Pioltiv—
Kirchhofttv).

Protoze jsme k této operaci pouzili df, mizeme psat: df =tds=TdS. Omezme pii tom libovili
vektorti t a T tak, aby platilo (1.2-1).
t=t(x,tn) T=T(X,t,N) (1.2-1)

Tyto rovnice fikaji, ze (podle naseho predpokladu) vektory intenzity vnitfnich sil zavisi pouze

na poloze, Case a vné€jsi normale fezu.

Kli¢ova je otdzka, jak konkrétné by ¢ a T mély na n a N zaviset.

1 Ackoliv by se zdalo pfirozené pripojit kromé df jesté dm, Cili elementarni momentovy vektor, neucinime tak. O takovém
kontinuu fikame, Ze je nepolarni (a naopak, kontinua uvazujici spojité rozlozeni vyslednych momentovych dvojic v fezu se
nazyvaji polarni). Existuji aplikace, kde se polarniho spojitého prostfedi vyuziva — predstavte si napi. elektrické dipdly,
které maji poloméry srovnatelné s dx. Protoze se tyto dipoly budou pii plisobeni elektromagnetického pole natacet, jisté
vytvoii néjakou silovou interakci se svym okolim. Takové prostfedi by také mohlo vzniknout napi. jako koloidni roztok,
ktery by pak ptisobenim elektromagnetického pole ménil své vlastnosti. Z pohledu pruznosti a pevnosti toto zahrnuti
rozlozenych momentti v fezu vede k moznosti definovat skutecnou momentovou (ohybovou) tuhost. Cela teorie polarniho
kontinua je ovSem mnohem komplikovanéj$i nez pro nepolarni prostfedi. Napiiklad dojde ke ztraté symetrie tenzoru
skute¢nych napéti o a k nutnosti rozkladat ho na symetrickou a antisymetrickou ¢ast. Zajemctim o tuto problematiku je
moZzno — ve shodé s poznamkou 14 (kapitola 1.1.3) — doporucit praci A.J.M. Spencera a K.P. Soldatose Finite deformations of
fibre-reinforced elastic solids with fibre bending stiffness, http://dx.doi.org/10.1016/j.ijnonlinmec.2007.02.015..

2V anglic¢tiné se pouziva termin traction vector.
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Definice tenzoru napéti. Necht plati (1.2-2), cili necht vektor intenzity vnitfnich sil # (T) ziskame
linedrni transformaci o (P) normalového vektoru n (N). V takovém pfipade nazyvame linearni
transformaci o jako tenzor Cuachyova (skutecného) napéti a transformaci P jako tenzor
nominalniho (smluvniho, téz prvniho Piolova-Kirchhoffova) napéti.?

t(x,t,n)=0(x,t)n T(X,t,N)=P(X,t,N)N 1.2-2)

To, ze se v pripadé napéti musi jednat o tenzor druhého fadu, nam ukaze slozkovy zapis (1.2-3).
Prosté, v soucinech na pravé strané rovnic (1.2-3) se musi pfes jeden index scitat a soucasné musi
jeden index zbyt, aby vysledkem byl vektor levé strany.

t=o.n T =P,N (1.2-3)

i ity 1 /iy

SR B

dx=FdX

b F'df =F"'TdS=F 1tdS=TSdS

S~

N
R ~
.

~

NG

Obrazek 1.2-1. Metoda fezu na télese ve statické rovnovaze (SR) a vektory intenzity vnitinich sil.

A — zdeformovana konfigurace Q(f) a jeji hranice 0Q(f) s naznac¢enym silovym ptisobenim a myslenym fezem
obsahujicim bod x. B — pfi uvolnéni ¢asti télesa ve zdeformované konfiguraci musime doplnit (skutecny)
vektor intenzity vnitinich sil £, ktery zajisti rovnovahu; pro vyslednici vnitinich sil df a vektor intenzity ¢ plati
df = tds, kde ds je plocha elementarniho okoli bodu x v fezu. C — do referencni konfigurace mtizeme prenést
rovnovaznou vyslednici df dvéma zptisoby: (1) bud preneseme ¢ tak, jak je (beze zmény), a ziskdme (smluvni)
prvni Piolav—Kirchhoffv vektor intenzity vnitfnich sil T podle statické ekvivalence TdS = tds = df; nebo (2)
podrobime df inverzni (vystizné by se téz dalo fikat zpétné) transformaci F-' k deformaci F, ktera vedla do
priibézné konfigurace. Timto zptisobem ziskame tzv. druhy Pioldv-Kirchhofftiv vektor intenzity vnitinich
sil Ts uréeny rovnostmi df = FdF = FTsdS = TdS = tds = Ts=F'T.

3 Tato defini¢ni vlastnost, linedrni zavislost vektoru intenzity vnitfnich sil na vektoru vnéjsi normaly, se v anglosaské
literatufe nazyva Cauchyova véta. Poznamenejme, Ze zptsob zavedeni tenzoru napéti, ktery jsme zde provedli, je pouze
jednim z moznych zptisobt. V monografiich vénovanych mechanice kontinua je tenzor napéti vétsinou zavadén z bilance
hybnosti (vizte dale), kde se podle Gaussovy véty dojde k existenci objemové hustoty plosnych sil. Nami zvoleny zptisob
vykladu ale dobfe koresponduje s vykladem poslucha¢tm zndmym z pruznosti a pevnosti.
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Tenzor o je zfejmé definovan ve zdeformované konfiguraci (oba indexy jsou malé), kdezto P je
definovan nad dvéma konfiguracemi (jde tedy o dvoubodovy tenzor stejné jako v pfipadé
deformacniho gradientu F)~

Je dilezité zdtiraznit, Ze jsme nikde nepredpokladali, Ze by n a N musely byt orientovany ve sméru
taT taT jsou orientovany ve sméru df, ale rovina fezu muize byt orientovana libovolné. Pro
rtizné orientované roviny prochdzejici bodem x (X) samoziejmé obdrzime rtizna ¢iselnd/slozkova

vyjadfeni tenzorti oa P.

Ze statické ekvivalence vektorti t a T s df, ¢ili rovnosti df = tds = TdS, dosazenim z (I.2-2) ziskame
(I.2-4).

onds =P NdS (1.2-4)

Dosazenim z Nansonovy véty, ktera vyjadfuje zménu elementarniho plosného vektoru dS na ds pii
deformaci popsané F (ds = J[FTdS, rovnice 1.1-12)° ziskame pfimy vztah mezi obéma tenzory (1.2-5).

P=]JoF"' oc=]"'PF (1.2-5)
Py = ]O-ijFK]il 0y = I Py Fi
Uvazme nyni vyraz (PFT)T. Zfejmé jde o JoT = P'F. Ve slozkach piseme PixFjx a scitdme pfes
nesousedni index (ktery se opakuje), coz vsymbolickém zapisu zajiStuje pravé trasnposzice.
Zjevné jde ovsem o slozky Jo. Odtud plyne, Ze Cauchytiv tenzor napéti oje symetricky, cili

o =0 (1.2-6)

Naopak tenzor smluvnich napéti P symetricky neni. Ackoliv slusi se dodat, Zze byt ani nemftize
(stejné jako F), protoze je definovan nad dvéma rtiznymi konfiguracemi, cili rliznymi vektorovymi
prostory, a tak otdzka symetrie neddva ani dobry smysl (nesmyslnost otdzky po symetrii
u dvoubodového tenzoru F byla podrobné demonstrovdna v kapitole 1.1.6, kde byly diskutovany

¢ Kdybychom rozliSovali kovariantni a kontravariantni slozky (coZ je ovSéem nutné jen v neortogonalnich soufadnicovych
soustavach), fekli bychom, Ze tenzory napéti (v obvyklém vyjadfeni) jsou dvakrat kontravariantni, ¢ili s indexy nahofte jako
napf. oi. To vyplyva ze skutetnosti, Ze kjejich definici pouzivame normalovy vektor n, ktery obvykle definujeme
v kovariantnich slozkach (¢ili v kontravaraintni bazi), nie. Pfipomenime si, o co jde (prostudujte si znovu poznamku 35
v kap. L.1).

Soufadnicovou soustavu obvykle zavadime pomoci vektor(i kovariantni baze e, ¢ili bazové vektory maji smér tecen
k soufadnicovym osam. Polohovy vektor x pak vyjadiujeme jako x = x'ei = x'e1 + x2e2+ x%s. Z vyjadfeni dx/0X dospéjeme ke
smiSenému tenzoru (1x kovariantni, 1x kontravariantni - ¢ili jeden index dole a jeden nahote) deformacniho gradientu Fik =
oxi0XK. Z ného definujeme deformacni tenzory, obvykle jako kovariantni (napi. Cas = FiaFisgij a 2Eas = Cas — Gas, pomoci
dyad C = FiaFisgii Ga®Gs, kde Gr jsou vektory obecné (¢ili nemusi byt kolmé a normované) kovariantni baze v referencni
konfiguraci (Gi = 0Xj/0ZiE), vizte kap. 1.1-6), gi jsou obecné kovariantni bazové vektory zdeformované konfigurace (gi =
0xj/0&;e)) a gij jsou slozky metrického tenzoru zdeformované konfigurace (gi = gi-gj)-

Naopak kontravariantni bazové vektory volime tak, aby byly kolmé ke kovariantnim (takZe polohovy vektor x
v kontravariantni bazi je xie! = xie' + x2e2 + x3e3). Obecné plati, Ze kontravariantni bazové vektory maji smér normal
k soufadnicovym plocham. Uvédomime-li si, Ze intenzitu vnitfnich sil definujeme jako silu vztaZenou pravé na
infinitesimalni velikost soufadnicové plochy v bodé x a Ze jsme se rozhodli pro linedrni zavislost mezi vektory ¢ a n, tak
dostavame, Ze ds = nds = g'dsi (' je obecny — nenormovany — kontravarianti bazovy vektor) a t = on, ve slozkach # = oin;.
5zde plati ds = nds a dS = NdS.
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jednotlivé slozky tohoto tenzoru F — aby mohl byt symetricky, museli bychom napf. slozku Frz

interpretovat stejné jako F:r).

Slozky (napft.) tenzoru o ziskdme projekci podél bazovych vektorii ei. Plati totiz, Ze vektor priimétu
intenzity vnitfnich sil ¢+ do sméru e;, ¢ili vektor ti = (f-ei)e;, zarovent miiZzeme vyjadfit jako ti = oei.
Kombinaci dostaneme ej- ti = ej- (oei) = gji. Dostaneme tak nasledujici vyjadfeni:

O-ll 12 13 1 O-ll
t,=oe, = ¢t =|0, 0, 0,I|0|=|0, | t2=o0nel+ one+ ones, ts= ol3e1 + One2 + O3es.
631 0-32 0-33 0 0-31

RozloZeni slozek tenzoru napéti a vektort skute¢né intenzity vnitinich sil o infinitesimalnim

elementu je na obrazku 1.2-2.

Diagonalni slozky ai (i = 1,2,3) nazyvame normalova napéti a mimodiagonalni slozky (o pro i # j)
smykova napéti.

t:(tl’tZ’t3)2t1+t2+t3 :(0-11+O-21+O-31’

v o

ik

0-12 + 0-22 +0O 0-13 + 0-23 + 0-33)

327

=0y

Obrazek I.2-2. Normalové (diagonalni) a smykové (mimodiagonalni) slozky tenzoru s a vektory skutecné
intenzity vnitfnich sil (Pozor na znaceni ti # ti) .

Indexovd konvence. V ceské literatuie pfevlada nasledujici interpretace slozek tenzort napéti
podle jejich indexti: pro tenzor i oznacuje prvni index (i) normalovy smér roviny, ve které
pusobi, a druhy index (j) oznacuje smeér ve kterém piisobi. Na obrazku I.2-2 je ale oznaceni
slozek tenzoru napéti pravé opac¢né! Cili — prvni index smér, druhy index normala plochy. Je to
proto, ze davame pii volbé oznaceni prednost shodé s transformaci jednotkového vektoru
na napétovy vektor pomoci tenzoru o (t = oe). Vyznamna cast svétové odborné komunity
pouziva prave tuto (vici ceské literatufe opacnou) konvenci (Holzapfel 2000, Ogden 1997). Jsou-li
ovsem fyzikalni problémy formulovany pomoci symetrickych tenzorti napéti, neni tato neshoda
nastésti podstatna.
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Druhyj Pioluv—Kirchhoffiiv tenzor napéti. Ackoliv by se mohlo zdat, Ze tenzor skutecnych napéti
O je ,nejpfirozenéjsi” vyjadfeni intenzity vnitfnich sil (,,aktudlni sila na aktudlni plochu”), ma
jednu velikou ,vadu.” A sice, operuje nad konfiguraci, kterou ve vétSiné tloh teorie pruznosti
nezname - ve zdeformované konfiguraci, kterou nejcastéji mame teprve nalézt. Tenzor smluvnich
napéti P jsme sice ziskali pfenesenim infinitesimalni silové vyslednice df do (obvykle znamé)
referencni konfigurace, nicméné tato operace vede ke ztraté symetrie vysledného tenzoru. Mit Sest
misto deviti neznamych funkci ,ma svou cenu.” Cena, kterou za redukci slozitosti problému
zaplatime spociva v , komplikovanosti” definice nové tenzorové veli¢iny pro napéti.s

Nyni vytvofime tenzor napéti, ktery bude definovan v referencni konfiguraci (bude mit oba
indexy velké) a ktery bude symetricky. Ziskame ho pfenesenim vektoru df do referencni
konfigurace zptlisobem, ktery odpovida zpétné geometrické transformaci z priibézné do referencni
konfigurace. Cili, jestlize se okoli bodu X deformovalo tak, Ze dx = FdX, pak zpétné plati dX = Fldx
(jak jsme si ukazali v kapitole o kinematice kontinua). Zavadime referencni infinitesimalni
vyslednici vnitinich sil dF jako dF = F'df. Pomoci této veli¢iny ziskame novy, tzv. druhy Pioléiv—
Kirchhoffiiv, vektor intenzity vnitinich sil Ts (vizte Obr. 1.2-1). Pro néj plati rovnice (1.2-7).

df =tds=TdS=FdF =FT,dS = T,=F'T (L2-7)
Druhy Pioltiv—Krichhofftiv tenzor napéti S ziskame opét pfedpokladem linearni zavislosti vektoru
Ts na vektoru vnéjsi normaly (v referenéni konfiguraci) N.7

T, =SN T,

. L =S N (1.2-8)

IK™"K

Mezi tfemi zavedenymi tenzory napéti tedy plati df = onds = PNdS = FSNdS. UZzitim Nansonovy
véty (ds = JF1dS kde ds = nds a dS = NdS) dostaneme nésledujici rovnosti.

JoF " dS=FSdS = o=]"'FSF' A S=]JF'oF’ (1.2-9)
PdS =FSdS = P=FS A S=F'P (I.2-10)
Slozkové dostavame Sas = JFai'Fril oy, 0 = J1FiaFjsSas, Pix = FiiSjx, a Sk = Fxr'PiL.
Odborna literatura, ktera se mechanice kontinua vénuje ve vétsich podrobnostech nez my zde,
rozeznava jesté dalsi tenzory napéti (napt. Krichhoffiiv Jo, Biotiiv US [kde F = RU], nebo Madeltiv
CS [kde C =FTF]). My je ale v dalsim vykladu nebudeme pottebovat.
Vlastni cisla, vektory a invarianty. Stejné jako pro symetrické tenzory deformace, tak i pro tenzory

napéti miizeme fesit lohu o vlastnich ¢islech (on — An = 0), vektorech, invariantech a spektralnim
rozkladu. Tj. tenzory oa S muzeme pievést do diagondlniho tvaru (spektralni rozklad), ¢ili

6 Tak to prosté je. Cim abstrakingj§i pojmy definujeme, tim jednodussi formulace vztahti mezi skuteénostmi dostévame. To
je prijemny zisk, za ktery ovSem platime cenu vyjadritelnou v hodinach ¢i dnech investovanych do toho, abychom viibec
pochopili, o ¢em je fec. Velmi dobrym pfikladem, ktery se tyka tématu, je infinitesimalni pocet vykladany v abstrakinich
prostorech, kterym fikdme variety. Pomoci této teorie lze ukazat, ze dobfe zndmé véty integralniho poctu (Stokesova,
Greenova, Gaussova), které jiz brzy pouzijeme pii bilancovani mechanickych veli¢in, jsou ve skutecnosti jen rtizné
interpretace téhoz.

7 Pozor na slozkové vyjadreni rovnice (I.2-8), zde S neni index ale souc¢ast symbolu Ts.
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pracovat pouze snormalovymi napétimi, ktera pak nazyvame hlavni. Vlastni vektory jsou
normalovymi vektory rovin, na ktera tato hlavni napéti ptisobi. Invarianty opét obdrzime z rovnic
(L.1-20 az 22).

Infinitesimdlni deformace. V kapitole o deformaci jsme se zminili o tom, Ze jsou-li posuvy
a deformace malé, nemusime rozliSovat mezi referencni a pribéznou konfiguraci a tenzory & E a e
jsou si ve svych slozkach pfiblizné rovny. Uvazime-li rovnost onds = PNdS = FSNdS za podminek
malych posuvti, deformaci a rotaci (j. nds =~ NdS a F = 1, kde I je jednotkovy tenzor), vidime, ze
prejde v pribliznou rovnost o = P = S.

Priklady

I.2-P1 Odvodte vzajemny vztah mezi skutecnym, smluvnim a druhym Piola—Krichhoffovym napétim pii
jednoosé tahové zkousce a inflacnim extenznim testu nestlacitelného materialu.

Jednoosy tah. Vyjdeme z pfedstavy, Ze zname skutecné napéti o (=o11). To mizeme urcit z experimentalné
zméfenych velicin (f — zatézujici sila, 1 — stre¢ ve sméru této sily) takto: o= f/s, kde aktudlni prifez s uréime
z podminky zachovani objemu béhem deformace v = V = Is = LS = s = LS/l = A'S (I a L zde oznacuji
pribéznou a referencni délku télesa). Souhrnem tedy pro skutecné napéti (za jednoosého tahu, kdyz
deformace je rozlozena konstantné podél nestlacitelného vzorku) o = Af/S.

Podle rovnic (1.2-5, 9 a 10) plati: P = JoF T a S = J[F'oF T. Protoze jde o jednoosy tah, tak podle pfedpokladu se
oredukuje na 6= onei®er = cei®e1. Deformacni gradient jsme odvodili jiz diive ve formé F = diag[41, A2, A3]

a pro nestlacitelny material plati ] = 1. takZe maticové miizeme psat
c 0 0)(A4' 0 0 ok’ 0 0
P={0 0 0| 0 A4 0 l=| 0 00
0 0 0J{l o0 0 A4 ! 0 0 0
Ve slozce 11 tedy mame P = oA = Af/SA! = f/S, coz odpovida nasi pfedstavé, ze smluvni napéti je aktudalni sila
na pocatecni prifez.
Pro druhé Piola-Kirchhoffovo napéti S dostaneme

/‘i{l 0 0 \(o
s=lo 4 oo
0

0o 0 A

A0 0 oi? 0 0
0 0 0
0 0 A 0 00

o O O
(e
>
(@]

Il

Takze ve slozce 11 mame S = 042 = Af/SA2=f/(SA).

Inflacni-extenzni test. Jak jsme ukazali v kapitole 1.1.6, je deformace béhem inflacniho testu nejcastéji
modelovana deformacnim gradientem ve tvaru F = [ArAee,A:z]. Pfedpokladejme, Ze tato deformace je

doprovazena vznikem napjatosti odpovidajici o = owe:®er + cvoee®es + cxze:®e, jde tedy o trojosou napjatost.

Maticové tedy miizeme psat:
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0 04 0 0 oA, 0 0
P={0 o, 0 0 A 0 |=| 0 04,4y O
0 0 o )l0 0 4, 0 0 o4,
. 0 0o, 0 0)4 0 0 o A 0 0
S={ 0 43, 0|0 o0, 0|0 A5 0= 0 o,4 O
0o 0o A0 0 o Jlo 0o A 0 0 o A7

Protoze obvykle byva nejslozitéjsi experimentalné urcit geometrické zmény ve sméru r (¢ili zménu tloustky),
vyuzivame nestlacitelnost vétsinou tak, ze Fir vyjadiime jako A= = 1/(Aeo/:z).

Na zavér si promysleme, jak mtizeme zapsat okrajovou silovou podminku danou vnitfnim tlakem kapaliny
béhem experimentu. Ozna¢me tento tlak jako P. Tlak kapaliny ma vzdy smér normaly ke zdeformovanému

povrchu plochy na kterou ptisobi, a tak predstavuje skutecné napéti v radialnim slozce. Protoze normala
povrchu je orientovana proti sméru ptisobni tlaku a tlak uvazujeme jako kladny skalar musime psat, Ze

df=-( Pds)n = on=-Pn = or=-P pro polohu r=ri.

Transformujeme-li napéti ze skutecného na smluvni a druhé Piola—Kirchhoffovo, musime, abychom zachovali
ekvivalenci vyrazi, provadét tytéZz operace i na levé strané rovnice, takze obdrzime vyrazy:

Pir= oAkt = G Aoe ez = -PAoo A=z Srr= O A2 = On(AoeAzz)? = -P(Avelzz)?

Jednoosa tahova zkouska
obvodového prouzku lidské hrudni aorty (48h post mortem)
450

400 ¢ Cuachyovo napéti R

P .
350 = Smluvni napéti :

Druhé Piolovo-Kirchhoffovo napéti .

300
250
200
150
100

50

Napéti [kPa]

Stre¢ A [-]

Obrazek I.2-3. Experimentalni data z jednoosé tahové zkousky s obvodové orientovanym prouzkem lidské
hrudni aorty demonstrujici kvantitativni rozdily mezi jednotlivymi tenzory napéti (Upraveno podle Horny et
al.,, 2010). Experimentalné zjisténa sila f, stre¢ A a pocatecni priifez S jsou doplnény predpokladem
o nestlacitelnosti materialu. Existence napéti je modelovana vztahy z piikladu vyse (o = Af/S).
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Inflace a extenze CABG

35 mésicit po revaskularizaci, 66 lety muz, 65 hodin post mortem

500 25
450 ¢ Cauchyovo napéti
= 400 " Smluvni napéti 20
§ Druhé Piolovo-Kirchhoffovo napéti
= 350 —o—Tlak P - obvodovy stre¢ =
)é 300 —o—Tlak P - axialn{ stre¢ 15 g
& 250 ~~
‘w
Z 200 10 S
b =
S 150
2
O 100 5
50
0 f 0
1 1.1 12 1.3 1.4 15

Streté A [-]

Obrazek 1.2-4. Experimentalni data z inflace a extenze zilniho $tépu pro aorto-koronarni bypass odebraného
pfi pitvé. (Upraveno podle Horny et al., 2009). Skutecné napéti owe bylo vypocteno z tenkosténné aproximace
(oo = Pr/h = PAse?A=z/H — kde r je stfedni zdeformovany polomér a H pocatecni tloustka stény cévy —
za predpokladu nestlacitelného materidlu). Kromeé napéti graf ukazuje i vztah mezi tlakem P a obvodovym
Ao a axidlnim streem Azz. Zilni Step (cca 10 cm dlouhy usek velké kryté Zily) byl arterializovana pfiblizné
po dobu 35 mésicti.

SHRNUTI

Z ptedpokladu rovnovahy dospivame k nutnosti zavést po mysleném fezu do télesa vnitini sily
(infinitesimalni vektor vyslednice vnitinich sil je df). Jejich plosnou intenzitu nazyvame napéti
(napétovy vektor tds = df). Podle zptisobu zavedeni vektoru intenzity vnitinich sil dospivame
k riznym vyjadfenim tenzoru napéti. Vzdy ale plati nasledujici:

tenzor napéti zavadime jako linearni transformaci vektoru vnéjsi normaly plochy fezu na vektor
intenzity vnitfnich sil.

Tenzor Cauchyova (skute¢ného) napéti o (o) plisobi v priibézné konfiguraci a pfevadi normalu
n fezu po deformaci na skutecny vektor intenzity vnitinich sil ¢ tak, ze t = on. Plati o= oxi.

Tenzor smluvniho (nomindlniho, prvniho Piolova-Kirchhoffova) napéti P (Pi) pusobi
v referen¢ni konfiguraci, kde ale pracuje se skutecnou vyslednici vnitinich sil df (ta pfislusi
zdeformované konfiguraci, TdS = df). Jde o dvoubodovy tenzor (nad dvéma konfiguracemi) —
indexy i a K. P pfevadi normalu N fezu pfed deformaci na tzv. smluvni vektor intenzity vnitfnich
sil T tak, ze T = Pn.
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Tenzor druhého Piolova—Kirchhoffova napéti S (Six) ptsobi v referencni konfiguraci. Zde pracuje
se referencni vyslednici vnitinich sil dF. Tu ziskame aplikaci zpétné geometrické transformace
popisujici deformaci, ¢ili dF = F'df (resp. df = FdF). S pfevadi normalu N fezu pfed deformaci
na tzv. druhy Pioltv—Kirchhofftiv vektor intenzity vnitinich sil Ts tak, Ze Ts = SN. Plati T = FTs a
dale Sik = Ski.

P=JoF" o=]"'PF
o=]"'FSF S=JF'oF’
P=FS S=F'P
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1.3 BILANCNI ROVNICE A NEROVNICE

Jak bylo feceno na zacatku, tento studijni text neni Uplnym uvodem do mechaniky kontinua.
Konstrukce konstitutivnich rovnic byva vyklada po podrobném probrani zakonti bilance (rovnice
bilance mechanickych velic¢in'). My se zde omezime pouze na jejich stru¢ny (nezbytny) popis, nebot
pro nas nejsou cilem, nybrz prostredkem.

1.3.1 OBECNE POJMY

Abychom mohli néjaké fyzikalni veli¢iny bilancovat, je tfeba alespon stru¢né popsat, kde tak ¢inime.
Takze podle druhu interakce s okolim rozeznavame:

e izolovany systém — tj. takovy, ktery nevyménuje sokolim (¢ili prechodem pres hranici
systému, ktera ho definuje v prostoru a case) zadnou hmotu ani zadnou energii (v libovolné
jeji formé, takze tim zahrnujeme i konani prace)

* uzavfeny systém — tj. takovy, ktery sokolim nevyménuje zadnou hmotu, avSak energie
vymeénovat mize

* otevreny systém — tj. systém, ktery miize s okolim vymeénovat hmotu i energii.

Vyménou mame namysli pfijimani a predavani (hmoty, energie). Systém, €, je definovan
v geometrickém prostoru naseho kontinua a obsahuje alespon jeden materialovy bod. Budeme se
zabyvat pouze souvislymi, plnymi systémy s hranici 02, kterd je spojita a jeji hladkost je porusena
pouze konecném poctu kfivek konecné délky.?

Predpokladame (v principu), Ze kazdému systému lze v kazdém okamziku prifadit néjakou hmotnost
m (kladné realné cislo).

O uzavieném systému Q mluvime taktéZz jako o kontrolni hmoté a je pro nds modelem realnych téles.
Poloha hranice 0Q uzavfeného systému zavisi na case t.

Otevfeny systém je zakladnim modelem pouzivanym v mechanice kapalin a volime ho casto tak, aby
mél v Case konstantni objem (kontrolni objem).

[.3.2 BILANCE

Takze podle definice pro uzavieny systém plati (I.3-1) — hmotnost se béhem pohybu zachovava
(nevznika ani nezanika).

! Jmenovité jde o: bilanci hmoty (vedouci k rovnici kontinuity), bilanci hybnosti (nazyvanou casto rovnice rovnovahy), bilanci
momentu hybnosti (v nepolarnim kontinuu prosté konstatujici, Ze Cauchytiv tenzor napéti je symetricky), prvni a druhou vétu
termodynamiky (u tloh fesenych pfimo ve slozkach tenzoru deformace bychom ke zjisténi poloh museli jesté zahrnout rovnice
kompatibility, coz je ovSem pouze specialni formulace pozadavku na hladkost pole tenzoru deformace). Tyto rovnice, po
rozsifeni o konstitutivni rovnice materialu kontinua, tvoii systém rovnic mechaniky a jejich fesenim ziskdme popis pohybu,
popf. dokdzeme vyloucit/potvrdit, Ze néjaké okrajové podminky mohou knéjakému konkrétnimu pohybu (resp.
mechanickému stavu) vést. V souhrnu tyto rovnice tvofi analogii k principtim mechaniky hmotnych bodti a téles (II. Newtontiv
zakon, Lagrangeovy rovnice II. druhu, Hamiltonetiv princip), ze kterych urcujeme pohyb bodii a téles.

2 hladkost = spojitost prvni derivace, poruseni hladkosti = napf. ostra hrana kvadru; plnd = bez kavit (dutin) - poznamenejme,
ze kavitace je béznym jevem v kapalinach, kdyZz lokalni termodynamické podminky vedou k fazové transformaci, taktéz
u elastomerti miize za urcitého stavu napjatosti dochazet ke kavitaci.
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= =0 (1.3-1)

Rovnice (1.3-1) pfedpoklada, ze je smysluplné mluvit o diferencidlnim elementu hmotnosti dm
a protoze hmota nezanika/nevznikd, tak dm(X) = dm(x,t). Protoze je m diferencovatelné, je nutné
spojité. Takze mtiZeme v nasem systému definovat spojité materidlové pole po = po(X) a prostorové
pole p= p(x,t), kterd nazyvame hustota hmotnosti (v materialové a prostorovém popisu). Plati pro né
(L.3-2).

Py (X)=lim M px,t)= lim ———= 13-2)
’ av(el0)-0 AV (©(0)) '

V diferencialnim tvaru piSeme (I1.3-3).
dm(X)=p, (X)dV dm(x,t)=p(x,t)dv 1.3-3)

Nyni muzeme zapsat bilanci hmoty (I1.3-4), ktera pro uzavieny systém znamena ,zakon zachovani
hmoty”, ve dvou tvarech — v tzv. lokdlnim, diferencialni rovnice kterd musi byt splnéna ve vsech
bodech télesa, a v tzv. globdlnim, kde se integruje pres cely objem télesa.

dm=p, (X)dV = p(x,t)dv>0 m= [ p,(X)dV = | p(x,t)dv>0 (1.3-4)
2(0) a(r)
Bilance hmoty byva velice ¢asto pouzivana ve tvaru tzv. rovnice kontinuity (hmoty). Vyjdeme-li
z (1.3-4b), napiSeme oba integraly na levou stranu a zaménime integracni proménné (véetné mezi)?,
ziskame (1.3-5).

[ p(X)av— [ p(x,t)do= [ p,(X)dV - [ p(x(X,t),t)](X,t)dV =
2(0) () (0) (0) (1.3-5)
= [ (p (X)-p(x(X,t),t)](X,t))dV =0

Predpokladem, ze V mtizeme volit libovolné, dospivame k zavéru, Ze pro splnéni (1.3-5c) je tfeba, aby
nule byl nule roven integrand (1.3-6), coz je hledany tvar rovnice kontinuity.

Py (X)=p(x(X,t),t)](X,t) (1.3-6)

Bilan¢ni rovnice byvaji formulovany pro casové zmeény (rychlosti) bilancovanych veli¢in. Takze

derivovanim (I.3-6a) podle ¢asu a uvazenim, Ze referencni hustota na case nezavisi, pro materialovy
popis dostaneme (1.3-7).

9%, (X)

=0 1.3-7
o (L.3-7)

3 V realité samoziejmé AV a Av nemohou konvergovat k nule, protoze strukturu hmoty od jisté trovné méfitka nelze efektivné
modelovat jako spojitou. Tato skutecnost vytvari meze smysluplného pouziti kontinua jakozto modelu reality. Nas element
objemu, ktery povazujeme za diferencialni, musi v realném méfitku vzdy byt o nékolik fadt vétsi nez je troven, na které
bychom museli rozliSovat ¢astice hmoty.

4 Podle predpokladti dv = J(X,t)dV, kde | = det(F), dx = FdX a x = x(X,t) pIi existenci inverzni transformace, podle (I.1-1, 4, 11).

46



Horny L. Patobiomechanika srecnécévniho systému 1. dil I. Uvod do mechaniky kontinua

vvvvvv

opét bude rovna 0. D(p])/Dt = 0. Vysledek ve tvaru (1.3-8) ziskdme: (1) uvazenim pravidla o derivaci
soucinu D(p])/Dt = D(p)/Dt] + p -D(J)/Dt, (2) D(J)/Dt = J-div(v) podle (1.1-31), (3) ziskanou rovnici, ktera
je tvaru J(D(p)/Dt + p-div(v)) = 0, zjednodusime podélenim ], protoze | > 0. Na zavér vyjadiime
materialovou derivaci p(x,t) jako: Dp(x,t)/Dt = dp(x,t)/0t + grad(p)-v podle (1.1-3). Takze plati rovnice
kontinuity hmoty v prostorovém popisu v lokalni formeé (1.3-8). Ekvivalentné ji 1ze vyjadrit jako (1.3-9
a 10).

p(x,t)+p(x,t)div(v(x,t))=0 (1.3-8)
ap(x,t) +grad(p (x, t)) v (x, t) +p (x, t) div(v (x, t)) =0 (1.3-9)
apf;:'t)+div(p(x,t)v(x,t))=0 (1.3-10)

Nez zformulujeme bilanci hmoty pro otevieny systém, musime pfipomenout nékolik znamych tvrzeni
z (vektorové) matematické analyzy. Jde o tzv. integrdlni véty, které udavaji vzajemny vztah mezi
integraci vektorovych (tenzorovych) poli po kfivkach, plochach a vobjemech. Jde o tzv.
divergencni vétu (téz Gaussovu nebo Gaussovu—Ostrogradského) a Stokesovu, resp. Geenovu vétu.

Tvrzeni uvedeme bez diukazt.

Predpokladejme, Ze jsou dany hladké funkce u(x) a t(x) — vektorové a tenzorové pole — nad né&jakou
konvexni oblasti Q tfirozmérného geometrického prostoru (diferencialnim elementem dv), ktera je
uzaviena hraniéni plochou 0Q (s diferencidlnim elementem ds). Na této plose je v kazdém bodé
definovan vnéjsi normalovy vektor n. Pak pro u(x) a t(x) plati (I.3-11) a (1.3-12), které nazyvame
divergencni véta (vlevo symbolicky, vpravo ve slozkach).

Iu-nds=jdiv(u)dv J.uinids=.[g—?dv (L3-11)
Q Q Q i

oQ

ot
tnds = | div (t) do tnds=|—Ldv 1.3-12
a'!; i ( ) a'L T iaxj ( :

Integral [u-nds nazyvame celkovym tokem pies hranici a véta fiké, Ze je roven souctu (produkce)
aQ

zfidel (zdroj) a nor (propadii, mist zaniku) v hranici obepnutém objemu.

Dtsledkem divergenc¢ni véty je tzv. Greenova véta (1.3-13). Zde f je néjaka skaldrni funkce (pole
skalarni veliciny).

[ fds=| grad(f)do [ frds = j;—){ dv (13-13)

Q i

Stokesova véta pievadi integral vektorového pole u(x) na uzaviené kiivce I' (tento integral nazyvame
cirkulace vektoru u) na integral rotace vektorového pole nad otevienou souvislou plochou s (ta je
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souvislou ¢asti hranice 0Q konvexni oblasti Q), za podminky, ze kfivka I je souhlasné orientovana
vici s. Cili plati (1.3-14)5.

ou
q‘)Fu-dx =!rot(u) -nds qsruidxi = 5 € a—x’;nids (1.3-14)

V pripadg, Ze ptijde o uzavienou plochu (¢ili celou hranici 0Q2), bude cirkulace vektoru u rovna nule.

Jestlize uvazujeme otevieny systém a zaroven skutecnost, Ze hmota nevznika ani nezanika, musi
bilance hmoty v takovém systému (charakterizovaném ¢asové nezavislym kontrolnim objemem Qc)
vyjadfovat skutecnost, Ze casovy pfirustek hmotnosti je roven (nikoliv nule jako v uzavfeném
systému ale) celkovému p¥itoku hmoty ptes hranici systému. Cili jde o kombinaci rovnice (I.3-10)
v globalni formé (integral pres Qc) a (1.3-13), kde misto f dosadime p(x;t).

5 K integralnim vétam se slusi explicitné pfipomenout definice operatort div a rof (ackoliv — zjevné plynou z indexového zapisu
integrandii). Tyto operatory jsou tizce spjaty s gradientem, o kterém jsme jiz mluvili, a vlastné jde jen o jeho specialni zptisoby
aplikace (podle toho pomoci které algebraické operace operator gradientu aplikujeme — skalarni soucin, vektorovy soucin,
tenzorovy soucin). Uvazujme geometricky prostor (konfiguraci) s kartézskou bazi {eie2es}. Detailnéjsi vyklad je mozno najit
v Holzapfel (2000) s. 40-54.

e  Gradient skalarniho pole f je oznacovana jako grad(f) a plati

of of of of of of of
d(f)=vf=Le =T o Lo I, | L I |
grad(f)=Vf ox, & ox, el+8x2 ez+8x3 % dx, ox, ox,

Zde V pouzivame alternativné ke grad a ¢teme ,nabla”.

)
e Gradient vektorového pole u jsme jiz zavedli: grad(u)=V®u= a—?ek ®e, .

]

ij

X

*  Gradient tenzorového pole t: grad(t)=V ®t=—"e ®¢, ®e, - ili jde o tenzor tfetiho Fadu.

f
du, ou, Ju, du

. , . d o9 0
. Divergence vektorového pole u: dzv(u):V~u:[aXI,%,%J~(uly,uz,u3):%+ax2+axs—ax

i

(v poslednim

i

vyrazu s¢itdme pres opakujici se index).

i du. ou, Ju
¢  Rotace vektorového pole u: rot(u) =Vxu=—Llexe =¢, —Le =| 2-—2,—L-—2,—2—-—1| Zde tenzor i
ox, T oy, ox, O0x, dx;, dx, ox, Ox

nabyva dosazovanim cisel 1,2,3 za indexy i, j, k hodnot 1 pro sudou permutaci indext, -1 pro lichou a v pfipadé
opakovani libovolného indexu je 0 (jde o tzv. alternacni tenzor, téz Levi-Civitiv tenzor — pozor, jde o jednu osobu
italského matematika T. Levi-Civitu).

ot

U

ox,

]

*  Divergence tenzorového pole t: div(t)=V -t=—"e,.
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Zabyvejme se nyni bilanci hybnosti a jejiho momentu.

V mechanice hmotnych bodti a tuhych téles je hybnost definovana jako p = mv a v mechanice kontinua
ji zavedeme tak, aby v limité (bod x s koncentrovanou hmotou) byly ekvivalentni. Takze pro uzavieny
systém Q (t€leso B), ktery se pohybuje rychlosti v(x,t) podle pfedpisu x = x(X,t) a ma hustotu
hmotnosti p( x,t) definujeme jeho hybnost p(t) podle (1.3-15).

p(t)=[p(xtho(xt)do= [ p, (XV(X,t)dV (13-15)

Moment hybnosti L vzhledem k bodu xo je samoziejmé také definovan konzistentné s mechanikou
hmotnych bodii a tuhych téles (1.3-16). Zde r = x — x0 = x(X,t) - x0(Xo).

L(t)=[rxp(x to(x,t)do = Q(jo) rxp, (XV (X, t)dv (13-16)

Q

Protoze v (1.3-15) a (1.3-16) integrujeme pres objem, integrandy v téchto vztazich zfejmé definuji
hustoty — hustotu hybnosti a hustotu momentu hybnosti.

Bilanci hybnosti a momentu hybnosti na télese Q formulujeme jako (1.3-17) a (1.3-18), coz je
kontinudlni vyjadfeni, které zndme z mechaniky hmotnych bodd a tuhych téles jako I. a IL
impulsovou vétu (resp. zakon zachovani hybnosti a momentu hybnosti)®. Takze tvrdime, Ze casova
zména hybnosti Dp/Dt v Q je rovna vyslednici sil F(t) na Q puisobicich a ¢asova zména momentu
hybnosti DL/Dt je rovna celkovému momentu sil M(t) ptisobicimu na Q.7

D D

p(t)=— == [ pVav =F(t (13-17)
= n{r) pi {

. _D D

L(t)== [ rxpodo=— [ rxp,VdV = M(t (13-18)
(t)=—; Q{f) o Q{O) : (t)

Abychom se dostali ksoustavé pohybovych rovnic kontinua, je tfeba specifikovat, jak si
predstavujeme (je tfeba modelovat) vektory F a M. Vyjadfuji silové ptisobeni na Q, které miize
probihat vijeho objemu a na jeho hranici. Hovofime pak o objemovych silach (které si
predstavujeme jako sily dalekého dosahu — napi. sily gravitacniho pole) a plosnych silach (sily
kratkého dosahu vznikajici bezprostfedni interakci s okolim pies hranici). Tomu odpovidaji
integraly (1.3-19) a (1.3-20), kde vektory t a b reprezentuji pravé hustotu ploSnych sil a hustotu
objemovych sil.

F(t)= [ t(x,t)ds+ [ b(x,t)do (13-19)
9Q(t) Q(t)

M(t)= [ rxt(x,t)ds+ [ rxb(x,t)do (1.3-20)
0Q(t) Q(t)

¢ Tvrzeni jsou taktéz ekvivalentni kombinaci I. a II. Newtonova zdkona. VSechny formy téchto tvrzeni nazyvame principy
mechaniky.
7 Zde opét zapis D(-)/Dt a teckovani nad symbolem znamenaji operator materidlové derivace (1.1-3).
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Kdyz nyni uvazime definici tenzoru skutecnych napéti (1.2-2), t(x,n,t) = o(x,t)n, a divergenéni vétu,

dostaneme vyraz nahrazujici plosné sily pomoci napéti (1.3-21).

'[ t(x,t)ds= j 6(x,t)nds=.[ div(a(x,t))dv (1.3-21)

0Q(t) 0Q(t) Q(t)

Coz dosadime do (I.3-19) a posléze do (1.3-17). Vysledkem je globalni tvar rovnovahy (1.3-22)
v prostorovém popisu. Lokalné v prostorovém popisu piSeme rovnice rovnovahy jako (1.3-23) nebo
nékdy téz (1.3-24)8.

[(div(0)+b-po)dv=0 (1.3-22)
Q
Jo,
div(o)+b=po 5 ~+b, = po, (1.3-23)
X .

]
w

di —-po® b=
iv(o-pv®v)+ v

(1.3-24)

Je-li prava strana rovnic rovnovahy rovna 0 (neptisobi zrychleni), hovofime o statickém zatiZeni, jinak
hovofime o dynamickém. Vyslovné také upozornujeme, ze jde o soustavu tfi rovnic pro slozky
vektortii =1, 2, a 3 a pfes index j, jelikoz se opakuje (1.3-23b), se scita.

Vyuzitim tzv. Piolovy rovnosti, ktera fika, ze Div(JFT) = 0, a vztahu div(6) = Div(o)FT, l1ze dospét

k (I1.2-25)°. Coz umoznuje prejit od prostorového popisu k materidlovému, ve kterém lokalni tvar
rovnic rovnovahy vystihuje (1.3-26).

Div(P) = Jdiv (o) = ]ﬁ (1.3-25)

8 Vyslovné upozornujeme, ze derivaci podle ¢asu v (I.3-24) narozdil od (I.3-22) a (1.3-23) provadime jako prostou parcialni
derivaci, nikoliv jako materidlovou. Konvektivni ¢len je totiZ jiz zahrnuty v argumentu operatoru divergence pomoci -pv®uv.
Tenzor - pv®v nazyvame zobecnéné napéti.

° Bez ditkazi uvedme, nékteré rovnosti tykajici se gradientu a divergence a transformace mezi materidlovym a prostorovym
popisem. Rovnosti jsou prevzaty z Holzapfel (2000) s. 51, 74 a 76. Nize f je libovolné hladké skalarni pole, # a v jsou hladka
vektorova, t a s jsou hladka tenzorova pole v tomtéz popisu.

div( fu) = fdiv(u)+u- grad(f) div(ft)= fdiv(t)+t grad(f)
div(ts) = grad (t): s+ tdiv(s) div(u ®v) = (gmd(u))v +udiv(v)
grad(fu)=u® grad(f)+ fgrad(u) grad(u-v)= (grad(u))T v+ (grad(v))T u

Pro tplnost uvedme, Ze ve vyrazu grad(t):s je tfeba provést dvojteckovy soucin mezi tenzorem tfetiho a druhého fadu, coz
probiha podle pravidla: (u®v@w®):(x®y) = (v-x)(w-y)u.

Necht grad, div a Grad a Div jsou operatory vzhledem k obvyklym konfiguracim. Plati nasledujici.

_ ) . 0 ~ ou.  ou, __
grad(f)=F" Grad(f) a—izl—}f% grad(u)=Grad(u)F" ax; :ax; FK;
ot o, , , ) or, ot

grad(t)=Grad(t)F" axL = aX'L E} div(t)= Dio(t)F" a—x: = E)XJL F}
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Div(P)+B=p,V X +B =p,V, (1.3-26)

X,

Pripomenime, Ze P je tenzor smluvnich napéti a B je hustota objemovych sil v materidlovém popisu
(B =Jb). Dosazenim P = FS, mtize psat pomoci druhého Piolova-Kirchhoffova napéti (1.3-27).

o(F,S

il LK)

Div(FS)+B=p V
iv(FS)+B = p, X

+B. =p,V, (1.3-27)

K

Pokud jde o ¢asovou zménu momentu hybnosti, kombinaci (1.3-18) a (1.3-20) dostaneme (1.3-28).

% [ rxpVav = [ rxt(x,t)ds+ [ rxb(x,t)do (13-28)

0(0) 0Q(t) Q(t)

Pomoci divergencni véty 1ze pro plosné sily psat (1.3-29). Coz nas pfivede ke globalnimu vyjadfeni
rovnovahy ve tvaru (1.3-30).

jrxtds—'[ rxands—.[ rxdw( )+e:0'T)dv (1.3-29)
oQ Q

j po—b—div(c )) do = '[e 1o dv (1.3-30)
Q Q

Upozortiujeme, Ze € zde hraje roli alterna¢niho tenzoru (Levi-Civitova). Cili plati &x = 1 pro sudou
permutaci indexti ijk (po dosazeni 1, 2 3), & = -1 pro lichou permutaci a & = 0, kdyz se libovoné ¢islo
dosazené za index opakuje. Permutace se oznacuje za sudou, jestlize obsahuje sudy pocet inverzi, tj.
situaci, porusujicich uspofadani prirozenych cisel (napt. 312 je suda permutace, protoze obsahuje 2
inverze = 3 stoji pfed 1 a 3 stoji pfed 2, naopak 321 je licha permutace — proc?).

Rovnice (1.3-30) vede k podmince (1.3-31). Z ¢ehoz plyne, Ze musi byt splnéno oy = ¢ji. To znamena, ze
tenzor Cauchyova napéti je symetricky. Pfipomenime, Ze to plati jen proto, Ze jsme neuvazovali

spojité rozlozené momentové dvojice jako formu intenzity vnitinich sil.

g:0’ =0 £ 0. =0 (1.3-31)

ijk " kj

Bilance mechanické energie v uzavieném systému. Jestlize uvazujeme pouze energii, ktera se tyka
mechanickych velié¢in (polohy, rychlosti a silového ptisobeni na téleso, které zptisobuje tento pohyb)
idealizace empirického pozorovani (Cili zanedbéni vSech forem ztrat energie), vede pfi bilancovani
k zavéru, ze mechanicka energie se zachovava. Energie vnéjsiho silového ptisobeni musi tedy byt
v rovnovaze s kinetickou energii pohybu casti kontinua a energii vnitfnich sil v kontinuu pasobicich.
Toto tvrzeni v kontinuu zformulujeme ve vykonech, ¢ili v rychlostech zmény energie, coz vyjadfuje
rovnice (1.3-32), resp. (1.3-33).

2T(t)+P. (t)=P,, (t) (1.3-31)

t int ext

p(x,t)v(x,t)-v(x,t)dv+ j O'(x,t):d(x,t)dvz J t(x,t)-v(x,t)ds+j b(x,t)-v(x,t)dv

Q(t) 0Q(t) Q(t)

N | —

D
or
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(1.3-32)

V rovnici vyse (1.3-32) tedy integraly postupné zleva doprava vyjadfuji (1) kinetickou energii T, vykon
vnitinich sil Pir a vykon vnéjsich sil Pex, na kterém se podileji jak plosné tak objemové sily. Vykon
vnitfnich sil mtizeme také psat podle (1.3-33).

J o(x,t):d(x,t)do= J tr(O'T (x,t)d(x,t))dv J o,d,dv (1.3-33)
Q(t)

Q(t) Q1)

Bez dtikazu uvedeme nasledujici zasadni tvrzeni o hustoté vykonu vnitfnich sil wint (1.3-34). O hustoté
vykonu mluvime proto, Ze vykon dostaneme az integraci pfes objem, jako v rovnici (1.3-33).

w,, (t)=]o:d=P:F=8S:E (1.3-34)

Pary tenzord napéti a rychlosti deformace, které splnuji tuto rovnost nazyvame (energeticky)
konjugované.

1.3.3 TERMODYNAMICKE ROZSIRENI

Pro termodynamické uvahy byva zavadéna nova stavova veli¢ina, tzv. vnitfni energie U, ktera
zahrnuje vSechny mikroskopické formy energie (¢ili energie plynouci mikroskopické stavby télesa:
teplené kmity na urovni atomarni struktury, energie chemickych vazeb,...). V souctu s kinetickou
energii, kterou ma téleso jako celek, pak hovofime o tzv. celkové (totalni) energii. Jestlize se téleso
deformuje a neuvazujeme jiné formy energie, projevi se prace vnéjsich sil pravé zménou vnitini

energie a nabytim kinetické energie.

Toto tvrzeni plati, neukdze-li zkuSenost néco jiného. Pozorujeme-li mechanické chovani
(bez fazovych transformaci) pruznych kovt, obycejné si vysta¢ime se stavovymi veli¢inami doposud
zavedenymi (napéti, deformace). Kjinému zavéru dospéjeme, budeme-li sledovat mechanické
chovani elastomerti. Zjistime, Ze mechanicka odezva materialu (napf. pryze) na pusobeni vnéjsich
sil je doprovazena méfitelnymi zménami teploty — nemechanické velic¢iny! Pro jisté typy déju
(zejména vzhledem krychlosti zmény mechanickych veli¢in) lze sestavit uspéSné modely
mechanického chovani pryzi i pfi zanedbani této skutecnosti — cisté mechanicka teorie. Obecné je ale
pro tyto materialy tfeba vytvorit koncept nikoliv mechaniky kontinua ale termodynamiky kontinua.
Zavedeme tedy dveé nové stavové veliCiny — teplotu a entropii — a doplnime je do bilancnich rovnic
(spolecné s tepelnym a entropickym tokem a zdroji/norami tepla a entropie). Zahrnutim entropie
do systému veli¢in popisujicich stav a vyvoj prostfedi vede k nové bilancni ,rovnici”, II. zdkonu
termodynamiky. Uvozovky jsem pouzili proto, jelikoz ve skutecnosti experimenty ukazuji, Ze nejde

0 rovnici nybrz o nerovnici.
Teplota. Zavedme tedy novou (nemechanickou) skaldrni veli¢inou nazvanou termodynamicka

teplota T, o niz pfedpokladame, Ze ji umime méfit v kazdém misté naseho prostiedi (sytému) a ktera
je v kazdém misté prostfedi nezaporna. Zrejmé T(X,t) = T(x,t), nebot jde o pole skalarni veli¢iny.
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Déle uvazujme skaldrni veli¢inou zvanou teplo definovanou jako soucet tepelného toku pfes hranici
syttmu a produkce ztepelnych zdroji vsystému. V materidlovém popisu oznacujeme vektor
tepelného toku Q(Xt), v prostorovém gq(x,t). Zdroje tepla tvoii skaldrni pole oznacované Rq(Xt)
a rq(x,t).

Podle tzv. Stokesovy véty predpokladame (obdobné jako pro tenzor napéti u Cauchyovy véty), Ze
skalarni tepelny tok g« (Qn) je linedrni funkci vektoru vnéjsi normaly hranice systému.

Stokesova véta o tepleném toku
q,(x,t,n)=—q(x,t)n q,=-qn, Q,(X,t,N)=-Q(X,t):N Q,=-Q,N, (1.3-35)

Prostorovy vektor g byva nazyvan Cauchyiiv vektor tepelného toku a materidlovy vektor Q Pioliiv-
Kirchhoffiiv. Pro materidlovy a prostorovy popis navzajem samoziejmé plati:

[qds+[rdv= [ QS+ [ RaV (13-36)
20 o (0)

29(0)

Ackoliv predchozi definice hovoii o tepelnych tocich a zdrojich, je tfeba fici, Ze ve skutecnosti
piedstavuji tyto veli¢iny hustoty tokiét a hustoty produkce zdroja! Ze jde o hustoty, je zfejmé
z integrace pfes plochy a objemy v (I1.3-36). Pokud jde o toky g« a Qn neni tfeba asi zdtraznovat, zZe
predstavuji ,rychlost zmény” (Cili casovou derivaci néjaké velic¢iny), nebot tak je tomu napft.
hydromechanice, mluvime-li o (pri)toku. Fyzikalné konzistentné stimto ceskym tizem i r a R
predstavuji teplo generované/pfeménéné v jednotce objemu za cas, €ili produkci tepla. Nicméné tato
skutecnost nebyva vzdy ndzvoslovim reflektovana (vizte napi. Holzapfel 2000, s. 162). Ve smyslu této
poznamky je pak mozno levou a pravou stranu rovnosti (1.3-36) interpretovat jako tepelnij vijkon.
Zaporné znaménko v (1.3-35) reflektuje rozpor mezi smérem vektoru vnéjsi normaly hranice n (N)
a skutecnosti, ze tepelny tok chapeme jako kladny, vstupuje-li z okoli do systému.

Bez ditkazu uvedme, Ze pro prevod mezi materidlovym a prostorovym vektorem tepelného toku plati
(L.3-37)™.

Q=/F'q Q =JFMg, (13-37)

Zahrneme-li tepelny vykon, Po, do bilance energie, bude platit: P, , (t) = D - PQ (t) .

Cili vykon vnitinich sil (napéti) je roven ¢asové zméné vnitini energie zmensené o tepelny vykon. To
mtizeme dosadit do bilance (I.3-31) a psat (1.3-38).

PUV) _p (1y+p, (1) (13-38)

D
—T
(t)+ Dt ext

Dt

10 Diikaz je moZno najit v Holzapfel (2000) s. 163.
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(L3-38) je forma I zdkona termodynamiky zapsaného pomoci vykonu (zmény za jednotku casu)
a tika, ze casova zmeéna celkové energie (leva strana = kinetickd + vnitfni) se musi v uzavieném
systému rovnat souctu vykonu vnéjsiho silového piisobeni a tepelného vykonu."

Oznacime-li prostorovou hustotu vnitini energie e(x,t), U = fe(x,t)dv, miizeme 1. zakon termodynamiky
psat jako (1.3-39).

D
ord

Qt

)(%pv"'e]dv:aj (t-v+q")ds+j (b-v+r)do (1.3-39)

(1) Q(1)

Pouzitim Stokesovy véty o tepelném toku, divergenc¢ni véty a vykonu vnitinich sil dostaneme bilanci
vykonu v jednodussi formé. To zachycuji nésledujici rovnice, (1.3-40) v prostorovém popisu a (1.3-41)
v materidlovém popisu, vyjadfené v lokalnim tvaru - cili bez integrace pres objem. E vyjadfuje
hustotu vnitfni energie v materialovém popisu, e = J'E.

D
—e=0:d-div(q)+ 1.3-40
Di e w(q) r ( )
Dppii- Div(Q)+R (1.3-41)
Dt g

II. zakon termodynamiky. Zavedme dalsi termodynamickou stavovou veli¢inu entropii. Nebudeme
se zde zabyvat jejimi interpretacemi, vystac¢ime si pouze s uvédomeénim, Ze prestavuje velicinu fidici
vratnost a nevratnost procesti. Pracovat budeme opét spiSe s jeji hustotou, v materialovém popisu
H(X,t), vprostorovém n(x,t). Celkova entropie je pak dana integraci pfes objem. I pro entropii
samozfejmé plati 7 = J1H? Obdobné jako v pfipadé tepla definujeme hustotu toku entropie
(h v prostorovém a H v materidlovém popisu) pfes hranici systému a hustotu produkce zdroji
entropie v systému (ry a Ry). Pfipomenme Ze jak tok, tak produkce jsou definovany za jednotku casu.

II. zdkon termodynamiky predstavuje bilancni nerovnici, kterd ¥ikd, Ze celkovd produkce entropie I
systému, tj. rozdil mezi casovou zmeénou celkové entropie a jejim pritokem do systému a produkci
uonitt systému, je v kazdém okamzZiku mezdapornd. Toto (empirické) tvrzeni lze matematicky
zformulovat jako nerovnici (1.3-42).

F(t)= j n(x,t)dv+ j h(x,t)-n(x,t)ds— J- r (x,t)deO (1.3-42)

Q(1) a(t) (1)

Db
Dt

Procesy, pri kterych plati rovnost (1.3-42) nazyvame vratné (reverzibilni). V pfipadé nerovnosti
hovofime o nevratnych (ireverzibilnich) procesech.

V tlohach termoelasticity (¢ili bez transportu hmoty), byva uzite¢né modelovat toky (h,H) a zdroje
(rp,Rp) entropie timérné toktim (q,Q) a zdrojim (rq,Rg) tepla podle rovnic (1.3-43).

11 Pfipomenme, Ze tepelny vykon je kladny, kdyz do systému vnéjsku vstupuje tepleny tok.
12V pfipadé H jde o majuskuli ke znaku 7 ze znakové sady fontu Symbol.
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h=%q r ==y H:%Q R ==R (1.3-43)

Dosazenim do (1.3-42) a vyuzitim (.40 a 1) dospéjeme k vyjadfeni II. zdkona termodynamiky, které
byva nazyvano Clausiova—-Duhemova nerovnost (1.3-44 a 5).

o: d—é+T7’]—%q-gmd(T) >0 (1.3-44)

P:F—E+TH—%Q'Gmd(T)ZO (1.3-45)

Skalarni soucin gradientu teploty a tepelného toku normovany teplotou, ¢ili posledni ¢len na levé
strané v nerovnicich (I.3-44 a 5), pfedstavuje produkci entropie danou nerovnomérnym rozlozenim
teploty v systému (termodynamicky stav) a v Case (jako termodynamicky proces) odpovida vedeni
tepla z mist o vyssi teploté do mist o nizsi teploté. Jde tedy o tok proti kladnému sméru gradientu
teploty. Tzn. Ze tento clen, g-grad(T), je vzdy zaporny.

Neuvazujeme-li vedeni tepla, Cili vypustime-li zminovany clen, dostaneme tvrzeni znamé jako
Clausiova—-Planckova nerovnost (1.3-46).

o:d—¢é+T7>0 P:F-E+TH >0 (1.3-46)

Levou stranu téchto nerovnosti casto oznacujeme jako lokalni produkci entropie nebo jako vnitini
disipaci Din.

Na zavér zavedeme termodynamickou velic¢inu, ktera hraje kli¢covou roli v konstitutivnim modelovani
materialti, vstupuji-li do hry termodynamické déje. Jde o termodynamické zobecnéni deformacni
energie W z oblasti elasticity, které nazyvame wvolnd (téz Helmholtzova) energie y. Volnou energii
definujeme jako rozdil mezi vnitini energii a soucinem termodynamické teploty a entropie (1.3-47
jakoZzto hustota).

y=E-TH (1.3-47)
Pomoci volné energie piSeme disipaci (Clausiovu-Planckovou nerovnost) jako (1.3-48).

P:F-y-TH>0 (1.3-48)
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SHRNUTI

Pro mechanické veli¢iny hmotnost, hybnost, moment hybnosti a energie lze podle typu systému
(izolovany — nevymeénuje ani hmotu ani energie, uzavieny — vymeénuje energie, otevieny — vymeénuje
s okolim hmotu a energie) sestavit rovnice popisujici bilanci téchto veli¢in. Obecné se vzdy skladaji
z produkce uvnitf systému a toku pies hranici systému — plati pro uzavfeny a otevieny systém.

V izolovaném systému se pak tyto veliciny v ¢ase zachovavaji.

Bilance hmotnosti (rovnice kontinuity)

dp : 9P,
—+grad(p)-v+pd =0 —=0

o T8 (p) v+ pdiv(v) >
Bilance hybnosti (rovnice rovnovahy)

div(o)+b=po Div(P)+B=p,V

Bilance momentu hybnosti (symetrie tenzorti napéti)

oc=o0'

Bilance mechanické energie

lpv-vdv+ _[ o:ddv= j t-vds+ _[ b-vdv
Q(t) Q(t

D
Dt Q‘!t) 2 0Q(t) )

b | lpV-VdV+ [ P:Fav= [ T-ViS+ [ B-Vav
Dt 9(0) 2 Q(0) 00(0) 9(0)
Pti rozsifeni na termodynamiku piSeme v lokalni formé pomoci vnitini energie vykonovou bilanci (I.

zakon termodynamiky) jako:

D D :
—e=o0:d-div(q)+r —E=P:F-Div(Q)+R
II. zakon termodynamiky v obecné podobé

ri==2 [ ndo+ [ h-nds— | rdo="2 [ Hav+ | H-NdS- [ R dV =20

Dt Q(t) 0Q(t) Q(t) Dt Q(0) 09(0) Q(0)

Nebo ve specialnich tvarech
Clausiova-Duhemova nerovnost

a:d—é+T7‘7—%q-gmd(T)20 p:p_zng_%g.cmd(r)zo
Clausiova-Planckova nerovnost

o:d-é¢+TH>0 P:F-E+TH >0
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II. KONSTITUTIVNI TEORIE

I1.1 OBECNE POZNAMKY

Po vykladu popisu mechanickych d€jit nyni pfejdeme k vykladu mechanickych vlastnosti materialu.
Tato partie byva nazyvana réizné v zavislosti na tom, v jaké komunité se autor pohybuje. Takze je
mozné setkat se s terminy: konstitutivni modelovani, reologie, materidlové vlastnosti... V kazdém
pfipadé se jedna o formulaci vzajemnych zavislosti mezi veli¢inami popisujicimi stav
materialu/prostiedi. V pfipadé pruznych (elastickych) materialii jde o tenzory deformace a napéti,
v pfipadé vazkopruznych (viskoelastickych) materidlt jde o vztah mezi tenzorem deformace nebo
rychlosti deformace — s moznosti uvazovat i zavislost na case skrze historie deformace a historie
rychlosti deformace — a tenzory napéti popfipadé rychlosti napéti. V termodynamickém rozsifeni je
mozno matematizovat relaci mezi deformaci, rychlosti deformace, jejich historii a teplotou vici
napéti. Tyto relace maji vétSinou formu rovnic, které pak nazyvame konstitutivni rovnice.
Vystupuji v nich parametry, které ovSem mohou mit formu funkci stavovych proménnych, jenz je
nutno urdit experimentdlné. Nikdy v nich nevystupuji veli¢iny vyjadfujici pfi¢iny stavi (silova
pusobeni apod.), vZdy jen stavové promeénné. Kdyby tomu bylo naopak, nejednalo by se o popis
vlastnosti materidlu, ale o popis interakce materidlu s vnéjSim okolim, ktery ale zajiStuji bilancni
rovnice (s okrajovymi podminkami).

Kromé konstitutivnich rovnic existuje celd fada konstitutivnich nerovnic. Ty vétSinou
matematizuji nase ocekavani, ktera jsou prilis slaba na to, aby tvorila zaklad matematického popisu
materialové odezvy, na druhou stranu maji raciondlni fundament. Prikladem mtize byt napft.
ocekavani, Ze hydrostaticka tlakova napjatost vede ke zmenSeni objemu a hydrostaticka tahova
napjatost kjeho zvétSeni, nebo Ze tahové napéti musi byt doprovadzeno kladnym pomérnym
prodlouzenim. Dalsim prikladem miize byt tvrzeni, zZe tenzor tuhosti ma byt pozitivné definitni —
jinak by totiZz nebyla zarucena existence a jednoznacnost feseni vinovych problémt infinitesimalni
teorie.

Protoze konstitutivni rovnice vyjadfuji vztahy mezi stavovymi proménnymi, byvaji nékdy nazyvany
stavovymi rovnicemi.

Konstitutivni rovnice, ve své podstaté, zajistuji fesSitelnost matematickych tloh' mechaniky kontinua.
V nich se hledaji neznamé funkce, které spliuji rovnice bilance a konkrétni pocatecni a okrajové
podminky. Pocet rovnic je ale mensi nez pocet neznamych funkci. Je tedy tfeba zavést dalsi rovnice,
které zajistuji vazbu mezi stavovymi veli¢inami, aby byly tlohy mechaniky vtibec smysluplné.

Bylo by skvélé, kdybychom mohli zformulovat takovy popis materialu, ktery bude univerzalni pro
skutecné vSechny mozné situace, které material mize zazit, ¢ili pro vsechny jeho mozné stavy. Realita
je ale takova, ze nelinearity a disipace energie zptisobuji tak vyznamné komplikace pro prediktivni
schopnosti modeld, ze validita extrapolaci mimo oblast fazového prostoru, kde byl model

experimentdlné charakterizovan, byva omezena.

1 Okrajovych a okrajové-pocatecnich uloh pro soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic plynoucich z bilan¢nich rovnic.
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Formulace konstitutivnich rovnic je zaloZena na matematickém vyjadfeni predpokladti, které
vystihuji ocekavané (resp. experimentalné pozorované) vlastnosti materidlu/prostredi. Nékdy o nich
hovotime jako o axiomech konstitutivni teorie? nebo jako o principech.

I1.2 PREDPOKLADY KONSTITUTIVNI TEORIE

I. PRINCIP KAUZALITY

11. PRINCIP DETERMINISMU
I1I. PRINCIP EKVIPRESENCE
IV. PRINCIP LOKALITY

V. PRINCIP OBJEKTIVITY
VI. PRINCIP PRIPUSTNOSTI
VII. PRINCIP PAMETI

N

PRINCIP PRICINNOSTI respektujeme pii sestavovani konstitutivnich rovnic tim, Ze viibec oc¢ekdvame
jejich vzdjemnou vazbu. Cili méni-li se napt. stav deformace, ofekdvame i zménu stavu napjatosti,

nevydedukuje-li oviem z jinych principfi, Ze nastat nemtiZze.

PRINCIP DETERMINISMU vyjadfuje pfedpoklad, Ze zavislé stavové proménné v konstitutivnich
rovnicich jsou urceny historii (aZ do soucasnosti vcetné) nezavislych stavovych proménnych.
Historii se mini pribéh termodynamickych procesti, které materidl/prostfedi zaziva, zazival/o.
Napriklad viskoelastické materidly, které jsou z podstaty nekonzervativni — disipuji energii béhem
procesu deformace —, vykazuji zavislost na historii deformace, nebot disipovana energie je zavisla
nejen na pocatecnim a koncovém stavu materialu ale i na ceste3, kterou material prochazel mezi témito

stavy.

PRINCIP EKVIPRESENCE znamena pocatecni rovnocennost vSech stavovych promeénnych. Tij.
konstitutivni model (rovnici) navrhujeme jako relace pro vsSechny stavové proménné, dokud
dodateénymi predpoklady nevyloué¢ime moznost, Ze na nékterych proménnych model nezavisi.
Dodatecné predpoklady samozfejmé c¢inime v zavislosti na pozorovani.

2V minulosti se néktefi autofi pokusili o axiomatizaci mechaniky a konstitutivni teorie po vzoru teorie mnozin, aritmetiky nebo
tteba eukleidovské geometrie. Pozoruhodné na tom je, Ze to bylo autofi, které rozhodné lze charakterizovat spise jako
matematiky neZ inZenyry, a tak si jisté byli védomi skutecnosti, Ze jejich snazeni ma pouze omezené Sance na uspéch. Tyto
snahy byly pravdépodobné vedeny Sestym z Hilbertovych problémt prednesenych na druhém matematickém kongresu
v Pafizi roku 1900. David Hilbert, jeden z nejvéhlasnéjsi matematiki vSech dob, tehdy formuloval dvacet tfi problémt, na které
by se matematici méli ve dvacatém stoleti zaméfit (dokonce se domnival, Ze budou vyfeSeny jesté béhem jeho zivota). Nestalo
se. Velka &st byla vyfeSena, st ztratila smysl. N&které ale ziistavaji nevyteseny. Sesty z nich #ika: Axiomatizujme fyziku.
Zajimavé na tom je, ze kdyby se to povedlo, stejné by to neznamenalo, Ze fyziki jiz neni zapotiebi, nebot takto utvoreny
deduktivni systém by zfejmé nebyl tplny (nebylo by mozno dokazat vSechny pravdivé véty teorie pomoci teorie). A tak by
zlistal prostor pro pozorovani. Nastésti je materialni svét rozmanitéjsi (a to i v discipliné zabyvajici se pohybem), nez se v roce
1900 asi zdalo.

3 Mini se samozfejmé cesta ve fazovém prostoru stavovych proménnych. Historii néjaké stavové veliciny s(f) se mini pravé tato
cesta, nebo-li trajektorie ve fazovém prosotoru.
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PRINCIP LOKALITY fikd, zZe chovani materialu v libovolném pevné zvoleném bodé nezavisi vyznamneé
na hodnotach nezavislych stavovych proménnych mimo okoli* tohoto bodu.

PRINCIP OBJEKTIVITY fika, Ze chovani materidlu nezavisi na zméné pozorovatele, ¢ili Ze je indiferentni
vuci vztazné soustaves, ve které material pozorujeme. Tento pfedpoklad ma fundamentalni a velmi
praktické dusledky, které nyni zformulujeme. Dopad je dvojiho druhu. Zaprvé na pouzité veliciny,
¢ili stavové proménné vhodné kformulaci konstitutivnich rovnic; zadruhé na samu formu

konstitutivnich rovnic.

Objektivni veliciny. Jako objektivni nazveme takové veli¢iny, které budou respektovat
transformacni vztahy pro dany typ velicin (skalarti, vektorti a tenzort). V celém nasledujicim
vykladu budeme povazovat vSechny rychlosti za malé ve srovnani s rychlosti svétla.

Uvazujme dva pozorovatele, které ztotoznime s polohou pocatki O a O soufadnicovych soustav
na obrazku II-1. Poatek vztazné soustavy O se (Casové proménlivé) posouva vzhledem kO
o polohovy vektor ¢ a téleso, ve kterém je modry soufadny systém O zafixovan, zaroven z pohledu O
(¢asové proménliveé) rotuje, coz je vyjadfeno matici vlastni ortogonalni transformace Q. Oba

pozorovatelé vidi tisecku PQ definovanou jako x — xo pro O a soucasné x — X, pro O.

Vektorové fyzikalni veli¢ciny povazujeme za objektivni, jestlize je pfi pfechodu od vztazné
soustavy O k O transformujeme podle pravidla (IL1). Zde u a i jsou vektory vyjadfené ve vztaznych
systémech O a O a A je matice linedrni transformaces.

i=Au (IL1)
Dokazme, Ze polohové vektory zaméfujici body v télese jsou objektivni. Tzn. musime ukdzat, ze
vektor PQ na obrazku IL.1 zaméfeny z O se do O bude transformovat podle (IL.1). Jde tedy o to, aby
platilo (IL.2).

-2, =A(x-x,) (I1.2)

Uvazime-li situaci na obrazku IL.1, pro libovolny polohovy vektor zfejmé plati (I1.3). Transformace
typu (IL3) nazyvame eukleidovské.

X=Qux+c (I1.3)

4 Ma se namysli okoli ve smyslu matematické analyzy, které jsme pouzili pfi definic deformace. Okoli bodu X tedy tvofi body X
+dX. Pripomente si obrazek 3 v kapitole I Kinematika. Kdybychom se tedy chtéli zabyvat materidly s nelokdIni odezvou, museli
bychom bud zcela pfeformulovat definici deformace tak, aby tenzory deformace , védély” o chovani mimo toto okoli, anebo
bychom museli preformulovat zavislost na materialové soufadnici jiz v geometrickych tvahach. Jak ale uvidime dale, existuje
i jiny zptsob, jak nelokdlni vlastnosti mohou ovlivnit materidlovou odezvu v bodé. A sice pomoci neurcitého Lagrangeova
multiplikatoru v teorii nestlacitelného materialu.

5V anglictiné se ujal termin Principle of Material Frame Indifference (Cili Ze ,,material je sosutavové indiferentni”). Tento termin
vymysleli C. Truesdell a W. Noll, ktefi se v padesatych letech 20. stoleti intenzivné zabyvali studiem diisledkti pozadavku
objektivity. Autor tohoto textu si na tento termin stdle ne a ne zvyknout. Pfipada mu jako uméla konstrukce. Ve znamé knize,
Non-linear Field Theories of Mehcanics, zminovanych autorti se 1ze docist, pro¢ se jednoduse nepodrzeli terminu objektivita.
Ve zkratce, byly znechuceni tehdejsi diskuzi o roli objektivity ve spolecenskych védach, ktera podle nich vedla kinflaci
jazykového tizu tohoto slova. Jesté dodejme, Ze zména vztazné soustavy, Cili pozorovatele, neni totéz jako zmeéna soustavy
soufadnic!

6 V8echny veli¢iny studované v této kapitole jsou samozfejmé funkcemi ¢asu. Tento argument bude ale velice casto vynechavat.
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Kdyz rozepiseme levou stranu (I1.2) pomoci (I1.3) dostavame: #-2, =Qx+c-Qx,-c=Q(x-x,). Coz je
ziejmé tvrzeni, které jsme chtéli dokazat. Zjistili jsme, Ze transformacni matice je pravé Q, ¢ili matice
ortogonalni transformace popisujici rotaci O vzhledem k O. TakZe vektor PQ se jevi objektivné

vzhledem ke vztaZnym soustavam.

Obrazek IL.1 Transformace mezi vztaznymi soustavami. Soustava O pevné spojena s télesem, které se od O
vzdalilo o ¢(t) = %, — Q(t)x, a rotuje vzhledem k O podle Q(t). Kromé relativniho ohybu uvaZujeme je$té asovy
posun mezi vztaznymi soustavami definovany jako rozdil na éasomiréach OaO @ =1, ~t, projednu soucasnou

udalost. Tento rozdil zaznamename v soustavé spojené se stalicemi.

Skalarni veli¢iny povazujeme za objektivni, jestlize se pfi zméné pozorovatele nezméni. Toto
tvrzeni odpovida nasi intuitivni pfedstavé, zZe napf. teplota nebude transformaci (I1.3) viibec dotcena.
Ukazme si, jak je to s délkovymi a thlovymi mérami pro polohu vektorti. Takze: zméni se délka
vektoru PQ, budeme-li ji pozorovat v O nebo O?

Vyjdéme zjeji druhé mocniny  |PQ[vidéné ve  vztazné soustavé O.  Plati:
‘PQ‘Z = (72_720)'(5(—&0) = Q(x_xo)'(Q(x_xo)) = ((x_xo)QT)(Q(x_xo)) = (x_xo)‘((QTQ)(x_xo)) =
(x—x,)-(I(x~x,)) = (x—x,)-(x—x,) =|PQ|" 7 TakZe ve vztazné soustavé O je vidén vektor PQ o stejné

délce jako v O. Obdobny vysledek bychom dostali i pro tihel svirany libovolnymi dvéma vektory,
které jsou zafixovany v O. Opét bychom vysli ze skalarniho soucinu, ktery vystupuje ve vzorci pro

kosinus odchylky dvou vektort. Jde o pfimy dtisledek objektivnosti polohovych vektort.

7 Pti dokazovani jsme vyuzili vlastnosti ortogonalnich transformaci, pro které plati: Q(#)"Q(#) = I, tj. Q(f)" = Q(#)'. Pro vSechny
ortogonalni transformace plati det(Q) = +1; ortogonalni transformaci nazyvame vlastni, kdyz det(Q) = 1.
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To, co plati pro polohové vektory, neplati pro rychlosti. Dokazme to. Uvédomme si ale pfi tom, Ze
nam jde o prostorovou rychlost podle pravidla (IL.4).8

ox(X,t
v:v(x,t):%f’t) f;:z‘;(fc,?):% (IL.4)

Kde ¢asova soufadnice / zohlediiuje je ¢asovy posun @ mezi pozorovateli O a O, f=t+ .

Derivovéanim (I1.3), fc(f) =Q(t)x(t)+c(t), dostaneme vyraz (IL5).

8(2,)=Q(t)x(t)+Q(t)x (t)+¢(t)=Q(t) v (x,t) +Q(t) x(t) +e(t) (IL5)

Zjevné tedy neodpovida pozadavku (II.1), a tak prostorové pole rychlosti v neni objektivni veli¢inou.
Vyraz (IL.5) miizeme jesté upravit dale pomoci x=Q"(2-c), coz jina forma (II.3), na formu, ktera
pozorovateli O umozni nemuset zjistovat vektor x: 4=Quv+QQ" (2 -c)+é=Qu+Q(2—c)+¢. Zde Q

predstavuje antisymetricky tenzor odpovidajici axialnimu vektoru rychlosti rotace (tthlové rychlosti)
soustavy O vzhledem k O.9

Bez dikazu uvedme, Ze pro zrychleni bychom taktéz zjistili neobjektivnost, nebot se transformuje
podle vztahu (I1.6).10

i=Qa+é+(Q-Q)(2-c)+2Q(6-¢) (IL6)

Jestlize by platilo é+(Q-Q)(%-c)+2Q(6-¢)=0, pak by zrychleni bylo objektivni. Znamenalo by to, Ze
se prechod od pozorovatele O k O probih4 podle pravidla % =Qx+c(t), kde Q # Q(t) (§. Q(t)=0)

a soucasné ¢ =0 (4j. c(t) = vot + co, kde vo, cojsou na Case nezavislé). Zména vztazné soustavy probihajici
za téchto podminek je nazyvana galileovska transformace.

O tenzoru n-tého fadu T = m1®u2®..®u: fikame, Ze je objektivni, jestlize se pfi zméné pozorovatele
zOna O T transformuje na T podle pravidla (IL7).

T-(Qu,)®(Qu,)®..®(Qu,) (IL7)
V nejcastéjsim pfipadé tenzoru druhého fadu to znamena (IL.8).

T=(Qu,)®(Qu,)=(Qu,)®(u,Q")=Q(x, ®u,)Q" =QTQ’ (IL8)

8 Abychom dospéli k rychlosti, pouzivame vsude tzv. materidlovou ¢asovou derivaci D/Dt vylozenou v kapitole Kinematika

(L.1-3). K vyznaceni budeme vétSinou ale pouzivat tecku nad symbolem, ¢ili pro libovolnou velic¢inu g plati: Dg/Dt = §.
2

9Plati Q(t)=Q(t)Q(t) =-Q(r) . A také: Q(t) =-Q(+)Q" (t).

10 Dtikaz je mozno najit napf. v Holzapfel (2000) na s. 184, nebo na internetu http://en.wikipedia.org/wiki/

Objectivity %28frame_invariance%29 . Clen .Q(fc —c) v rovnic (IL6) nazyvame Eulerovo zrychleni, —Q’ (fc —c) predstavuje

dostfedivé zrychelni a 2Q(% — ¢) nazyvame Coriolisovo zrychleni.
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V rovnicich (IL.7) a (IL.8) jsme pro jednoduchost zapisu opét vynechali vyznaceni argumentti funkci,
meéjme ale stale namysli, ze Q(¢) a u(x,t).

Nyni se podivejme, jak je to s objektivitou v pfedchozich kapitolach odvozenych mér deformace, jeji
rychlosti a napéti.

Zacnéme s deformacnim gradientem F. Pamatujeme si, Ze jde o zvlastni pripad tenzoru, ktery je
definovan nad dvéma konfiguracemi, Fix. Podle (1.1-4) plati F = 0x/0X, kde X je polohovy vektor
v néjaké pevné zvolené referencni konfiguraci. A praveé slovo pevné je klicové. V takovém piipadé totiz
plati X = X a tato relace je nezavisla na case. X je zmraZeno v Case, tudiz inertni vici vzajemnému
pohybu soustav. Dva pozorovatelé O a O tedy vidi deformaéni gradient F a F podle pravidel:
F=0%/0X a F =0x/dX . Protoze pro # plati (IL.1) dostavame (IL9).

. - ox,
=2 -QZ -QF Fo=o= Q35 = Ak (IL9)
K

K

Deformacni gradient, jakoZto tenzor druhého Fadu, se pii prechodu od O k O ve své zmraZené
(materialové) slozce viibec netransformuje a v prostorové slozce se transformuje jako objektivni
vektor. Z toho usuzujeme, ze F je objektivni. Jde o to, Ze rovnici (I1.8) jsme vlastné splnili, nebot ta se
v této situaci redukuje na nutnost transformovat pouze ¢ast vyplyvajici z prostorové (zdeformované)
konfigurace.

Zjevnym dusledkem objektivnosti F jsou nasledujici relace pro pomérnou zménu objemu |, pravy
Cuachytiv—Greeniiv tenzor deformace C, pravy tenzor strecti U, tenzor rotace R vystupujici
v polarnim rozkladu F = RU = vR (R je opét dvoubodovy tenzor jako F)!, levy tenzor strecii v a levy
Cauchytv—Greenuv tenzor deformace b, které ukazuji, Ze jde o objektivni veliciny.

] = det (F) = det (QF) = det (Q) det (F) =1] = ] (IL.10)
é=(f7)Tf?=(QF)TQF=FT Q" QF=F' IF=F F=C (IL11)
U=Jé=Jc=u (IL12)
R=F(0) =QFU" =QR (IL13)
b=F(F) =QF(QF) =QFF Q" =QbQ’ (I114)
ozﬁ(A)'l -~QF(QR) =QFR' Q" =QvQ’ (IL.15)

Pro tenzory deformace E, e a InU a Inv bychom dospéli k témuz zavéru. Pfejdéme nyni k tenzortim
napéti. Ukazeme ze prvni Piolovo-Krichhoffovo napéti P a Cuachyovo napéti o jsou objektivni
tenzory. Totéz samoziejmé plati pro druhé Piolovo-Kirchhoffovo napéti S, které je ale vyjadieno
v materialovém popisu (v referencni konfiguraci) a jiz by mélo byt zjevné, Ze je objektivni ze své
podstaty.

11 F je dvoubodové pravé dik R; je to R, které zprostfedkovava vazbu mezi konfiguracemi, nebot plati: Fix = viRjx= RiLULk.
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Vyjdéme z pfedstavy, Ze (a) vektor ploSné intenzity vnitinich sil £ je objektivni, a (2) objektivni je
i vektor vnéj$i normdly n. Prvni prijimdme proto, Ze t je zaveden nezavisle na pohybu. Druhé je
dusledek objektivity polohovych vektorti. Plati tedy: £=Qta a=Qn.

Pak podle vztahu (1.2-2), t = on, bude ploSnd intenzita vnitfnich sil v prostorové konfiguraci pro
pozorovatele O #=6#. Kdyz nyni dosadime transformovanou intenzitu a normalovy vektor

pozorovatele O, dostdvdme: f=6# < Qt=6Qn < Qon=6Qn< Qon-6Qn=0<(Qo-6Q)n=0s

=©Q0=6Q0s6=Q0Q".12

Objektivnost tenzoru P si uvédomime, kdyz si vzpomeneme na jeho relaci k tenzoru o, (1.2-5)
P = JoF . Takze mtizeme psat (11.16).

-T

P=76F" =]QoQ" (QF) =JQJ'PF Q' (QF) =J/'QP(QF) (QF) =QP  (ILl6)

Nejvétsi potiz je samoziejmé s objektivitou rychlosti. A to ani ne toliko rychlosti deformace, jako
s casovymi derivacemi napéti.

Ukazeme, ze prostorovy gradient rychlosti 1 = 0v/0x objektivnim tenzorem neni a naopak Ze jeho
symetricka ¢ast, prostorovy tenzor rychlosti deformace d = /2(1 +17), objektivni je.?

Pro dukaz neobjektivnosti 1 vyuzijeme vlastnost (I.1-27) 1 = FF'a soucinového pravidla

pro derivovani. M&me tedy 1vidéné pozorovatelem O a 1vidéné O.
1—FF' = % (QF)(QF) " = (QF+QF)F'Q'=QFF'Q'+QFF'Q"'=QQ'+QI1Q"'=Q+Q1Q" (IL17)
Ziejmé tedy 1 # QIQT, jak by vyZadovala objektivnost. Naopak ale plati (II.18), takZe d objektivni je.

2d=1+i" =@ +Q1Q"+(Q+Q1Q") =@+Q1Q"+Q" +(Q1Q") =Q+Q1Q"-0+(Q") (Q1)' =
—Q1Q"+Q1' Q" (IL18)
Pfi dokazovani jsme vyuZili vlastnostiQ()=Q(¢)Q(t) =-@(t)' z pozndmky 7 a asociativnosti

transpozice. Podobné jako neni objektivni 1, 1ze ukazat Ze objektivni neni ani jeho antisymetricka cast
nazyvana tenzor spinu (rychlosti tthlové rotace) 1.1-26. O tom ale az pozdéji.

Materidlové rychlosti deformace E a C jsou samoziejmé objektivni. Ukazme, jak se to ma s E
definovanym v (1.1-28) jako E = F" dF . PFimym dusledkem je objektivita C, protoze C=2E.

o o df = (QF) QdQ" QF=F' Q" QdQ" QF=F" IdIF=F' dF (IL19)

12 Béhem dokazovani jsme vyuzili vlastnosti Q' = Q7.
13 Jde o tenzory zavedené v rovnicich (I.1-25) a (I.1-26) v kapitole Kinematika.
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Objektivni rychlost (objektivni materidlova derivace podle casu). Cela potiz s objektivnosti
materidlovych derivaci pfi pfechodu mezi dvéma pozorovateli spodiva vtom, Ze pfi provadéni
derivace vyrazi (I1.1) a (I1.8) musime na pravé strané pouzit pravidlo souéinu.

f=Qu+Qi T-0TQ +QTQ" +QTO’ (I1.20)

Vysledek neodpovida transforma¢nim pravidlim objektivnich veli¢in: 4=Qa,Y=QYQ". Nyni
popiSeme zpusob konstrukce veliciny, ktera (1) bude vyjadfovat casovou zménu a (2) bude
objektivni. Takovych konstrukci bylo ovSem vymysleno od zacatku 20. stoleti nékolik.

Vyjdeme z vyrazii (IL.20) a budeme hledat, zda v nich neni néjaka ¢ast, kterou by bylo mozno pfepsat

do formy pro objektivni transformaci veliéin.

Nejprve ale dovodme zptlisob transformace tenzoru spinu w (thlové deformacni rychlosti), ¢ili

antisymetrické ¢asti prostorového gradientu rychlosti I (w = 2(1 - 17))4.

2w =i-1" =0+Q1Q"-(@+Q1Q") =@+QIQ"-Q" -(Q1Q") =20+01Q"-(Q") (Q1)' =
2Q+Q1Q"-Q1I'Q" =2Q+Q1Q"-Q(I-2w)Q" =2Q+Q1Q"-Q1Q"+2QwQ" =
=20+20wQ" e w=Q+QwQ’ (I1.21)

Ve vyrazech (11.20) figuruje Q. Pokusime se ho vyjadfit pravé pomoci (I1.21) Vyndsobime-li zprava
findlni vyraz Ww=Q+QwQ'pomoci Q a uZijeme-li vlastnosti Q=QQ", dostaneme
WwQ=00+QwQ' Q= wQ=0Q'Q+Qw & WQ=0+Qw < Q=wQ-Qw. Transpozici a uvédoménim

antisymetri¢nosti, w = - w7, ziskame také vyraz pro derivaci QT. Oboji je shrnuto v (11.22).
Q0=w0Q-Qw Q' =-Q" w+wQ" (11.22)

A nyni prichazi slibena konstrukce objektivni veli¢iny. Dosadme do it = Qu+Qiiz (IL.22a).

ﬁzQu+Qi¢(:>ﬁz(WQ—QW)LHQit@ﬁzWQu—QWtHQu@ﬁzﬂrﬁ—QWtHQu a odtud se

jiz dostaneme k finalnimu vyrazu pro objektivni vektor obsahujici ¢asovou derivaci (I1.23).
w-wii=Qu-Qwu o u-wi=Q(u-wu) (IL.23)

Slibovana objektivni vektorova velic¢ina obsahujici materialovou derivaci podle casu, cili objektivni
rychlost vektoru u#, ma tvar: #—wu . Byva nazyvana, kvuli vyskytu tenzoru spinu, ko-rotacni
rychlost (I1.24).

Co—rot(u)zil—wu (IL.24)

14 Tenzor spinu byl zaveden v kapitole Kinematika vy vyraze (I.1-26). Pozor na zménu znaceni. Nyni je oznacen w, protoze
symbol Q je pouzit pro vyraz Q(t):Q(t)Q(t)T =—Q(t)T . Symbol podle (I.1-26) odpovida nomenklature pouzité v Taber

(2003). Na druhou stranu pouziti w odpovida Holzapfel (2000), ke kterému se autor v budoucich tipravach kapitoly I uchyli.
Prozatim tedy promirite tuto nekonzistenci. Jesté jednou, tenzor spinu w = %5(1 - I7).
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Aplikaci stejného postupu na T= QTQ"+QTQ"+QTQ" (¢ili substituci Qa Q" z (I1.22)) dospéjeme
k tzv. Jaumannové-Zarembové rychlosti tenzoru druhého fadu Jaumann(T) (IL25), ktera spliuje
podminku objektivity T=QTQ" .15

Jaumann(T)=T-wT+Tw (I1.25)

Dalsim zptisobem jak zkonstruovat objektivni vektory a tenzory obsahujici casovou derivaci je tzv.
convected rate. Toto je origindlni termin pouzivany v anglictiné. Znamena tedy Ze tazena/vedena...
Jiny pouzivany termin je Cotterova-Rivlinova rychlost a pro vektory a tenzory druhého radu je

definovana pomoci (I1.26).
Cott—Riv(u)=1+1"u Cott—Riv(T)=T+1" T+T1 (I11.26)

Vsechny takto zkonstruované rychlosti tenzortt druhého fadu lze aplikovat na tenzory napéti a ziskat
tak objektivni tenzory rychlosti napéti. Kromeé vyse zminénych byvaji pro Cuachytv tenzor napéti
casto definovany tzv. Oldroydova Oldr(c), Greenova—-Naghdiho GN(o) a Truesdellova Trues(o)
rychlost napéti.!”

Oldr(6)=6-1oc-01" GN(0)=6-RR"6+0RR"  Trues(c)=6-1o-0cl"+otr(d) (I1.27)

Ukézali jsme, které mechanické veliciny, s nimiz jsme se dosud seznamili, 1ze povazovat za objektivni,
a tudiz jsou vhodné pro konstrukci konstitutivnich rovnic. Princip objektivity ma samoziejmé své
disledky i pro samotny navrh, samu matematickou formu, konstitutivnich rovnic.
O tom se ale zminime az pozdéji.

PRINCIP PRIPUSTNOSTI respektujeme tim, ze navrhujeme konstitutivni rovnice pouze tak, aby jimi
predikované zdvislosti mezi stavovymi veli¢inami nebyly v rozporu sjinymi fyzikalnimi zakony.
V mechanice (resp. termodynamice) kontinua jde pfedevSim o bilanéni rovnice a IL. zakon
termodynamiky. Jako piiklad uvedme skutecnost, Ze kdyZ jsme z bilance momentu hybnosti zjistili,
ze Cauchyuv tenzor napéti je symetricky, musi tuto relaci, i = gj, splfiovat i konstitutivni rovnice.

PRINCIP PAMETI je tvrzeni, které je obdobou principu lokality avSak pfevedeného do ¢asové domény.
Takze jestlize princip lokality fikd, Ze chovani materidlu v néjakém pevné zvoleném bodé jen malo
zavisi na stavovych proménnych mimo okoli tohoto bodu, tak princip paméti fika, ze historicky

15 Gustav Jaumann (1863-1924) byl rakousky fyzik ptlisobici na Némeckém Vysokém Uceni Technickém v Brné v letech 1901 az
1924. Z4k Ernsta Macha. Stanislaw Zaremba (1863-1942) byl polsky matematik (doktorat obhéjil na Sorboné pod vedenim G.
Darbouxe a C.E. Picarda).

16 R.S. Rivlin (1915-2005) byl britsko-americky fyzik a matematik vénujici se studiu matematického popisu mechaniky
eleastomerti ale nejen jich (dale napf. ne-newtonskych kapalin). Vyznamné piispél k rozkvétu nelinearni mechaniky kontinua
ve dvacatém stoleti. Pokud je autorovi zndmo, nikdy nenapsal zddnou soubornou monografii. Nedavno ale Springer vydal
souborné jeho casopisecké prispévky, coz cita témér tfi tisice stran. Byl laureatem Binghamovy, Timosenkovy, von Karmanovy,
a Goodyearovy medaile! Na rozdil od R.S. Rivlina, o jeho spoluautorce Barbare A. Cotterové se autorovi nepodafilo zjistit témér
nic.

17 ].G. Oldroyd (nar. 1921) je britsky matematik vénujici se studiu nelinearni mechaniky zejména s aplikacemi na viskoelastické
kapaliny. P.M. Naghdi (1924 — 1994) byl persko-americky fyzik a inZenyr. Laureat Timosekovy medaile. A.E. Green (1912-1999)
byl britsky matematik zabyvajici se nelinedrni elasticitou anizotropnich materialéi. Neplést sjinym Britem téhoz pfijment,
Georgem Greenem (1793 — 1841), po némz jsou pojmenovany Greenova véta a Greentiv-Lagrangetiv tenzor deformace. A na
zavér prichazi jméno C. Truesdella (1919-2000)
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vzdalené udalosti (hodnoty stavovych proménnych v jinych ¢asovych okamzicich nez je soucasnost),
ovliviuji aktudlni stav materialu méné, nez historicky blizké udélosti.

Tento princip vedl k formulaci zakladnich tfi typti materialii:

materidly bez paméti — odezva nezavisi na historii viibec, ¢ili zavisi pouze na soucasnosti
(napf. pruzné materialy),

materialy s hladkou paméti — odezva zavisi na ¢asovych derivacich stavovych proménnych
(napf. na rychlosti deformace, napéti nebo teploty...)'s,

materidly s vyhasinajici paméti — jako konstitutivni vlastnost je zformulovan zptisob
vyhasinani pameéti, cili je navrZzen néjaky konkrétni matematicky vyraz vystihujici
zapominani. Tyto vyrazy mivaji nejcastéji formu integralti, a tak se hovoifi i o material
integralniho typu.??

I1.3 ZPUSOB FORMULACE KONSTITUTIVNI ROVNICE

Vztahy mezi stavovymi veli¢inami mohou byt explicitni nebo implicitni funkcionalni rovnice typu
(I1.28).

F (p(Y,7),7T(Y,7),x(Y,7),q(Y,7),w(Y,2),n(Y,2),0(Y,7),X)=0 (11.28)

YeB,r<t

(I1.28) t1ka, ze pro vSechny materidlové body X télesa B existuje néjaky vztah mezi hustotou objemu p,
teplotou T, hustotou tepelného toku g, zdeformovanou polohou x(Y) ostatnich bodti télesa, hustotou
volné energie y; hustotou entropie 77, napétim o a polohou jednotlivych materidlovych bodt X, ktery
zavisi na celé historii termodynamickych procest, ¢ili na casech 7 az do soucasnosti f. Formalné
stejnou rovnici bychom mohli napsat i v materialovém popisu.

Implicitni konstitutivni vztah neni nepraktictéjsi zptisob vyjadfeni konstitutivni rovnice. V mnoha
pripadech 1ze rovnici (I1.28) upravit do explicitniho vyjadfeni funkénich zavislosti stavovych velicin,
které podle predpokladi budeme povazovat za zavisle proménné, na stavovych velicinach, které
budeme povazovat za nezavisle proménné. To je varianta, kterou dobfe zname z pruznosti a pevnosti
pro napéti a deformaci. Abychom mohli dospét do tohoto stavu, musime ale aplikovat predpoklady
o Casové lokalité (paméti) a prostorové lokalité (deformaci).

Takze podle predpokladu o prostorové lokalité (o prostorovém omezeni) interakci uvniti télesa
prevedeme zavislost na x(Y) do formy gradientu, Grad(x) = F.20 O takovych materialech hovorime jako
o jednoduchijch materidlech. Jestlize uvazujeme gradienty vyssich faddi, napf. 2Grad(x) = °F = 0F/0X,
mluvime o jednoduchém materidlu druhého ¥ddu.?' Stejny postup aplikujeme i pro T. Zavedeme tak
zavislost na Grad(T),...

18 Truesdell a Noll (1965) hovoti o materialech rychlostniho typu (rate type). Marsik (1999) pouziva zde uvedeny termin, ktery je
odvozen od konstrukce pamétového (¢asového) okoli soucasnosti pomoci nultého (funkéni hodnoty ve stedu, ¢ili soucasnosti)
a prvniho (funkéni hodnoty prvni derivace podle ¢asu) ¢lene Taylorova rozvoje v proménné t.

1% Funkce zapominani byva vétSinou typu e. Konkrétni ukdzku uvedeme pozdéji.

20 Gradient zde vyjadfuje do jaké vzdalenosti od bodu X saha vliv okoli (¢ili vliv bodu Y). Tato metodo je opét odvozena
z predstavy hladkého okoli, ¢ili aproximace pomoci Taylorova rozvoje: x(Y) = x(X) + 0x(X)/0X-dX + ... V takovém pripadé jde

o0 jednoduchy materil prvniho fadu.
21 Takze 2Fik = 0%i/(0Xj0Xk), 3Fixt = 9*xi/(0Xj0Xx0Xr) atd. az do pozadovaného n € N. Pro moznost zdmény potadi derivaci je

nutno predpokladat spojitou diferencovatelnsot az do n. Jde tedy o postup, ktery zapojuje vyssi cleny Taylorova rozvoje podle
predchazejici pozndmky.
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Prijetim pfedpokladu o ¢asové lokalité vlivu historie, napt. ve formé hladké paméti, prevedeme
zavislost na 7 v (IL.28) na zavislosti typu DF/Dt, DT/Dt, Dp/Dt,... Opét mtizeme hladké casové okoli
orzsifit i na vyssi fad uvazovanim vyssich derivaci: D2F/Dt2, D3F/D#, ...

Za téchto (nebo obdobnych — napf. pro pamét) predpokladti jsme casto schopni dospét k explicitni
formé konstitutivni rovnice. Kromé vyse zminéného eliminujeme jesté zavislost na X tim, ze
pfedpoklddame materidlovou homogenitu télesa.

Nebudeme zde podrobné rozebirat velmi bohatou $kalu mozZnosti plynouci zvySe uvedeného
postupu. Omezime se pouze na nékteré specialni varianty, které pro nas budou nejprakti¢téjsi. Uvahy
jesté zjednodusime tim, Ze se nebudeme snazit dospét k univerzalnim rovnicim, platnym pro vSechny
pripustné termodynamické déje, ale vybereme si pouze nékteré.

SHRNUTI

Konstitutivni rovnice jsou ve skutecnosti stavové rovnice. Bez téchto rovnic bychom nebyli schopni
fesit pocatecné okrajové tlohy mechaniky, nebot pocet neznamych funkci by byl vyssi nez pocet
pouzitelnych rovnic. Konstitutivni teorie byva budovdna matematicky z fyzikalné racionalnich
pfedpokladi: I. princip kauzality, II. princip determinismu, III. princip ekvipresence, IV. princip
lokality, V. princip objektivity, VI. princip pfipustnosti, VIL. princip paméti.

Technicky nejdtlezitéjsi jsou princip lokality, ktery urcuje miru ovlivnéni chovani v bodé procesy
probihajicimi v ostatnich bodech, princip paméti, ktery do jaké miry soucasny stav zavisi
na termodynamické minulosti, kone¢né princip objektivity, ktery stanovuje podminky za jakych lze
veli¢inu povazovat za uzitecnou vzhledem k vzajemné se pohybujicim pozorovateltim.

Skalarni, vektorovou a tenzorovou veli¢inu s, # a T = t1®u2®..®u» zaznamenanou pozorovatelem O
povazujeme za objektivni, jestlize pozorovatel O, ktery je viac¢i O v pohybu popsaném

% =Q(t)x+c(t), pozoruje tyto veli¢iny transformované podle nésledujicich pravidel:

§=s i=Qu T=(Qu,)®(Qu,)®..®(Qu,).

Nejdtlezitéjsim vysledkem pfedchozi kapitoly je, Ze tenzorové veli¢iny zformulované v materialovém
popisu jsou vzdy objektivni.
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I1.4 ELASTICITA — MATERIAL BEZ PAMETI PRO
ADIABATICKY, IZOTERMALNI DEJ

Déj nazveme adiabatickym, jestlize nedochdzi k vyméné tepla s okolim. Dé& nazveme izotermalni,
jestlize nedochézi ke zméné teploty. Zdtiraznéme, Ze jde o model reality. JelikoZ nas material nebude
mit zddnou pamét, bude materialova odezva zaviset pouze na soucasném stavu, nikoliv na historii.
V této soucasnosti nebudou deformacni procesy produkovat teplo a materidl ani zadné teplo z okoli
nepfijme (do okoli neodevzda).2 V takovém materialu nebude dochazek k disipaci energie
a vSechny procesy budou vratné. Nazveme ho elasticky materidl.

Za téchto okolnosti nema smysl déle uvazovat veli¢iny T, 7, q, t. Z volné energie nam zbude pouze e,

¢ili hustota vnitini energie.®

I1.4.1 CAUCHYOVSKA ELASTICITA

Jestlize chovani materidlu popiseme explicitni stavovou rovnici (IL29), hovofime o tzv. Cauchyové
elastickém materidalu.?

o=f(F) (I1.29)

Pro hustotu vnitini energie a hustotu objemu zadné dalsi konstitutivni rovnice nezavadime, nebot
jsou jednoznacéné urceny bilanénimi rovnicemi, ve kterych vystupuji oa F.

Princip objektivity na takovou rovnici klade podminku, aby pozorovatelé O a O zaznamenali napéti
o a G, kterd jsou navzajem ve vztahu pro transformaci tenzortt druhého fadu (I1.30).

6=Q0Q" (11.30)

Protoze 6= f(f?):f(QF), musi pro konstitutivni funkci f platit (IL31), kde Q je libovolna vlastni

ortogonalni transformace a F je libovolny deformacni gradient (¢ili nesingularni tenzor 2. faduy).
f(QF)=Qf(F)Q" (IL31)

Pouze konstitutivni funkce f spliujici (II.31) 1ze oznadit za pfipustné.

2 Jde ndam pouze o mechanické déje. Abychom byly tplné presni, musime jesté vyloucit existenci vnitfnich zdroju tepla
indukovanych napf. elektromagnetickym zafenim mimo infracervenou oblast ala mikrovinna trouba.

2 Volnou energii v materidlovém popisu jsme zavedli v (1.3-47) jako y =E-TH .

24 Téz cauchyovské elasticité.
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Samoziejmé neni zadny diivod omezovat se na popis kinematiky okoli pomoci F a napéti pomoci o.
Mtizeme pouzit napt. deformacni tenzory U, C, E, b, e a napétové tenzory S ¢i P. Dostaneme tak, dalsi
zplisoby vyjadfeni (II.29). Takze pro konstitutivni vztahy P = g(F), S = h(C), S = i(E), o = j(b),...
pouzitim predpokladu objektivity ziskame podminky, které musi funkce g, h, i, j splnovat (I1.32).

g(QF)=Qg(F) S=h(C) S=i(E) QoQ' =j(QbQ") (IL.32)

Jak vidno, konstitutivni rovnice v materidlovém popisu nechava piedpoklad objektivity beze
zmény. Jde o to, Ze materialové tenzory S, C a E nejsou ovlivnény relativnim eukleidovskym
pohybem vztaznych soustav. To je nezastupitelna vyhoda materialového popisu.

Uvedme nakonec jedu z nepfipustnych voleb konstitutivni rovnice ve tvaru o = I(E). Tato volba nutné
musi selhat, protoZe pfi transformaci pozorovatele budeme mit: 6 =Qo Q" a soucasné E = E. Takze by
soucasné mélo platit Qo Q" =I(E) i defini¢ni o = I(E). To je mozné splnit pouze tehdy, kdyz Q = L

TakZe takovou rovnici neni mozné objektivné transformovat a jde o nepfipustnou volbu.

11.4.2 IZOTROPNI CAUCHYOVSKY ELASTICKY MATERIAL

Pfima relace mezi tenzorem napéti a deformace, ktera je podstatou Cauchyova pristupu k pruznosti,
znamend, Ze mame k dispozici néjakou funkci j, o které fikdme, Ze jde o tenzorovou funkci jedné

tenzorové proménné.

O funkci j fekneme, Ze je izotropni, jestlize splnuje (I1.33), kde Q je libovolna vlastni ortogonalni
transformace (¢ili libovolna rotace vztazné soustavy).2

QoQ' =j(QbQ") (11.33)

Dtsledkem této definice je skutecnost, ze (prostorovy) levy Cauchyiv—Greentiv tenzor deformace b
v konstitutivni rovnici mtizeme pouZzit pouze pro charakterizaci izotropnich materialti, jinak bychom
dospéli k rozporu s objektivitou naSeho popisu materialu (srovnejte 11.33 a 11.32d).

Ve ctyticatych a padesatych letech 20. stoleti byla vénovana velka pozornost tomu, jak matematicky
reprezentovat pfimé konstitutivni rovnice vyjadfené explicitné (¢ili rovnice typu P = g(F), S = h(C),
S = i(E), o= j(b)). Pfistup prvni volby je, obdobné jako napf. pfi reprezentaci analytickych funkdi,
pomoci polynomu v proménnych F, C, E nebo b.

Pro nasledujici explicitni vyjadfeni se vzil ndzev Rivlinova-Ericksenova véta o reprezentaci,
(I1.34).2728

o=j(b)=q, I+, b+a, b’ (I1.34)

25 Méli bychom dodavat, Ze jde o symetrické tenzory druhého fadu.

2 Rotace vztazné soustavy je zfejmé ekvivalentni rotaci télesa jako tuhého celku!

27 Zde samoziejmé klademe I = b0. O R. S. Rivlinovi jiz byla fec. Jerald LaVerne Ericksen (1924) je americky matematik, nositel
TimoSenkovy a Binghamovy medaile. Béhem své aktivni kariéry se zabyval napi. anizotropnimi kapalinami (tekuté krystaly).

28 Tato formule byva nékdy uzivana v alternativni formé: ¢ =j(b)= 8 I+ 8 b+ B, b . Protoze b2 = Ii(b)b — Io(b)I - I3(b) b-.
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V tomto vyjadfeni povazujeme skalarni koeficienty a (i = 0,1,2) za funkce invariant(i tenzoru b;
ai = ai(li(b), I(b), Is(b)). Pfipomerime si, ze plati:

I(b)=tr(b) =47+ 4%+ 4} L(b)=2(t (b)—tr(b)) = 4’47 + P47 + 4247 L(b)=4°A747  (IL35)

Zde A2 (i=1,2,3) jsou vlastni ¢isla tenzoru b. Z rovnice (I1.34) je tak zjevné, Ze vlastni sméry b a ojsou
stejné, Cili oa b jsou koaxidlni tenzory. Taktéz plati, ze A (i = 1,2,3) jsou vlastni ¢isla tenzora U
a v z polarniho rozkladu deformacniho gradientu F = RU = vR.

Na zavér poznamenejme, ze k rovnici (I1.34) existuje analogie pracujici misto s tenzorem deformace b,
s tenzorem rychlosti deformace d (1.26), d = V2(1 + I7), kde 1 = 0v(x,t)/0x je prostorovy gradient rychlosti.
V takovém ptipadé hovofime o Reiner-Rivlinové kapaliné (prvniho radu).

11.4.3 HYPERELASTICITA — GREENOVA ELASTICITA

Cuachyova metoda charakterizace materidlu je dobfe zndma z linearni pruznosti infinitesimalnich
deformaci, kde se timto zptisobem zavadi zobecnény Hookeliv zakon — ¢ili pfima relace o = ofe).
Tento skolsky postup budi falesny dojem, Ze jde o metodu prvni volby pii hledani konstitutivni
rovnice. Nejde. V nelinearni pruznosti, ktera se snazi vyrovnat s vlastnostmi elastomerd, jenz jsou
bézné schopny vykazovat deformace v fadu jednotek metru na metr (jen si naptiklad predstavte, jak
velké jsou asi deformace pri nafukovani poutového baléonku...), se tato, ve skutecnosti velmi slozits,
metoda pfiliS neuplatnila. Najit Sest nelinedrnich rovnic, které mezi sebou spoji Sest nezavislych slozek
tenzort deformace a mnapéti, tak aby vyhovély nelinearitim (a popfipadé anizotropii)
z experimentalniho pozorovani, neni snadné.

V soucasnosti je vétsina nelinearné pruznych materialt pfi konecnych deformacich charakterizovana
pomoci tzv. Greenova pristupu, ktery se dnes bézné nazyva hyperelasticita. Tento pfistup je zalozen
na existenci potencialové funkce, elasticky potencial, kterou chapeme jako volnou (respektive vnitini)
energii. Jesté presnéji feceno, jde o piirtistek hustoty vnitini energie dik deformaci materidlu — ¢ili
o hustotu deformacni energie. Tato energie je potencidlovou funkci pro napéti, pro intenzitu
vnitinich sil. Jde o skalarni funkci jedné tenzorové proménné (tenzor deformace), ze které slozky
tenzoru napéti ziskdme derivovanim pravé podle tenzoru deformace. Analogii v linearni
(infinitesimalni) pruznosti by bylo, kdybychom fekli, Ze hookeovsky materidl je takovy, jehoz
hustota deformacni energie je tvaru W = %:Ciugiea.®® Slozky tenzoru oj jsou pak urceny jako
gj = OW/0gj = Ciuae3! Samoziejmé, zZe rovnice oj = Ciueun predstavuje zobecnény Hooketv zakon.
Nicméné nevychdzime z ného, nybrz z pfredpokladu existence potencialu W pro oi.

Hyperelasticky materidl. TakZe méjme material, ktery je (1) elasticky® a (2) nesdili a negeneruje se
vném teplo. Zaziva tedy cisté mechanické déje, které jsou vratné. Potom je pfirtistek materidlové
hustoty jeho volné energie Ay  (hustota je tedy definovana vzhledem k jednotkovému

2 Jde tedy o vazkou kapalinu, nebot napéti je zavislé na rychlosti deformace a to nelinedrné (ne-newtonsky). Markus Reiner
(1886 — 1976) byl zidovsky inzenyr narozeny v Rakousku-Uhersku (Bukovina). Po rozpadu monarchie odesel do Palestiny
(Izraele), kde ptisobil na technologickém institutu v Haifé. Zabyval se reologii kapalin a byl jednim z propagatori tohoto
terminu.

3 Tj. hustota deformacni energie je kvadraticka forma slozek tenzoru deformace.

31 Nezapomernime, ze pfes opakujici se indexy je tieba scitat.

32 Cili nic si nepamatuje.
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nezdeformovanému objemu) béhem mechanického déje dan pouze pfirtistkem vnitini energie
pochézejici z prace vnitinich sil, jejiz hustota vykonu je dana jako P:F. JelikoZ viechny uvazované
dé&je jsou vratné, pak podle Clausiovy-Planckovy nerovnosti musi platit (1.3-48, P:F—y—~TH >0)
tvrzeni (I1.36)3.

Pii-y=0 o P2 b0 o [P-2¥%]i5=0 o p=2¥ (IL36)
OF d

Posledni ekvivalence vyplyva ze skutecnosti, Ze Fje nenulové, tudiz rovnost nule nastane pravé

tehdy, kdy? bude P—?)—VI: ~0.

Vyse vymezeny material nazyvame hyperelasticky. Misto o volné energii ¥ vétsinou hovofime
o deformacni energii W. Ay = AE = W, tj. pfirtistek volné energie je skrze prirtistek vnitini energie
a ten je pravé dik deformacni energii. Pro funkci hustoty deformacni energie W(F) v referenc¢ni
(nezdeformované) konfiguraci klademe W(F =1)=0.

W samoziejmé miizeme vyjadfit i jako funkci tenzortt C, E, b,... a dostaneme s nimi konjugované
tenzory napéti podle (1.3-34 Jo:d=P:F=S:E).

Uvazime-li vySe zminénou konstitutivni rovnici Cauchyovského materialu g(F), mtizeme tedy psat:

W W

P=g(F)=2% e (IL37)
iK
W () ow () oW
="g(F)F =] ——F =]'F| ——= - =]'F 11.38
o=]"g(F)F =] —~ T L o, (I1.38)

ProtoZe je hustota energie skalar, je jeji objektivita spInéna, jestlize pozorovatelé O a O zaznamenaji
stejnou hodnotu hustoty energie.®* Cili objektivni konstitutivni rovnice musi spliiovat podminku, Ze

W (F) = W (F) = W(QF) pro viechny vlastni ortogonalni transformace Q.

Bez nutnosti cokoliv ovéfovat se ocitneme tehdy, jestlize budeme uvazovat W v materialovém popisu,
¢ili funkce W(E) = W(C) = W(U). Navic ale plati, Ze Q si mlizeme predstavit jako RT, kde R splnuje
F = RU. Potom ale podminka objektivnosti fika, ze W(F)= W(IE) =W(QF) = W(RTRU) =W(IU)=W(U).
Ditsledkem je skutecnost, ze uloZend deformacni energie viibec nezavisi na rotaci télesa jako tuhého
celku po jeho deformaci.

3 Po delsi dobé se zde objevuje operace dvojteckového soucinu, kterou si miizeme predstavit jako zobecnény skalarni soucin

(¢ili soucet soucint po slozkach) na prostoru realnych Sestic (pro symetrické tenzory) nebo devitic u nesymetrickych (pfedstava

se skalarnim soucinem je samoziejmé smysluplna jen tehdy, kdyz se nasobi vektory ze stejného prostoru). Pfipomenme si, ze

plati: CLUAS PRCLA E, :a—wﬁu L E, +.. +a—WF32 +a—WF33 . Zjevné vyraz w definuje néjaky tenzor druhého fadu s jednim
oF oF, oF, ' 9F, F, = 9E, oF

indexem malym a jednim velkym.

3 Je tieba ale rozliSovat mezi hustotou energie v materidlovém popisu (vzhledem kjednotce nezdeformovaného objemu)

a hustotou energie v prostorovém popisu (vzhledem ke zdeformovanému objemu). Z bilance hmotnosti v uzavieném systému
plyne, Ze je tfeba transformovat pomoci |, kde | = v/V, protoze dmo = dm < pV =pv < p = V/v-po = J1. po. Toto plati pro
vSechny objemové hustoty. Takze napriklad pro hustotu vnitfni energie mame e = J-'E.
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Dik vzajemnym relacim mezi tenzory E, C a U (E = ¥(C - I), C = U?) a transformacnim vztahtim
pro napéti (P =FS, o= J"FSFT), miZeme psat nasledujici vyrazy.

IW(E) oW (C) oW oW
5=73F ~*Tac w=3p = %3C (1L.39)

AB AB

oW (C
P=2 F% P, =2F, aacw (I1.40)
AB
oW (E
o=]J" F%FT o,=]"'F, ;E—W s (IL.41)
AB

Pokud jde o prostorové tenzory deformace, nebyva formulace pomoci nich piili§ obvykla. Napiiklad
pro tenzor b jako proménnou v materidlové (Cili definované pres jednotkovy objem v referencni
konfiguraci!) hustoté deformacni energie W plati (I1.42). Dtikaz tohoto tvrzeni 1ze najit v Bonet a Wood
(1997) na s. 8 kapitoly 5.4.2.

aW(b) oW
c=2]"b—~ o.=2]"b, — 11.42
JTb— S (I142)
Dtkaz je  zaloZzen na  téchto  faktech: (1) b = FF'+FF' = 1FF'+FF'l" = 1b+bl",

(2) W=(dy(b)/ab):b=2((dy(b)/ab)b):1, a (3) oa l tvoii konjugoavny pér vzhledem k prostorové

hustoté vykonu. Cili materidlové pak plati J'W =o:1.

I1.4.4 IZOTROPNI HYPERELASTIKCY MATERIAL

Jiz z pruznosti a pevnosti je nam znamo, Ze materialy rozdélujeme podle jejich odezvy na izotropni
a anizotropni. Prvni o materialu fikame, jestlize jeho chovani (zaznamenané napéti pfi néjakém stavu
deformace) nezavisi na orientaci soufadnicového systému. Cili pootoeni materidlu (nebo pootoceni
soufadnicového systému) pfed experimentem vede ke zméné tenzoru napéti presné podle
transformacniho pravidla pro otoceni soufadnicového systému. Jestlize Q je matice ortogonalni
transformace znamenajici natoceni soufadnicové soustavy O do soustavy O’, pak tenzory napéti
v téchto soustavach jsou ve vztahu ¢’ = QoQ".

Mame-li ale chovani materialu zaloZeno na skalarni funkci tenzorové proménné W(C), projevi se
izotropie materidlu tim, Ze se rotaci pfedchazejici deformaci W viibec nezméni, W’ = W. Rikame, ze
u izotropniho materidlu je W invariantni viici rotaci soufadnicového systému.

Zcela obecné fikame, Ze néjaka skalarni funkce tenzorové proménné C je izotropni, pravé kdyz pii
rotaci soufadnicového systému plati W = W, ¢ili (I1.43) pro vSechny pripustné C a pro vsechny
rotace Q.

W(C)=w(QCQ") (IL43)
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Jestlize mame rotovany soufadnicovy systém O, dospéjeme v ném rotaci Q k F = FQT.3 Pro hustotu
deformacni energie zalozenou na C mame W' = W(C’) = W(F'TF’) = W((FQT)TFQT) = W(QFTFQT) =
W(QCQT). Nyni je tedy zfejmé, Ze rovnice (11.43) vyjadfuje rovnost W = W. Platnost tohoto vztahu
bude samoziejmé zaviset na konkrétni matematické formé vyrazu pro W.

O materialech, pro které existuje vlastni ortogonalni transformace Q takova, ze W’ # W, fikame, ze
jsou anizotropni.

Ze neobdrzime vzdy stejnou energii, by mélo byt zjevné ztéto uvahy. Predstavujme si kvadr
z materidlu vyztuzeného vlakny tak jemnymi a tak husté rozlozenymi, Ze mtizeme matrici i vyztuhu
v kazdém bodé povazovat za homogenni. Pak ptijde o dokonale homogenizovany kompozit, kde
v kazdém bodé kompozitu je matrice i vlakno. Vlakna at vedou jednim smérem. Vlakno je tuzsi nez
matrice, a tAhneme-li tento materidl ve sméru vlaken, musime jisté vynaloZit vic prace (¢ili ulozit
do materidlu vétsi deformacni energii) pro dosazeni néjakého konkrétniho prodlouzeni, nez kdyz to
samé prodlouzeni vyvodime tahem napfi¢ ke sméru vldken. Tdhnout jednou ve sméru vldken
a podruhé napfi¢ sméru vldken znamena kvadr pred deformaci natocit, tj. aplikovat Q. Takovy

material bude zfejmeé anizotropni.

Odbocme nyni trochu do algebry. Uvazujme mnozinu vSech vlastnich ortogonalnich transformaci
Orth* = {Q € Lin; det(Q) = 1 A QQT = I}.3 Tato mnozina s operaci skladani zobrazeni tvoii grupu,
kterou pro jednoduchost oznacujeme stejnym symbolem jako mnozinu samu. Grupa je algebraicka
struktura vytvofena na mnoziné, kde je zaddna binarni operace. Terminem bindrni operace minime
zobrazeni Orth* x Orth* — Orth* (j. operace je uzaviend, vysledkem je vzdy prvek zté samé
mnoziny). Operace musi mit tyto vlastnosti: (1) byt asociativni, (2) musi existovat neutralni prvek, (3)
ke kazdému prvku musi existovat inverzni prvek. UvaZujeme-li o mnoziné vSech vlastnich
ortogonalnich transformaci a operaci skladani zobrazeni, dostavame pfi maticové reprezentaci operaci

nasobeni matic.

(1) nasobeni matic je asociativni, Cili nezavislé na uzavorkovani (tj. (Q3Q2)Q: = Q3(Q2Q1) plati pro
libovolné Qi € Orth* i = 1,2,3). (2) neutralnim prvkem je jednotkova matice I, protoze QI = 1IQ = Q.
Inverznim prvkem ke kazdé Q je QT a to jiz z definice ortogonalni transformace. Takze defini¢ni

vlastnosti grupy jsou v Orth* skutecné splnény.

Kazdy hyperleasticky material 1ze charakterizovat podle néjaké grupy shodnych zobrazeni, ktera
vedou ke splnéni (I1.43). Mluvime potom o grupé symetrii (Cili shodnosti) prislusné pro referencni
konfiguraci daného materialu. JestliZe je materidl izotropni pevna latka, je jeho grupa symetrii (grupa
izotorpie) pravé Orth*. Kazdy pevny material ma néjakou grupu symetrii, ktera je podgrupou grupy
Orth+.%

% Uvédommé si, Ze je zasadni rozdil, zda-li rotujeme po deformaci (v napjatém stavu) tj. QF nebo pfed deformaci, ¢ili
v referenénim stavu, FQT. Nasobeni matic a tenzori neni obecné komutativni! Pofadi vyjadiuje skladani zobrazeni, tenzor,
ktery je nalevo je superponovan na tenzor, ktery je napravo. Je dobré ¢ist zleva doprava stylem Q po F (= QF) a F po QT (=FQT).
3% Tato mnozina neobsahuje ortogonalni transformace, pro které plati det(Q) = -1, ¢ili neobsahuje zrcadleni. Symbolem Lin3
minime mnozinu vSech linedrnich transformaci v E3, ¢ili mnozinu vSech realnych matic 3x3.

% Podgrupa je podmnozina v grupé, kde restrikce grupové operace na danou podmnozinu spliuje definici grupy. Grupa vsech
vlastnich ortogonalnich transformaci, ¢ili Orth+ = {Q € Lin% det(Q) = 1 A QQT = I} = SO(3), je podgrupou v grupé vsech
ortogonalnich transformaci O(3) = {Q € Lin?; det(Q) = +1 A QQT =1}, ktera je opét podgrupou vlastni unimodularni grupy SL(3) =
{Q € Lind det(Q) = 1} a ta je konecné podgrupou v unimodualnrni grupé {Q € Lin? def(Q) = +1}. Zde stoji za zminku, ze
elastické kapaliny byvaji vétsinou zavadény jako materidly, jejichZ grupa symetrii odpovida SL(3). Nejobecnéjsi grupou
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Podrobnéji se o tom zminime pozdéji, ale dodejme, Ze material, ktery ma jeden preferovany smér (cili
material z predchazejiciho pfikladu) nazyvame transverzalné izotropni. To proto, zZe v roviné kolmé
na preferovany smér (smér vlaken) jde vlastné o izotropii. Grupa symetrii takového materialu je {Q €
Orth+; QM = + M}, kdyZz M je jednotkovy vektor preferovaného sméru. Tato grupa se sklada ze vsech
rotaci okolo M a rotaci okolo vektort z roviny kolmé na M, které M pravé prevrati.

Vratme se ale k izotropnimu hyperelastickému materialu. Jestlize je W izotropni funkci C, znamena to,
Ze W je vlastné sama o sobé skalarnim invariantem tenzoru C. Lze ji tedy reprezentovat jako funkci
hlavnich invariantti C nebo vlastnich c¢isel C. Vzhledem k tomu, Ze pro hlavni invarianty C a b plati:
[(C) = Ii(b) = 12 + 12 +422, I2(C) = L(b) = 1242 + 422432 + 4242, [3(C) = I3(b) = L2242, 1ze W taktéz
vyjadrfit ve formé funkce vlastnich ¢éisel — druhych mocnin hlavnich strec.?

Ctenéafi s hlub$im zijmem o mechaniku lze rozhodné doporucit vyklad teorie reprezentace pomoci
invariantd, ktery najde napt. v knihach Truesdell a Noll (1965) s. 20 — 35, Itskov (2007) kap. 6.

Jestlize uvazujeme derivaci W(C) podle C, mizeme ji psat jako (I1.44).

OW(C) _aw al, awal, aw ol
d9C  dl, aC 3L, aC al, aC

(I1.44)

Kromé specifikace konkrétniho zptlisobu zavislosti na invariantech (W = W(I1,I2,13)), o éemz se zminime
pozdéji, je tieba odvodit derivace 0li/0C proi=1,2,3.

Vime ovsem, ze I1 = tr(C) = I:C (1.1-20). Derivuje se tedy Cixdix podle Cix. Takze plati (I1.45).

oI, o
—L-1 —L-5 1145
aC ac, K« (11.45)

IK
Dale plati, ze I» = ¥3(tr3(C) — tr (C?)). Coz nas vede k (I1.46). BéEhem odvozovani je tfeba si uvédomit, Ze
pro symetricky tenzor C plati, Ze stopa jeho druhé mocniny je #(C?) = Cu12 + C222 + Cz32 + 2C122 + 2C232 +
2Cz12. Derivovanim podle slozek Cix tedy dostaneme 2C. Pokud vas matou dvojky u nediagonalnich
¢lenty, tak nezapomerite, Ze je tfeba kazdou tuto slozku rozdélit na IK a KI.

otr(C otr (C? a(I:C?
UL 19 (42 (0)-tr(c?)) = Lanr () r(€) 19 )=tr(C)£—lg=tr(C)l—12C=I1I—C
0C 24dC 2 oC 2 0C oC 2 0C 2
ol
50 =16k ~Cu (I1.46)

IK

Konecné pro 0l3/0C plati (I1.47), coz uvadime bez dtikazu. Ten je mozno najit napi. v Holzapfel (2000)
na s.41.

dl, ddet(C) . oI, 4
Se=3¢ =hC oo = LGk (11.47)
IK

v diskutovaném kontextu je GL(3), general linear, to je grupa vsech invertibilnich matic 3x3. Zde jiz samozfejmé nejde o symetrie
(nejsou zachovany délky a velikosti ihld, tj. determinant pfislusnych matic jiz nemusi byt +1).
3 Myslenka reprezentace pomoci invariantii pochazi od jiz nékolikrat zminéného R.S. Rivlina.
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Uzitim téchto vysledkt: pfejde konstitutivni rovnice vyjaddfena pomoci invariantt do tvaru (I1.48).

5=2W _o|[ W f Wy W W (I1.48)
aC a, ol ) al, A,

Obdobné tivahy mtizeme samoziejmé provést i pro Cauchyovo napéti a tenzor b. Ziskame tak vyrazy
(I1.49) a (IL50). VSechna tfi vyjadieni tvori konkrétni formu Rivlinovy-Ericksenovy reprezentace
uvedené v (IL.34). Dluzno jesté dodat, Ze mezi b2 a b' je mozno transformovat vyrazem:
b2=Iib - b + [zb.

oW W (oW aw). aw
—op bW gyt | Wy [ W Wy, W .49
o=21"b5% ][35313 [afl 1aIJ o, J (11.49)
oW W AW, aW. oW
oy bW ot ||, W W Wy W .50
o=21"b5y ][[Zazz+3aI3J+all "L J (1L.50)

Hustotu deformacni energie je také mozno vyjadfit jako funkci hlavnich stre¢t A1, A2 a s, coz jsou
vlastni ¢isla tenzortit U= C” a v = b* Podminka izotropie se zde projevi symetri¢nosti funkce W, W(4,
A2, As) = W(As, i, A2) = W( Az, A1, 4s) = ... pFes vSechna poradi.

Vyrazy pro slozky hlavnich napéti jsou dany rovnicemi (IL.51).

o =41 371/\1/ S = %3—;\/ P =2—/1W proi=1,2 a3 (zde nescitame!) (11.51)

1 1 1

Pro tenzorovy zapis je vzdy zapotiebi doplnit baze podle pravidla o = omi®ni, S = SiNi®Ni
a P =Pini®Ni. V téchto vyrazech samoziejmé s¢itdme pres opakujici se index, ktery nabyva hodnot 1, 2

a 3. niaNijsou vlastni vektory ve zdeformované a referencni konfiguraci.

I1.4.5 NESTLACITELNY HYPERELASTIKCY MATERIAL

Z experimentl je znamo, Ze eleastomery v urcité oblasti mechanické odezvy ukazuji témeér
nestlacitelné® chovani — tj. mechanické déje probihaji isochoricky. Obdobna vlastnost je casto
prisuzovana mékkym biologickym tkanim (pro velky obsah vody). Implementujeme-li tuto skute¢nost
do vypoctového modelu, mtize dojit k jeho vyznamnému zjednoduseni, nebot se tim omezi pfipustné
kinematiky (trajektorie ve fazovém prostoru deformaci), které materidl miize zazit. Tim padem se
snizi pocet nezavisle proménnych slozek tenzoru deformace. O takovém chovani hovofime jako
o ,omezeném”, v angl. materials with internal constraint. Dals$im pfikladem materialu s kinematickym
omezenim je neprutazny material (inextensible).

Vzdy je ale tfeba volbu takového omezeni fadné ospravedInit na zdkladé pozorovani.

% Vanglictiné se vtomto kontextu pouziva termin incompressible Castéji nez isovolumic nebo  isochoric.
A tak i zde hovofime o nestlacitelnych materialech, ackoliv jde o konstantni objem i za podminek tahové napjatosti.
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Jestlize materidl neméni sviij objem a my urcujeme slozky tenzoru napéti z derivaci hustoty
deformacni energie W, pak je tfeba si uvédomit, Ze slozky hydrostatické napjatosti, ktera by se jinak
podilela na zméné objemu materialu, nelze z W vyderivovat, nebot se na nich zadné prace nekonj,
a tak ve W viibec nejsou.

Tuto skutecnost obchazime tpravou vyrazu pro hustotu deformacni energie o ¢len vystihujici dané
omezeni, ktery je ovSem zpocatku neurcity. Jeho konkrétni hodnota je urcena az béhem feSeni
okrajové tulohy kombinaci rovnic rovnovahy a okrajovych podminek. Metoda, kterou snim
v konstitutivni rovnici pracujeme pfi urcovani napjatosti, odpovida metodé neurcitého Lagrangeova

multiplikatoru.

Uvazujeme nyni hustotu deformacni energie v modifikovaném tvaru (II.52).
W=W(F)-p(]-1) kdyz ] =1 (I1.52)
Aplikaci P = 0W/OF dostaneme (I1.53)%.

P_a_W_BW(F)_ i(_)_aw(F)_ 9 OW(F)
“9F  oF 'oF “oF T9F  oF

—p]F " (I53)

Béhem derivovani jsme p povazovali za konstantu, tak jako v Lagrangeové metodé. Kdyz dosadime za
J, mame (I1.54).

oW (F)
P= -pF”’ 11.54
5 P (IL.54)

Transformaci proménnych deformacnich tenzorti mezi sebou a aplikaci deformacniho gradientu
podle (1.2-5 a 1.2-9) dospéjeme k nasledujicim relacim.

oW (E § w(C
s:J— (2B+1)" =2 ( )—pC*1 (IL.55)
oE 0C
oW (F) oW (b)
=———F -pl=2b————plI 11.56
7 oF 7 ob | (150)

Pro tplnost uvedme analogie k (I1.54 — 56) ve formé hlavnich stre¢t a napéti.

6.:,1.8—W—p p,:a_w_ﬁ p:la_w_ﬁ
i 3 a /l’v i a 2« 2« 1 /li a /l,' ;Liz

1 1

proi = 1,2,3 (nescitat pres i) (I.57)

Podminku nestlacitelnosti pak piSeme ve tvaru | = Lideds =1.

40 Protoze | = det(F), opét se zde objevi vyraz typu ddet(A)/0A. Pfipominame, Ze plati ddet(A)/0A = det(A)AT pro vSechna
nesingularni A.
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Tvar konstitutivni rovnice pro nestlacitelny material je mozno odvodit i z jiné tvahy. Vratme se nyni
kbilanci vykonu z Clausiovy-Planckovy nerovnosti (v tomto pfipadé ovSem rovnosti, 1.3-48,
P:F-y—-TH >0, resp. tvrzeni I1.36).

P:Fy=0 o P:F—z—V;:on (IL58)

Pripustné jsou ale pouze kinematiky spliujici | = 1. Materialovou ¢asovou derivaci této podminky
dostaneme (I1.59), tvrzeni (1.1-31).

j=JFT:F=0 (IL59)

Porovnanim obou téchto vyrazii dostaneme (I1.60).

O AN e P i-2Y b JFT i E=0 (IL60)
oF oF
Nyni by se chtélo vytknout F na pravou stranu a ziskat vyraz typu ( ):F=0. JenZe to neni

mozné, nebof bychom v zavorce obdrzeli fyzikdlné nekonzistentni vyraz porovnavajici napéti
a deformace, P-Jy/o0F-]JF'. TakZe zavedeni p muzeme interpretovat jako konstantu umeérnosti
zajistujici, aby po (formalnim) matematickém vytknuti nabyl vyraz i fyzikalniho smyslu.

Celou véc si dokonce mutZeme predstavit jeSté dalsim zptsobem. Jestlize interpretujeme
dvojteckovy soucin jako skaldarni soucin na uspofadanych deviticich (kdybychom uvazovali
symetrické trezory, pak Sesticich), tak zjistujeme, Ze zde mame dva vektory, P-dy/dF a JF', které
jsou oba ,kolmé” k F (presnéji feceno k nadroviné pfipustnych F), nebot plati (I1.58 a 59). Kdyby byly
oba ze stejného vektorového prostoru, fekli bychom, Ze jsou to rovnobézné vektory. Takto se omezime
na konstatovani, ze musi byt sobé navzajem ameérné. p hraje opét roli konstanty iimérnosti s tim, ze
pro konzistenci s pfedchozim uvazujeme -1-p:

P-oy/dF—(-1p)JF ' =0.

Nakonec dosadime | =1 a ziskame stejny vyraz jako v (IL.54).

I1.4.5 MODELY PRO IZOTROPNI W

Za poslednich sedmdesat let byla navrZena celd fada konkrétnich matematickych vyrazt, které jsou
vice ¢i méné vhodnymi modely W. Zminime se zde jen o nékolika nejbéznéjsich. Lze je rozdélit,
ackoliv ne zcela presné a ne zcela disjunkiné, do ¢ty zakladnich skupin:

(a) polynomialni funkce invariantti tenzoru deformace

(b) modely zaloZené na strecich

(c) modely odvoditelné ze statistické mechaniky polymert

(d) modely s transcendentnimi funkcemi.
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Nejednodussim modelem pro oblast konecnych deformaci je tzv. Saint-Venanttv-Kirchhoffiiv
material popsany hustotou deformacni energie (II.61a) a z ni odvozenou konstitutivni rovnici (I1.61b).
Jde o pfimé rozsifeni pfedstav linedrni odezvy z oblasti infinitesimalnich deformaci na konecéné
deformace.

W =§trz (E)+utr (E?) S=Atr (E)I+24E (IL61)

Parametry A4 a £ nazyvame Laméovy konstanty a lze je vyjadrit pomoci Youngova modulu pruznosti
Ey a Poissonova ¢isla vjako: 4= EvV/[(1 + V(1 - 2v)] a 4 = Ev/[2(1 + V)] Zel tento model nevystihuje
materialovou odezvu v tlakové oblasti napjatosti tak, jak by ji bylo racionalni ocekavat. Produkuje
existenci lokdlniho minima pfi stlacovani pifimého prizmatického prutu (kdyz je pohyb popsan
piedpisem x = 41X, pak kriticka je hodnota 4 = V(1/3)). Navic ve stejné tloze pro & — 0* se napéti
v ose bude blizit 0. Pfesvédcte se sami o této zavadé. Tuto zavadu Ize odstranit modifikaci na tvar
zavislosti: W= &/2(In(])?) + utr(E?), kde xje materialovy parametr.

Zakladnim modelem zaloZenym na invariantech je tzv. neo—hookeovsky material popsany pomoci
(I1.62).

(1,-3) (IL.62)

=
Il
N =

Jeho vyhodou je, ze ackoliv forma (I1.62) budi dojem cisté fenomenologie, je odvoditelny ze predstavy
o entropickém chovani*' polymernich fetézci za pfedpokladu gaussovského rozdéleni hustoty
pravdépodobnosti poloh koncovych bodt fetézcti pti jejich deformaci. Cili 1ze ho odvodit z — byt
elementarnich, a tak nedokonalych — pfedstav o chovani hmoty s uvaZovanim jeji struktury.

Pro¢ se v rovnici (I1.62) odecita trojka je zfejmé, kdyz uvazime fakt, ze v referencni konfiguraci jsou
hlavni strece rovny 1, a tak [ = 212 + 12 + A2 = 3. Parametr # ma rozmér hustoty energie, Cili Pa,
a interpretujeme ho jako pocate¢ni (mini se v oblasti infinitesimalnich deformaci) smykovy modul —
obdobné jako u (IL.61).

Je tfeba upozornit, Ze tento model je az prili§ primitivni, a tak jeho predpovédi mimo rozsah
infinitesimalnich deformaci nebyvaji vétsinou ve shodé s pozorovanim.

Zobecnénim W na funkci I a I» a pouzitim polynomidlniho rozvoje dostaneme hustoty energie tzv.
rivlinovského typu, které mtizeme psat ve formé (I1.63).

4 Nebudeme na tomto misté zabihat do detaild, ale zakladni pfedstava o entropické elasticité je zaloZena na intuitivnim faktu,
ze deformaci dochazi ke snizovani entropie, ili ke zvysovani miry uspofadani vnitfni struktury materidlu. Pfevazné na tomto
fenoménu je zalozena elastickd odezva eleastomerti. Toto chovani je v protikladu k energetické elasticité znamé z nauky
o kovech, kde podstatou je nutnost vynalozit energii na pfekonani soudrznych sil vazeb krystalové miiZze. Mostem mezi témito
deformacnimi mechanizmy je volna energie, do které prispivaji jak vnitini energie (deformacni energie prijata vychylenim se
z rovnovaznych poloh danych vazbami krystalové mfize), tak entropie (pochazejici ze zmény charakteru uspofadani). Ackoliv
se ani eleastomery nedeformuji Cisté entropicky, prispévek od vnitini energie je casto mozné zanedbat proti prispévku
od zmény entropie. Jako zakladni pouceni 1ze doporucit kap. 7 v Holzapfel (2000). Zvidavéjsiho ctenate je ale nutno odkazat ke
klasické monografii L.R.G. Treloara (2005) The physics of rubber elasticity.
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w=Y c,(1,-3) (1,-3) +iDq (J-1"  m,neN (IL63)

i=1,k=1 q=1

V rovnici (I.63) jsou Cik a Dy materidlové parametry, kde D, vystihuji objemovou stlacitelnost.
Specidlni variantou (I1.63) je tzv. Mooneytv—Rivliniv model (IL.64, uvedeno bez clenu

pro objemovou zménu).*
W=C, (I, -3)+C, (I, -3) (IL64)

Jestlize uvazujeme v (I1.63) zavislost pouze na I byva tento model nazyvan Yeohuv.

Blatziiv a Kotv (Blatz a Ko, 1962) model je prikladem nepolynomidlniho tvaru W (IL.65).

I
W= %(I—u 2,1, —5] (IL65)
3

Valanis a Landel (1967) navrhli modelovat W pfimo jako funkci (hlavnich) strect,
W = w(h) + w(A) + w(A). Tuto myslenku v roce 1972 zobecnil R.W. Ogden* (Ogdentiv model)
ve svém, velmi uspésném, modelu (IL.66); o a g jsou materidlové parametry. Ten totiz jako svij
specialni pfipad pokryva neo-hookevosky (N =1, a=2) a Mooney-Rivlintiv (N =2, a1 = 2, o = -2)
model.

wosh

S (A e a2 (IL.66)
1@,

Charakteristickym rysem mechanické odezvy makromolekularnich materiald je, Ze od urcité irovné
protaZeni vykazuji vyznamné kinematické zpevnéni (v anglictiné se hovofi o large strain stiffening).
Z ptedstav o ne-gaussovském rozlozeni poloh koncovych bodt polymernich fetézcti pri deformaci
pak jsou odvozovany modely, jeZ byvaji souhrnné oznacovany jako modely s omezenou (nékdy téz
limitovanou nebo konecnou) protaZitelnosti fetézce — limiting chain extensibility. Jednim z nejznaméjsi je
model Arrudaové a Boyceové (1998)*. V rovnici (II.67) uvadime jeho fenomenologickou aproximaci.
Dal$im casto pouzivanym pfedstavitelem je Gentiiv model® (1996), rovnice (IL68).

Arruda-Boyce

1 1 11 19 519
W=C, 5(11—3)+20/12 (17 -9) —(13_27)+W(13_81)+W(115_243) (IL.67)

4 Navrzeny v roce 1940 Melvinem Mooneyem a pozdéji (1948) R.S. Rivlinem. M. Mooney (1893-1968) byl americky fyzik
a reolog, prvni nositel Binghamovy medaile.

4 R.W. Ogden je profesorem University of Glasgow, http://www.maths.gla.ac.uk/~rwo/
http://scholar.google.com/citations?user=vEqSLKUAAA AJ&hl=en

4 Ellen M. Arruda je profesorkou University of Michigan v Ann Arboru, http://sitemaker.umich.edu/arruda/home https://me-
web?2.engin.umich.edu/pub/directory/bio?unigname=arruda. Mary C. Boyce je profesorkou a v soudasnosti feditelkou Ustavu
strojniho inzenyrstvi na Massachusetts Institute of  Technology, http://meche.mit.edu/people/?id=11
http://web.mit.edu/pie/commission/boyce.html.

4 Alan Neville Gent (1927-2012) byl britsky inzenyr zabyvajici se fyzikou polymert. V poslednich letech ptisobil na University
of Akron v Ohiu. http://www.legacy.com/obituaries/ohio/obituary.aspx?pid=160176152#fbLoggedOut
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Gent

N 1n(1—11_3J (IL68)
2 ]

V rovnici (IL.67) je Ci1 parametr s rozmérem hustoty energie a Ax je parametr vyjadfujici maximalni
stre¢. V Gentové modelu je 4 pocatecni smykovy modul (napétovy parametr) a Jn je opét parametr
maximalni priitaznosti. Pokud [ — e pak Weent = 14/2- (I — 3) Cili Wico-Hooke.

Poslednim prikladem, ktery uvedeme, je hustota deformacni energie fungovského typu. Y.C. Fung*,
bez nadsazky otec moderni biomechaniky, v Sedesatych letech dvacatého stoleti ztahovych
experimentd na kizi (a dalSich tkanich) odvodil, Ze modul pruznosti by mél byt linedrné timérny
mechanickému napéti - Ev = aoc + b. Coz ho piivedlo k diferencidlni rovnici typu
do(&)/de = ao(€) + b. Obecné feSeni této rovnice bude mit exponencidlni tvar zavislosti mezi napétim
a deformaci. To dalo vzniknout celé rodiné elastickych potencialt, které uvazuji exponencialni
zavislost. Pro izotropni piipad pak miizeme psat (I1.69). Tato konkrétni forma byla navrzena v roce
1972 H. Demirayem?.

w=£ (e ) (IL.69)

Zde pje napétovy parametr (hustota energie) a oje kladné redlné ¢islo.

I1.4.5 PREDPOVEDI HYPERELASTICKYCH IZOTROPNICH MODELU

Nyni si na pfikladu ukazeme, jaké chovani vlastné vyse zminéné modely pfedpovidaji. Budeme
simulovat jednoosy tah (P.I.1.7). Vyuzijeme k tomu popis kinematiky, ktery jsme odvodili jiz dfive
v ptikladech kapitoly I.1.

Priklady.

PIL.1 Porovnejme mezi sebou predpovédi pro (homogenni) jednoosou tahovou napjatost modeli (I1.62, 64, 68
a 69).

Takze budeme predpokladat, Ze material je (1) izotropni, (2) nestlacitelny, (3) hyperelasticky. Kinematika necht
odpovida situaci v P.I1.1.7, resp. P.I.1.1 j.:

x, =A4X, x, =4X, X, =4X.
Konstitutivni rovnici budeme podle (I1.56) psat ve tvaru:

oW (F)
=———F-pL
7 %F 7

4 Yuan—-Cheng Fung (1919) je jednim ze zakladatelti moderniho bioinZenyrstvi, emeritni profesor University of California San
Diego. Je autorem nékolika vyznamnych monografii na téma biomechaniky.
http://www jacobsschool.ucsd.edu/faculty/faculty bios/index.sfe?fmp recid=21

4 Hilmi Demiray (1942) je turecky matematik, ktery se mj. zabyva Sifenim mechanickych vIin v krevnich cévach.
http://www.isikun.edu.tr/i/cv/fen-edebiyat-fakultesi/hilmi-demiray/hilmi-demiray-eng.pdf
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Rozepsani do slozek dostavame:

ow

J
0, 0, Oy aﬁ}
0, O0n Oxp|= A,
O3 Oy Oy BV\;

A,

oW

4,

e)1%

e

oW

o,

1%

9,

oW

o,

W

a4,

II. Konstitutivni teorie

Ay Ay %1
ﬂ‘lz /122 2 |
113 ’123 133

S O =
o = O
—_ o O

Deformacni gradient F (F = 0x/0X) bude mit tvar:

Ay Ay Ay
F=|4, 4,

Ay Ay As) |0

A 0
Ay |=|0 4 O

0

0 4

Dosazenim do konstitutivni rovnice dojde ke zjednoduseni na:

51%%

0
0, O Op aj/‘l\}
Oy Op Oxn|= 3 /12
O3 Oy Ogy aV\/l

a4,

218711—!7

oW

A,

W

o,

oW

o,

=4

oW

a4,

oW

iy

e)i%

a4,

7‘!’
I,

A4 0 0 100

0 4 0]|-p|0 1 0}, cozve slozkach rozepiseme jako:

0 0 4, 0 0 1
514
O3 1381 - 0,=0,;=0,=0.

Zjevné ale plati, Ze nenulové strece jsou pravé hlavni a bude-li vnich vyjadfeno i W, upravime tak

i zapis konstitutivni rovnice. Navic nenulovd jsou pouze normalova napéti, tudiz i ta budou hlavni.

A tak nakonec piSeme rovnice v tomto tvaru:

%J—P

%@—P

%*-P

Nyni dosadime do vyrazii pro W hlavni strece:

neo—Hooke

4,
WGmf = —Zln(l

(%+%+%

3)

BrEE-3

]m

Derivacemi obdrzime napéti:

neo-Hooke:

Mooney-Rivlin:

o, :/M‘lz_p

0, = 2C10/112 +2C01 1 (/12 +/13)

o, = 2C10122 + Zcolﬂ'z2 (212 + /1'32 ) -

|

WMonm’_x/fRisziu = ClO (2‘12 + ﬂ‘lz + 2’32 - 3) + C[Jl (ﬂ‘IZZQ2 + ﬂ;ﬂ; + ﬂ;ﬂ‘lz - 3)
_ L ea(ﬂfh{f%f%] 1
Demiray 20 :
0'2:;1222—;7 63=ﬂﬂ;—p

0; = 2Cw/132 + 2C01ﬂ'32 (212 +lzz)_p
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M, A M A uj A2
Gent: o =——"1—— o =—"1"m2 o =—"wls
' ]m_(Il_B) p ’ ]m_(Il_?’) p ’ ]m_(Il_B) p

26"(11’3) _ 2 ,a(l,-3) 2 a(1;-3)

Demiray: o, = 1 p o, = ule -p o, = Uhe -p

Multiplikator p je tfeba urcit z okrajové podminky pro kazdy konstitutivni model zvlast! Jestlize jsme v situaci
jednoosé napjatosti, miizeme pouzit napt. o3 =0.

neo-Hooke: p=pA,
Mooney-Rivlin: p=2C, A +2C, A (ﬂf + 222) ,
2
Gent: p= _ A ,
]m - (Il - 3)
Demiray: p=u 204073

Konstitutivni rovnice nabudou tvar:

neo-Hooke: 0, = pA - uk? 0, = uA; — pA; 0,=0
Mooney-Rivlin:

o, = zclo/llz + 2Cmﬂf (/7'22 + /132)_ 2C10/132 - 2Cm/132 (212 + /122) 0, = zcmﬂzz + 2C01/7'22 (212 + /132)_ 2C10/132 - 2Cm/132 (212 + /122) 0,=0

2 2 2 12
Gent: 0-1 — ﬂ]mﬂ‘l _ ﬂ]mﬂ? 62 — ﬂ]mﬂ'z _ /u]m 3 0.3 =0
]m_(ll_?)) ]m_(ll_?)) ]m_(ll_?)) ]nt_(11_3)
Demiray: o, = p2e™ ") — pp2e ) 0, = uA2e" ) - ppze 0,=0.

Rovnice se jesté zjednodusi, uvazime-li kinematické omezeni 14245 = 1 (nestlacitelnsot) a soucasné fakt, ze pricné
zuzeni u  izotorpntho  materidlu  musi  spliiovat A = A Kombinaci  dostavame

Qo= M. =1NA.

Konecné tvary zavislosti mezi napétim a strecem pro jediné nenulové napéti o1 jsou nasledujici:

1 1 1
O-nm—Hookz' = Iu(/’i‘l2 - ﬂ«lj O-MooanyfRivlin = 2C10 (/112 - ﬂ«lj + 2C01 [ﬂ‘l - /112]

_ lu]m 3 _ _ 0{/112 +%73J 2 _ l
OGent = /11]"1 + 3/11 _/113 _2 (ﬂ‘l 1) O-Demimy = pue (/11 ﬂjj

Je zjevné, Ze neo-hookeovsky a Mooneytv-Rivliniv model zavisi na parametrech linedrné naopak Gentiiv
a Demiraytv nelinearné. Na nasledujicich obrazcich jsou pfedpovédi modelti pro nékteré hodnoty parametrti.
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Normované o, [-] o, [podle jednotky x]
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Obrazek I1.2. Vlevo: Pribéh napéti o1 pro neo-hookeovsky, Mooenytiv-Rivlintiv, Genttiv a Demiraytiv model pfi
jednotkové volbé parametrti (¢ = Cio = Co1 = Jm = o= 1). Rozdily mezi kfivkami pochazi pouze z rozdilnych
funkénich zavislosti. Vpravo: neo-hookeovsky model pro ¢=1, 10 a 100.
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Obrazek I1.3. Vievo: Priibéh napéti a1 pro Gentttv model s /» =1, 2, 10 a 0.5 (= 1). Logaritmicka funkce hustoty
deformacni energie vede po derivaci na racionalni funkci, grafy jsou tedy obecné hyperboly. Rust je tim
strméjsi, ¢im mensi je parametr . Pfipustné deformace jsou v tomto modelu omezeny, nebot jak W, tak

vyrazy pro napéti, pro urcitou hodnotu 4 rostou nade vSechny meze. Za timto bodem se obrati trend napéti

(z rostouci funkce strece na klesajici). Protoze rovnice pro napéti je: o, =/, (4 -1)/ (4], +34 -4 -2), je

poloha tohoto bodu urcena fesenimi rovnice 4], +34 -4’ -2=0. Vpravo: Priibéh napéti pro exponencialni
model, ktery ukazuje, Ze ¢im je parametr a vyssi, tim strméji stoupa napéti s rostouci deformaci. Exponencialni
model neklade Zadné podminky na pfipustné strece — pro vSechna realna cisla je hodnota napéti i energie
realnym cislem. Toto je principialni rozdil mezi obéma modely, ktery je pfitomen, ackoliv samotné kiivky
vypadaji velmi podobné.
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I1.4.5 INVARIANTY PRO ANIZOTROPNI MATERIAL

Vétsinu mékkych biologickych tkani (pro nas jsou zde nejdtlezitéjsi cévy — tepny a zily —, ale plati to
i pro srdce, chlopné, kryci blany jako je osrdecnik, a nakonec i {asti jinych soustav jako jsou
chrupavky, slachy vazy, kiize,..) nelze uspokojivé modelovat jako izotropni materidly. Béhem
ristové periody vnich dojde k vytvoreni orientované fibrilarni struktury (zaloZené nejCastéji na
kolagennich a elastinovych sitich). Makroskopicka mechanickd odezva pak samozfejmé zavisi na

sméru zatizeni.

Probereme dvé tfidy anizotropniho chovani odpovidajici (modelové) homogennimu vyztuZeni
vlakny*: (1) materidl sjednim preferovanym smérem (tzv. transverzalni izotropie), (2) materidl se
dvéma (mechanicky ekvivalentnimi) preferovanymi sméry (tzv. lokalni ortotropie).

Obdobné jako v pfipadé izotropnich materiali je dnes bézné formulovat konstitutivni rovnici pomoci
invariantd. Ukazeme, Ze chapeme-li anizotropii jako existenci preferovanych smérti v kontinuu,
existuji pfi deformaci materidlu kromé hlavnich invariantti tenzoru deformace jesté dalsi invarainty
vztazené k tomuto preferovanému smeéru.

Transverzdlné izotropni materidl. Zvazme situaci na Obrazku I14. Cili mé&me téleso (pro
jednoduchost nakreslené ve 2D) v referen¢ni konfiguraci, jehoz body X jsou zaméfeny v kartézském
systému, X = XiE1 + XoE> + XsEs. Materidl télesa necht md jeden preferovany smér v referencni
konfiguraci od osy X1 sklonén pod tthlem f. Miizeme ho charakterizovat vektorem M = (cos(p),sin(f),
0) = cos(B)E1 + sin(B)Ez + OEs. Pfedpokladavejme, ze t€leso prejde z referencni konfigurace do néjaké
zdeformované konfigurace, kde je vystaveno podminkam homogenni jednoosé tahové napjatosti
a homogenni trojosé deformace. Ta necht je popsana pomoci F = diag(41, A, 4s).

I B o
-A\ e, =(0,1,0)

/b
E=E0)

Referencni Q(0) Zdeformovana Q(t)

Obrazek I1.4. Vlevo: referencni konfigurace materialu s jednim preferovanym smérem. Vpravo: zdeformovana
konfigurace. Preferovany smér je pfi zadané kinematice po deformaci vidét pod tthlem

ﬁ':arctan((lz/ﬂi)cotan(ﬂ)) .

4 Souslovi vyztuzeni vldkny zde pouzivame jen jako ndzornou pomiicku pro odtivodnéni vzniku anizotropniho chovani. Samo
0 sobé toto souslovi patii do teorie kompozitnich materiald, cili vicefazového kontinua. Pro nds to ale znamena, Ze v kazdém
misté kontinua se nachazi jak (orientovana) vlaknita slozka, tak slozka matrice, ktera tvori pojivo pro vlakna. Na rozmérové
Skale charakterizované dX ale nedokazeme tyto dvé slozky oddélit a tvofi homogenni kontinuum.
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V této kinematice se vektor M pfevede na zdeformovany (jiz nenormovany) vektor m podle pravidla:

A 0 0)fcospB) (A4 cosp
m=FM=|0 A4 0| sing|=|Asing|.

0 0 4l 0 0
A, cos 3
Pro jeho druhou mocninu plati m*> =m-m=(4, cos B A, sinf 0)| 4, sin B |= A cos’ S+ 1] sin’ j3.
0

To je skalar a jak jsme vidéli pfi rozboru objektivity, jde o vhodného kandidata na proménnou
v konstitutivni rovnici. Plati totiZ: m’ =m-m=(FM)-(FM)=(MF")-(FM)=M(F'FM)=M(CM), kde je
tento skaldr vyjadfen cisté v materidlovém popisu. Veli¢inu m? interpretujeme geometricky jako
kvadrat strece Auv, ktery kinematika deformace popsana F zptlisobi v preferovaném sméru kontinua; m?
= A2 Ke stejnému vysledku bychom dospéli i uvazovanim obecného F se vSemi deviti nenulovymi

slozkami.

Ziejmé m? vytvari dalsi invariant v pritbéhu deformace. Pokud to zfejmé neni, tak uvazme, Ze
natoceni soufadnicové soustavy pred deformaci F znamena aplikaci rotace Q podle pravidla F" = FQT.
Rotace Q ptisobi ovsem i na vektor M a to podle pravidla M" = QM. Takze deformace sama vede
k vektoru m’ podle rovnice m" = F'M'. Pro natodeny zdeformovany vektor tedy dostavame:

m’-m’ = (F'M’)-(FM’) = (FQ'QM)-(FQ"QM) = (FIM)- (FIM) = (EM)-(EM) = m-m.

tenzorovou veli¢inu M definovanou jako tenzorovy sou¢in M®M (I1.70, I1.71). Nazveme ji tenzor

orientace. Téz ji muzeme Tikat strukturalni tenzor prislusny smeéru M.

MlMl MlMZ M1M3
M=M®M=(M, M, M,)®M, M, M,)=|MM, MM, M,M, (IL.70)
M3M1 M3M2 M13M3

M=M_,E ®E, + M,E, ®F, +..+ M,E, ®E, + M ,E, ®F, =

11 12771 32773 3373

.71
M,M,E, ®E, + M,M,E, ®E, +...+ M,M,E, ®E, + M,M,E, ®F, @70

Takze napt. pro vektor M = (cos(f),sin(f), 0) dospéjeme k tenzoru:
cos’ B  sinBcosfB 0

M=|sinfcosf sin® 0].
0 0 0

Pokud to do ted nebylo zfejmé, nyni vidime, Ze tenzor M je symetricky. Pomoci tenzord M a C
muiizeme dospét ke druhé mocniné strece v preferovaném sméru (¢ili k druhé mocniné protazeni

vyztuzného vlakna) jako ke stopé tr(CM), ktera je zaroven rovna C:M.
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V uvaZované situaci jednoho preferovaného sméru tim ale nejsou vycerpany vsechny veliciny
invariantni vzhledem k rotaci soufadnicového systému. Invariantni je téz skaldr definovany jako
tr(C?M) = C:M.#

Takze pro material sjednim preferovanym smérem M, kde deformace je popsana symetrickym
tenzorem C s hlavnimi invarianty [1(C), I2(C) a I5(C), zavadime doplitkové invarianty I4(C,M) = tr(CM)
a Is(C,M) = tr(C2M).

Materidl se dvéma preferovanyymi sméry. Obdobnymi ivahami jako v pfedchozim muzeme dospét
k zavéru, ze v materialu, kde anizotropie vznika dik dvéma preferovanym smértim — oznacme jejich
jednotkové vektory v referencni konfiguraci jako Mi a M: — lze dodefinovat dalsi dopliikové
invarianty, které jsou typu I(C,M1), I[(C,M2) a I(C,M1y,M:). Kromé toho zde bude jesté invariant typu
I(M1,M2), ktery ovsem viibec nebude obsahovat informaci o C a nebude tudiz z hlediska popisu
deformace uzitecny. Tenzory M1 a Mz vytvarime z vektortit M a M2 podle pravidla (I1.70).

Invarianty zavedeme podle nasledujicich pravidel (IL72). Zde C je pravy Cauchytv-Green(iv tenzor
deformace a M1 a M2 jsou symetrické tenzory orientace pro referen¢ni vektory M1 a M2.5

=tr(CM,)=C:M, =M, -(CM,) (IL72)
=tr(C°M,)=C":M, =M, -(C* M,) (1L.73)
CM,)=C:M, =M, (CM,) (IL.74)
CM,)=C":M, =M, -(C’ M,) (I1.75)
,M,,M,)=(M, -M,)M,-(CM,) (IL.76)

Je zifejmé, Zze dvojice invariantti Is, Is a Ie, I7 maji formalné stejny tvar. Metoda konstrukce invariantt,
které zavisi na tenzoru deformace a preferovanych smérech, se samozfejmé da zobecnit i pro vyssi
pocet sméri. Ctenafi se zajmem o tuto oblast doporucujeme jako tGvodnik kapitolu 6.7 a 6.8
v Holzapfel (2000) a nasledné kap. 6 v Itskov (2007) — kde najde i ono zobecnéni. Dodejme Ze, kdyZ
plati Mi-M: = 0, hovofime o ortotropnim materidlu (nutné pak totiz existuje jesté treti smér, ktery je
kolmy k roviné v niz M1 a Mz leZzi).

4 Technicky vzato mutizeme najit nekoneéné mnoho invariantti... Nas ale zajimaji ty, které pfindSeji informaci
o podminkach deformace, které umime geometricky interpretovat. Lze dokazat, ze t(CM) a tr(C2M) spolecné s hlavnimi
invarianty I, I> a Is tvofi , bazi” v ,,prostoru invarianta.”

5 Devatym, na deformaci nezavislym, invariantem je Io(M1,Mz) = (M1-M2)>.
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Referencni Q(0)

Obrazek II.5. Preferované sméry v lokalné ortotropnim materialu.

I1.4.6 MODELY PRO ANIZOTROPNI W

Jak bylo jiz diive fefeno, v piipadé anizotropniho materidlu neni hustota deformacni energie
izotropni funkci tenzoru deformace, nebot pfislusna grupa izotropie (grupa symetrie), vtci niz je W
invariantni pro Q, je vlastni podgrupou v Orth*.5! Tato skutecnost by nas ale nutila pro kazdy material
presné charakterizovat grupu symetrii, abychom védéli, jak s nim na zkuSebné zachazet... Ba co vic,
mame-li v ruce neznamy materidl, tak dopfedu viibec nevime v jakém sméru je tuzsi, poddajn€jsi, jak
ho orientovat...

Takova situace je velmi nepraktickd a asi nepfekvapi, Ze i pro anizotropni materialy byl navrzen
matematicky postup jak formulovat W zalozeny na izotropii (Cili na préci se vSemi vlastnimi
ortogonalnimi transformacemi).

Zakladni myslenka, kterou zde nebudeme dokazovat (vice s. 119 vlItskov (2007)), spociva
v ekvivalenci mezi anizotropni funkci hustoty deformacni energie W = W(C), tj. W = W(C) izotropni
vzhledem k néjaké grupé symetrii tvorici podgrupu v Orth*, a W = W(C,My,.., M), ktera je izotropni
vici vSem vlastnim ortogonalnim transformacim Q € Orth*. Pfitom M,.., Mk jsou tenzory orientace

preferovanych smeértt M,.., M, které zpusobuji, ze W= W(C) je anizotropni.

Znamena to, Ze mit anizotropni W jako funkci jedné tenzorové proménné (C) je ekvivalentni
situaci, kdy mame izotropni W jako funkci vice tenzorovych proménnych (C,Mjy,.., Mx).

Transversalni izotropie. Vyse uvedené v dlisledku znamena, Ze o W fekneme, Ze odpovida
transverzalné izotropnimu materidlu charakterizovanému preferovanym smérem M pravé tehdy,

kdyz plati (IL.77).

W(C,M)=w(QCQ",QMQ") Qe Orth* (IL77)

5UTj. plati: prislusnd grupa symetrii C Orth* a soucasné prislusnd grupa symetrii # Orth*.
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Takovou funkci pak lze reprezentovat jako izotropni funkci invariantti [i(C), I2(C) a I3(C), [s(C,M)
a Is(C,M).

Dva preferované sméry Mi a Mz Funkce hustoty deformacni energie W odpovida anizotropnimu
materialu se dvéma preferovanymi smeéry, jestlize splnuje (IL78), cili je izotropni funkeci tfi
tenzorovych proménnych C, M1 a Ma.

W(C,M,,M,)=W(QCQ",QM, Q",QM, Q") Qe Orth* (IL.78)

I zde nejsnéze dospéjeme k funkci splnujici (I1.78) konstrukci pomoci invariantt.

Dodejme jesté, ze v pripad€, Zze v materidlu se dvéma preferovanymi smeéry neplati Mi-Mz = 0, ale
plati, Ze W je symetricka funkce vzhledem k M: a M, pak hovofime o tzv. lokalni ortotropii. To
nastane napf. tehdy, jestlize dvé rodiny vlaken pfispivaji stejnou mérou do W (vizte obr. IL.5).

Tento zptisob konstrukce anizotropnich W pro mékké tkané je od roku 2000, kdy G.A. Holzapfel, C.T.
Gasser a R.W. Ogden publikovali sviij v pravdé legendarni ¢lanek?, ¢im dal vice populdrni a dnes jiz
asi pfevlada nad vSemi ostatnimi moznostmi. Velmi dtirazné doporucujeme vsem cCtenaitim tento

clanek k precteni http://www.biomech.tugraz.at/files/publications/Holzapfel et al-JElasticity-2000.

Rovnice (II.79) popisuje jimi navrzeny model pro elastické krevni cévy. Déale ho budeme oznacovat
jako HGO model. Ukazuje se ale, Ze tento model, resp. jeho transverzalné izotropni restrikce,
vyrovnavaji velmi vystizné vysledky pozorovani pro velkou ¢ast mékkych tkéni viibec. Je tieba fici, Ze
jde vlastné o zobecnéni Fungovy ideje exponencidlniho chovani.

H k1 k2(14—1)2 kl k2(16—1)2
W, ==L -3)+ e -1+ e -1 11.79
HGO 2 ( 1 ) [Zkz Zkz ( )

Casti  tohoto modelu interpretujeme obvykle tak, Ze neo-hookevsky ¢&len je zodpovédny
za mechanickou energii, kterd se béhem deformace uklada do izotropni matrice (napf. elastinova sit)
a exponencialni ¢leny odpovidaji energii ulozené do dvou protibéznych Sroubovicové vinutych rodin
kolagennich vlaken.® y, ki, k2 a § (Sje skryté v Iu a Is) jsou materidlové parametry modelu.

Jestlize mtizeme povazovat model (I1.79) za v jistém smyslu anizotorpni rozsifeni modelu (I1.69). Pak
dodejme, Ze pro Genttiv model (I1.68) navrhli C. Horgan a G. Saccomandi (2005) obdobné rozsifeni,
které vedlo k zavedeni pojmu omezend priitaznost vidken (limiting fiber extensibility), (11.80). Zde y, Jm, k
a Bjsou parametry modelu.

Wzg(ll_g)_kj_m n 1_(14_1) gy 1—M (IL.80)

2 I, 2 I

52V Cervenci 2013 mél tento ¢lanek v bibliografické databazi SCOPUS tctyhodnych 763 citaci.
5 O Sroubovicich zde hovofime proto, Ze prvni aplikace tohoto modelu byla na cévach, ¢ili trubicich. Jinak se samoziejmé
muzeme drzet obrazku IL5, ktery znazormuje situaci v roviné.
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Casto uZivanou variantou anizotropniho modelu W je také Fungiiv exponenicalni model. V literatute
je mozno najit riizné jeho varianty lisici se podle exponentu. Nejobecnéjsi forma tohoto modelu je
(II.81). c a Cyxe jsou materidlové parametry a Ey a Ex jsou slozky Greenova-Lagrangeova tenzoru
deformace.

C
W=E(€Q _1) Q=Cp By Ey (11.81)

Q je zformulovano analogicky k hustoté energie v Hookeové zdkoné. Jde tedy
o exponencialni funkci s argumentem ve formé kvadratt slozek tenzoru deformace. Cyx. pfedstavuje
81 parametri, znichZz maximalné 21 je nezavislych, protoze ocekdvame splnéni hlavnich
i vedlejSich symetrii: Cyxe = Cxy a Cyxe = Cjixe = Cyek. 1 21 je z hlediska moznosti experimentalni
charakterizace téméf nedosaZitelné mnoho. Naprosto nejcastéji se objevuji varianty:
Q = CuxkEnExx, ktera ma 6 nezavislych slozek, anebo Q = CiinnEn? + 2Cuz2EnE2 + C22E22. Pro nékteré

hodnoty parametrti vizte napt. Holzapfel a kol. (2000).
Na zavér dodejme, Ze u modelt (IL79) a (IL.80) je neo-hookeovsky ¢len nezbytny i z ¢isté fyzikalnich

dtivodti. Snadno lze ukdzat, Ze bez tohoto ¢lenu by smérnice te¢ny v pocatku kifivek napéti-deformace
byla nulova! V takové piipadé bychom jen obtizné mohli mluvit o pevné latce...

I1.4.7 PREDPOVEDI ANIZOTROPNICH HYPERELASTICKYCH MODELU

Jaké chovani anizotorpni modely pfedpovidaji si ukdZeme na pfikladech. Budeme simulovat

jednoosou tahovou zkousku a nafukovani nelinearné pruzné anizotorpni trubice.

Priklady.

PII.2 Ukazme jakou odezvu materialu na jednoosy tah predpovidaji modely z publikace Holzapfel a kol. (2005)
pro jednotlivé vrstvy lidskych véncitych tepen.>*

Autofti konali jednoosé tahové zkousky s jednotlivymi vrstvami (intima — vnitfni kryci a komunikacni vrstva,
medie - stfedni vrstva zajistujici pruznost sestavena z elastinovych membran protkanych kolagennimi
a svalovymi vlakny, adventicie — vnéjsi vrstva zajistujici dostatecnou pevnost sloZzena prevazné z kolagenniho
vaziva) povrchovych srdecnich tepen.

V tivahu jsou brany pouze pasivni (Cil bez aktivace svalové kontrakce) elastické (bez viskdznich efekti jako je
relaxace a creep) vlastnosti.

Pouzity model pro hustotu deformacni energie odpovidal vzorci (I1.82).

W= ﬂ([l _ 3) +]]il(ekz[(lp)(l13) +p(1,-1) J _ ].J (1182)

2

5¢ Holzapfel GA, Sommer G, Gasser CT, Regitnig P (2005) Determination of layer-specific mechanical properties of human
coronary arteries with nonatherosclerotic intimal thickening and related constitutive modeling. American Journal of Physiology -
Heart and Circulatory Physiology289(5 58-5):H2048-58. http://ajpheart.physiology.org/content/289/5/H2048
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M ki a k2 jsou materidlové parametry, které maji stejny vyznam jako ve (IL79). Tedy az na multiplikativni
konstantu %2 u . Narozdil od (IL.79) je zde argument exponencidlni funkce rozsiten o izotropni ¢len (I — 1). Podle
hodnoty parametru p, ktery musi spliiovat 0 < p < 1, tento model predpovida vétsi ¢i mensi miru anizotorpie. Pfi
volbé p = 1 dospéjeme k transverzalné izotropni analogii (IL79). Pro p = 0 dospéjeme k ¢isté izotropni odezvé.
K této upravé bylo pfistoupeno, jelikoz se ukazalo, Ze nasmérovani (kolagenni) vlaknité slozky neni dokonalé
a lze spiSe Fici, Ze existuje dominantni smér, kolem néhoZ jsou s urcitou hustotou pravdépodobnosti rozptyleny
jesté dalsi sméry.%

Nelinedrni regresi byly ziskany materidlové parametry, jejichz sttedni hodnoty (medidn) pouzijeme:

intima H=26.16 kPa k1=80.22 kPa k2=110.34 B=66.3° p=05
medie #=1.09 kPa k1=21.54 kPa ko=7.77 p=21° p=0.25
adventicie H1=6.69 kPa ki=32.5 kPa k2=67.92 f=69.3° p=0.55.

Jednoosé tahové zkousky se konaji s podlouhlymi kvadry (prouzky) vyjmutymi z tepen v obvodovém a axidlnim
smeéru jejich prirozeného (valcového) souradnicového systému. Budeme tedy pouzivat kartézsky systém, kde osa
1 je totozna s obvodovou osou trubice (po jejim rozvinuti), 2 je totoZna s axialni osou (po rozvinuti) a 3 s radialni
osou.

Material budeme pokladat za nestlacitelny.

Kinematiku jednoosého tahu budeme modelovat jako homogenni deformaci podle predpisu:

X =4X, X, =4X, X = AX,.
Deformacni gradient F (F = 0x/0X) bude mit tvar:

Ay Ay Ay (4 00
F=14, 4, 4, |=|0 4 0
Ay Ay A) (00 4

Nestlacitelnost predstavuje podminku det(F) = 1= Aid24s.

Model (I1.82), ackoliv budi dojem trasnverzalni izotropie, je tfeba chapat jako lokalni ortotropii, nebot se
pohybujeme v kontextu cévni mechaniky. Plati tedy (stejné jako na obrazku IL5): 8= fi = -f.

Parametr f vystupuje v I4, které piSeme (ve shodé s I1.72) jako (I1.83).5
I, = A cos® (B)+A; sin’ () (IL.83)
Dosadime-li do (I1.82) z (I1.83) a [1(C) = 12 + 422 +A52 dostaneme (I1.84).

k, [(l—p)(ﬂf + A+ 22 —3)2 +p(1ﬂ12 cos? (B)+47 sin” (ﬂ)—l)z]

W:y(ﬂf+ﬂj+ﬁ§—3)+% e -1 (IL84)
2

5 Tato myslenka byla o rok pozdéji pfesnéji matematizovana v Gasser TC, Ogden RW, Holzapfel GA (2006) Hyperelastic
modelling of arterial layers with distributed collagen fibre orientations. Journal of the Royal Society Interface 3(6):15-35.
http://rsif.royalsocietypublishing.org/content/3/6/15 V této publikaci se objevuje exponent ve formé k(a1 — (1 — 3x)[s-1)2. Zde

k € <0,1/3> je materidlovy parametr charakterizujici rozptyl orientace vlaken. Material je izotropni pro x = 0 a anizotropni
s dokonale uspofadanymi vlakny pro x=1/3.
% V tomto konkrétnim piipadé Is = Is.
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Konstitutivni rovnici budeme podle (I1.56) psat ve tvaru:

oW (F)
oF

o= F'-pl.

Vzhledem k délce vyrazii je zde nebudeme vypisovat.

Pro eliminaci neurcitého p pouzijeme okrajovou podminku o3 = 0 (¢ili nulovost napéti ve sméru normaly povrchu
vzorku). Poté do zbylych vyrazii (pro o1 a o) dosadime z nestlacitelnosti, A3 = 1/(4i42). Kazda slozka tenzoru

napéti je funkci dvou proménnych. Jedna z nich je dana pfimo nasi volbou — a sice velikost strece ve sméru
plisobici sily pfi tahové zkousce. Druhou je hodnota pricného strece (A2 pro zkousku probihajici ve sméru 1
a obracené A1 pro zkousku ve sméru 2). Pro zjisténi pfi¢nych stre¢d pouzijeme druhou okrajovou podminku:

Zkouska ve sméru 2:
A, je pfedepsano

0, (4,4)=0- 4.

Zkouska ve sméru 1:
A, je predepsano

0, (4, 4)=0-4,

Jestlize numericky dopocitame pfi¢né strece ke zvolenym hodnotdm podélného strece, dosadime obé hodnoty

do vyrazu pro podélné napéti (napéti ve sméru sily). Vysledné predpovédi jsou na obrazku IL6.

Cauchyovo napéti o [kPa]
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400 ” / / ::_
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/) o - R
N B At AR B
1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

Stre¢ A ve sméru zatizenti [-]

Obrazek I1.6 — Jednoosy tah vrstev lidské véncité tepny. Cervené jsou uvedeny hodnoty napéti a1 (prouzek
v obvodovém smeéru), modie hodnoty o (prouzek v axialnim sméru). Vodorovna osa ma vyznam strece

ve sméru zatizeni prouzku. PIné kfivky odpovidaji adventicii, teckované - medii
odpovidaji intimé. Vstupni parametry podle Holzapfel a kol. (2005).

a prerusované cary
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PIL3 Vypoctovou simulaci ukazme, jakd je odezva lidské bfisni aorty na soucasné zatizeni vnitinim tlakem
a predepinaci axidlni silou. Cili provedeme vypocet, jehoz vysledky budou odpovidat tzv. inflaéné-extenznimu
testu, ktery se bézné provadi se vzorky cév ex vivo pro urceni jejich materidlovych parametrt. Jako zdrojova data
pouzijeme vysledky v Labrosse a kol. (2013).

Ze sedmnacti aort testovanych Labroessem a kol. (2013) si vybereme napf. muze stafi ve smrti 38 let. Pro néj
v tabulce 1 zjistime referencni vnitini polomér Ri = 5.3 mm a referenc¢ni tloustku H = 1.22 mm. Materialové
parametry maji hodnoty c1 = 14.7 kPa, c2 = 3.04, c3 = 7.38. Ty vystupuji v anizotropnim hyperelastickém
materidlovém modelu navrzeném Guccionem a kol. (1991) uvedeném v rovnici (IL.85). Jak vidno, jde o model
fingovského typu. Eee, Ezz a Err jsou slozky Greenova-Lagrangeova tenzoru deformace E ve smérech &, Za R
referen¢niho valcového soufadnicového systému.

C ¢, E2 +c,(E2, +E2
W — ?l(e ZEOO 3(EZZ ERR) _ 1) (11'85)

Bfisni aortu budeme modelovat jako valec konstantniho prarezu a tloustky, ktery je zaslepeny dnem. Jako model
kinematiky a napjatosti pouzijeme valcovou membranovou skofepinu. To znamena, Ze zanedbame efekt konecné
tloustky stény — vSechny posuvy se budou realizovat pouze jako zména polohy stifedni plochy valce. Vzhledem
k tomu, ze (II.85) neobsahuje zavislost na smykovych deformacich, nebudeme je uvazovat. Budeme tedy
zatéZovat valec o referen¢nich rozmérech R, L, H (polomér, délka, tloustka), ktery pfilozenim vnitiniho tlaku
a protahujici sily Fra piejde ve zdeformovany valec o rozmérech r, I, h. Pii této kinematice se bude
zmensovat/zvétsovat polomér a axidlni poloha bodti valcové plochy (priifezy se nebudou natacet). Tato
kinematika je vystizena rovnicemi (I1.86).

r=AoR 2=2,7 h=AH (I1.86)

G2 TR
Z nich vyjadfime deformacni gradient F (pomoci 1.1-36, resp. 1.1-41 az 43) jako:

or

L0 0
dR 20 A, 0 0
F=| 0 %% 0=/ 0 4 o0
5| Lo 0 4,
o o =
oz

Pripomenime, ze kdyz se priafezy vici sobé nenataci, tak @ = 6.

Greentiv-Lagrangetiv tenzor deformace E miizeme vyjadfit jako E = A(F'F — I); ¢ili ve slozkach plati
Ey="%(Aiy—-1). Po dosazeni do W dostaneme:

W =%[6622(1;1)+623(132+13R2) _1}'

Konstitutivni rovnici ve tvaru (I1.56) miiZe psat jako (I1.87).

7;);\/ 0 0
R A 0 0 0 0
aW(F) ; 0, O O. oW R p
oc=———F -pl = G, Cp O0,|=| 0O — O 0 A4, 01|-|0 p 0=
oF Y
G;'z Gﬂz O-zz aW O ﬂ'zZ O 0 p
0 0 —
oA
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2 (a2 (2 + A5 -2)

%clcalfR(/lfR —1)62 2 -p 0 0
252 1)+ (2,423, -
= 0 %clclegzg(/lgzg—l)ez( ol 2)—;7 0
0 0 %C1C3/1222 (AZZZ _ 1)3?(%@ ’1)+?(’{zz Jr'1'71172) -p

(11.87)

V piipadé tenkosténné membranové skofepiny muzeme slozky tenzoru napéti vyjadfit pfimo zrovnic
rovnovahy. Pfipomenime, Ze vSechna napéti jsou soustfedéna ve stfedni plose valce a jejich hodnoty odpovidaji
predpokladu o konstantnim rozlozeni po tloustce stény. Takze rovnice rovnovahy mtizeme psat jako (I1.88).

P PrF
o =T o, =n o =g (I1.88)
2 h 2h 271 h

Symbolem P jsme oznacili vnitfni tlak a soucasné piedpokladame, ze z vnéjsku je tlak roven 0. Indexem m
u poloméru rm chceme zdiiraznit, Ze jde o stiedni polomér rm = Va(ri + ro). Zde ri a ro 0znacuji zdeformovany vnitini
a vnéjsi polomér trubice. Pfi deformaci Rm pfechazi v rm. KdyZz Rm = Y5(Ri +Ro) a Ro= Ri + H.

Soustavu rovnic pro simulaci inflace a extenze cévy nyni ziskame kombinaci (I1.88), (I1.86) a konstitutivni rovnice
(I1.87) ve tvaru (I1.89).

2 oo~ 2 A+ Ay~
re teco,Ad (/lfR—l)ez( n 2)—p=_§
2 (23, -1)+ 2 (22,422 -2) PAyR,
o: %Clcz;{:@ (/192@ —1)62 2 _p:;{::;H (1189)
2 (212 (22425 PA4R F
z: %C1C32’zzz (/?'zzz_l)eZ( -l 2)—}7: P -
20, H 27A,R A.H

Nyni jesté pouzijeme pfedpoklad o nestlacitelnosti, ktery piSeme jako Ardeod:z =1 = A = 1/(Asedzz). V (11.90)

dostavame finalni soustavu rovnic pro nasi simulaci.

S G| 52 1
Ny €,C, 1 67(%‘1)* 2 [‘Zﬁ;gﬁz '2] e P
QA A\ AL A2 2
R e I VL
0:  Lcc, Ay (ﬁj@—l)ez 2T A _p:%
572(13@,1)+i3[1222+ 2l 2 72] P/?,2 A_R A F
z %C1C3]’z22 (ZZZZ _1)32 2 Ao Az —p= 60 27" "m 2Z " red

2H  2zR H

Prvni rovnice (radialni rovnovaha) poslouzi k vyjadfeni hydrostatické reakce na nestlacitelnost, p = p(dee,Az2,P).
Z ni dosadime do zbylych dvou (€ a z). Ziskame tak dvé nelinedrni rovnice pro dvé neurcité Ase, A:z popisujici
kinematiku mechanické odezvy materialu. Parametry c1, c2, 3, Rm (Rm = V2(Ri +Ro)) a H jsou znamé ze zadani.
Vnitfni tlak P a pfedepinaci sila Fr pfedstavuji parametry zatéZovani, cili jde o nami volené hodnoty.

Resent je nutno hledat numericky. Vysledky ziskané pomoci Maple 17 pro tlaky 0 < P <20 kPa a Fra=0, 0.5, 1, 1.5,
a2 N jsou na obrazku IL.7.
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al. (2013) lze najit v Horny et al. (2013),

Vysledky pro vSech 17 aort zclanku Labrosse et
http://link.springer.com/article/10.1007%2Fs10237-013-0534-8 nebo http://users.fs.cvut.cz/~hornyluk/files/Horny-

Netusil-Vonavkova-2013-BMMB-Axial-prestretch-and-distensibility-of-aorta.pdf.

Vnitini tlak P|[ kPa | Vnitini tlak P|[ kPa |
20 20 r ;
] !
TR
St
15 15 / HE I
/]
A
10 10 ‘," f !
F |
St
5 = 5 / { "'\ \\\
| =ZF / ; \ VN
Pl oS : M IR
0 A{"/ oN_ | T \ | \ \
09 10 11 1.2 13 100102104106 1081101121.141161.18
Obvodovy strec¢ 4, |:—:| Axidlni stre¢ 4, |:—:|
F,[N]=0  F,[N]=05 F,[N]=1 F,[N]=15 F.[N]=2

.....

pocatec¢niho obvodového strece (klesne pod 1, protoze pri P = 0 jde vlastné o pricné ztizeni). Aplikaci vnitfniho
tlak pak polomér roste. Vpravo: odezva zménou axialniho protazeni. Simulace pfedpovida, Ze pocatek tlakovani
bude vzdy doprovazen axidlnim zkracovanim, které postupné pfejde v prodluzovani (méfeno vzhledem
k hodnoté pocatecniho predepnuti!). Rostouci predepinaci sila Fred vede k rostoucimu pocatecnimu predpéti.
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SHRNUTI

Konstitutivni rovnice pro nelinedrni pruzné kontinuum (jako jsou cévy, Slachy, vazy, ktze,
osrdecnik,...) jsou dnes nejcastéji formulovany pomoci elastického potencidlu (hustoty deformacni
energie) W. Hovofime pak o hyperelastickém materidlu. Hustota deformacni energie W tvori
potencidlovou funkci pro napéti, ¢ili slozky napéti se ziskaji pomoci derivaci potencidlu podle

slozek deformace. Vzdy pracujeme s konjugovanym parem napéti a deformace.

T

oF JoE 0C oF

oW (F) G oW (E) _2aw(c) oW (F)

W formulujeme jako funkci invarianti tenzoru deformace, abych ziskali formulaci nezavislou na
volbé souradného systému.

U mékkych tkani ¢asto vyuzivame pfedpokladu nestlacitelnosti, kdy J = 1 béhem deformace. To vede
ke skutecnosti, zZe tenzor napéti je urcen z W jednoznac¢né az na skaldrni multiplikator p (ve
skutecnych napétich pfedstavujici hydrostatickou slozku napjatosti). Soucinitel p je tfeba urcit
z rovnovahy a okrajovych podminek. Nelze ho urcit z konstitutivni rovnice pfimo.
Pzaw(F)_pFT s=aW(E)
oF J0E

L5 _aw(C) oW (F)
—p(2E+1) =2——_ ! - F—pl
p(2E+I) e P o=—01 p

O skalarni funkci jedné tenzorové proménné fikame, Ze je izotropni, jestlize pro vSechny vlastni
ortogonalni transformace Q a vsechny pripustné proménné C plati

w(c)=w(QcQ").

Jinak fikame, Ze je anizotropni.

Anizotropni skaldrni funkci jedné tenzorové proménné miiZzeme prevést na izotropni skalarni
funkci dvou tenzorovych proménnych tim, Ze zformuluje zavislost na preferovaném sméru pomoci
tenzoru orientace. Cili jestliZe mame material sjednim preferovanym smérem v referenéni
konfiguraci, M, jehoz hustota deformacni energie je W= W(C), pak tato funkce W neni invariantni vici
véem vlastnim ortogonalnim transformacim. Mtizeme ale zformulovat novou tenzorovou proménnou
M = M®M, tzv. tenzor orientace nebo téz strukturalni tenzor pfislusny sméru M. Misto
charakterizace materialu pomoci anizotropni funkce W = W(C) mizeme pracovat s W= W(C,M), ktera
bude izotropni. Tj. pro vSechna pfipustna C a pro vSechny vlastni ortogonalni transformace Q bude
platit:

W(C,M)=Ww(QCQ",QMQ").

Konkrétni formu funkéni zavislosti opét formuluje pomoci invariantti. Kromé invariantti C, vyuZzijeme
doplnkové invarianty t#(CM) a tr(C2M).

Tento postup l1ze v R3 rozsifit na konecny pocet proménnych (preferovanych smeérti).
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU

N & T < » 8

et

ds

ds
D(-)/Dt
div(-)

£

€

- Mmoo

grad(-)
Grad(-)

TR "7

B

ai
Al
bi
bij
Bi1
Cix
i
dij
dsi
dSk

tecka

&j

&ijk

ei

eij

Eix
Fi
Fix

zrychleni v prostorovém popisu

zrychleni v materidlovém popisu

objemové sily v prostorovém popisu

levy Cauchytv-Greentiv tenzor deformace
objemové sily v materidlovém popisu

pravy Cauchytv-Greentiv tenzor deformace
Kroneckerovo delta

tenzor rychlosti deformace (prostorovy)
diferencialni vektor plochy priifezu prostorove
diferencialni vektor plochy prifezu materialove
materialova derivace

divergence

inzenyrsky tenzor deformace

Levi-Civitav tenzor (permutacni)

hustota vnitini energie prostorové

bazovy vektor (normovany, prostorova konfigurace)
Eluertiv (Almansitiv) tenzor deformace

hustota vnitfni energie materialove

bazovy vektor (normovany, referencni konfigurace)
Green-Lagrangetv (Lagrangetiv) tenzor deformace
vektor sily

deformacni gradient

operator gradientu vii¢i prostorové konfiguraci
gradient viidi referenéni konfiguraci

hustota entropie prostoroveé

hustota entropie materialové

jednotkova/y matice/tenzor

objemovy pomér

strec¢

prostorovy gradient rychlosti

moment hybnosti

moment sily

vektor preferovaného sméru

tenzor orientace (strukturalni tenzor)

vektor vnéjsi normaly (prostorovy)

49
16
51
13
17
20

48
18
48
54

16
55

16
49
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54
54
10
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®q = OO =

SEEN I

<

gi
Qx

Rix
Oik

Sik

~

vektor vnéjsi normaly (referencni)

Lagrangetiv multiplikator

hybnost

tlak

smluvni napéti (prvni Piolovo-Kirchhoffovo)
objemova hustota materialovée

objemova hustota prostorové

tepelny vykon (hustota tepelného toku) prostorové
tepelny vykon (hustota tepelného toku) materidlové
ortogonalni transformace

tenzor rotace (vlastni ortogonalni transformace)
Cauchyovo napéti (skutecné)

druhé Piolovo-Kirchhoffovo napéti

cas

teplota

kineticka energie

vnitfni energie materidlové

posuv prostorové

posuv materialové

pravy tenzor strect

rychlost prostorové

rychlost materialoveé

levy tenzor streca

hustota deformacni energie

hustota volné energie
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REJSTRIK
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ds
div(-)
grad(-)
Grad(-)
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D(-)/Dt
L

ei
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Fix

Eix

&

bij

Cix

dsi
dSk
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bazovy vektor (normovany, prostorova konfigurace)

bazovy vektor (normovany, referenéni konfigurace)

cas
deformace
deformacni gradient

Eluertiv (Almansitiv) tenzor deformace

Green-Lagrangetiv (Lagrangetiv) tenzor deformace

inzenyrsky tenzor deformace

levy Cauchytv-Greentiv tenzor deformace

pravy Cauchytv-Greentiv tenzor deformace

diferencialni vektor plochy priifezu prostorove

diferencialni vektor plochy prifezu materialovée

divergence

operator gradientu vii¢i prostorové konfiguraci

gradient viici referenéni konfiguraci
prostorovy gradient rychlosti
energie

vnitfni energie materialové
kineticka energie

hustota vnitfni energie prostorove
hustota vnitfni energie materialove
hustota entropie prostorové

hustota entropie materialové
hustota deformacni energie

hustota volné energie

hustota hmotnosti objemova materialove
hustota hmotnosti objemova prostorové
hybnost

jednotkova/y matice/tenzor
Kroneckerovo delta

Lagrangetiv multiplikator

Levi-Civitav tenzor (permutacni)
materialova derivace

moment hybnosti
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16
18
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13
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Sik
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Bi1
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Ui
Uk
Cix

Fi

Uik
Vij
Rix
Vi
Vi
di
Mix
gi

Al

ai

moment sily

normalovy vektor plochy (prostorovy)
normalovy vektor plochy (referencni)

napéti

druhé Piolovo-Kirchhoffovo napéti

smluvni napéti (prvni Piolovo-Kirchhoffovo)

Cauchyovo napéti (skutecné)

objemové sily v materidlovém popisu
objemové sily v prostorovém popisu

objemovy pomér

ortogonalni transformace

posuv prostorové

posuv materialove

pravy Cauchytv-Greentiv tenzor deformace
preferovany smér

silovy vektor

strec

pravy tenzor strect

levy tenzor streca

tenzor rotace (vlastni ortogonalni transformace)
rychlost prostorové

rychlost materidlové

tenzor rychlosti deformace (prostorovy)

tenzor orientace (strukturalni tenzor)

tepelny vykon (hustota tepelného toku) prostorové
tepelny vykon (hustota tepelného toku) materialové
teplota

tlak

zrychleni v materidlovém popisu

zrychleni v prostorovém popisu
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85
53
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93

100



