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Casove promennd
deformace a napjatost

.poodminend vnitrni stavbou materialu




A Molekularni fetézce a jejich konformace
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Co je to viskoelasticito

A Deborino &islo

/ charakteristicky (relaxacni) cas procesu

De =

t cas pozorovani

obs

Voda /[ = 10125
Polymer [/ =10%-10s
Led / =1 s



Co je to viskoelasticita

A Deborino &islo

/ Voda [ =101%¢
De= Polymer / =10%-1(Fs
Cobs Led [ =10 s

kapalna faze n De n pevna faze

A
v Y

viskoelasticita



Co je to viskoelasticita
/

A Deborino &islo De=

tobs

kapalna faze n De n pevna faze

A
v A

Viskoelasticita znamend, ze z dlvodu existence casové proménnych
mikroprocesu pozorujeme casovou promennost makrostavl a jejich
zmenu na makroprocesy

(dojde k | asov® promhlDnnost | m
jako jsous, 8



Co je to viskoelasticita

A Pruzny VS. . vazky

Na case Na case

a rychlosti l::| a/nebo rychlosti

nezavisly z4avisly

(bez pameti) (s pameti)

(bez prodleni) (s prodlenim)
-] @

kapalna faze n De n pevna faze



A Pruzny VS. ¢




Co je to viskoelasticita

A Pruzny

Gy, [MPa

0100 300 500 700 900 — &/

Obr. 6.12 Vliv stupnd zesifovani na tvar tahové
k¥ivky neplnéné pFirodni pryZe; vulkanizaéni
systém sira-sulfenamid-Zn0Q. Obsah siry
(poget hmotnostnich dith na 100 dild
polymeru):
A—-035B8~07C~-14,D—24,

E—-42 F—35

VS.

T [Pa]




A Relaxace napéti s = s(t)

3




A Teleni (creep) e= @)




Co je to viskoelasticita

A Rychlost deformace s = )

b i G
e=¢q \¢c
3 e=c, — ’
g >-'(]_) C3
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o e=G o
0 Z
. G~>C G

Cas Deformace



A Viskoelasticita VS. elastoplasticito

Loading

r'.
/ Unloading

| Mezkluzu




Co je to viskoelasticita

A Viskoelasticita VS. elastoplasticita

. U kovT se o
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Co je to viskoelasticita

A Viskoelasticita VS. elastoplasticita
A J
Y
Viskoplasticito
A
v A ]

elasto



Viskoelasticita jako
konstitutivni teorie

materidlu, konstituuje vztah pro zavislost

mezi stavovymi velicinami béhem mechanického déje




Viskoelasticita jako konstitutivni teorie

A Materiglovy model znamend mit

s= o s= o ¢

Explicitni elasticita Explicitni viskoelasticita
f(s, @=0 f(s, 5., &,8=C
Implicitni elasticita Implicitni viskoelasticita

Krome diferencidlni formulace, je mozné vyijit i z integralni



Linedrni viskoelasticita

/akladni teorie s omezenou aplikovatelnosti...




Linedarni viskoelasticita

A (Creepovd) poddajnost J(t)

e(t)=J(t) s

Deformacni odezva
zpusobend jednotkovym
silovym zatizenim

v creepovem festu

Napeti s(t)
S
Deformace €t)

éds t éos t



Linedarni viskoelasticita

A Relaxaéni modul G(t)

s(t)=G(t) ¢

Silova odezva
zpusobend jednotkovym
deformacnim zatizenim
v relaxacnim testu

Deformace €t)
<D
Napeti s(t)

éds t éos t



Linedarni viskoelasticita

A Linearita v symbolickych modelech
Gi(?)

Ji(?) Ja2 ()

G ~— 1 2 —_— 0

e= e+, _ G2 (1)
(9= 3(9) (9 e



Linearni viskoelasticita:
diferencialni pristup
ke konstitutivni rovnici




Linedarni viskoelasticita

A Diferencidlni pristup

as’+a, 8 + 06y sipVen, e b b
explicitni nalezeni diferencidlni rovnice svazujici s a €

0 =ds
dt

Jn -d'e
dt!

5 ast= B &
=0 j ©



Linedarni viskoelasticita

A Maxwellav model

S

)

S=§ =
e= £+,
e= £+,
.. S S
e=— +-

E £~



Linedarni viskoelasticita

A Relaxace (€= @) v Maxwellové modelu
E

o . . _E,
é:ig £+_S:O 5:E§eh
Ly _o E A E A
n
g =2 }
e

Napeti s(t)
[T]
SD
\
m
CFBM.




Linedarni viskoelasticita

A Relaxace (€= @) v Maxwellové modelu

g 2 s _
o E 5 g 5
Mmé =— £ o — g
n o 0
E o Z
o 'Zt =
%gezf S :E §e Cas ¢ Cas ¢
(o)
‘ s(t)=G(t) ¢
E;
h

G(t) = Ee



Linedarni viskoelasticita

A Creep (s =5, v Maxwellové modelu

iy —[f%# dz@j;;t

=2
E A

m|
>

q
Deformace €t)
[
A

- éost



Linedarni viskoelasticita

A Creep (s =5, v Maxwellové modelu

) e=2 +° 5 ;
mé =% E A 2 Sl |l
. 3
%eez% e:& jt Cas Cas ¢
- | E h
e(t)=3(1) ¢



Linedarni viskoelasticita

A Konstantni rychlost (é=konst) v Maxwellové modelu

e= 'k
o | ¢ o ﬁeﬂ_%t y E,
. S = e N
ey E 7 s(t=0) =0
G
_(7
7 of
N .
o 3 g £ => 00
S Rostouci rychlost
7
= \ deformace
>(|8)_ .
— eE E

- tneboe




Linedarni viskoelasticita

A Zotaveni v Maxwellové modelu neprobéhne

q
T
Il
= QA Q9
Napeti s(t)
€t)
l
m |




Linedarni viskoelasticita

A KelvinGv model

S
[ e= £=,

—

NI ]

LIJ Q

I " S§=8 t

% “ .
4 S=E e+




Linedarni viskoelasticita

A Creep (s =5,) v Kelvinové modelu

E

So W Q E

o e=— K£e S a - —t

| S=Ek e+ E e:—oé_ e
e(t=0) =0 E 2

o,=L¢
i
o, =ne
-

Deformace ()




Linedarni viskoelasticita

A Creep (s =5,) v Kelvinové modelu

éos A
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Linedarni viskoelasticita

A Relaxace (€= @) v Kelvinové modelu neprobéhne

' s=E e+

o,=L¢
o, =n&
-

®
[
-

)

[

[T

Ee,

Napeti s(t)

- éast




Linedarni viskoelasticita

A Konstantni rychlost (e=konst) v Kelvinové modelu

- __de
| s=Ee+ ) " d s=E&+

e= E

o,=L¢
i
o, =ne
o

Napeti s(t)
Ny

- écst




Linedarni viskoelasticita

A Zotaveni v Kelvinové modelu (s(t>t,) = 0)

S=Ek e+ '/ e= €

o,=L¢
i

o, =ne
1))
L+
N
|l
o

Napeti s(t)
o(l)
ST




Linedarni viskoelasticita

A Zobecnény Maxwelldv model
(Prony)

&
s =

S
[ =




Linedarni viskoelasticita

A Zobecnény Kelvintiv model

(Dirichlet)

s

E, E

_ _ _

—— st s e —_—
| — L
m n




Linedarni viskoelasticita

A Relaxadni a retardacni cas
n _Et 1 . 1a _%t
G(t)=93 Ee” Jit)=— g —a e"
()=aEe =g 3
Bt h
e =e! Y L=

Skrze tyto casy se déje numerickd charakterizace materidlového
chovani, obvyklé je dekadické skalovani (spektrum)



Linedarni viskoelasticita:
infegralni pristup
ke konstitutivni rovnici




A Integrdini (hereditarni) pristup

obecnéjsi nez diferencidlni
ale i tak vyzaduje platnost
principu superpozice



Linedarni viskoelasticita

A Integraini (hereditarni) pristup

superpozice pres historii

Uvazujme napéfovou vychylku Ds vt =0
pak

a napétova vychylka aplikovand vt = ¢

pak



Linedarni viskoelasticita

A Hereditarni pfistup = superpozice stavl
v case [ se objevi vychylka napéti Ds, kterd zpuasobi vychylku D)

* T |
~~
t/ #AG' q)
n Aat ,,,,, O
‘.5 O
>
ol -
ke S
= O
Cas A




Linearni viskoelasticita
A Superpozice infinitezimalnich zmén je integrace
De(t) =J(t - |

de(t)

e(t)

J(t - ¥d

v (t - fd (s)

- O



Linedarni viskoelasticita

A Superpozice je integraci historie
Dol n2 1 nte®r a

t t
e(t):ﬁ\](t')‘d (5) Nl istn z tradic
- @ - s=0protl (-, 0)

e(t)=3(t) & (t Jd (3§



Linedarni viskoelasticita

A Pro hladké funkce s(t) piseme

(integrace v Riemannove smyslu)

()=t -1 o

df

- O

A Hereditarni integrdl

(Boltzmannuv(Volterrav) material)



Linedarni viskoelasticita

A Noapriklad v Maxwellové modelu je J(t)

1 t
J(t)=—
(=% %
o()= (e - Y5, Do s L 8 bl gt



Linedarni viskoelasticita

A Hereditarni integrdl je obecnéjsi nez diferencidlni
pristup

neni treba hledat interpretaci J(t) ve smyslu pruzin a tlumicd

eft)= (- 1=

- O




Linedarni viskoelasticita

A Pro relaxaéni modul G(t) plati vée obdobné

Ds =G(t) [

—
-

Deformace €t)
b
\
1
!
|
i
4
Napeti s(t)
ﬂ \
\
\‘i(
!
B

Ds G(t 4



Linedarni viskoelasticita

A Pro relaxaéni modul G(t) plati vée obdobné

ds =G(t - )d




Linedarni viskoelasticita

A Dusledek konvoluce mezi (G, 8 a (J, S)

_t’r"f(t-z‘)d\;gt)d t4 t_ It -)93( )d 1

[

o]

pro vel mi mal ® rychl ost | def orm

G a J Jako navzsgjem recilprok® p



Linedarni viskoelasticita

A Snadné zobecnéni na viceosé stavy napjatosti
a deformace

S (t) = tf:lG ikl (t ) I) deg[( )d
6, ()= i (1 - 122

Dal g2 viznamnl rozd2|l proti dif



Linearni viskoelasticita:
konstitutivni rovnice
oro harmonické zatézovani




Linedarni viskoelasticita

A Odezva pfi harmonickém zatézovani
DMA (dynamickd mechanickd analyza)

Harmonické buzeni E(t) = @In( t)

Obvykle jako e(t)= &"




Linedarni viskoelasticita

A Odezva v oboru komplexnich &isel

e(t)= @ - éas(i) = ma_lq %)
=0 j ©



Linedarni viskoelasticita

A Komplexni E* E (iw) =Ei( W +E (i |
Loy, [
A Dynamicky E e =JER +E 2]
A Fazovy E o o
A Ztratovy E % E ('W) = E° (COS( ’/b’ + S'r( D”)

takze pro napeti plati s(t)=E (i w (@



Linedarni viskoelasticita

A Komplexni modul pruznosti

S(k):?;‘kg d = é aks(k) — éh g)
d'e k=0 | ©
-de o _
dt n
. k
a a ()
E (iw) =2



Linedarni viskoelasticita

A Komplexni creepova poddajnost

1
(W)

3 (in) =

J(im)=di( ¥ (i b
e(t)=3 (i w )






Linedarni viskoelasticita

A Odezva pfi harmonickém zatézovani

Deformace a napeéti

| N5
SINLRTL 115
tand =—

mt Z




Linedarni viskoelasticita

A Odezva pfi harmonickém zatézovani

e (i) =Ei( 4y 4 (1 [€ (i e

i (W)

A

A

E =|E (iw)

>

Ei(iw)




Linedarni viskoelasticita

A Reseni v Laplaceové obrazu

n

dast=ay 8
| ©

k=0

c{f(th=1(s) F& (1) d

é@aksks—(sk ébé‘e( 5



Linedarni viskoelasticita

A Frekvenéni z&vislost

E'(w), E"(), tand(w)
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A éasové—’replo’rni superpozice
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Linedarni viskoelasticita

A édsové—feplofni superpozice

Gt T) G©)

&= Aloga(T)
log a(T3) \

— log¢

- logt




Linedarni viskoelasticita

A édsové—’replo’rni

superpozice
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Linedarni viskoelasticita

A Teplo’rnl chovani Redlnd data - polykarbonat
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Nelinearni viskoelasticita

Vybrané pristupy pro pevnou fazi



Extrapolace linedrni teorie zalozené na predpokladu malych posuvi
a deformaci a na materidlové linearite nebudou odpovidat pozorovani.
Je treba budovat teorii viskoelasticity, kterd bude pracovat s

A tenzory deformace korektné vyjadfujicimi prechod
z referencni do zdeformované konfigurace

A to samé pro tenzory napéti

A kterd, vymizi-li casové a rychlostni efekty, mé
nelinedarni elasticitu za svuj specialni pripad

A kterd korektné pracuje s derivovanim podle &asu,
zejména s rychlostmi napéti



Extrapolace linedrni teorie zalozené na predpokladu malych posuvi
a deformaci a materidlové linearite nebudou odpovidat pozorovani.
Je treba budovat teorii viskoelasticity, kterd bude...

A a samoziejmé vztahy mezi napétim, rychlosti
napeti, deformaci a rychlosti deformace, které se
takto vybuduji, musi uzitecne odpovidat
pozorovani



Rychlost deformace

Popis pri velkych deformacich



Rychlost deformacniho gradientu F

A Casovd zména deformaéniho gradientu
odpovidd materidlovému gradientu rychlost

F= HXH(XX) =Grad ( x)

o poAu Xp t p X



Rychlost deformacniho gradientu

A Prostorovy gradient rychlosti |

| = v (x) grad( x) | = H
X X,
dv=Idx dv = | dx

je tenzor druhého radu, ktery prevadi elementarni polohovy vektor
na elementarni vektor rychlosti, obecné jde ale o nesymetricky
tenzor



Rychlost deformacniho gradientu

A Prostorovy gradient rychlosti




Rychlost deformacniho gradientu

A Prostorovy gradient rychlosti | a rychlost
deformacniho gradientu Fjsou svazdny

_v(x) _p _u _(X)  _WeX) X
| = =—v(Xx) v(x(X)) et L X B

X K x|
_ M “X(X) Ko H‘I(X)F-l —fE1 gt
X B Xt uX ot




Rychlost deformacniho gradientu

A Prostorovy gradient rychlosti | mGzeme chdapat
jako operdator casové derivace pro F

E= IR
IiiK :|ij Fy

| je obecne ale nesymetricky tenzor



Tenzor rychlosti deformace

A Symetrickou ¢ast | nazyvame (prostorovy) tenzor
rychlosti deformace d

- 1
| =d d—E(I +7)
1
W—§(| -IT)

antisymetrickou cdst nazyvdme tenzor spinu
(rychlost rotace)



Tenzor rychlosti deformace

A Pozor, d neni jen protazeni a W neni jen rotace
F =RU
d= Rsyn(UU'l) R

w =RR' Rantisyn(UU'l) R'



Tenzor rychlosti deformace

A Materidlova rychlost deformace

E=F'dF Ex =F d; Fi

CZZE CLK :2ELK



Rychlost vektoru

A Jednotkovy materidlovy vektor A a prostorovy
jednotkovy vektor a

FA=/a / =|FA

/
la — a
/

Q).
[



Rychlost relativniho objemu J

A Relativni objem (stladeni, expanze)

J—ﬂ detF detU M‘]—JFT

dv T=

E‘JF F =OFT:IF = Jdiv) Jtdd)

J=1 Y J =0 Udvv) © Ur(d)

(



Objektivito

casove derivace

cili objektivita rychlosti



Objektivni rychlosti

A Objektivni vektor ,se pfi zméné pozorovatele
transformuje podle standardnich transformacnich
poravidel” pro vektory

U =Qu

dva pozorovatelé (dve vztazné soustavy)
{O,x} {O* x*} x*=c(t) Qt)x t* t=a

eukleidovska transformace



Objektivni rychlosti

A Polohovy vektor je objektivni

uvazujme dva body X,y v case t (X,t) ( y,t) a vektor u

u=y -x

v {O*, x*} pozorujeme

wr=y* x* At)+Q(t)y c(t) Qt)x Q(t;

y X) Qt)u



Objektivni rychlosti

A Rychlost neni objektivni x* =c(t) Q(t)x t* = a

T “X(Jt( : W(t) =Q(t)Q" ()
e o B (X )
I-[t*
_ (X)) ey
= m s Tel) @(t)x) ck) Q)x Qi
vi=Quv € W(x* c)- Qv



Objektivni rychlosti

A Rychlost ani zrychleni nejsou objektivni
vi=Quv € W(x* c)- Qv

a* =Qa £ (W )(x* c) -2 Ww* ¢) Qa



Objektivni rychlosti

A Objektivni velic¢iny se transformuiji..

Jr (et ) = jkt)
f*(x* .t )=Q(tf & .t)
A* (x*,t ) =Q(t)Ak ,t)Q" (t)



Objektivni rychlosti

A Omezme se na rotace soustavy souradnic
a zkoumejme, co se deje se stavovymi
promennymi



A x* nema vliv na X

referencni konfigurace je
nedotcena ndslednou rotaci




Objektivni rychlosti

A Deformaéni gradient je objektivni

X (X, t) I (Xt )

F = F* =




Objektivni rychlosti

A Tenzory U a V jsou objektivni

F=RU =R F* =R*U* w*R*
F* =QF ©RU
o
R*U*
U=U @R* GR

V*R* =QVR | V*QR=QWR > v*=QVRR'Q * vQ’



Objektivni rychlosti

A Tenzory C, E, e b, s, P a Sjsou objektivni

C*=C

S*=S
S p* = QP
* — T
e —QeQ S* :Q -QT

b* =QbQ"



Objektivni rychlosti

A Prostorovy gradient rychlosti neni objektivni
SAFS S

X

(FFl)* E’* F* )-1 @: )QF )-1 @E QF_G: @ T

(OF QF)F'Q" W QK

I*

ale jeho symetrickd cdst — prostorovd rychlost

deformace d — objektivni je .
d* =QdQ



Objektivni rychlosti

A Materidglové tenzory a jejich rychlosti (véechny

A

indexy velké) jsou vzdy objektivni, protoze
superpozice ndaslednych pohybld neméni
referencni konfiguraci...

UJ smisenych (velké i malé indexy) a prostorovych

tenzoru je treba objektivitu overovat



Objektivni rychlosti

A Prostorovd objektivni rychlost vektoru a tenzoru

u* = Qu 0 =Qu QU
T =QTQ"' T™=QTQ" @TQ'™ Q'

A Pozadavek objektivity derivovani podle casu

o* = QU
T =QTQ’



Objektivni rychlosti

A Korotaéni rychlost vektoru T
T="uw (- wu)* Q(u wu) | =d
"=QT

O
A Jaumannova (Zarembova) rychlost tenzoru T

o

T=T wT+Tw



Objektivni rychlosti

A Existuje mnoho definic objektivnich rychlosti
tenzorovych poli (Jaumann, Zaremba, Rivlin,

Naghdi, Oldroyd, Green, Truesdell....) a lze

s tim uzit mnoho zdbavy...




o
Kvazilinearni
viskoelasticito

strucne — jen koncepce




Kvazilinearni viskoelasticita

A Y. C. Fung (1972) — ptivodné pro mékké tkané

A Separace efektt

_inearita v relaxacnich efektech G(t 1 ¢)
Nelinearita v elastickych efektech s(F(t))




Kvazilinearni viskoelasticita

A Casové oromenny deformacni gradient F(t)

gl pro tl(- g0
F(r) = ilux(r)

tl {0t
X pro ( Of)




Kvazilinearni viskoelasticita

A Druhé Piolovo-Kirchhoffovo napéti S
— objektivita D/Dt

(1) :_}je(t 4)“55 If" )g




Kvazilinearni viskoelasticita

A Ve slozkovém zdapisu

S5 (7)
ut

Se (9= fiGus ()2 d r =@ (1

Sij — J-lFiK S




Kvazilinearni viskoelasticita

A Ve slozkovém zdapisu
KdySg =0=E, prot<O0

A
( \

Wit #°) ¢ 0 HW(2)

- 1 - d
SKL(t) q<|_|J (t) U.EIJ : (%LIJ (t [) n EL;} [
_ W (1) o B () WL J-

TS N = ,[

Kdy /@ GO/t sou spojit @



Kvazilinearni viskoelasticita

A Nestladitelny material  J=detF =

vyraz pro W odpovida nestlacitelnému modelu

uW(z‘ :€)+) t
HE; 0

S(L (t) — Q(LIJ ( t)
- p(t) G




Kvazilinearni viskoelasticita

A Ukdzka aplikace

Historie
.. deformace
1.30
1.25
1.20
<
1.15
1.10
1.05

Predpoved napjatosti v jednoosém
tahu (cyklus s relaxaci)

T
Hom o o= = -

0.6} ) a=1__

B ':r“ =D
= 0.4 R AL ke
# f-*' y=—173 ~ M




Kvazilinearni viskoelasticita

A Ukdzka aplikace

Normovany stredni
polomeér membrany

['S]

-2

I
1

10

Cas

Normovany vnitrni tlak

_mal 0 - mla 0
=2 g @1 3) > 2 1,53

Normovany stredni
polomer membrany



o
Kvazilinearni
viskoelasticito

detailné — abychom do toho vidél




Kvazilinearni viskoelasticita

A Casové oromenny deformacni gradient F(t)

gl pro tl(- g0
F(r) = ilux(r)

tl {0t
X pro ( Of)




A Druhé Piolovo-Kirchhoffovo napéti S
— objektivita D/Dt

s(t) = po(t )"




