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3.3.1 Kružnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3.2 Elipsa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3.3 Hyperbola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3.4 Parabola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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4.3.1 Vektorová rovnice roviny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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8.2.1 Rozvinut́ı části obecné kuželové plochy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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Kapitola 1

Geometrické transformace

V této kapitole se nejprve zaměř́ıme na analytické vyjádřeńı bodu jakožto základńıho 0-rozměr-
ného (0-parametrického) útvaru v trojrozměrném euklidovském prostoru a v jeho projektivńım
rozš́ı̌reńı. Analytické reprezentace v́ıcerozměrných útvar̊u potřebných při studiu aplikované ge-
ometrie źıskáme pohybem tvořićıho útvaru nižš́ı dimenze - pohybem bodu vznikne křivka (jed-
norozměrný neboli jednoparametrický útvar), pohybem křivky vznikne plocha (dvourozměrný
neboli dvouparametrický útvar), pohybem plochy vznikne těleso (trojrozměrný neboli trojpara-
metrický útvar) a časovou posloupnost́ı 0 až trojrozměrných útvar̊u vznikne animace. K ana-
lytickému vyjádřeńı polohy tvořićıho útvaru v prostoru i jeho pohybu použijeme transformačńı
matice. Pohyb a pohybuj́ıćı se útvary budeme zkoumat z hlediska kinematické geometrie, tj.
nebudeme uvažovat śıly, které pohyb zp̊usobily.

1.1 Euklidovský prostor a jeho projektivńı rozš́ı̌reńı

Dř́ıve než přistouṕıme k popisu pohybu útvaru v prostoru, zmı́ńıme se o trojrozměrném eukli-
dovském prostoru E3 a jeho projektivńım rozš́ı̌reńı E3

∞.
V trojrozměrném euklidovském prostoru E3 je dána kartézská souřadnicová soustava

(O, x, y, z).

Každému bodu P z prostoru E3 je jednoznačně přǐrazena uspořádaná trojice reálných č́ısel –
kartézské souřadnice (xP, yP, zP), které vyjadřuj́ı vzdálenosti bodu P od souřadnicových rovin
(y, z), (x, z) a (x, y) v daném pořad́ı. Bod P v prostoru E3 je tedy jednoznačně určen kartézskými
souřadnicemi

P = (xP, yP, zP).

Doplněńım prostoru E3 o nevlastńı prvky vznikne projektivńı rozš́ı̌reńı trojrozměrného eu-
klidovského prostoru E3

∞, ve kterém je bod P popsán homogenńımi souřadnicemi (xh, yh, zy, w).
Uspořádanou čtveřici reálných č́ısel (xh, yh, zh, w), w ̸= 0, nazýváme pravoúhlými homo-

genńımi souřadnicemi bodu P v projektivńım rozš́ı̌reńı euklidovského prostoru E3
∞, jestliže

plat́ı

xP =
xh
w

, yP =
yh
w
, zP =

zh
w
,

kde reálná č́ısla xP, yP, zP jsou kartézské souřadnice bodu P = (xP, yP, zP) v trojrozměrném
euklidovském prostoru E3. Bod P v prostoru E3

∞ je tedy jednoznačně určen homogenńımi
souřadnicemi

P = (xh, yh, zy, w).
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6 Geometrické transformace

Body v prostoru E3
∞, pro které w = 0, odpov́ıdaj́ı vektor̊um a nazývaj́ı se nevlastńı body.

Jestliže w = 1, ř́ıkáme, že homogenńı souřadnice bodu P jsou v základńım tvaru. V takovém
př́ıpadě plat́ı

xP = xh, yP = yh, zP = zh

a bod P v prostoru E3
∞ je jednoznačně určen homogenńımi souřadnicemi v základńım tvaru

P = (xP, yP, zP, 1).

Zavedeńı homogenńıch souřadnic umožńı maticový zápis geometrických transformaćı, které
použijeme k nalezeńı analytické reprezentace polohy útvaru v prostoru i útvaru, který vzniká
pohybem jiného útvaru.

1.2 Poloha útvaru v prostoru

Abychom vyjádřili obecnou polohu útvaru (bod, křivka, těleso) v prostoru E3
∞ vzhledem ke

globálńımu souřadnicovému systému s počátkem O a osami x, y, z se souřadnicovými vektory

i = (1, 0, 0, 0), j = (0, 1, 0, 0), k = (0, 0, 1, 0)

v daném pořad́ı, zavedeme lokálńı kartézský souřadnicový systém s počátkem Ω a osami ξ, η, ζ,
který pevně spoj́ıme s uvažovaným útvarem. Základńı polohu útvaru, kdy je lokálńı souřadnicový
systém útvaru totožný s globálńım souřadnicovým systémem, označ́ıme U0. Obecnou polohu
útvaru, kdy lokálńı souřadnicový systém neńı totožný s globálńım souřadnicovým systémem,
označ́ıme U.

K tomu, abychom útvar přemı́stili ze základńı polohy U0 do obecné polohy U, potřebujeme
znát souřadnice počátku Ω = (xΩ, yΩ, zΩ, 1) lokálńıho souřadnicového systému útvaru v globálńım
souřadnicovém systému a úhly, které sv́ıraj́ı osy ξ, η, ζ s osami x, y, z. Analytickou reprezentaćı
tohoto přemı́stěńı (transformace souřadnic) je transformačńı matice

G =


ξx ξy ξz 0

ηx ηy ηz 0

ζx ζy ζz 0

xΩ yΩ zΩ 1

 ,

jej́ıž prvky ξx, ξy, ξz, resp. ηx, ηy, ηz, resp. ζx, ζy, ζz, jsou cosiny úhl̊u, které sv́ırá osa ξ s osami
x, y, z, resp. osa η s osami x, y, z, resp. osa ζ s osami x, y, z.

Analytickou reprezentaćı útvaru v obecné poloze je součin

U = U0 ·G.

Útvar v obecné poloze má stejný rozměr a tvar jako p̊uvodńı útvar v základńı poloze (např.
přemı́stěná křivka je stále jednoparametrická množina bod̊u).

Je-li matice G jednotková, je útvar v obecné poloze totožný s útvarem v základńı poloze
a jedná se o identitu.



APLIKOVANÁ GEOMETRIE 7

1.3 Pohyb útvaru po trajektorii

Pokud uvažujeme spojitý pohyb útvaru po trajektorii

T(t) = (x(t), y(t), z(t), 1),

nebude poloha počátku Ω ani úhly, které sv́ıraj́ı osy lokálńıho souřadnicového systému útvaru
s osami globálńıho souřadnicového systému konstantńı, ale budou závislé na parametru t. Ana-
lytickou reprezentaćı pohybu po trajektorii T(t) je potom transformačńı matice

G(t) =


ξx(t) ξy(t) ξz(t) 0

ηx(t) ηy(t) ηz(t) 0

ζx(t) ζy(t) ζz(t) 0

x(t) y(t) z(t) 1

 .

Předpokládáme, že ξ(t), η(t), ζ(t) jsou reálné funkce proměnné t, které jsou definované,
spojité a alespoň jedenkrát diferencovatelné.

Jestliže se útvar na počátku pohybu nacházel v základńı poloze, je analytickou reprezentaćı
útvaru, který vznikne jeho pohybem po trajektorii T(t) součin

U(t) = U0 ·G(t).

Útvar se ale nemuśı na počátku pohybu nacházet v základńı poloze. Může zauj́ımat obecnou
polohu v̊uči svému lokálńımu souřadnicovému systému, kterou nazveme počátečńı poloha útvaru
a útvar v počátečńı poloze označ́ıme Ũ. Lokálńı souřadnicový systém útvaru v počátečńı poloze
označ́ıme (Ω̃, ξ̃, η̃, ζ̃). Počátečńı poloha útvaru je popsána souřadnicemi počátku v počátečńı
poloze Ω̃ = (ξ

Ω̃
, η

Ω̃
, ζ

Ω̃
, 1) a úhly natočeńı os ξ̃, η̃, ζ̃ lokálńıho souřadnicového systému

útvaru v počátečńı poloze v̊uči osám ξ, η, ζ lokálńıho souřadnicového systému útvaru v základńı
poloze. Analytickou reprezentaćı přemı́stěńı útvaru ze základńı polohy do polohy počátečńı je
transformačńı matice

G̃ =


ξ̃ξ ξ̃η ξ̃ζ 0

η̃ξ η̃η η̃ζ 0

ζ̃ξ ζ̃η ζ̃ζ 0

ξ
Ω̃

η
Ω̃

ζ
Ω̃

1

 .

Analytická reprezentace útvaru v počátečńı poloze je součin

Ũ = U0 · G̃.

Analytická reprezentace útvaru, který vznikne pohybem útvaru v počátečńı poloze po tra-
jektorii T(t) je potom

U(t) = U0 · G̃ ·G(t).

Jestliže je matice G̃ jednotková, je počátečńı poloha útvaru totožná se základńı polohou
útvaru.

Pohybem vzniká útvar, který má rozměr o 1 větš́ı než měl p̊uvodńı útvar – pohybem bodu
vzniká křivka, pohybem křivky vzniká plocha, pohybem plochy vzniká těleso a časovou sekvenćı
jednotlivých poloh libovolného útvaru po trajektorii źıskáme animaci.
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1.4 Druhy pohybu

Abychom mohli zkoumat útvar, který vzniká pohybem jiného útvaru, je nutné polohu pohy-
buj́ıćıho se útvaru bĺıže specifikovat. Je-li trajektoríı útvaru křivka obecného tvaru, hovoř́ıme
o křivočarém pohybu. Pokud pohybuj́ıćı se útvar zachovává při křivočarém pohybu neměnnou
orientaci v̊uči trajektorii, hovoř́ıme o pohybu obecném. Jestliže útvar zachovává při křivočarém
pohybu neměnnou orientaci v̊uči globálńımu souřadnicovému systému, hovoř́ıme o pohybu tran-
slačńım neboli posunut́ı. Je-li trajektoríı translačńıho pohybu př́ımka, jedná se o pohyb př́ımo-
čarý.

V technické praxi se často setkáme s pohybem šroubovým, což je speciálńı př́ıpad obecného
pohybu, u kterého se útvar pohybuje po šroubovici. Je-li výška závitu šroubovice nulová, vzniká
pohyb rotačńı jako speciálńı př́ıpad šroubového pohybu. V následuj́ıćıch odstavćıch odvod́ıme
transformačńı matice G(t) pro zmı́něné druhy pohybu.

1.4.1 Obecný pohyb

Př́ıklad obecného pohybu je uveden na obr. 1.1, kde je v nárysu, p̊udorysu a axnometrickém
pr̊umětu zobrazeno několik poloh útvaru pohybuj́ıćıho se podél křivkové trajektorie obecným po-
hybem. Matice G̃ pro situaci, která je nakreslena na obrázku, je jednotková. Osy ξ(t), η(t), ζ(t)
lokálńıho souřadného systému pohybuj́ıćıho se útvaru jsou v konkrétńıch polohách nakresleny
světle modrou, červenou a zelenou barvou v daném pořad́ı.

Obrázek 1.1: Př́ıklad obecného pohybu útvaru



APLIKOVANÁ GEOMETRIE 9

V př́ıpadě obecného pohybu měńı útvar neustále svoji polohu tak, aby v každém okamžiku
souřadnicovými vektory os ξ(t), η(t), ζ(t) byly vektory

−n(t) = (−xn(t),−yn(t),−zn(t), 0),

t(t) = (xt(t), yt(t), zt(t), 0),

b(t) = (xb(t), yb(t), zb(t), 0),

tj. vektor opačný k jednotkovému vektoru hlavńı normály trajektorie, jednotkový tečný vektor
trajektorie a jednotkový vektor binormály trajektorie v daném pořad́ı [1]. Cosiny úhl̊u, které
sv́ıraj́ı osy ξ(t), η(t), ζ(t) s osami x, y, z, jsou potom

ξx(t) = −xn(t), ξy(t) = −yn(t), ξz(t) = −zn(t),

ηx(t) = xt(t), ηy(t) = yt(t), ηz(t) = zt(t),

ζx(t) = xb(t), ζy(t) = yb(t), ζz(t) = zb(t)

a transformačńı matice obecného pohybu má tvar

G(t) =


−xn(t) −yn(t) −zn(t) 0

xt(t) yt(t) zt(t) 0

xb(t) yb(t) zb(t) 0

x(t) y(t) z(t) 1

 .

Prvńı tři řádky transformačńı matice vyjadřuj́ı natáčeńı os ξ(t), η(t), ζ(t) v souladu s vektory
−n(t), t(t), b(t), posledńı řádek vyjadřuje translaci útvaru v základńı poloze podél trajektorie
T(t).

1.4.2 Šroubový pohyb

Šroubový pohyb je složený z otáčeńı kolem osy šroubového pohybu a posunut́ı ve směru osy
šroubového pohybu. Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že osou šroubového pohybu
je osa z. Dále budeme uvažovat takový šroubový pohyb, kdy velikost posunut́ı útvaru je př́ımo
úměrná otočeńı útvaru a vzdálenost útvaru od osy šroubového pohybu se neměńı. Trajektoríı
šroubového pohybu je potom cylindrická šroubovice, jej́ıž jeden závit má analytickou reprezen-
taci

T(t) = (r cos t, r sin t, v0t, 1),

kde parametr t je z intervalu [0, 2π], r je poloměr otáčeńı a v0 je redukovaná výška závitu, tj.
velikost posunut́ı př́ımo úměrná otočeńı o 1 rad.

Šroubový pohyb má charakter obecného pohybu, nebot’ útvar zachovává neměnnou polohu
v̊uči šroubovici. Na obr. 1.2 je v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pr̊umětu nakresleno několik
poloh útvaru při šroubovém pohybu, kdy matice G̃ je jednotková.

Abychom určili konkrétńı prvky maticeG(t) šroubového pohybu, vyjádř́ıme jednotkový tečný
vektor šroubovice

t(t) =

(
− r sin t√

r2 + v20
,

r cos t√
r2 + v20

,
v0√

r2 + v20
, 0

)
,
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Obrázek 1.2: Př́ıklad šroubového pohybu útvaru

jednotkový vektor binormály šroubovice

b(t) =

(
v0 sin t√
r2 + v20

,− v0 cos t√
r2 + v20

,
r√

r2 + v20
, 0

)

a jednotkový vektor hlavńı normály šroubovice

n(t) = (− cos t,− sin t, 0, 0).

Transformačńı matice šroubového pohybu má potom tvar

G(t) =



cos t sin t 0 0

− r sin t√
r2+v20

r cos t√
r2+v20

v0√
r2+v20

0

v0 sin t√
r2+v20

− v0 cos t√
r2+v20

r√
r2+v20

0

r cos t r sin t v0t 1


. (1.1)

Prvńı tři řádky této matice vyjadřuj́ı natáčeńı os ξ(t), η(t), ζ(t) v souladu s vektory
−n(t), t(t), b(t) šroubovice, posledńı řádek vyjadřuje translaci útvaru v základńı poloze podél
šroubovice.

1.4.3 Rotačńı pohyb

Rotačńı pohyb, jakožto zvláštńı př́ıpad šroubového pohybu, kdy redukovaná výška závitu je
nulová, má charakter obecného pohybu. Pohybuj́ıćı se útvar zachovává neměnnou orientaci
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v̊uči trajektorii, kterou je kružnice. Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že trajek-
toríı rotačńıho pohybu je kružnice o poloměru r lež́ıćı v rovině (x, y) se středem v počátku.
Potom je osa rotace totožná s osou z. Analytická reprezentace takové kružnice je

T(t) = (r cos t, r sin t, 0, 1), t ∈ [0, 2π].

Obrázek 1.3: Př́ıklad rotačńıho pohybu útvaru

Na obr. 1.3 je nakresleno v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pr̊umětu několik poloh
útvaru při rotačńım pohybu, kdy matice G̃ je jednotková.

Transformačńı matici rotačńıho pohybu dostaneme, dosad́ıme-li v0 = 0 do transformačńı
matice šroubového pohybu (1.1)

G(t) =


cos t sin t 0 0

− sin t cos t 0 0

0 0 1 0

r cos t r sin t 0 1

 .

Prvńı tři řádky této matice vyjadřuj́ı otáčeńı útvaru kolem osy z, posledńı řádek vyjadřuje
translaci útvaru podél kružnice o poloměru r.

1.4.4 Translačńı pohyb

Pokud pohybuj́ıćı se útvar neměńı při pohybu podél trajektorie T(t) svou orientaci v̊uči glo-
bálńımu souřadnicovému systému, pohybuje se translačńım pohybem. Trajektoriemi všech bod̊u
útvaru, který vykonává translačńı pohyb, jsou křivky shodné až na posunut́ı s p̊uvodńı trajektoríı
T(t). Znamená to, že osy ξ(t), η(t), ζ(t) lokálńıho souřadnicového systému útvaru jsou v každém
okamžiku rovnoběžné se svou polohou na počátku pohybu, kdy t = 0.

Na obr. 1.4 je nakresleno v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pr̊umětu několik poloh
útvaru při translačńım pohybu po trajektorii obecného tvaru (stejného tvaru jako v př́ıpadě
obecného pohybu), kdy matice G̃ je jednotková.

Protože se útvar při translačńım pohybu nikterak nenatáč́ı, jsou prvńı tři řádky transformačńı
matice translačńıho pohybu prvńımi třemi řádky jednotkové matice. Posledńı řádek vyjadřuje
vlastńı translaci útvaru po trajektorii T(t)
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G(t) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

x(t) y(t) z(t) 1

 .

Obrázek 1.4: Př́ıklad translačńıho pohybu útvaru



Kapitola 2

Promı́taćı metody

V technické praxi je naprosto nezbytný přesný popis tvaru a velikosti každého vyráběného ob-
jektu tak, aby bylo zaručeno, že finálńı výrobek bude zcela odpov́ıdat návrhu, který vytvořil
konstruktér. K přesnému zachyceńı geometrického tvaru a grafických informaćı 3D prostorového
útvaru na 2D médium (technický výkres, display) slouž́ı promı́taćı metody (promı́táńı), což je
speciálńı druh zobrazeńı prostoru na zvolenou rovinu – pr̊umětnu. Rozlǐsujeme dva základńı
druhy promı́táńı - středové a rovnoběžné.

2.1 Středové promı́táńı

Středové promı́táńı je dáno vlastńım bodem – středem promı́táńı S ∈ E3
∞ a pr̊umětnou ϱ,

přičemž plat́ı, že střed promı́táńı nelež́ı v pr̊umětně. Obrazem – středovým pr̊umětem libovolného
bodu A ∈ E3

∞, A ̸= S, (středu promı́táńı neńı přǐrazen žádný obraz, nemá pr̊umět) je bod
A′ ∈ ϱ, který je pr̊useč́ıkem promı́taćı př́ımky a = AS procházej́ıćı bodem A a bodem S
s pr̊umětnou ϱ. Na obr. 2.1 je zobrazen př́ıklad středového promı́táńı bod̊u A, B a C na
p̊udorysnu π = (x, y).

Necht’ střed promı́táńı je bod S = (m,n, p, 1), p ̸= 0, a pr̊umětnou je p̊udorysna π = (x, y).
Potom analytickou reprezentaćı středového promı́táńı je transformačńı matice

G =


p 0 0 0

0 p 0 0

−m −n 0 −1

0 0 0 p

 ,

a středovým pr̊umětem bodu A = (xA, yA, zA, 1) je

A′ = A ·G =

(
pxA −mzA

p− zA
,
pyA − nzA
p− zA

, 0, 1

)
.

Středovým pr̊umětem útvaru je útvar, který źıskáme jako množinu středových pr̊umět̊u všech
bod̊u promı́taného útvaru.

Středovému promı́táńı se zde dále věnovat nebudeme, nebot’ se pro zobrazováńı objekt̊u ve
stroj́ırenstv́ı př́ılǐs nehod́ı. Docháźı totiž ke zkresleńı tvaru. Je to patrné z obr. 2.2, kde je vlevo
zobrazen středový pr̊umět rotačńıho válce s osou rotace totožnou s osou z. Rotačńı válec se
promı́tá do komolého kužele. Vpravo na tomtéž obrázku je zobrazen spojovaćı úhelńık.

Aplikaćı středového promı́táńı je lineárńı perspektiva, která se použ́ıvá k zobrazováńı objekt̊u
předevš́ım v uměńı, architektuře a stavitelstv́ı.

13
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Obrázek 2.1: Středové promı́táńı
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Obrázek 2.2: Rotačńı válec (vlevo) a spojovaćı úhelńık (vpravo) ve středovém promı́táńı

2.2 Rovnoběžné promı́táńı

Ve stroj́ırenstv́ı se převážně použ́ıvá rovnoběžné promı́táńı určené směrem promı́táńı s, který
reprezentuje osnovu př́ımek prostoru E3

∞ maj́ıćıch s př́ımkou s společný nevlastńı bod, a který
prot́ıná pr̊umětnu ϱ ve vlastńım bodě. Obrazem libovolného bodu A ∈ E3

∞ je bod A′ ∈ ϱ, který
je pr̊useč́ıkem promı́taćı př́ımky a ∥ s, A ∈ a s pr̊umětnou ϱ.

Rovnoběžné promı́táńı je speciálńım př́ıpadem středového promı́táńı, kdy střed promı́táńı lež́ı
v nevlastńım bodě prostoru E3

∞. Př́ıklad rovnoběžného promı́táńı bod̊u A, B a C na p̊udorysnu
π = (x, y) je nakreslen na obr. 2.3.
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Obrázek 2.3: Rovnoběžné promı́táńı

Rovnoběžným pr̊umětem útvaru je útvar, který źıskáme rovnoběžným pr̊umětem všech bod̊u
promı́taného útvaru. Konkrétně:

• Rovnoběžným pr̊umětem bodu je bod.

• Rovnoběžným pr̊umětem př́ımky rovnoběžné se směrem promı́táńı (promı́taćı př́ımky) je
bod – pr̊useč́ık promı́tané př́ımky s pr̊umětnou. Rovnoběžným pr̊umětem př́ımky r̊uznoběžné
se směrem promı́táńı je př́ımka.

• Rovnoběžným pr̊umětem roviny rovnoběžné se směrem promı́táńı (promı́taćı roviny) je
př́ımka – pr̊usečnice promı́tané roviny s pr̊umětnou. Rovnoběžným pr̊umětem roviny r̊uznoběžné
s pr̊umětnou je celá pr̊umětna.

Mezi d̊uležité vlastnosti rovnoběžného promı́táńı patř́ı:

• Rovnoběžným promı́táńım se zachovává incidence (náležeńı).

• Pr̊umět útvaru, který lež́ı v rovině rovnoběžné s pr̊umětnou je shodný s promı́taným
útvarem.

• Rovnoběžným promı́táńım se zachovává rovnoběžnost.

• Rovnoběžným promı́táńım se zachovává dělićı poměr tř́ı bod̊u na př́ımce.

Aplikaćı rovnoběžného promı́táńı je obecná axonometrie, což je rovnoběžné promı́táńı na axo-
nometrickou pr̊umětnu. Podle úhlu φ, který sv́ırá směr promı́táńı s axonometrickou pr̊umětnou,
se obecná axonometrie děĺı na kosoúhlou axonometrii, kdy φ ̸= 90◦ a pravoúhlou axonomet-
rii, kdy φ = 90◦. Speciálńım př́ıpadem kosoúhlé axonometrie je kosoúhlé promı́táńı, u kterého
je axonometrická pr̊umětna totožná s některou ze souřadnicových rovin. Pokud je promı́táńı
pravoúhlé a axonometrická pr̊umětna zauj́ımá obecnou polohu v̊uči souřadnicovému systému,
hovoř́ıme stručně o axonometrii. Jak kosoúhlé promı́tańı, tak také axonometrie se použ́ıvá ve
stroj́ırenské praxi. Na technických výkresech se pak použ́ıvá předevš́ım Mongeovo promı́táńı,
což je pravoúhlé promı́táńı na dvě (popř. v́ıce) vzájemně kolmé pr̊umětny.
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2.2.1 Kosoúhlé promı́táńı

U kosoúhlého promı́táńı je pr̊umětnou zpravidla bokorysna µ = (y, z) a směr promı́táńı s s ńı
sv́ırá jiný úhel než 90◦ nebo 0◦. Necht’ je směr promı́táńı reprezentován směrovým vektorem
s = (m,n, p, 0), p ̸= 0, pr̊umětnou je bokorysna µ = (y, z) a plat́ı m ̸= 0. Potom analytickou
reprezentaćı rovnoběžného promı́táńı je transformačńı matice

G =


0 −n −p 0

0 m 0 0

0 0 m 0

0 0 0 m


a rovnoběžným pr̊umětem bodu A = (xA, yA, zA, 1) je

A′ = A ·G =

(
0,

myA − nxA
m

,
mzA − pxA

m
, 1

)
.

V syntetické reprezentaci je pr̊umětnou bokorysna µ = (y, z), proto se veškeré rozměry
rovnoběžné se souřadnicovými osami y a z promı́taj́ı ve skutečné velikosti. Rozměry rovnoběžné
se souřadnicovou osou x se promı́taj́ı zkreslené. Poměr zkresleńı x−ových souřadnic je volitelný
a označuje se jako kvocient kosoúhlého promı́táńı q = xk

x , kde xk je velikost promı́tnuté x−ové

souřadnice a x je velikost skutečné x−ové souřadnice. Úhel mezi kosoúhlým pr̊umětem osy y
a kosoúhlým pr̊umětem osy z je pravý, úhel ω mezi kosoúhlým pr̊umětem osy x a kosoúhlým
pr̊umětem osy y je volitelný. Často se voĺı q = 1 : 2 a ω = 135◦, viz obr. 2.4, kde je nakreslen
spojovaćı úhelńık (stejný jako na obr. 2.2) v tomto promı́táńı. Jsou však obvyklé i jiné hodnoty
q a ω.
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Obrázek 2.4: Spojovaćı úhelńık v kosoúhlém promı́táńı q = 1 : 2, ω = 135◦
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Kosoúhlé promı́táńı se kv̊uli značné jednoduchosti často použ́ıvá k náčrtk̊um a vysvětluj́ıćım
zobrazeńım v technickém textu, viz obr. 2.5 (převzato z [2]).

Obrázek 2.5: Ozubené kolo v kosoúhlém promı́táńı

Vzhledem ke skutečnosti, že kosoúhlým pr̊umětem kulové plochy je elipsa a jej́ı vnitřek,
nepouž́ıvá se kosoúhlého promı́táńı v CAD systémech a 3D modelář́ıch.

2.2.2 Axonometrie

Axonometríı mı́ńıme pravoúhlé promı́táńı na axonometrickou pr̊umětnu, která zauj́ımá obecnou
polohu v̊uči souřadnicovým osám. Vzhledem k tomu, že se jedná o rovnoběžné promı́táńı, má
axonometrie všechny výše uvedené vlastnosti rovnoběžného promı́táńı, ale protože jde zároveň
o promı́táńı pravoúhlé, vyznačuje se nav́ıc ještě následuj́ıćımi vlastnostmi:

• Délka pravoúhlého pr̊umětu úsečky AB na př́ımce sv́ıraj́ıćı s pr̊umětnou úhel β je rovna
délce promı́tané úsečky násobené cosβ. Znamená to, že délka pravoúhlého pr̊umětu úsečky
je rovna délce promı́tané úsečky pouze tehdy, je-li úsečka na př́ımce rovnoběžné s pr̊umětnou.
V opačném př́ıpadě je kratš́ı.

• Pravoúhlé promı́táńı zachovává pravý úhel, je-li jedno jeho rameno rovnoběžné s pr̊umětnou
a druhé k ńı neńı kolmé.

• Pravoúhlý pr̊umět kulové plochy je kružnice a jej́ı vnitřek.

Je-li nákresnou p̊udorysna π = (x, y), je analytickou reprezentaćı axonometrie transformačńı
matice

G =


− cosα − sinα · sin ε 0 0

sinα − cosα · sin ε 0 0

0 cos ε 0 0

0 0 0 1

 ,
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kde α je azimut a ε je elevace, α, ε ∈ (−360◦, 360◦), α, ε ̸= 0◦,±90◦,±180◦,±270◦. Axonomone-
trickým pr̊umětem bodu A = (xA, yA, zA, 1) je

A′ = A ·G = (yA sinα− xA cosα,− sin ε(xA sinα+ yA cosα) + zA cos ε, 1) .

Axonometrie se použ́ıvá velmi často na technické náčrty, viz obr. 2.6 (převzato z [3]), v CAD
systémech a ve 3D modelář́ıch.

Obrázek 2.6: Výroba ozubených kol dělićı metodou v axonometrii

Jak již bylo řečeno, axonometrie je rovnoběžné pravoúhlé promı́táńı na axonometrickou
pr̊umětnu ϱ v obecné poloze v̊uči kartézskému souřadnicovému systému (O, x, y, z) se souřadnicovými
vektory

i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0) a k = (0, 0, 1), (2.1)

viz obr. 2.7. Axonometrická pr̊umětna ϱ prot́ıná souřadnicové osy x, y a z v bodech

X = ϱ ∩ x, Y = ϱ ∩ y, Z = ϱ ∩ ν,

vrcholech axonometrického trojúhelńıka △XY Z, viz obr. 2.8, a souřadnicové roviny π = (x, y),
µ = (yz) a ν = (x, z) v př́ımkách, na nichž lež́ı strany

XY = ϱ ∩ π, Y Z = ϱ ∩ µ, ZX = ϱ ∩ ν

axonometrického trojúhelńıka△XY Z. Pr̊umět počátku O souřadnicového systému je bod O′ ∈ ϱ
v ortocentru axonometrického trojúhelńıka △XY Z. Pr̊uměty souřadnicových os x, y a z jsou
př́ımky x′ = O′X, y′ = O′Y a z′ = O′Z, na kterých lež́ı výšky axonometrického trojúhelńıka
△XY Z. Délky ux, uy a uz pr̊umět̊u souřadnicových vektor̊u dle (2.1) jsou tzv. axonometrické
jednotky.

Pravoúhlá axonometrie má následuj́ıćı vlastnosti.

1. Axonometrický trojúhelńık △XY Z je ostroúhlý, což je d̊usledek obecné polohy axonome-
trické pr̊umětny vzhledem k souřadnicovému systému (O, x, y, z).

2. Axonometrické pr̊uměty souřadnicových os x′,y′ a z′ jsou př́ımky, na nichž lež́ı výšky
axonometrického trojúhelńıka △XY Z, tj. x′ ⊥ Y Z, y′ ⊥ ZX a z′ ⊥ XY . Abychom
dokázali tuto vlastnost, uvažujme např. x′. Plat́ı Y Z ⊥ OO′ (protože OO′ ∥ s, s ⊥ ϱ
a Y Z ⊂ ϱ) a zároveň Y Z ⊥ XO (protože XO ⊂ x, x ⊥ (y, z) a Y Z ⊂ (y, z)). Z toho
vyplývá, že Y Z je kolmá k rovině XOO′, a tud́ıž je kolmá k x′, protože x′ ⊂ XOO′.
Obdobně je možné dokázat y′ ⊥ ZX a z′ ⊥ XY .
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Obrázek 2.7: Souřadnicový systém
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Obrázek 2.8: Pravoúhlá axonometrie

3. Úhly mezi kladnými poloosami x′, y′ a z′ jsou tupé, což je d̊usledek předchoźıch dvou
vlastnost́ı.

Při konstrukci axonometrických pr̊umět̊u ztotožńıme axonometrickou pr̊umětnu s nákresnou,
viz obr. 2.9. Pravoúhlá axonometrie je jednoznačně definována ostroúhlým axonometrickým
trojúhelńıkem △XY Z (osy x′, y′ a z′ jsou konstruovány jako výšky tohoto trojúhelńıka) nebo
souřadnicovými osami x′, y′ a z′ sv́ıraj́ıćımi tupé úhly (strany axonometrického trojúhelńıka
jsou kolmé na tyto osy). Před vlastńı konstrukćı je třeba určit axonometrické jednotky ux,
uy a uz, proto otoč́ıme souřadnicovou rovinu (např. p̊udorysnu) do axonometrické pr̊umětny,
viz obr. 2.10. Osa otáčeńı je dána stranou XY axonometrického trojúhelńıka △XY Z. Všechny
útvary lež́ıćı v otočené p̊udorysně se po otočeńı jev́ı nezkresleně. Otočené osy (x′) a (y′) jsou tedy
k sobě kolmé, a proto otočený počátek (O′) lež́ı na Thaletově kružnici určené pr̊uměrem XY .
Každý bod lež́ıćı v p̊udorysně se při otáčeńı pohybuje po kružnici se středem na ose otáčeńı
XY a lež́ıćı v rovině kolmé na osu otáčeńı. Tato kružnice se promı́tá jako kolmice na osu
otáčeńı procházej́ıćı otáčeným bodem. Přesnou polohu otočeného počátku urč́ıme tedy jako
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Obrázek 2.10: Konstrukce axonometrických jednotek

pr̊useč́ık Thaletovy kružnice a kolmice k ose otáčeńı XY procházej́ıćı počátkem O′. Jednotky na
otočených osách se jev́ı ve skutečné velikosti. Abychom určili axonometrické jednotky ux a uy,
otoč́ıme koncové body jednotkových úseček u zpět, což znamená, že zkonstruujeme kolmice k ose
otáčeńı XY a nalezneme pr̊useč́ıky těchto kolmic s osami x′ a y′.

Obdobně postupujeme při konstrukci axonometrické jednotky uz. Na obr. 2.10 je znázorněna
konstrukce všech axonometrických jednotek pomoćı otočeńı všech souřadnicových rovin do axo-
nometrické pr̊umětny. V praxi voĺıme pouze nezbytně nutný počet otočeńı.

Uvedeným postupem je možné źıskat axonometrický pr̊umět libovolného bodu zadaného
kartézskými souřadnicemi, viz př́ıklad na obr. 2.11, kde je nakreslen souřadnicový kvádr bodu
A = (xA, yA, zA) = (2, 3, 1).

Axonometrické jednotky vyjadřuj́ı poměr zkráceńı na jednotlivých souřadnicových osách

kx =
ux
u
, ky =

uy
u
a kz =

uz
u
, (2.2)
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Obrázek 2.11: Souřadnicový kvádr bodu A = (2, 3, 1) v pravoúhlé axonometrii

kde u = 1 je skutečná délka promı́taného souřadnicového vektoru dle (2.1). Obecně plat́ı
kx ̸= ky ̸= kz, což může být považováno za nevýhodu pro ručńı rýsováńı axonometrických
pr̊umět̊u.

Útvary lež́ıćı v rovinách rovnoběžných s axonometrickou pr̊umětnou se promı́taj́ı nezkreslené,
jak vyplývá z vlastnost́ı rovnoběžného promı́táńı.

Na obr. 2.12 je nakreslen spojovaćı úhelńık (stejný jako na obr. 2.2) v axonometrii.
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Obrázek 2.12: Spojovaćı úhelńık v axonometrii
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Isometrie

Isometrie je speciálńı typ pravoúhlé axonometrie, kdy axonometrická pr̊umětna ϱ prot́ıná osy
souřadnicového systému ve stejných vzdálenostech od počátku. Důsledkem této speciálńı pozice
se isometrie vyznačuje velmi praktickými vlastnostmi, viz obr. 2.13.

1. Axonometrický trojúhelńık △XY Z je rovnostranný.

2. Úhly mezi kladnými poloosami x′, y′ a z′ jsou rovny 120◦.

3. Všechny rozměry rovnoběžné se souřadnicovými osami se zkracuj́ı stejně v poměru

k =

√
2

3
. (2.3)
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Obrázek 2.13: Isometrie
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Obrázek 2.14: K odvozeńı poměru zkráceńı v isometrii

Pro odvozeńı poměru zkráceńı v isometrii uvažujme situaci zobrazenou na obr. 2.14. Máme
určit poměr

k =
d′

d
. (2.4)
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Z pravoúhlého trojúhelńıka △XO′S vyplývá

sin 60◦ =
||XS||
d′

=⇒ d′ =
||XS||
sin 60◦

(2.5)

a z pravoúhlého trojúhelńıka △XS(O′) vyplývá

sin 45◦ =
||XS||

d
=⇒ d =

||XS||
sin 45◦

. (2.6)

Po dosazeńı (2.5) a (2.6) do (2.4) a ze znalosti sin 60◦ =
√
3
2 a sin 45◦ =

√
2
2 dostáváme

(2.3).

Je zřejmé, že při rýsováńı objekt̊u v isometrii neńı třeba konstruovat axonometrické jednotky.

Stač́ı souřadnice všech bod̊u násobit k =
√

2
3 (přibližně 0.8) a nanášet zkrácené velikosti podél

os isometrického souřadnicového systému. Např. bod A = (xA, yA, zA) se promı́tne do bodu

A′ = (x′A, y
′
A, z

′
A) = (xA

√
2
3 , yA

√
2
3 , zA

√
2
3), (2.7)

viz př́ıklad na obr. 2.15, kde je nakreslen souřadnicový kvádr bodu A = (2, 3, 1) v isometrii.
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Obrázek 2.15: Souřadnicový kvádr bodu A = (2, 3, 1) v isometrii

Útvary lež́ıćı v rovinách rovnoběžných s isometrickou pr̊umětnou jsou promı́tány ve skutečné
velikosti, jak vyplývá z vlastnost́ı rovnoběžného promı́táńı. To znamená, že kulová plocha určená
středem S = (xS , yS , zS) a poloměrem r se promı́tne do kružnice se středem, jehož souřadnice
vypoč́ıtáme dle (2.7) a poloměrem r′ = r (pr̊umětem kulové plochy je pr̊umět hlavńı kružnice
kulové plochy lež́ıćı v rovině rovnoběžné s isometrickou pr̊umětnou, která se promı́tá ve skutečné
velikosti). Př́ıklad isometrického pr̊umětu kulové plochy se středem S = (0, 0, 2) a poloměrem
r = 2 je nakreslen na obr. 2.16.

Technická isometrie

Alternativou isometrie je technická isometrie, kdy poměr zkráceńı je zvolen k = 1. Tento zp̊usob
zobrazováńı je značně rozš́ı̌ren ve stroj́ırenstv́ı, nebot’ odpadá nepohodlné násobeńı souřadnic

koeficientem
√

2
3 . T́ım pádem se bod A = (xA, yA, zA) promı́tá do bodu se souřadnicemi ve

skutečné velikosti
A′ = (x′A, y

′
A, z

′
A) = (xA, yA, zA). (2.8)
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Obrázek 2.16: Kulová plocha se středem S = (0, 0, 2) a poloměrem r = 2 v isometrii
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Obrázek 2.17: Souřadnicový kvádr bodu A = (2, 3, 1) v technické isometrii

Př́ıklad souřadnicového kvádru bodu A = (2, 3, 1) v technické isometrii je nakreslen na obr. 2.17.
Útvary lež́ıćı v rovinách rovnoběžných s isometrickou pr̊umětnou jsou promı́tány zvětšené,

tj. násobené koeficientem 1
k =

√
3
2 (přibližně 1.2), viz př́ıklad technické isometrie kulové plochy

se středem S = (0, 0, 2) a poloměrem r = 2 na obr. 2.18. Spojovaćı úhelńık v technické isometrii
je uveden na obr. 2.19
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Obrázek 2.18: Kulová plocha se středem S = (0, 0, 2) a poloměrem r = 2 v technické isometrii
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Obrázek 2.19: Spojovaćı úhelńık v technické isometrii
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2.3 Mongeovo promı́táńı

Mongeovo promı́táńı je pravoúhlé promı́táńı na dvě vzájemně kolmé pr̊umětny – p̊udorysnu
π = (x, y) a nárysnu ν = (x, z). Každému bodu A = (xA, yA, zA, 1) ∈ E3

∞ je jednozdačně
přǐrazená dvojice jeho sdružených pr̊umět̊u – pravoúhlý pr̊umět bodu A do p̊udorysny – p̊udorys
A1 a pravoúhlý pr̊umět bodu A do nárysny – nárys A2.

Analytická reprezentace pravoúhlého promı́táńı do p̊udorysny je určena matićı

G =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


a p̊udorys je dán

A1 = A ·G = (xA, yA, 0, 1) .

Analytická reprezentace pravoúhlého promı́táńı do nárysny je určena matićı

G =


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


a nárys je dán

A2 = A ·G = (xA, 0, zA, 1) .

Pro nakresleńı výsledného zobrazeńı sdruž́ıme pr̊umětny otočeńım jedné z pr̊uměten do ro-
viny druhé pr̊umětny kolem společné pr̊usečnice – osy x. Jej́ı pr̊umět se označuje x1,2 a nazývá
se základnice. T́ım źıskáme v jedné nákresně dvojici sdružených pr̊umět̊u, jejichž spojnice A1A2

se nazývá ordinála a je kolmá na základnici, viz obr. 2.20.

Obrázek 2.20: Princip Mongeova promı́táńı (vlevo) a sdružené pr̊uměty bodu (vpravo)

Na obr. 2.21 je zobrazen rotačńı válec (stejný jako na obr. 2.2) v Mongeově promı́táńı.
V Mongeově promı́táńı se zobrazuj́ı objekty na technických výkresech. Často jsou kv̊uli

složitosti použity i pr̊uměty do daľśıch pr̊uměten, viz obr. 2.22. Pr̊uměty se označuj́ı následovně:
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Obrázek 2.21: Rotačńı válec v Mongeově promı́táńı

1 – p̊udorys (pohled shora), 2 – nárys (pohled zepředu), 3 – (pravý) bokorys (pohled zleva), 4
– levý bokorys (pohled zprava), 5 – pohled zdola, 6 – pohled zezadu).

Obrázek 2.22: Mongeovo promı́táńı na 6 pr̊uměten

Potřebný počet obraz̊u se voĺı s ohledem na složitost zobrazované součásti. Př́ıklad je uveden
na obr. 2.23, kde je zobrazeno závěsné oko v nárysu a v bokorysu v řezu.
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Obrázek 2.23: Technický výkres závěsného oka

Pro úplnost je na obr. 2.24 uveden i spojovaćı úhelńık v kótovaném Mongeově promı́táńı.
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Kapitola 3

Analytická geometrie v rovině

V této kapitole se budeme zabývat následuj́ıćımi útvary ve dvojrozměrném euklidovském pro-
storu – body, př́ımkami a kuželosečkami. Zvláštńı pozornost budeme věnovat geometrickému
významu jednotlivých prvk̊u jejich analytické reprezentace.

3.1 Bod a vektor

Ve dvojrozměrném euklidovském prostoru E2 je dána kartézská souřadnicová soustava (O, x, y).
Každému bodu A ∈ E2 je jednoznačně přǐrazena uspořádaná dvojice reálných č́ısel – kartézské
souřadnice xA, yA, které vyjadřuj́ı vzdálenosti bodu A od souřadnicových os x a y. Bod A
v prostoru E2 je tedy jednoznačně určen kartézskými souřadnicemi

A = [xA, yA].

Polohový vektor a bodu A je vektor s počátečńım bodem v počátku souřadnic O = (0, 0)
a koncovým bodem v bodě A = [xA, yA]. Bod i jeho polohový vektor maj́ı stejné souřadnice

a = (xA − 0, yA − 0) = (xA, xA),

proto se s ohledem na analytické vyjádřeńı útvar̊u ve tvaru vektorových rovnic často namı́sto
bodu uvažuje jeho polohový vektor a označuje se jako vektor, tedy

A = (xA, yA).

Nadále budeme pojmem ”bod”mı́nit jeho polohový vektor, a také ho tak budeme označovat.

Dvěma body A = (xA, yA) a B = (xB, yB) v rovině je určen volný vektor

a =
−−→
AB = (B−A) = (xB − xA, yB − yA) = (a1, a2).

Volný vektor a vyjadřuje množinu všech vektor̊u se souřadnicemi (a1, a2). Vektor, jehož počátek
pevně zvoĺıme, je vektor vázaný.

Velikost vektoru a je dána vzdálenost́ı jeho koncových bod̊u

∥a∥ =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 =
√

a21 + a22.

29
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3.2 Př́ımka

Př́ımka a v rovině je jednoznačně určena dvěma body, př́ıpadně bodem a směrovým vektorem.
Jsou-li dány dva body v rovině A = (xA, yA) a B = (xB, yB), je směrový vektor př́ımky bud’

s =
−−→
AB,

nebo

s =
−−→
BA.

Př́ımka v rovině může být vyjádřena vektorovou rovnićı, parametrickými rovnicemi a obec-
nou rovnićı. Za určitých okolnost́ı může být vyjádřena i směrnicovou nebo úsekovou rovnićı.

3.2.1 Vektorová rovnice př́ımky

Předpokládejme, že př́ımka a je určena dvěma body A = (xA, yA) a B = (xB, yB), viz obr. 3.1.
Vyjádř́ıme směrový vektor

s = (s1, s2) =
−−→
AB.

Vektorová rovnice př́ımky potom je

P(t) = A+ ts = (xA + s1t, yA + s2t), t ∈ R.

Obrázek 3.1: Geometrický význam prvk̊u v analytickém vyjádřeńı př́ımky

Pro zvolenou hodnotu parametru t dostáváme bod na př́ımce. Je-li t < 0, dostaneme body
na polopř́ımce vyznačené modrou barvou v obr. 3.1. Pro t = 0 dostaneme souřadnice bodu A.
Pro t = 1 dostaneme souřadnice bodu B a v př́ıpadě, že t > 1, dostáváme body na polopř́ımce
vyznačené zelenou barvou v obr. 3.1. Je tedy zřejmé, že vektorovou rovnićı lze vyjádřit libovolnou
př́ımku v rovině.
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3.2.2 Parametrické rovnice př́ımky

Parametrické rovnice př́ımky jsou určeny souřadnicovými funkcemi vektorové funkce P(t)

x(t) = xA + s1t,

y(t) = yA + s2t, t ∈ R.

Pro volbu hodnot parametru t plat́ı vše, co bylo řečeno u vektorové rovnice př́ımky, tud́ıž
i parametrickými rovnicemi lze vyjádřit libovolnou př́ımku v rovině.

3.2.3 Obecná rovnice př́ımky

Obecná rovnice př́ımky má tvar

ax+ by + c = 0,

kde

n = (a, b) = (−s2, s1)

je normálový vektor př́ımky (vektor kolmý ke směrovému vektoru s) a c je svázáno se vzdálenost́ı
př́ımky od počátku d(a,O) vztahem

d(a,O) =
c√

a2 + b2
.

Obecnou rovnićı př́ımky lze vyjádřit libovolnou př́ımku v rovině.

3.2.4 Směrnicová rovnice př́ımky

Směrnicová rovnice př́ımky má tvar

y = kx+ q,

kde k je směrnice př́ımky

k =
s2
s1

= tanα,

kde α je úhel, který sv́ırá př́ımka s osou x, a q je úsek, který př́ımka vyt́ıná na ose y (pr̊useč́ık
př́ımky a osy y), viz obr. 3.1. Je zřejmé, že t́ımto zp̊usobem nelze vyjádřit př́ımky rovnoběžné
s osou y, kdy s1 = 0.

3.2.5 Úseková rovnice př́ımky

Úseková rovnice př́ımky má tvar

x

p
+

y

q
= 1,

kde p je úsek, který př́ımka vyt́ıná na ose x (pr̊useč́ık př́ımky a osy x) a q je úsek, který př́ımka
vyt́ıná na ose y (pr̊useč́ık př́ımky a osy y), viz obr. 3.1. Je zřejmé, že t́ımto zp̊usobem nelze
vyjádřit př́ımky procházej́ıćı počátkem, kdy p = 0, q = 0.
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Obrázek 3.2: Kuželosečky jako řezy na rotačńı kuželové ploše

3.3 Kuželosečky

Kuželosečky jsou křivky, které vzniknou jako rovinné řezy rotačńı kuželové plochy, viz obr. 3.2.
Podle úhlu, který sv́ırá řezná rovina s osou rotace kuželové plochy rozlǐsujeme kružnici (β = 90◦),
elipsu (β > α), parabolu (β = α) a hyperbolu (β < α); α je polovičńı vrcholový úhel kuželové
plochy.

Zde si uvedeme definice jednotlivých kuželoseček, př́ıklad jejich aplikace a stručný přehled
kanonických rovnic včetně graf̊u. Podrobněǰśı výklad o kuželosečkách lze naj́ıt v [4].
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3.3.1 Kružnice

Kružnice je množina všech bod̊u v rovině, jejichž vzdálenost od pevného středu je rovna poloměru
r. Praktickou aplikaci nalezneme ve všech oblastech techniky.

3.3.2 Elipsa

Elipsa je množina všech bod̊u v rovině, jejichž součet vzdálenost́ı od dvou pevných bod̊u –
ohnisek – je roven 2a, kde a je délka hlavńı poloosy elipsy. Praktickou aplikaci nalezneme např.
u eliptických řetězových kol v cyklistice, viz obr. 3.3 (převzato z [5]).

Obrázek 3.3: Převod eliptickými řetězovými koly

3.3.3 Hyperbola

Hyperbola je množina všech bod̊u v rovině, jejichž rozd́ıl vzdálenost́ı od dvou pevných bod̊u –
ohnisek je roven 2a, kde a je délka hlavńı poloosy hyperboly. Zaj́ımavou praktickou aplikaćı je
např. navigačńı systém vyvinutý za 1. a 2. světové války zobrazený na obr. 3.4 (převzato z [6]).

Obrázek 3.4: Princip navigačńıho systému
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Dvě radiostanice umı́stěné v A a B současně vyśılaj́ı signál na lod’ (letadlo) umı́stěné v P .
Palubńı poč́ıtač na základě časového rozd́ılu př́ıjmu signál̊u urč́ı rozd́ıl vzdálenost́ı od obou
vyśılač̊u, č́ımž je definována i poloha lodě na jedné z větv́ı hyperboly.

3.3.4 Parabola

Parabola je množina bod̊u v rovině, jejichž vzdálenost od pevného bodu (ohniska) a ř́ıdićı př́ımky
d je stejná a rovna polovině velikosti parametru p. V praktických aplikaćıch nalezneme např.
parabolu jako trajektorii parabolického letu, který slouž́ı k simulaci stavu bezt́ıže, viz obr. 3.5
(převzato z [7] a [8]).

Obrázek 3.5: Pr̊uběh parabolického letu
video

3.4 Přehled kuželoseček

V této části je uveden stručný přehled kuželoseček umı́stěných v rovině (x, y) v posunuté poloze
v̊uči souřadnicovému systému, tj. kdy osy kuželosečky jsou rovnoběžné s osami souřadnicového
systému. Obecná poloha kuželoseček v̊uči souřadnicovému systému neńı uvažována. V přehledu
je uveden kanonický tvar rovnice kuželosečky a graf kuželosečky pro konkrétńı zadáńı. V grafu
je vyznačen geometrický význam jednotlivých prvk̊u vyskytuj́ıćıch se v rovnici kuželosečky.

http://www.youtube.com/watch?v=qtQchbUgeLE&feature=related
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Kružnice

(x−m)2 + (y − n)2 = r2

S = (m,n) = (4, 3)

r = 2

Elipsa

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
= 1

S = (m,n) = (4, 3)

a = 2

b = 1

Elipsa

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
= 1

S = (m,n) = (4, 3)

a = 2

b = 1
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Hyperbola

(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
= 1

S = (m,n) = (2, 1)

a = 1

b = 2

Hyperbola

−(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
= 1

S = (m,n) = (2, 1)

a = 1

b = 2
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Hyperbola

y − n =
k

x−m

S = (m,n) = (2, 1)

k = 2

Hyperbola

y − n = − k

x−m

S = (m,n) = (2, 1)

k = 2
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Parabola

(x−m)2 = 2p(y − n)

V = (m,n) = (2, 1)

p = 1

Parabola

(x−m)2 = −2p(y − n)

V = (m,n) = (2, 1)

p = 1
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Parabola

(y − n)2 = 2p(x−m)

V = (m,n) = (2, 1)

p = 1

Parabola

(x−m)2 = −2p(y − n)

V = (m,n) = (2, 1)

p = 1
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Kapitola 4

Analytická geometrie v prostoru

V této kapitole se budeme zabývat následuj́ıćımi základńımi útvary v trojrozměrném eukli-
dovském prostoru E3: body, př́ımkami, rovinami a kvadratickými plochami. Zvláštńı pozornost
budeme věnovat geoemetrickému významu jednotlivých prvk̊u jejich analytické reprezentace.

4.1 Bod a vektor

V trojrozměrném euklidovském prostoru E3 budeme postupovat podobně jako v kap. 3. Uvažujme,
že je dána kartézská souřadnicová soustava (O, x, y, z). Každému bodu A
inE3 je jednoznačně přǐrazena uspořádaná trojice reálných č́ısel – kartézské souřadnice xA, yA, zA,
které vyjadřuj́ı vzdálenosti bodu A od souřadnicových rovin (y, z), (x, z) a (x, y). Bod A v pro-
storu E3 je tedy jednoznačně určen kartézskými souřadnicemi

A = [xA, yA, yA].

Polohový vektor a bodu A je vektor s počátečńım bodem v počátku souřadnic O = (0, 0, 0)
a koncovým bodem v bodě A = [xA, yA, zA]. Bod i jeho polohový vektor maj́ı stejné souřadnice

a = (xA − 0, yA − 0, zA − 0) = (xA, xA, zA),

proto se s ohledem na analytické vyjádřeńı útvar̊u ve tvaru vektorových rovnic často namı́sto
bodu uvažuje jeho polohový vektor a označuje se jako vektor, tedy

A = (xA, yA, zA).

Nadále budeme pojmem ”bod”mı́nit jeho polohový vektor a také ho tak budeme označovat.

Dvěma body A = (xA, yA, zA) a B = (xB, yB, zB) v prostoru E3 je určen volný vektor

a =
−−→
AB = (B−A) = (xB − xA, yB − yA, zB − zA) = (a1, a2, a3).

Volný vektor a vyjadřuje množinu všech vektor̊u se souřadnicemi (a1, a2, a3). Vektor, jehož
počátek pevně zvoĺıme, je vektor vázaný.

Velikost vektoru a je dána vzdálenost́ı jeho koncových bod̊u

∥a∥ =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2 =
√

a21 + a22 + a23.

41
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4.2 Př́ımka

Př́ımka v prostoru E3 je jednoznačně určena dvěma body, př́ıpadně bodem a směrovým vekto-
rem. Jsou-li dány dva body v prostoru A = (xA, yA, zA) a B = (xB, yB, zB), je směrový vektor
př́ımky bud’

s =
−−→
AB

nebo

s =
−−→
BA.

Př́ımka v prostoru E3 může být vyjádřena vektorovou rovnićı nebo parametrickými rovni-
cemi.

4.2.1 Vektorová rovnice př́ımky

Předpokládejme, že př́ımka a je určena dvěma body A = (xA, yA, zA) a B = (xB, yB, zB).
Vyjádř́ıme směrový vektor

s = (s1, s2, s3) =
−−→
AB.

Vektorová rovnice př́ımky potom je

P(t) = A+ ts = (xA + s1t, yA + s2t, zA + s3t), t ∈ R.

4.2.2 Parametrické rovnice př́ımky

Parametrické rovnice př́ımky jsou určeny souřadnicovými funkcemi vektorové funkce P(t)

x(t) = xA + s1t,

y(t) = yA + s2t,

z(t) = yA + s3t, t ∈ R.

Př́ıklad: Uvažujme bod A = (1, 2, 1) a směrový vektor a = (1,−1, 32). Vektorová rovnice
př́ımky určené bodem A a směrovým vektorem a je

P(t) = (1 + t, 2− t, 1 + 3
2 t), t ∈ R.

Parametrické rovnice př́ımky jsou

x(t) = 1 + t,

y(t) = 2− t,

z(t) = 1 + 3
2 t, t ∈ R.

Dosad́ıme-li konkrétńı hodnotu křivočaré souřadnice, např. t = 1, dostaneme bod na př́ımce:

P(1) = (x(1), y(1), z(1)) = (2, 1, 52).
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4.3 Rovina

Rovina ϱ je jednoznačně určena třemi body A = (xA, yA, zA), B = (xB, yB, zB)
a C = (xC, yC, zC). V prostoru E3 může být rovina vyjádřena vektorovou rovnićı, paramet-
rickými rovnicemi, úsekovou rovnićı a obecnou rovnićı.

4.3.1 Vektorová rovnice roviny

Předpokládejme, že rovina je určena třemi body A = (xA, yA, zA), B = (xB, yB, zB)
a C = (xC, yC, zC), které určuj́ı dva směrové vektory např. následovně

u = (u1, u2, u3) =
−−→
AB = (xB − xA, yB − yA, zB − zA),

v = (v1, v2, v3) =
−→
AC = (xC − xA, yC − yA, zC − zA).

Potom vektorová rovnice roviny je

P(s, t) = A+ us+ vt = (xA + u1s+ v1t, yA + u2s+ v2t, zA + u3s+ v3t), s, t ∈ R,

kde s a t jsou parametry.

4.3.2 Parametrické rovnice roviny

Parametrické rovnice roviny jsou určeny souřadnicovými funkcemi vektorové funkce P(s, t), tedy

x(s, t) = xA + u1t+ v1s,

y(s, t) = yA + u2t+ v2s,

z(s, t) = yA + u3t+ v3s, s, t ∈ R.

4.3.3 Úseková rovnice roviny

Úseková rovnice roviny má tvar

x

p
+

y

q
+

z

r
= 1,

kde p je úsek, ve kterém rovina prot́ıná osu x, q je úsek, ve kterém rovina prot́ıná osu y a r
je úsek, ve kterém rovina prot́ıná osu z. Je zřejmé, že t́ımto zp̊usobem nelze vyjádřit roviny
procházej́ıćı počátkem, kdy p = 0, q = 0, r = 0.

4.3.4 Obecná rovnice roviny

Obecná rovnice roviny má tvar

ax+ by + cz + d = 0,

kde

n = (a, b, c)

je normálový vektor roviny (vektor kolmý k vektorovému součinu vektor̊u u a v) a d je svázáno
se vzdálenost́ı roviny od počátku d(ϱ,O) vztahem

d(ϱ,O) =
d√

a2 + b2 + c2
.
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4.4 Kvadratické plochy

Plochou v prostoru E3 rozumı́me množinu všech bod̊u prostorou, jejichž kartézské souřadnice
vyhovuj́ı rovnici F (x, y, z) = 0, kde F je funkce maj́ıćı v každém bodě spojité parciálmı́ derivace
alespoň prvńıho řádu.

Kvadratické plochy (kvadriky) jsou plochy druhého stupně, které lze popsat rovnićı

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2(a12xy + a13xz + a23yz) + 2(a14x+ a24y + a34z) + a44 = 0,

kde alespoň jeden z koeficient̊u u člen̊u druhého stupně, tzn.

a11, a22, a33, a12, a13, a23,

je nenulový.
Je-li matice koeficient̊u 

a11 a12 a13 a14

a12 a22 a23 a24

a13 a23 a33 a34

a14 a23 a34 a44


regulárńı, označujeme kvadriky jako regulárńı kvadriky. V opačném př́ıpadě označujeme kvadriky
jako singulárńı. K regulárńım kvadrikám patř́ı kulová plocha, elipsoid, hyperboloid a paraboloid.
K singulárńım kvadrikám patř́ı válcová plocha, kuželová plocha a dvojice rovin.

V této kapitole se budeme dále podrobněji věnovat pouze regulárńım kvadrikám.

4.4.1 Kulová plocha

Kulová plocha je určena středem S = (m,n, p) a poloměrem r, viz obr. 4.1. Jej́ı rovnice je

(x−m)2 + (y − n)2 + (z − p)2 = r2.

Obrázek 4.1: Kulová plocha

V praktických aplikaćıch se s kulovou plochou setkáváme velmi často, uved’me př́ıklad kulové
dotykové sondy souřadnicových měřićıch stroj̊u, viz obr. 4.2 (převzato z [9]).
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Obrázek 4.2: Kulová dotyková měřićı sonda
video

4.4.2 Elipsoid

Elipsoid je určen středem S = (m,n, p) a poloosami a∥x, b∥y a c∥z. Jeho rovnice je

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
+

(z − p)2

c2
= 1.

Pokud a ̸= b ̸= c, hovoř́ıme o trojosém elipsoidu, viz obr. 4.3

Obrázek 4.3: Trojosý elipsoid

Pokud a = b, resp. b = c, resp. a = c, hovoř́ıme o rotačńım elipsoidu s osou rotace rov-
noběžnou s osou z, resp x, resp. y.

Pokud a = b = c, vznikne kulová plocha jako speciálńı př́ıpad elipsoidu.

Jako př́ıklad praktické aplikace uved’me elipsoid nejistoty měřeńı, kterým lze modelovat
oblast, ve které lež́ı bod změřený na souřadnicovém měřićım stroji v př́ıpadě, že měřićı zař́ızeńı
vykazuje stejnou nejistotu měřeńı ve směrech os x a y, ale podstatně menš́ı nejistotu ve směru

http://www.youtube.com/watch?v=L_UHYj4X-9Y
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osy z, viz obr. 4.4 vlevo (převzato z [10]). Vpravo na obrázku je nakresleno několik elipsoid̊u
nejistoty měřeńı, ve kterých se nacházej́ı body naměřené na kulové ploše při použit́ı otočného
stolu.

Obrázek 4.4: Elipsoid nejistoty měřeńı

4.4.3 Hyperboloid

Jednod́ılný eliptický hyperboloid je určen středem S = (m,n, p) a poloosami a∥x, b∥y, c∥z, a ̸= b.
Má-li eliptický jednod́ılný hyperboloid osu rovnoběžnou s osou z, viz obr. 4.5, je jeho rovnice

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
− (z − p)2

c2
= 1.

Je-li osa jednod́ılného eliptického hyperboloidu rovnoběžná s osou x, jeho rovnice se změńı
na

−(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
+

(z − p)2

c2
= 1,

a pokud je osa jednod́ılného eliptického hyperboloidu rovnoběžná s osou y, změńı se jeho rovnice
na

(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
+

(z − p)2

c2
= 1.

Pokud jsou poloosy určuj́ıćı eliptický řez jednod́ılného eliptického hyperboloidu stejně dlouhé,
přecháźı eliptický hyperboloid v rotačńı. Jednod́ılný rotačńı hyperboloid je také plocha genero-
vaná rotačńım pohybem př́ımky mimoběžné s osou otáčeńı. Praktickou aplikaci této skutečnosti
nalezneme při převodu šroubovými ozubenými koly s mimoběžnými osami hř́ıdel̊u šroubových
kol. Šroubová ozubená kola se dotýkaj́ı podél př́ımky, viz obr. 4.6 (převzato z [?] a [11]).

Dvoud́ılný eliptický hyperboloid je určen středem S = (m,n, p) a poloosami a∥x, b∥y, c∥z,
a ̸= b. Má-li dvoud́ılný eliptický hyperboloid osu rovnoběžnou s osou z, je jeho rovnice

−(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
+

(z − p)2

c2
= 1.

Je-li osa dvoud́ılného eliptického hyperboloidu rovnoběžná s osou x, viz obr. 4.7, jeho rovnice se
změńı na

(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
− (z − p)2

c2
= 1,
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Obrázek 4.5: Jednod́ılný eliptický hyperboloid

Obrázek 4.6: Převod šroubovými ozubenými koly
video

a pokud je osa dvoud́ıloného eliptického hyperboloidu rovnoběžná s osou y, změńı se jeho rovnice
na

−(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
− (z − p)2

c2
= 1.

Pokud jsou poloosy určuj́ıćı eliptický řez dvoud́ılného eliptického hyperboloidu stejně dlouhé,
přecháźı eliptický hyperboloid v rotačńı.

http://www.youtube.com/watch?v=llzSakvbma0
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Obrázek 4.7: Dvoud́ılný eliptický hyperboloid

4.4.4 Paraboloid

Eliptický paraboloid je určen vrcholemV = (m,n, p), dvěma r̊uzně dlouhými poloosami a výškou.
Jestliže jsou poloosy a∥x, b∥y a výška c∥z, má eliptický paraboloid osu rovnoběžnou s osou z,
viz obr. 4.8, je jeho rovnice

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
=

z − p

c
.

Obrázek 4.8: Eliptický paraboloid

Je-li osa eliptického paraboloidu rovnoběžná s osou x, jeho rovnice se změńı na

(y − n)2

b2
+

(z − p)2

c2
=

x−m

a
,

a pokud je osa eliptického paraboloidu rovnoběžná s osou y, změńı se jeho rovnice na

(x−m)2

a2
+

(z − p)2

c2
=

y − n

a
.



APLIKOVANÁ GEOMETRIE 49

Pokud jsou poloosy eliptického paraboloidu stejně dlouhé, přecháźı eliptický paraboloid
v rotačńı.

V praxi se můžeme s eliptickým a rotačńım paraboloidem setkat u parabolických antén,
zrcadel a světlomet̊u, viz obr. 4.9 (převzato z [12]).

Obrázek 4.9: Parabolický reflektor Škoda Felicia A02

Hyperbolický paraboloid je určen vrcholem V = (m,n, p), dvěma poloosami a výškou. Jestliže
jsou poloosy a∥x, b∥y a výška c∥z, má hyperbolický paraboloid osu rovnoběžnou s osou z, viz
4.10, a jeho rovnice je

(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
=

z − p

c
.

Obrázek 4.10: Hyperbolický paraboloid

Je-li osa hyperbolického paraboloidu rovnoběžná s osou x, jeho rovnice se změńı na

(y − n)2

b2
− (z − p)2

c2
=

x−m

a
,
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a pokud je osa hyperbolického paraboloidu rovnoběžná s osou y, změńı se jeho rovnice na

(x−m)2

a2
− (z − p)2

c2
=

y − n

b
.

Př́ıklad praktického použit́ı hyperbolického paraboloidu je uveden na obr. 4.11, kde je zobra-
zen etalon Českého metrologického institutu (ČMI) Hyperbolický paraboloid 300 [13] vyvinutý
k testováńı a verifikaci schopnost́ı souřadnicových měřićıch stroj̊u měřit obecně tvarované plochy.

Obrázek 4.11: ČMI etalon obecných tvar̊u HP 300

4.5 Přehled kvadratických ploch

V této části je uveden stručný přehled kvadratických ploch umı́stěných v posunuté poloze v̊uči
souřadnicovému systému, tj. kdy osy kvadratických ploch jsou rovnoběžné s osami souřadnicového
systému. Obecná poloha kvadratických ploch v̊uči souřadnicovému systému neńı uvažována.
V přehledu je uveden kanonický tvar rovnice kvadratické plochy a zobrazeńı plochy pro konkrétńı
zadáńı. Pokud je to možné, je v obrázku vyznačen geometrický význam jednotlivých prvk̊u vy-
skytuj́ıćıch se v kanonické rovnici kvadratické plochy.
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Kulová plocha Elipsoid

(x−m)2 + (y − n)2 + (z − p)2 = r2
(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
+

(z − p)2

c2
= 1

S = (m,n, p) = (0, 0, 0) S = (m,n, p) = (0, 0, 0)

r = 3 a = 3, b = 2, c = 1

Kulová plocha Elipsoid

(horńı část) (dolńı část)

z = p+ c
√

r2 − (x−m)2 − (y − n)2 z = p− c

√
1− (x−m)2

a2
− (y − n)2

b2

S = (m,n, p) = (0, 0, 0) S = (m,n, p) = (0, 0, 0)

r = 3 a = 3, b = 2, c = 1
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Rotačńı jednod́ılný hyperboloid, o ∥ z Eliptický jednod́ılný hyperboloid, o ∥ z

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
− (z − p)2

c2
= 1

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
− (z − p)2

c2
= 1

S = (m,n, p) = (0, 0, 0) S = (m,n, p) = (0, 0, 0)

a = b = 2, c = 3 a = 1, b = 2, c = 3

Rotačńı kuželová plocha, o ∥ z Eliptická kuželová plocha, o ∥ z

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
− (z − p)2

c2
= 0

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
− (z − p)2

c2
= 0

V = (m,n, p) = (0, 0, 0) V = (m,n, p) = (0, 0, 0)

a = b = 2, c = 3 a = 1, b = 2, c = 3
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Rotačńı dvojd́ılný hyperboloid, o ∥ z Eliptický dvojd́ılný hyperboloid, o ∥ z

−(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
+

(z − p)2

c2
= 1 −(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
+

(z − p)2

c2
= 1

S = (m,n, p) = (0, 0, 0) S = (m,n, p) = (0, 0, 0)

a = b = 3, c = 4 a = 2, b = 3, c = 4

Rotačńı paraboloid, o ∥ +z Eliptický paraboloid, o ∥ +z

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
=

z − p

c

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
=

z − p

c

V = (m,n, p) = (0, 0, 0) V = (m,n, p) = (0, 0, 0)

a = b = 2, c = 5 a = 2, b = 3, c = 5



54 Analytická geometrie v prostoru

Hyperbolický paraboloid, o ∥ +z Eliptická válcová plocha, o ∥ z

(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
=

z − p

c

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
= 1

V = (m,n, p) = (0, 0, 0) S = (m,n, z) = (0, 0, z)

a = 3, b = 2, c = 1 a = 2, b = 3

Parabolická válcová plocha, o ∥ z Hyperbolická válcová plocha, o ∥ z

(y − n)2

b2
=

x−m

a

(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
= 1

V = (m,n, p) = (0, 0, 0) S = (m,n, p) = (0, 0, 0)

a = 4, b = 2 a = 2, b = 3



Kapitola 5

Rotačńı plochy

Rotačńı plocha je útvar, který vznikne rotačńım pohybem tvořićı křivky kolem osy rotace. V ana-
lytických vyjádřeńıch uvedených dále budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že osou
rotace je osa z. Transformačńı matice bude tedy představovat pouze rotaci kolem osy z, (viz
sekce 1.4.3)

G(u) =


cosu sinu 0 0

− sinu cosu 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , u ∈ [0, 2π].

Má-li tvořićı křivka v homogenńıch souřadnićıch (viz kap. 1) prostoru E3
∞ analytickou repre-

zentaci

P(v) =
(
x(v), y(v), z(v), 1

)
, v ∈ [v1, v2],

je jej́ı rotaćı kolem osy z generována rotačńı plocha v základńı poloze

S(u, v) = P(v) ·G(u) =
(
x(v), y(v), z(v), 1

)
·


cosu sinu 0 0

− sinu cosu 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =

=
(
x(v) cosu− y(v) sinu, x(v) sinu+ y(v) cos(u), z(v), 1

)
,

u ∈ [0, 2π], v ∈ [v1, v2].

Parametrické u−křivky rotačńı plochy jsou rovnoběžkové kružnice. Parametrické v−křivky rotačńı
plochy jsou tvořićı křivky. V př́ıpadě, že tvořićı křivkou je rovinná křivka lež́ıćı v rovině, resp.
polorovině procházej́ıćı osou rotace, nazýváme tuto tvořićı křivku meridián, resp. polomeridián
rotačńı plochy.

Bez d̊ukazu uvedeme souhrn nejd̊uležitěǰśıch vlastnost́ı rotačńıch ploch, se kterými budeme
dále pracovat. Také v této části zavedeme potřebou terminologii.

• Rotačńı plocha je souměrná podle své osy a podle roviny každého meridiánu.

• Tečna k meridiánu rotačńı plochy prot́ıná osu rotace nebo je s ńı rovnoběžná.

55



56 Rotačńı plochy

• Tečny k meridiánu v bodech téže rovnoběžkové kružnice tvoř́ı bud’ rotačńı kuželovou plochu
nebo rotačńı válcovou plochu nebo rovinu.

• Tvoř́ı-li tečny k meridiánu v bodech téže rovnoběžkové kružnice rotačńı kuželovou plochu,
nazývá se tato rotačńı kuželová plocha tečnový kužel (obr. 5.1).

• Tvoř́ı-li tečny k meridiánu v bodech téže rovnoběžkové kružnice rotačńı válcovou plochu,
nazývá se tato rovnoběžková kružnice hrdlo (obr. 5.2), resp. rovńık (obr. 5.3), pokud se
rotačńı válcová plocha dotýká uvnitř, resp. vně rotačńı plochy.

• Tvoř́ı-li tečny k meridiánu v bodech téže rovnoběžkové kružnice rovinu, nazývá se tato
rovnoběžková kružnice kráter (obr. 5.4).

• Normála rotačńı plochy prot́ıná osu rotace nebo je s ńı rovnoběžná.

• Tvoř́ı-li tečny k meridiánu v bodech téže rovnoběžkové kružnice tečnový kužel, tvoř́ı
normály rotačńı plochy v bodech této rovnoběžkové kružnice rotačńı kuželovou plochu
– tzv. normálový kužel (obr. 5.1).

• Tvoř́ı-li tečny k meridiánu v bodech téže rovnoběžkové kružnice rotačńı válcovou plo-
chu, tvoř́ı normály rotačńı plochy v bodech této rovnoběžkové kružnice rovinu (obr. 5.2,
obr. 5.3).

• Tvoř́ı-li tečny k meridiánu v bodech téže rovnoběžkové kružnice rovinu, tvoř́ı normály
rotačńı plochy v bodech této rovnoběžkové kružnice rotačńı válcovou plochu (obr. 5.4).

Obrázek 5.1: Tečnový a normálový kužel anuloidu
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Obrázek 5.2: Hrdlo anuloidu

Obrázek 5.3: Rovńık anuloidu
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Obrázek 5.4: Kráter anuloidu

V daľśım uvedeme analytickou a grafickou reprezentaci základńıch rotačńıch ploch vzniklých
rotaćı př́ımky a kružnice kolem osy z.

5.1 Rotačńı válcová plocha

Rotačńı válcová plocha je generována rotaćı př́ımky rovnoběžné s osou rotace kolem osy rotace.
Uvažujme př́ımku rovnoběžnou s osou z procházej́ıćı bodem r na ose x (levý hlavńı polome-
ridián). Analytická reprezentace levého hlavńıho polomeridiánu je

M(v) = (r, 0, v, 1), v ∈ R.

Potom je analytická reprezentace rotačńı válcové plochy

S(u, v) = (r cosu, r sinu, v, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ R.

Př́ıklad: Analytická reprezentace levého hlavńıho polomeridiánu je

M(v) = (3, 0, v, 1), v ∈ R.

Rotačńı válcová plocha, která vznikne jeho rotaćı kolem osy z, má analytickou reprezentaci

S(u, v) = (3 cosu, 3 sinu, v, 1), v ∈ R.

Na obr. 5.5 je zobrazena tato rotačńı válcová plocha pro v ∈ [−6, 6].
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Obrázek 5.5: Rotačńı válcová plocha generovaná rotaćı
př́ımky rovnoběžné s osou rotace (animace)

5.2 Rotačńı kuželová plocha

Rotačńı kuželová plocha je generována rotaćı př́ımky r̊uznoběžné s osou rotace kolem osy rotace.
Uvažujme př́ımku lež́ıćı v rovině (x, z) určenou bodem A = (xA, 0, zA, 1) a směrovým vektorem
a = (a1, 0, a3, 0). Tato př́ımka je hlavńı polomeridián rotačńı kuželové plochy s analytickou
reprezentaćı

M(v) = (xA + a1v, 0, zA + a3v, 1), v ∈ R.

Analytická reprezentace rotačńı kuželové plochy je

S(u, v) = ((xA + a1v) cosu, (xA + a1v) sinu, zA + a3v, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ R.

Př́ıklad: Hlavńı levý polomeridián rotačńı kuželové plochy je určen bodem A = (3, 0,−6, 1)
a směrovým vektorem a = (−1, 0, 2, 0). Analytická reprezentace hlavńıho levého polomeridiánu
je

M(v) = (3− v, 0,−6 + v, 1), v ∈ R

a rotačńı kuželová plocha má analytickou reprezentaci

S(u, v) = ((−v + 3) cosu, (−v + 3) sinu,−6 + 2v, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ R.

Na obr. 5.6 je zobrazena tato rotačńı kuželová plocha pro v ∈ [0, 12].

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/cyl.html
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Obrázek 5.6: Rotačńı kuželová plocha generovaná rotaćı
př́ımky r̊uznoběžné s osou rotace (animace)

5.3 Rotačńı jednod́ılný hyperboloid

Rotačńı jednod́ılný hyperboloid vzniká rotaćı tvořićı př́ımky P(v), která je mimoběžná s osou
rotace kolem osy rotace. Uvažujme tvořićı př́ımku, která je dána bodem A = (xA, yA, zA, 1)
a směrovým vektorem a = (a1, a2, a3, 0). Analytická reprezentace této př́ımky je

P(v) = (xA + a1v, yA + a2v, zA + a3v, 1), v ∈ R.

Analytická reprezentace jednod́ılného rotačńıho hyperboloidu je potom

S(u, v) = ((xA + a1v) cosu− (yA + a2v) sinu, (xA + a1v) sinu− (yA + a2v) cosu, zA + a3v, 1),

u ∈ [0, 2π], v ∈ R.

Př́ıklad: Tvořićı př́ımka jednod́ılného rotačńıho hyperboloidu je dána bodemA = (3, 1,−6, 1)
a směrovým vektorem a = (−1, 0, 2, 0). Analytická reprezentace této př́ımky je

P(v) = (3− v, 1,−6 + 2v, 1), v ∈ R

a analytická reprezentace jednod́ılného rotačńıho hyperboloidu je

S(u, v) = ((3− v) cosu− sinu, (3− v) sinu+ cosu,−6 + 2v, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ R.

Na obr. 5.7 je tento jednod́ılný rotačńı hyperboloid znázorněn pro v ∈ [−6, 6].

Analytickou reprezentaci hlavńıho meridiánu v parametrickém prostoru plochy S(u, v) źıskáme
řešeńım rovnice

y(u, v) = 0,

tedy

(3− v) sinu+ cosu = 0.

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/cone.html
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Obrázek 5.7: Jednod́ılný rotačńı hyperboloid generovaný rotaćı
př́ımky mimoběžné s osou rotace (animace)

Tato rovnice má řešeńı

u = u, v =
3 tanu+ 1

tanu
, u ∈ [0, 2π].

Dosad́ıme-li toto řešeńı do analytické reprezentace jednod́ılného rotačńıho hyperboloidu, dosta-
neme

M(u) = (− 1

sinu
, 0,

2

tanu
, 1),

což je jedna z možných analytických reprezentaćı hyperboly – hlavńıho meridiánu M(u) jed-
nod́ılného rotačńıho hyperboloidu znázorněného na obr. 5.8.

Obrázek 5.8: Jednod́ılný rotačńı hyperboloid generovaný rotaćı
hlavńıho meridiánu – hyperboly (animace)

Na obr. 5.9 je zobrazen model, který velmi názorným zp̊usobem demonstruje vztah mezi
rotačńı válcovou plochou, rotačńı kuželovou plochou a jednod́ılným rotačńım hyperboloidem
(převzato z [14]).

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/hypl.html
https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/hyph.html
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Obrázek 5.9: Vztah mezi rotačńı válcovou plochou, rotačńı kuželovou plochou
a jednod́ılným rotačńım hyperboloidem (video)

5.4 Kulová plocha

Kulová plocha vznikne rotaćı kružnice (meridiánu) se středem na ose rotace kolem osy rotace.
V př́ıpadě, že analytická reprezentace levého hlavńıho polomeridiánu je

M(v) = (R cos v, 0, R sin v, 1), v ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
,

kde R je reálné kladné č́ıslo, vznikne jeho rotaćı kolem osy z kulová plocha se středem v počátku
a poloměrem R s analytickou reprezentaćı

S(u, v) = (R cosu cos v, R sinu cos v, R sin v, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
.

Obrázek 5.10: Kulová plocha (animace)

Př́ıklad: Levý hlavńı polomeridián kulové plochy je určen kružnićı

M(v) = (3 cos v, 0, 3 sin v, 1), v ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
.

Kulová plocha, která vznikne jeho rotaćı kolem osy z má analytickou reprezentaci

S(u, v) = (3 cosu cos v, 3 sinu cos v, 3 sin v, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
.

Na obr. 5.10 je tato kulová plocha zobrazena.

http://www.youtube.com/watch?v=6EUz-0IiouU
https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/sph.html
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5.5 Anuloid

Anuloid vznikne rotaćı kružnice lež́ıćı v rovině procházej́ıćı osou rotace, přičemž střed tvořićı
kružnice nelež́ı na ose rotace. V takovém př́ıpadě je třeba uvažovat transformačńı matici rotačńıho
pohybu ve tvaru

G(u) =


cosu sinu 0 0

− sinu cosu 0 0

0 0 1 0

r cosu r sinu 0 1

 , u ∈ [0, 2π],

kde prvńı tři řádky vyjadřuj́ı otáčeńı tvořićı kružnice kolem osy z a posledńı řádek vyjadřuje
translaci tvořićı kružnice o poloměru R podél kružnice lež́ıćı v rovině (x, y) a poloměru r.

V př́ıpadě, že analytická reprezentace tvořićı kružnice v základńı poloze je

P(v) = (R cos v, 0, R sin v, 1), v ∈ [0, 2π],

vznikne jej́ım rotačńım pohybem podél kružnice lež́ıćı v rovině (x, y) a poloměrem r anuloid
s analytickou reprezentaćı

S(u, v) = P(v) ·G(u) =
(
R cos v, 0, R sin v, 1

)
·


cosu sinu 0 0

− sinu cosu 0 0

0 0 1 0

r cosu r sinu 0 1

 =

=
(
(r +R cos v) cosu, (r +R cos v) sinu, R sin v, 1

)
,

u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2π].

Př́ıklad: Tvořićı kružnice v základńı poloze má analytickou reprezentaci

P(v) = (3 cos v, 0, 3 sin v, 1), v ∈ [0, 2π].

Anuloid, který vznikne jej́ım rotačńım pohybem podél kružnice o poloměru r = 5 lež́ıćı v rovině
(x, z), má analytickou reprezentaci

S(u, v) =
(
(5 + 2 cos v) cosu, (5 + 2 cos v) sinu, 2 sin v, 1

)
, u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2π].

Na obr. 5.11 je tento anuloid zobrazen.
Analytickou reprezentaci hlavńıho meridiánu v parametrickém prostoru plochy S(u, v) źıskáme

řešeńım rovnice

y(u, v) = 0,

tedy

(5 + 2 cos v) sinu = 0.

Tato rovnice má dvě řešeńı

u = 0, v = v, v ∈ [0, 2π],
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Obrázek 5.11: Anuloid (animace)

resp.

u = π, v = v v ∈ [0, 2π].

Dosad́ıme-li tato řešeńı do analytické reprezentace anuloidu, dostaneme

ML(u) = (5 + 2 cos v, 0, 2 sin v, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2π],

resp.

MR(u) = (−5− 2 cos v, 0, 2 sin v, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2π],

což je analytická reprezentace kružnice se středem v bodě SL = (5, 0, 0, 1) a poloměrem r = 2
lež́ıćı v rovině (x, z), resp. kružnice se středem v bodě SR = (−5, 0, 0, 1) a poloměrem r = 2 lež́ıćı
v rovině (x, z), tedy levého, resp. pravého hlavńıho polomeridiánu anuloidu. V př́ıpadě, že chceme
vyjádřit anuloid generovaný rotaćı hlavńıch polomeridián̊u, je nutné uvažovat v transformačńı
matici pouze rotaci kolem osy z, tedy transformačńı matici Gz(u). Analytická reprezentace
anuloidu je potom

SL(u, v) = ML(v) ·Gz(u) =
(
5 + 2 cos v, 0, 2 sin v, 1

)
·


cosu sinu 0 0

− sinu cosu 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =

=
(
(5 + 2 cos v) cosu, (5 + 2 cos v) sinu, 2 sin v, 1

)
,

u ∈ [0, π), v ∈ [0, 2π],

resp.

SR(u, v) = MR(v) ·Gz(u) =
(
− 5− 2 cos v, 0, 2 sin v, 1

)
·


cosu sinu 0 0

− sinu cosu 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =

=
(
(−5− 2 cos v) cosu, (5 + 2 cos v) sinu, 2 sin v, 1

)
,

u ∈ [π, 2π), v ∈ [0, 2π].

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/tor.html
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Anuloid generovaný rotaćı hlavńıho meridiánu kolem osy z je zobrazen na obr. 5.12.

Obrázek 5.12: Anuloid generovaný rotaćı hlavńıho meridiánu (animace)

Praktickou aplikaci rotačńıch ploch lze nalézt ve všech oblastech stroj́ırenstv́ı. Jako př́ıklad
uved’me stopkovou kuželovou frézu s kulovým čelem na obr. 5.13 (převzato z [?]), která se použ́ıvá
pro vysoce produktivńı obráběńı lopatek oběžných kol technologíı pětiosého CNC frézováńı,
viz obr. 5.14.

Obrázek 5.13: Stopková kuželová fréza s kulovým čelem

Obrázek 5.14: Pětiosé frézováńı lopatek oběžných kol (video)

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/torm.html
https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/vyroba_dmychadlove_kolo.mpg
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Kapitola 6

Šroubové plochy

Šroubová plocha je útvar, který vznikne šroubovým pohybem tvořićı křivky kolem osy šroubového
pohybu (viz sekce 1.4.2). V analytických vyjádřeńıch uvedených dále budeme bez újmy na obec-
nosti předpokládat, že osou šroubového pohybu je osa z. Trajektoríı všech bod̊u při generováńı
šroubové plochy je šroubovice. Vektorová rovnice jednoho závitu pravotočivé šroubovice je

T(u) = (r cosu, r sinu, v0u), u ∈ [0, 2π],

kde v0 je parametr šroubového pohybu. Vektorová rovnice jednoho závitu levotočivé šroubovice
je

T(u) = (r cosu,−r sinu, v0u), u ∈ [0, 2π].

V daľśım budeme vždy uvažovat jeden závit pravotočivé šroubové plochy. Modifikace na le-
votočivou šroubovou plochu je zřejmá. Transformačńı matice šroubového pohybu podél šroubovice
T(u) je

G(u) =



cosu sinu 0 0

− r sinu√
r2+v20

r cosu√
r2+v20

v0√
r2+v20

0

v0 sinu√
r2+v20

− v0 cosu√
r2+v20

r√
r2+v20

0

r cosu r sinu v0u 1


,

u ∈ [0, 2π].

Má-li tvořićı křivka v homogenńıch souřadnićıch (viz kap. 1) prostoru E3
∞ v počátečńı poloze

analytickou reprezentaci

P(v) =
(
x(v), y(v), z(v), 1

)
, v ∈ [v1, v2],

je jej́ım šroubovým pohybem generována šroubová plocha

S(u, v) = P(v) ·G(u) =
(
x(v), y(v), z(v), 1

)
·



cosu sinu 0 0

− r sinu√
r2+v20

r cosu√
r2+v20

v0√
r2+v20

0

v0 sinu√
r2+v20

− v0 cosu√
r2+v20

r√
r2+v20

0

r cosu r sinu v0u 1


,

u ∈ [0, 2π], v ∈ [v1, v2].

67
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Parametrické u−křivky šroubové plochy jsou šroubovice. Parametrické v−křivky šroubové
plochy jsou tvořićı křivky.

Dále bez d̊ukazu uvedeme d̊uležité vlastnosti šroubových ploch, se kterými budeme dále
pracovat. Zároveň zavedeme nezbytnou terminologii.

• Každým bodem šroubové plochy procháźı šroubovice (trajektorie tohoto bodu při šroubovém
pohybu, kterým je šroubová plocha generována) a tvořićı křivka.

• Řı́dićı kuželová plocha šroubovice bodu na šroubové ploše je rotačńı kuželová plocha
s výškou v0 a poloměrem podstavy rovným vzdálenosti bodu od osy šroubového pohybu.

• Tečna ke šroubovici bodu na šroubové ploše je rovnoběžná s površkou ř́ıdićı kuželové
plochy.

• Tečná rovina ke šroubové ploše v bodě šroubové plochy je dána tečnou ke šroubovici bodu
a tečnou k tvořićı křivce.

• Normála šroubové plochy je kolmice na tečnou rovinu v bodě dotyku.

• Osový řez (podélný řez ) šroubové plochy je řez šroubové plochy rovinou procházej́ıćı osou
šroubového pohybu.

• Meridián šroubové plochy je osový řez jednoho závitu šroubové plochy.

• Polomeridián je osový řez polorovinou s hraničńı př́ımkou v ose šroubového pohybu jed-
noho závitu šroubové plochy.

• Všechny polomeridiány jedné šroubové plochy jsou shodné.

• Čelńı řez (př́ıčný profil, normálńı řez ) je řez šroubové plochy rovinou kolmou k ose
šroubového pohybu.

• Všechny čelńı řezy jedné šroubové plochy jsou shodné.

• Existuje pouze jediná rozvinutelná šroubová plocha – plocha tečen šroubovice.

Analytickou reprezentaci hlavńıho meridiánu v parametrickém prostoru šroubové plochy
S(u, v) źıskáme řešeńım rovnice

y(u, v) = 0.

Analytickou reprezentaci čelńıho řezu rovinou

z = zα,

v parametrickém prostoru šroubové plochy źıskáme řešeńım rovnice

z(u, v) = zα.

V daľśım uvedeme analytickou a grafickou reprezentaci základńıch šroubových ploch (vzniklých
šroubovým pohybem př́ımky a kružnice), jejich hlavńıho meridiánu a čelńıho řezu.
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6.1 Př́ımkové šroubové plochy

Př́ımkové šroubové plochy jsou generovány šroubovým pohybem př́ımky. Podle vzájemné polohy
př́ımky a osy šroubového pohybu rozlǐsujeme uzavřenou šroubovovou plochu (tvořićı př́ımka
a osa šroubového pohybu jsou r̊uznoběžky) nebo otevřenou šroubovou plochu (tvořićı př́ımka
a osa šroubového pohybu jsou mimoběžky). Podle úhlu φ, který sv́ırá tvořićı př́ımka s osou
šroubového pohybu rozlǐsujeme pravoúhlou šroubovou plochu (φ = 90◦) a kosoúhlou šroubovou
plochu (φ ̸= 90◦).

U př́ımkových šroubových ploch neńı třeba zohledňovat polohu pohybuj́ıćı se př́ımky v̊uči
šroubovici, ale lze uvažovat zjednodušenou transformačńı matici šroubového pohybu

G(u) =


cosu sinu 0 0

− sinu cosu 0 0

0 0 1 0

0 0 v0u 1

 , u ∈ [0, 2π],

jej́ıž prvńı tři řádky představuj́ı otáčeńı kolem osy z a posledńı řádek posun podél osy z.

6.1.1 Uzavřená pravoúhlá šroubová plocha

Uzavřená pravoúhlá šroubová plocha je generována šroubovým pohybem tvořićı př́ımky r̊uzno-
běžné s osou šroubového pohybu, přičemž tvořićı př́ımka je kolmá na osu šroubového pohybu.
Tvořićı př́ımka je v tomto př́ıpadě jak meridiánem generované šroubové plochy, tak také jej́ım
čelńım řezem.

Uvažujme tvořićı př́ımku, která je v základńı poloze totožná s osou x

M(v) = (v, 0, 0, 1), v ∈ R,

a parametr šroubového pohybu v0. Potom je analytická reprezentace pravoúhlé uzavřené šroubové
plochy

S(u, v) = (v cosu, v sinu, v0u, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ R.

Na obr. 6.1 je tato plocha zobrazena v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pohledu pro
v ∈ [0, 3].

6.1.2 Uzavřená kosoúhlá šroubová plocha

Uzavřená kosoúhlá šroubová plocha je genrována šroubovým pohybem tvořićı př́ımky r̊uzno-
běžné s osou šroubového pohybu, přičemž tvořićı př́ımka neńı kolmá k ose šroubového pohybu.
Tvořićı př́ımka je v tomto př́ıpadě meridiánem šroubové plochy.

Uvažujme tvořićı př́ımku, která v základńı poloze lež́ı v rovině (x, z) určenou počátkem
a směrovým vektorem a = (a1, 0, a3, 0) s analytickou reprezentaćı

M(v) = (a1v, 0, a3v, 1), v ∈ R.

Potom je analytická reprezentace šroubové plochy

S(u, v) = (a1v cosu, a1v sinu, a3v, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ R.
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Obrázek 6.1: Uzavřená pravoúhlá šroubová plocha (animace)

Př́ıklad: Uvažujme tvořićı úsečku určenou počátkem a směrovým vektorem a = (1, 0, 1, 0)
s analytickou reprezentaćı

M(v) = (v, 0, v, 1), v ∈ [0, 3]

a parametrem šroubového pohybu v0 = 1. Uzavřená kosoúhlá šroubová plocha má potom ana-
lytickou reprezentaci

S(u, v) = (v cosu, v sinu, u+ v, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 3].

Na obr. 6.2 je tato plocha zobrazena v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pohledu.
Analytickou reprezentaci čelńıho řezu rovinou z = π v parametrickém prostoru plochy S(u, v)

źıskáme řešeńım rovince

u+ v = π,

což je např.

v = v, u = −v + π.

Dosad́ıme-li toto řešeńı do analytické reprezentace šroubové plochy, źıskáme analytickou repre-
zentaci čelńıho řezu v homogenńıch souřadnićıch prostoru E3

∞

N(v) = (v cos(−v + π), v sin(−v + π), π, 1), v ∈ [0, 3].

Na obr. 6.3 je tento čelńı řez zobrazen v nárysu a p̊udorysu zelenou barvou.

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/rightclose.html
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Obrázek 6.2: Uzavřená kosoúhlá šroubová plocha (animace)

Obrázek 6.3: Čelńı řez kosoúhlé uzavřené šroubové plochy

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/obliqueclose.html
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6.1.3 Otevřená pravoúhlá šroubová plocha

Otevřená pravoúhlá šroubová plocha je generována šroubovým pohybem tvořićı př́ımky mimo-
běžné s osou šroubového pohybu, přičemž tvořićı př́ımka je kolmá na osu šroubového pohybu.
Tvořićı př́ımka je v tomto př́ıpadě čelńım řezem šroubové plochy.

Uvažujme parametr šroubového pohybu v0 a tvořićı př́ımku určenou bodem A = (0, yA, 0, 1)
a směrovým vektorem a = (a1, 0, 0, 0), tj. př́ımka lež́ı v rovině (x, y) a je rovnoběžná s osou x.
Jej́ı analytická reprezentace je

P(v) = (a1v, yA, 0, 1), v ∈ R.

Analytická reprezentace otevřené pravoúhlé šroubové plochy je potom

S(u, v) = (v cosu− yA sinu, v sinu+ yA cosu, v0u, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ R.

Obrázek 6.4: Otevřená pravoúhlá šroubová plocha (animace)

Př́ıklad: Uvažujme parametr šroubového pohybu v0 = 1 a tvořićı úsečku určenou bodem
A = (0, 1, 0, 1) a směrovým vektorem a = (1, 0, 0, 0) s analytickou reprezentaćı

P(v)) = (v, 1, 0, 1), v ∈ [0, 3].

Potom je analytická reprezentace šroubové plochy

S(u, v) = (v cosu− sinu, v sinu+ cosu, u, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 3]

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/rightopen.html
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Na obr. 6.4 je tato plocha zobrazena v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pohledu.

Analytickou reprezentaci hlavńıho meridiánu v parametrickém prostoru plochy S(u, v) źıskáme
řešeńım rovnice

v sinu+ cosu = 0.

Tato rovnice má řešeńı

v = v, u = − arctan 1
v .

Dosad́ıme-li toto řešeńı do analytické reprezentace šroubové plochy, dostáváme analytickou re-
prezentaci pravého a levého hlavńıho meridiánu v homogenńıch souřadnićıch prostoru E3

∞

MR(v) = (
√
1 + v2, 0,− arctan( 1v ) + 2π, 1), v ∈ [0, 3],

a

ML(v) = (−
√
1 + v2, 0,− arctan( 1v ) + π, 1), v ∈ [0, 3].

Na obr. 6.5 je modrou barvou zobrazen hlavńı meridián v nárysu a p̊udorysu.

Obrázek 6.5: Hlavńı meridián otevřené pravoúhlé šroubové plochy
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6.1.4 Otevřená kosoúhlá šroubová plocha

Otevřená kosoúhlá šrouobá plocha je generována šroubovým pohybem tvořićı př́ımky mimo-
běžné s osou šroubového pohybu, přičemž tvořićı př́ımka neńı kolmá na osu šroubového pohybu
ani s ńı neńı rovnoběžná. Tvořićı př́ımka neńı ani meridiánem ani čelńım řezem šroubové plochy.

Uvažujme parametr šroubového pohybu v0 a tvořićı př́ımku určenou bodemA = (0, yA, 0, 1), yA ̸=
0 a směrovým vektorem a = (a1, 0, a3, 0), a1, a3 ̸= 0 s analytickou reprezentaćı

P(v) = (a1v, yA, a3v, 1), v ∈ R.

Analytická reprezentace otevřené kosoúhlé šroubové plochy je potom

S(u, v) = (va1 cosu− yA sinu, va1 sinu+ yA cosu, a3v + v0u, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ R.

Př́ıklad: Uvažujme parametr šroubového pohybu v0 = 1 a tvořićı úsečku určenou bodem
A = (0, 1, 0, 1) a směrovým vektorem a = (1, 0, 1, 0) s analytickou reprezentaćı

P(v) = (v, 1, v, 1), v ∈ [0, 3].

Potom je analytická reprezentace šroubové plochy

S(u, v) = (v cosu− sinu, v sinu+ cosu, v + u, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 3].

Na obr. 6.6 je tato plocha zobrazena v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pohledu.

Obrázek 6.6: Otevřená kosoúhlá šroubová plocha (animace)

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/oblopen.html
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Analytickou reprezentaci hlavńıho meridiánu v parametrickém prostoru plochy S(u, v) źıskáme
řešeńım rovnice

v sinu+ cosu = 0,

což je

v = v, u = − arctan 1
v .

Po dosazeńı do analytické reprezentace šroubové plochy dostaneme analytickou reprezentaci
pravého a levého hlavńıho polomeridiánu v homogenńıch souřadnićıch prostoru E3

∞

MR(v) = (
√
1 + v2, 0, v − arctan 1

v + 2π, 1), v

in[0, 3],

a

ML(v) = (−
√
1 + v2, 0, v − arctan 1

v + π, 1), v

in[0, 3].

Na obr. 6.7 vlevo je modrou barvou zobrazen hlavńı meridián otevřené kosoúhlé šroubové
plochy v nárysu a p̊udorysu.

Obrázek 6.7: Hlavńı meridián (vlevo) a čelńı řez (vpravo) otevřené kosoúhlé šroubové plochy

Analytickou reprezentaci čelńıho řezu rovinou z = π v parametrickém prostoru šroubové
plochy dostaneme řešeńım rovnice

v + u = π,
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což je např.

v = v, u = −v + π.

Po dosazeńı do analytické reprezentace šroubové plochy dostaneme analytickou reprezentaci
čelńıho řezu v homogenńıch souřadnićıch prostoru E3

∞

N(v) = (v cos(−v + π)− sin(−v + π), v sin(−v + π) + cos(−v + π), π, 1), v ∈ [0, 3].

Na obr. 6.7 vpravo je zelenou barvou zobrazen čelńı řez otevřené kosoúhlé šroubové plochy
v nárysu a p̊udorysu.

6.2 Cyklické šroubové plochy

Cyklické šroubové plochy jsou generovány šroubovým pohybem kružnice nebo jej́ı části. Podle
polohy kružnice rozeznáváme osovou cyklickou šroubovou plochu, kdy tvořićı kružnice lež́ı v ro-
vině osy šroubového pohybu (též zvaná plocha Sv. Jilj́ı), vinutý sloupek, kdy tvořićı kružnice lež́ı
v rovině kolmé na osu šroubového pohybu a Archimédovu serpentinu, kdy tvořićı kružnice lež́ı
v rovině kolmé na trajektorii pohybu, tj. na tečnu šroubovice středu tvořićı kružnice. Šroubová
plocha generovaná kružnićı v obecné poloze nemá žádné zvláštńı označeńı.

6.2.1 Osová cyklická šroubová plocha

Osová cyklická šroubová plocha je generována šroubovým pohybem tvořićı kružnice o poloměru
R v počátečńı poloze se středem v počátku lež́ıćı v rovině (x, z) s analytickou reprezentaci

P(v) = (R cos v, 0, R sin v), 1) v ∈ [0, 2π].

Jej́ım šroubovým pohybem podél šroubovice

T(u) = (r cosu, r sinu, v0u, 1), u ∈ [0, 2π]

je generována osová cyklická šroubová plocha

S(u, v) = P(v) ·G(u) = (R cos v, 0, R sin v, 1) ·


cosu sinu 0 0

− sinu cosu 0 0

0 0 1 0

r cosu r sinu v0u 1

 =

= (cosu(R cos v + r), sinu(R cos v + r), R sin v + v0u, 1),

u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2π].

Př́ıklad Uvažujme parametr šroubového pohybu v0, poloměr otáčeńı při šroubovém pohybu
r = 2 a tvořićı p̊ulkružnici v počátečńı poloze

P(v) = (cos v, 0, sin v, 1), v ∈ [π, 2π].

Osová cyklická šroubová plocha má potom analytickou reprezentaci

S(u, v) = (cosu(cos v + 2), sinu(cos v + 2), sin v + u, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ [π, 2π].
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Obrázek 6.8: Osová cyklická šroubová plocha (animace)

Na obr. 6.8 je tato plocha zobrazena v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pohledu.
Snadno nahlédneme, že hlavńım meridiánem šroubové plochy je právě tvořićı polokružnice

v rovině y = 0.
Analytickou reprezentaci čelńıho řezu např. rovinou z = π v parametrickém prostoru šroubové

plochy dostaneme řešeńım rovnice

sin v + u = π,

což je např.

v = v, u = − sin v + π.

Po dosazeńı do analytické reprezentace šroubové plochy dostaneme analytickou reprezentaci
čelńıho řezu v homogenńıch souřadnićıch prostoru E3

∞

N(v) = (cos(− sin v + π)(cos v + 2), sin(− sin v + π) cos v + 2), π, 1), v ∈ [π, 2π].

Na obr. 6.9 je zelenou barvou zobrazen čelńı řez osové cyklické šroubové plochy v nárysu a
p̊udorysu.

6.2.2 Vinutý sloupek

Vinutý sloupek je plocha generovaná šroubovým pohybem tvořićı kružnice o poloměruR v počátečńı
poloze se středem v počátku lež́ıćı v rovině (x, y) s analytickou reprezentaćı

P(v) = (R cos v,R sin v, 0, 1), v ∈ [0, 2π].

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/axial.html
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Obrázek 6.9: Čelńı řez osové cyklické šroubové plochy rovinou z = π

Jej́ım šroubovým pohybem podél šroubovice

T(u) = (r cosu, r sinu, v0u, 1), u ∈ [0, 2π]

je generován vinutý sloupek

S(u, v) = P(v) ·G(u) = (R cos v,R sin v, 0, 1) ·


cosu sinu 0 0

− sinu cosu 0 0

0 0 1 0

r cosu r sinu v0u 1

 =

= (R cos v cosu−R sin v sinu+ r cosu,R cos v sinu+R sin v cosu+ r sinu, v0u, 1),

u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2π].

Př́ıklad: Uvažujme parametr šroubového pohybu v0 = 1, poloměr otáčeńı při šroubovém
pohybu r = 2 a tvořićı p̊ulkružnici v počátečńı poloze

P(v) = (cos v, sin v, 0, 1), v ∈ [π, 2π].

Vinutý sloupek má potom analytickou reprezentaci

S(u, v) = (cos v cosu− sin v sinu+ 2 cosu, cos v sinu+ sin v cosu+ 2 sinu, u, 1), u ∈ [0, 2π], v ∈ [π, 2π].
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Obrázek 6.10: Vinutý sloupek (animace)

Na obr. 6.10 je tato plocha zobrazena v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pohledu.
Analytickou reprezentaci hlavńıho meridiánu v parametrickém prostoru šroubové plochy do-

staneme řešeńım rovnice

cos v sinu+ sin v cosu+ 2 sinu = 0,

což je např.

v = v, u = arctan( sin v cos v−2 sin v
(sin v)2+3

).

Po dosazeńı do analytické reprezentace šroubové plochy dostaneme analytickou reprezentaci
hlavńıho pravého a levého polomeridiánu v homogenńıch souřadnićıch prostoru E3

∞

MR(v) = (−
√
4 cos v + 5, 0,− arctan(

sin v

cos v + 2
) + π, 1), v ∈ [π, 2π],

a

ML(v) = (
√
4 cos v + 5, 0,− arctan(

sin v

cos v + 2
), 1), v ∈ [π, 2π].

Na obr. 6.11 je modrou barvou zobrazen pravý hlavńı polomeridián vinutého sloupku v nárysu
a p̊udorysu.

Snadno nahlédneme, že čelńım řezem této šroubové plochy je právě tvořićı polokružnice
v rovině z = zalpha.

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/column.html
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Obrázek 6.11: Pravý hlavńı polomeridián vinutého sloupku

6.2.3 Archimédova serpentina

Archimédova serpentina je šroubová plocha generovaná šroubovým pohybem kružnice o po-
loměru R lež́ıćı v normálové rovině šroubovice

T(v) = (r cosu, r sinu, v0u, 1), u ∈ [0, 2π]

středu pohybuj́ıćı se kružnice. V počátečńı poloze je střed tvořićı kružnice v počátku a kružnice
lež́ı v rovině (x, z)

P(v) = (R cos v, 0, R sin v, 1), v ∈ [0, 2π].

Transformačńı matice pro vytvořeńı Archimédovy serpentiny je transformačńı matice šroubového
pohybu, viz sekce 1.4.2. Archimédova serpentina má následuj́ıćı analytickou reprezentaci

S(u, v) = P(v) ·G(u) =
(
R cos v, 0, R sin v, 1

)
·



cosu sinu 0 0

− r sinu√
r2+v20

r cosu√
r2+v20

v0√
r2+v20

0

v0 sinu√
r2+v20

− v0 cosu√
r2+v20

r√
r2+v20

0

r cosu r sinu v0u 1


=
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=



R cos v cosu+ Rv0√
r2−v20

sin v sinu+R cosu

R cos v sinu− Rv0√
r2−v20

sin v cosu+R sinu

Rr√
r2−v20

sin v + v0u

1



T

, u ∈ [0, 2π], v ∈ [v1, v2].

Př́ıklad: Uvažujme tvořićı p̊ulkružnici

P(v) = (cos v, 0, sin v, 1), v ∈ [π, 2π]

a šroubovici středu tvořićı kružnice

T(v) = (2 cosu, 2 sinu, u, 1), u ∈ [0, 2π].

Archimédova serpentina má potom analytickou reprezentaci

S(u, v) =


cos v cosu+

√
5
5 sin v sinu+ 2 cosu

cos v sinu−
√
5
5 sin v cosu+ 2 sinu

2
√
5

5 sin v + u

1



T

, u ∈ [0, 2π], v ∈ [v1, v2].

Na obr. 6.12 je tato plocha zobrazena v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pohledu.

Analytickou reprezentaci hlavńıho meridiánu v parametrickém prostoru šroubové plochy do-
staneme řešeńım rovnice

cos v sinu−
√
5
5 sin v cosu+ 2 sinu = 0,

což je např.

v = v, u = arctan(
√
5 sin v(cos v−2)
5(sin v)2+3

).

Po dosazeńı do analytické reprezentace šroubové plochy dostaneme analytickou reprezentaci
hlavńıho pravého a levého polomeridiánu v homogenńıch souřadnićıch prostoru E3

∞

MR(v) = (−
√
5
√

4(cos v)2+20 cos v+21

5 , 0, 2
√
5 sin v
5 + arctan(

√
5 sin v

5(cos v+2) + π, 1), v ∈ [π, 2π],

a

ML(v) = (
√
5
√

4(cos v)2+20 cos v+21

5 , 0, 2
√
5 sin v
5 + arctan(

√
5 sin v

5(cos v+2), 1), v ∈ [π, 2π].

Na obr. 6.13 vlevo je modrou barvou zobrazen pravý hlavńı polomeridián Archimédovy
serpentiny v nárysu a p̊udorysu.

Analytickou reprezentaci čelńıho řezu rovinou např. z = π v parametrickém prostoru šroubové
plochy dostaneme řešeńım rovnice

2
√
5

5 sin v + u = π,
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Obrázek 6.12: Vinutý sloupek (animace)

což je např.

v = v, u = −2
√
5 sin v
5 + π).

Po dosazeńı do analytické reprezentace šroubové plochy dostaneme analytickou reprezentaci
čelńıho řezu v homogenńıch souřadnićıch prostoru E3

∞

N(v) =


− cos v cos

(
2
√
5 sin v
5

)
+

√
5
5 sin v sin

(
2
√
5 sin v
5

)
− 2 cos

(
2
√
5 sin v
5

)
− cos v cos

(
2
√
5 sin v
5

)
+

√
5
5 sin v cos

(
2
√
5 sin v
5

)
− 2 sin

(
2
√
5 sin v
5

)
π

1



T

, v ∈ [π, 2π].

Na obr. 6.13 vpravo je zelenou barvou zobrazen čelńı řez Archimédovy serpentiny v nárysu
a p̊udorysu.

Se šroubovými plochami se v praktických stroj́ırenských aplikaćıch setkáváme velmi často.
Uved’me např. šroubovité pružiny (Archimédovy serpentýny) se zabroušenými závěrnými závity
na obr. 6.14. Rovina zabroušeńı závěrných závit̊u odpov́ıdá rovině čelńıho řezu Archimédovy
serpentýny.

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/arch.html
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Obrázek 6.13: Pravý hlavńı polomeridián (vlevo) a čelńı řez rovinou z = π
Archimédovy serpentýny

Obrázek 6.14: Tlačné šroubovité válcové pružiny
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Kapitola 7

Obalové plochy

Obalová plocha je útvar, který vznikne pohybem tvořićı plochy. Necht’

S(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v), 1), u ∈ [u1, u2], v ∈ [v1, v2],

je analytická reprezentace tvořićı plochy v homogenńıch souřadnićıch prostoru E3
∞ a trans-

formačńı matice

G(t) =


ξx(t) ξy(t) ξz(t) 0

ηx(t) ηy(t) ηz(t) 0

ζx(t) ζy(t) ζz(t) 0

xΩ(t) yΩ(t) zΩ(t) 1

 ,

je analytickou reprezentaćı pohybu po trajektorii

T(t) = (x(t), y(t), z(t), 1), t ∈ [t1, t2].

Potom t́ımto pohybem vznikne těleso

B(u, v, t) = (x(u, v, t), y(u, v, t), z(u, v, t), 1), u ∈ [u1, u2], v ∈ [v1, v2], t ∈ [t1, t2],

jehož část povrchu

E(s, t), s ∈ [s1, s2], t ∈ [t1, t2],

nazveme obalovou plochou, jestliže plat́ı:

• Obalová plocha a každá parametrická uv-plocha tělesa se dotýkaj́ı podél parametrické
s-křivky obalové plochy. Tuto křivku nazýváme charakteristika obalové plochy.

• V každém bodě obalové plochy existuje společná tečná rovina a normála obalové plochy
a jediné parametrické uv-plochy tělesa.

• Neexistuje plocha, která by byla současně část́ı obalové plochy a některé parametrické
uv-plochy tělesa.

Hledáńı analytické reprezentace obalové plochy při zcela obecných podmı́nkách představuje
značně komplikovanou úlohu [15]. Zde se omeźıme na obalové plochy, jejichž analytická repre-
zentace je předem známá. Budou to obalové plochy generované pohybem roviny a kulové plochy.

85
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7.1 Obalové plochy generované pohybem roviny

Obalové plochy generované pohybem roviny maj́ı v technické praxi značný význam při vyšetřováńı
koliźı pohybuj́ıćıch se objekt̊u, kdy pohybuj́ıćı objekt nahrazujeme jeho konvexńım obalem –
mnohostěnem tvořeným částmi roviny. Zde budeme uvažovat rotačńı a šroubovový pohyb ro-
viny.

7.1.1 Obalová plocha generovaná rotaćı roviny

Tvořićı rovina může být rovnoběžná s osou rotace nebo s ńı může být r̊uznoběžná. Neuvažujeme
př́ıpady, kdy osa rotace nálež́ı tvořićı rovině (obalová plocha se redukuje na osu rotace) ani
tvořićı rovinu kolmou k ose rotace (obalová plocha je totožná s tvořićı rovinou).

V př́ıpadě, že tvořićı rovina je rovnoběžná s osou rotace, je obalovou plochou rotačńı válcová
plocha (obr. 7.1), s jej́ıž analytickou reprezentaćı jsme se seznámili v kap. chapter 5. Charakte-
ristika této obalové plochy je dotyková př́ımka – meridián rotačńı válcové plochy.

Obrázek 7.1: Rotačńı válcová plocha generovaná rotaćı roviny
rovnoběžné s osou rotace (animace)

Je-li tvořićı rovina r̊uznoběžná s osou rotace, je obalovou plochou rotačńı kuželová plocha
(obr. 7.2), s jej́ıž analytickou reprezentaćı jsme se seznámili v kap. 5. Charakteristika této obalové
plochy je dotyková př́ımka – meridián rotačńı kuželové plochy.

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/planerot.html
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Obrázek 7.2: Rotačńı kuželová plocha generovaná rotaćı roviny
r̊uznoběžné s osou rotace (animace)

7.1.2 Obalová plocha generovaná šroubovým pohybem roviny

Tvořićı rovina může být opět rovnoběžná s osou šroubového pohybu nebo s ńı může být
r̊uznoběžná. Neuvažujeme př́ıpady, kdy osa šroubového pohybu nálež́ı tvořićı rovině (obalová
plocha se redukuje na osu šroubového pohybu) ani tvořićı rovinu kolmou k ose rotace (obalová
plocha nevzniká).

V př́ıpadě, že tvořićı rovina je rovnoběžná s osou šroubového pohybu, je obalovou plochou
rotačńı válcová plocha (obr. 7.3), s jej́ıž analytickou reprezentaćı jsme se seznámili v kapitole
Rotačńı plochy. Charakteristika obalové plochy je dotyková př́ımka - meridián rotačńı válcové
plochy.

V př́ıpadě, že je tvořićı rovina r̊uznoběžná s osou šroubového pohybu, je obalovou plochou
plocha tečen šroubovice, což je otevřená kosoúhlá šroubová plocha (obr. 7.4), s jej́ıž analytickou
reprezentaćı jsme se seznámili v kap. 6. Charakteristika obalové plochy je tečna šroubovice –
tvořićı př́ımka otevřené kosoúhlé šroubové plochy.

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/planerotcone.html
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Obrázek 7.3: Rotačńı válcová plocha generovaná šroubovým pohybem roviny
rovnoběžné s osou šroubového pohybu (animace)

Obrázek 7.4: Plocha tečen šroubovice generovaná šroubovým pohybem roviny
r̊uznoběžné s osou šroubového pohybu (animace)

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/planehelcyl.html
https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/planehel.html
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7.2 Obalové plochy generované pohybem kulové plochy

Obalové plochy generované pohybem kulové plochy maj́ı široké uplatněńı při praktických apli-
kaćıch, nebot’ obrobená plocha, která vzniká při CNC (Computer Numerical Control) frézováńı
kulovou frézou je z geometrického hlediska množina obalových ploch generovaných obecným
pohybem kulové plochy. Př́ıklad obráběńı je je uveden na obr. 7.5 (převzato z [16]).

Obrázek 7.5: CNC frézováńı kulovou frézou

V této části se zaměř́ıme na obalové plochy generované př́ımočarým, rotačńım a šroubovým
pohybem kulové plochy.

7.2.1 Obalová plocha generovaná př́ımočarým pohybem kulové plochy

Př́ımočarým pohybem kulové plochy je generována rotačńı válcová plocha (obr. 6) s osou rotace
totožnou s trajektoríı (př́ımkou) středu kulové plochy. S analytickou reprezentaćı rotačńı válcové
plochy jsme se setkali v kap. 5. Charakteristika je v tomto př́ıpadě hlavńı kružnice kulové plochy
lež́ıćı v rovině kolmé trajektorii středu kulové plochy.

7.2.2 Obalová plocha generovaná rotačńım pohybem kulové plochy

Rotačńım pohybem kulové plochy vznikne anuloid (obr. 7.7), jehož charakteristika je hlavńı
kružnice kulové plochy lež́ıćı v rovině kolmé na trajektorii (kružnici) středu kulové plochy. S ana-
lytickou reprezentaćı anuloidu jsme se setkali v kap. 5.

7.2.3 Obalová plocha generovaná šroubovým pohybem kulové plochy

Šroubovým pohybem kulové plochy vznikne Archimédova serpentýna (obr. 7.8), jej́ıž charakte-
ristika je hlavńı kružnice lež́ıćı v normálové rovině trajektorie (šroubovice) středu kulové plochy.
S analalytickou reprezentaćı Archimédovy serpentýny jsme se seznámili v kap. 6.
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Obrázek 7.6: Rotačńı válcová plocha generovaná př́ımočarým pohybem kulové plochy (animace)

Obrázek 7.7: Anuloid generovaný rotačńım pohybem kulové plochy (animace)

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/sphline.html
https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/sphrot.html
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Obrázek 7.8: Archimédova serpentýna generovaná šroubovým pohybem kulové plochy (animace)

https://marian.fsik.cvut.cz/~kongo/download/pcgr/ApGeom/sphhel.html


92 Obalové plochy



Kapitola 8

Rozvinutelné plochy a rozvinutelné
přechodové plochy

Rozvinut́ı je zobrazeńı části plochy na část jiné plochy, které zachovává délky oblouk̊u a úhly
křivek na ploše (úhel dvou křivek je definován jako úhel jejich tečen). Zde budeme uvažovat
pouze plochy rozvinutelné do roviny, které maj́ı velké uplatněńı při konstrukci vzduchotech-
nického potrub́ı, přechodových d́ıl̊u, apod. (obr. 8.1). Při praktické aplikaci znamená zachováńı
délky oblouk̊u a úhl̊u křivek skutečnost, že při rozvinut́ı nesmı́ doj́ıt k žádnému pomačkáni ani
natržeńı plochy, která má být rozvinuta. Naopak, máme-li rovinný rozvinutý tvar vystřižený
např. z plechu, je možné z něj bez jakéhokoliv pomačkáńı nebo natržeńı složit požadovanou
plochu.

Obrázek 8.1: Ukázky aplikace rozvinutelných a přechodových ploch

Lze dokázat, že plochy rozvinutelné do roviny jsou pouze př́ımkové plochy, které vznikaj́ı jako
obalové plochy při pohybu roviny. Konkrétně jsou to kuželové plochy, válcové plochy a plochy
tečen prostorových křivek.

Př́ımkovou plochu lze považovat za jednoparametrickou množinu př́ımek. Tyto př́ımky na-
zveme površkami. Př́ımková plocha se označuje jako rozvinutelná právě tehdy, jestliže má podél
každé površky právě jedinou tečnou rovinu. V opačném př́ıpadě, kdy má př́ımková plocha podél
každé površky nekonečně mnoho tečných rovin, se označuje jako zborcená.

Na obr. 8.2 je uveden př́ıklad rozvinutelných př́ımkových ploch – rotačńı válcová plocha
a rotačńı kuželová plocha jsou zde nakresleny včetně jediné tečné roviny podél zvolené površky.
Tečná rovina na rotačńıch plochách je určena tečnou k tvořićı křivce (v tomto př́ıpadě je tvořićı
křivkou př́ımka, tzn. tečna je s ńı totožná) a tečnou k rovnoběžkové kružnici. Tečny k rov-
noběžkovým kružnićım v libovolném bodě površky jsou rovnoběžné, tud́ıž podél celé površky
existuje jediná tečná rovina.
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Obrázek 8.2: Jediná tečná rovina podél površky rozvinutelných př́ımkových ploch

Na obr. 8.3 je uveden př́ıklad zborcených př́ımkových ploch – rotačńı jednod́ılný hyperboloid
a pravoúhlá šroubová plochy včetně několika tečných rovin podél zvolené površky. U rotačńıho
jednod́ılného hyperboloidu je tečná rovina v bodě površky opět určena samotnou površkou
a tečnou k rovnoběžkové kružnici. V tomto př́ıpadě ale nejsou tečny k rovnoběžkovým kružnićım
bod̊u površky rovnoběžné, tud́ıž podél površky existuje nekonečně mnoho tečnýcho rovin –
svazek rovin se společnou př́ımkou (površkou).

Podobná situace nastává u pravoúhlé šroubové plochy. Tečná rovina v bodě šroubové plochy
je určena tečnou k tvořićı křivce (v tomto př́ıpadě je tečnou opět samotná površka) a tečnou
ke šroubovici. Tečny ke šroubovićım v bodech površky nejsou rovnoběžné, tud́ıž podél površky
existuje opět svazek rovin se společnou př́ımkou (površkou).

Obrázek 8.3: Nekonečně mnoho tečných rovin podél površky zborcených př́ımkových ploch

V daľśım se zaměř́ıme na rozvinut́ı části válcové a kuželové plochy. Při konstrukci rozvinutého
tvaru nahrazujeme válcové plochy vepsanou n-bokou hranolovou plochou a sestrojujeme jej́ı
stěny ve skutečné velikosti. Kuželové plochy nahrazujeme vepsanou n-bokou jehlanovou plochou
a sestrojujeme jej́ı trojúhelńıkové stěny ve skutečné velikosti.

8.1 Rozvinut́ı části válcové plochy

V homogenńıch souřadnićıch prostoru E3
∞ je válcová plocha dána ř́ıdićı křivkou

P(v) = (x(v), y(v), z(v), 1), v ∈ [v1, v2]

a směrem, jehož analytickou reprezentaćı je směrový vektor

s = (s1, s2, s3, 0).
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Válcovou plochu vytvoř́ıme př́ımočarým pohybem ř́ıdićı křivky ve směru s (tažeńım ř́ıdićı křivky
podél př́ımky). Analytická reprezentace válcové plochy je potom

S(u, v) = P(v) + su = (x(v) + s1u, y(v) + s2u, z(v) + s3u, 1), u ∈ [u1, u2], v ∈ [v1, v2].

Rozlǐsujeme následuj́ıćı typy válcových ploch:

• Obecná válcová plocha – ř́ıdićı křivka je křivka obecného tvaru, směr je libovolný.

• Rotačńı válcová plocha – ř́ıdićı křivkou je kružnice, směr je kolmý na rovinu, ve které tato
kružnice lež́ı.

• Kosá válcová plocha – ř́ıdićı křivkou je kružnice, směr neńı kolmý na rovinu, ve které tato
kružnice lež́ı a ani s ńı neńı rovnoběžný.

8.1.1 Rozvinut́ı části obecné válcové plochy

Na obr. 8.4 je nakreslena rovinná ř́ıdićı křivka obecného tvaru P(v) lež́ıćı v p̊udorysně (x, y)
a směr s kolmý (bez újmy na obecnosti) na p̊udorysnu. Obecná válcová plocha, která vznikne
tažeńım ř́ıdićı křivky ve směru s, je nakreslena na obr. 8.5 vlevo společně s několika polohami
rovnoběžných ř́ıdićıch křivek (zobrazených modrou barvou) a několika površkami rovnoběžnými
se směrem s (jsou zobrazeny červenou barvou). Je zřejmé, že každým bodem obecné válcové
plochy tedy procháźı ř́ıdićı křivka (rovnoběžná s p̊uvodńı ř́ıdićı křivkou) a površka (rovnoběžná
se směrem s). Rozvinutým tvarem je obdélńık, protože směr s je kolmý na rovinu ř́ıdićı křivky.
Délka obdélńıka je rovna délce ř́ıdićı křivky a výška je rovna výšce površky, viz ?? vpravo.

Obrázek 8.4: Zadáńı obecné válcové plochy

Obrázek 8.5: Obecná válcová plocha (vlevo) a jej́ı rozvinutý tvar (vpravo)
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8.1.2 Rozvinut́ı části rotačńı válcové plochy

Na obr. 8.6 je v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pohledu nakreslen ”Y”-kus potrub́ı vy-
tvořený ze dvou rotačńıch válcových ploch stejného pr̊uměru. Rozvinuté tvary rotačńıch válcových
ploch z obr. 8.6 je nakresleno na obr. 8.7 – délky stejně barevných křivek si odpov́ıdaj́ı. Při roz-
vinut́ı se podstavy válcových ploch rozvinou do úseček, jejichž délka odpov́ıdá obvodu kružnice,
površky jsou k nim kolmé. Zachovávaj́ı se také ostatńı úhly křivek na ploše, jak je v obr. 8.6
a obr. 8.7 vyznačeno.

Obrázek 8.6: ”Y”-kus

Obrázek 8.7: Rozvinutý tvar ”Y”-kusu

8.1.3 Rozvinut́ı části kosé válcové plochy

Kosou válcovou plochu si můžeme představit jako trubku eliptického pr̊uřezu spojuj́ıćı dvě ne-
souosé trubky stejného kruhového pr̊uřezu. Pr̊uřez źıskáme jako řez plochy rovinou kolmou na
površky válcové plochy (tzv. normálový řez ). Př́ıklad tohoto přechodu je uveden na obr. 8.8.
Modrou barvou je nakreslena kosá válcová plochy, červenou barvou jej́ı eliptický pr̊uřez, světle
zelenou barvou jsou nakresleny rotačńı válcové plochy.

Kosou válcovou plochu rozvineme tak, že elipsu (křivku normálového řezu) rozvineme do
úsečky, jej́ıž délka odpov́ıdá obvodu elipsy a površky jsou k ńı kolmé. Rozvinutý tvar kosé
válcové plochy z obr. 8.8 je nakreslen na obr. 8.9.
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Obrázek 8.8: Kosá válcová přechodová plocha mezi dvěma nesouosými kruhovými pr̊uřezy

Obrázek 8.9: Rozvinutý tvar kosé válcové plochy

8.2 Rozvinut́ı části kuželové plochy

V homogenńıch souřadnićıch prostoru E3
∞ je kuželová plocha dána ř́ıdićı křivkou

P(v) = (x(v), y(v), z(v), 1), v ∈ [v1, v2]

a vrcholem, jehož analytickou reprezentaćı je bod

V = (xV, yV, zV, 1).

Kuželovou plochu vytvoř́ıme tak, že každý bod ř́ıdićı křivky spoj́ıme s vrcholem V (vytvoř́ıme
plochu vytažeńım křivky do bodu). Analytická reprezentace kuželové plochy je potom př́ımková
přechodová plocha
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S(u, v) = (1− u)P(v) + uV =

= ((1− u)x(v) + uxV, (1− u)y(v) + uyV, (1− u)z(v) + uzV, 1),

u ∈ [0, 1], v ∈ [v1, v2].

Rozlǐsujeme následuj́ıćı typy kuželových ploch:

• Obecná kuželová plocha – ř́ıdićı křivka je křivka obecného tvaru, poloha vrcholu je libo-
volná.

• Rotačńı kuželová plocha – ř́ıdićı křivkou je kružnice, spojnice středu kružnice a vrcholu je
kolmá na rovinu, ve které tato kružnice lež́ı.

• Kosá kuželová plocha – ř́ıdićı křivkou je kružnice, spojnice středu kružnice a vrcholu neńı
kolmá na rovinu, ve které tato kružnice lež́ı a ani s ńı neńı rovnoběžná.

8.2.1 Rozvinut́ı části obecné kuželové plochy

Na obr. 8.10 vlevo je nakreslena rovinná ř́ıdićı křivka obecného tvaru P(v) lež́ıćı v p̊udorysně
(x, y) a vrchol V. Obecná kuželová plocha, která vznikne vytažeńım ř́ıdićı křivky do vrcholu V
je nakreslena na obr. 8.10 uprostřed společně s několika polohami stejnolehlých ř́ıdićıch křivek
(zobrazených modrou barvou) se středem stejnolehlosti ve vrcholu V a několika površkami (jsou
zobrazeny červenou barvou). Je zřejmé, že každým bodem obecné kuželové plochy procháźı ř́ıdićı
křivka, jej́ıž tvar je modifikovaný stejnolehlost́ı a površka. Úhly mezi křivkami jsou r̊uzné.

Obecnou kuželovou plochu rozvineme do roviny tak, že ji nahrad́ıme vepsanou n-bokou
jehlanovou plochou (č́ım větš́ı n, t́ım přesněǰśı výsledek dostaneme) a sestroj́ıme trojúhelńıkové
stěny ve skutečné velikosti. Koncové body posloupnosti úseček, do které se rozvinou strany
trojúhelńık̊u lež́ıćı na ř́ıdićı křivce, prolož́ıme vhodnou interpolačńı křivkou. Rozvinutý tvar je
nakreslen na obr. 8.10 vpravo.

Obrázek 8.10: Zadáńı obecné kuželové plochy (vlevo), obecná kuželová plocha (uprostřed)
a jej́ı rozvinutý tvar (vpravo)

8.2.2 Rozvinut́ı části rotačńı kuželové plochy

Na obr. 14 je v nárysu, p̊udorysu a axonometrickém pohledu nakreslena kuželová násypka
připojená na potrub́ı kruhového pr̊uřezu. Z geometrického hlediska je kuželová násypka pláštěm
rotačńıho kužele s poloměrem podstavy r a délkou strany l. Rozvine se do kruhové výseče o po-
loměru l a středovým úhlem α = 2πr/l. Na obr. 15 je nakreslen rozvinutý tvar kuželové násypky
a pro úplnost i rozvinutý tvar připojeného potrub́ı
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Obrázek 8.11: Kuželová násypka

Obrázek 8.12: Rozvinutý tvar kuželové násypky a připojeného potrub́ı

8.2.3 Rozvinut́ı části kosé kuželové plochy

Části kosých kuželových ploch maj́ı široké uplatněńı při vytvářeńı přechod̊u mezi kruhovými
pr̊uřezy a pr̊uřezy tvořenými polygonem (lomenou čarou). Na obr. 8.2 vpravo je fotografie
přechodu mezi kruhovým a obdélńıkovým pr̊uřezem. Na obr. 8.13 je př́ıklad podobného přechodu
nakreslen s barevným vyznačeńım jednotlivých prvk̊u rozvinut́ı. Hladkou přechodovou plochu
vytvoř́ıme z části kosých kuželových ploch a trojúhelńık̊u tak, že trojúhelńık vždy lež́ı v tečné
rovině kosé kuželové plochy. Kolik stran má polygon, tolik je trojúhelńık̊u. Kolik je vrchol̊u poly-
gonu, tolik je část́ı kosých kuželových ploch. Každá strana polygonu nálež́ı jednomu trojúhelńıku.
Třet́ı vrchol trojúhelńıku lež́ı na kružnici. Vrcholy trojúhelńık̊u lež́ıćıch na kružnici děĺı kružnici
na kružnicové oblouky, kdy každý je podstavou části kosé kuželové plochy. Vrcholy kosých
kuželových ploch lež́ı ve vrcholech polygonu. Rozvinutý tvar hladké přechodové plochy z obr. 8.13
je nakreslen na obr. 8.14.
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Obrázek 8.13: Přechodová plocha mezi kruhovým a obdélńıkovým pr̊uřezem

Obrázek 8.14: Rozvinutý tvar přechodové plochy mezi kruhovým a obdélńıkovým pr̊uřezem

Na obr. 8.15 je zobrazen CAD model redukce počtu potrub́ı, která spojuje dvě potrub́ı s
kruhovým pr̊uřezem do jednoho potrub́ı se čtvercovým pr̊uřezem [17]. Na obr. 8.16 je nakreslen
rozvinutý tvar této redukce (včetně zeleně vyznačených záložek na slepeńı paṕırového modelu)
a na obr. 8.17 je fotografie paṕırového modelu.

Obrázek 8.15: CAD model redukce potrub́ı
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Obrázek 8.16: Rozvinutý tvar redukce potrub́ı

Obrázek 8.17: Fotografie paṕırového modelu redukce potrub́ı
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