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Uvod

Pocitacové modelovani kiivek a ploch obecného tvaru predstavuje dynamicky se rozvijejici ¢ast
pocitacové grafiky s Sirokou oblasti praktickych aplikaci — od numericky fizené vyroby pres
pocitacem podporované simulace a vizualizace védeckych pokusu a procesi az po filmové ani-
mace a pocitacové hry. V soucasné dobé tvoii teoreticky zdklad vétsiny modernich CAD/CAM
systému NURBS (NeUniformni Raciondlni B-Spline) reprezentace. Na jednu stranu je pochopeni
teoretického principu NURBS reprezentace naprosto nezbytnym piredpokladem pro efektivni
praci v CAD/CAM systémech. Na druhou stranu vsak minimélni hodinovd dotace predmétu
Pocitacové grafika (14+1) a potfeba pomérné slozitého matematického apardtu (kiivky a plo-
chy parametrizované po ¢astech neuniformnimi raciondlnimi funkcemi) neumoziuje studovat
NURBS reprezentaci piimo.

Abychom piesto pronikli do zékonitosti, kterymi se fidi modelovani objektu slozitého obec-
ného tvaru v NURBS reprezentaci, vénujeme se zde nejprve tém nejjednodussim zakladnim ma-
tematickym modeltm kiivek (Fergusonova kubika, Bézierova kiivka a Coonsova kubika) a ploch
(pfimkova prechodova plocha, plocha hyperbolického paraboloidu, Coonsova bilinedrni plocha
a Bézierova plocha), které jsou sice specidlnimi piipady NURBS reprezentace, ale které lze ma-
tematicky popsat jedinou rovnici.

Zv1astni pozornost je potom vénovana otdzce spojitosti pfi napojovani téchto zdkladnich
modelu kiivek a ploch a vytvareni segmentovanych kiivek (Coonsuv kubicky B-spline, uniformni
ukotvend B-spline kiivka 3. stupné) a ploch (uniformni ukotvend B-spline bikubickéd plocha).
objekty nelze popsat jedinou rovnici, ale je mozné je slozit z jednotlivych vhodné napojenych
zékladnich modelu kiivek a ploch.

Teoretickou ¢ast jednotlivych témat dopliiuji podrobné fesené piiklady, kde jsou nazorné de-
monstrovany vSechny dulezité vlastnosti matematickych modelu kiivek a ploch a jejich vzajemné
souvislosti. K procvi¢eni ziskanych znalosti slouzi fada pocetnich i konstrukénich cviceni.

Nedilnou soucésti price s timto ucebnim textem je praktické modelovani kiivek a ploch
v rdmci samostudia s vyuzitim programu Rhinoceros — NURBS modelling for Windows (Rhino).
Rhino je zalozeno pravé na NURBS reprezentaci a disponuje fadou pitkazu jak pro kresleni vyse
zminénych zékladnich modelu kiivek a ploch, tak i pro kresleni segmentovanych kiivek a ploch
a vytvareni objektu slozitého obecného tvaru. V Rhinu nalezneme také siroké spektrum nastroju,
kterymi lze analyzovat vlastnosti kiivek a ploch. V zavéru kazdé ¢asti je proto uveden seznam
podrobnych postuptu vytvareni popisovanych matematickych modelu kiivek a ploch, konstrukce
souvisejicich geometrickych tutvara a demonstrace jejich vlastnosti v takovém poradi, ve kterém
jsou uvedeny ve vykladu.

Praha, prosinec 2022 Ivana Linkeova
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Kapitola 1

Zakladni vlastnosti krivek a ploch

V této kapitole uvedeme potiebné pojmy, definice a zakladni vlastnosti kiivek a ploch, se kterymi
budeme pracovat v celém tomto u¢ebnim textu.

1.1 Definice a vlastnosti krivek

Z tyzikalniho hlediska je krivka draha pohybujiciho se bodu v roviné ¢i prostoru v zavislosti na
case. Z geometrického hlediska je kiivka jednoparametrickd mnozina bodu v prostoru dimenze
n, které jsou funkénimi hodnotami bodové funkce jedné proménné. Namisto bodu kfivky se
¢asto uvazuji jejich polohové vektory, které jsou funkénimi hodnotami vektorové funkce jedné
Promenneé.

B Definice 1.1 — Bodov4, resp. vektorova funkce jedné proménné. Necht I C R je
interval redlnych ¢isel. Potom se zobrazeni F', resp. F intervalu I do euklidovského prostoru
R™ n > 1, resp. do jeho vektorového zaméteni V", n > 1, nazyva bodovd funkce jedné

proménné

F(t) = [21(t), 22(2), - . ., zn ()], (1.1)
resp. vektorovd funkce jedné promeénné

F(t) = (z1(t), 22(t), - - -, 2a(t)) - (1.2)

Interval I nazyvame oborem parametrizace bodové, resp. vektorové funkce, argument ¢ nazyva-
me parametrem. Kazdému ¢ € I je bodovou, resp. vektorovou funkci pfitazen bod, resp. vektor.
Redlné funkce

x1 = x1(t), x2 = 22(t), ..., Ty = 2p(t), t €1, (1.3)

se nazyvaji souradnicové funkce bodové, resp. vektorové funkce jedné proménné. O

Soufadnicové funkce bodové, resp. vektorové funkce jedné proménné jsou redlnymi funkcemi
jedné proménné. Bodova, resp. vektorova funkce jedné proménné je zobecnénim redlné funkce
jedné proménné. Snadno lze dokédzat nasledujici tvrzeni a z nich vyplyvajici vlastnosti bodové,
resp. vektorové funkce jedné proménné:

e Bodova funkce F(t), t € I, resp. vektorovd funkce F(t), t € I, ma v bodé « € I za limitu
bod F, = [z1(a),z2(a),...,z,(a)], resp. vektor F, = (z1(a),z2(),...,zn(@)), prave
kdyz pro limity jejich souradnicovych funkci plati:

lim z1(t) = z1(«), lim zo(t) = z2(), ..., limz,(t) = z,(@). (1.4)

t—a t—a t—a
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Bodova funkce F'(t), t € I, resp. vektorova funkce F(t), t € I, je spojitd v bodé a € I,
prave kdyz jsou jeji souradnicové funkce v bodé « spojité, tzn., ze pro a € I existuji limity
(1.4), které jsou rovny funkénim hodnotdm soufadnicovych funkci v bodé a.

e Bodova funkce F'(t), t € I, resp. vektorova funkce F(t), t € I, je spojitd na intervalu I,
pravé kdyz jsou jeji soufadnicové funkce na intervalu I spojité.

e Bodova funkce F'(t), t € I, resp. vektorova funkce F(t), t € I, ma v bodé « € I derivaci
k-tého tadu (je k-krat diferencovatelnd), praveé kdyz existuji derivace k-tého fadu a:gk)(a),
xék)(oz),. ey 2P () jejich soufadnicovych funkei. Derivace F¥)(a) bodové funkce F, resp.
derivace F(®) () vektorové funkce F v bodé o € I je potom vektor

F®(a) = (@), a{ ()., aP() (1.5)

resp. vektor

F® (q) = (xg’“)(a), 2$(a), ..., x(k)(oz)> . (1.6)

e Bodova funkce F(t), t € I, resp. vektorova funkce F(t), t € I, ma spojitost k-tého rddu
v bodé a € I, pravé kdyz jsou derivace jejich soufadnicovych funkci az do k-tého fadu
v bodé o € I spojité. O takové funkei ifkame, ze je C* spojitd v bodé o € I.

e Bodova funkce F(t), t € I, resp. vektorova funkce F(t), t € I, ma spojitost k-tého rddu
na intervalu I, pravé kdyz jsou derivace jejich soufadnicovych funkei az do k-tého fddu na
intervalu I spojité. O takové funkci ffkdme, ze je C* spojitd na intervalu I.

Definice 1.2 — Krivka. Krivka je kazda souvisld podmnozina k prostoru R", ktera je
spojitym obrazem intervalu I. V piipadé, ze n = 2, resp. n = 3 oznacujeme kiivku jako
rovinnou, resp. prostorovou'.

Je-li analytickou reprezentaci rovinné, resp. prostorové kiivky bodova funkce (1.1), kterd je
definovana, spojita a alespon jedenkrat diferencovatelna na intervalu I, fikdme, Ze je rovinna,

resp. prostorova kiivka k dana bodovou rovnici
P(t) = [z(t),y(t)], t € I, resp. P(t) = [x(t),y(t),2(t)], t € 1. (1.7)

Je-1i analytickou reprezentaci rovinné, resp. prostorové kiivky vektorova funkce (1.2), ktera
je definovand, C' spojita a alespon jedenkrat diferencovatelnd na intervalu I, iikdme, Ze je
rovinnd, resp. prostorova kiivka dana wvektorovou rovnici

P(t) = (x(t),y(t)), t € I, resp. P(t) = (x(t), y(t), 2(t)), t € I. (1.8)

Rozepiseme-li souradnicové funkce kiivky dané bodovou rovnici (1.7) nebo vektorovou rovnici
(1.8), obdrzime parametrické rovnice rovinné, resp. prostorové kiivky:

x = x(t), resp. x = x(t),
y = y(t), tel, y = y(t), (1.9)

z = z(t), tel.

Je-li kiivka definovéna parametrickymi rovnicemi (1.9), fikdme, ze je krivka definovand pa-
rametricky. O rovnicich (1.9) hovoiime jako o parametrickém vyjadreni krivky.
Je-li interval I = [a, b] uzavieny, hovotime o reguldrnim elementu krivky. g

17 davodu praktické aplikace nebudeme kfivky v prostorech dimenze vy3si nez 3 uvazovat.
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Pozndmka: V souladu s terminologii poc¢itacové grafiky a z duvodu struénosti budeme nadéle
terminem krivka rozumét regularni element kiivky.

V dalsich definicich v této ¢asti budeme uvazovat pouze prostorovou kiivku. Modifikace
piislusnych vztahu pro rovinnou kiivku je ziejma.

B Definice 1.3 — Bod ktivky. Bodem kiivky oznacujeme funkéni hodnotu bodové funkce (1.1)
pro « € [a,b]
P(a) = [z(a), y(a), 2(a)], (1.10)

resp. koncovy bod polohového vektoru, ktery je funkéni hodnotou vektorové funkce (1.2) pro
a € [a,b]
P(a) = (z(a), y(a), 2(a)) . (1.11)

Hodnota parametru ¢ = «, kterd oznacuje polohu bodu na kfivce, se nazyva parametrickd
(kTivocard) soutadnice bodu kiivky.

Bodovou, resp. vektorovou funkei je definovana orientace ktivky. Pocatecni bod kfivky ma
kiivoc¢arou soutradnici a, koncovy bod kiivky maé kiivocarou soufadnici b. Po¢ateéni a koncovy
bod kfivky oznacujeme jako krajni body kiivky. O

B Priiklad 1.1 — Bodova, vektorova a parametrické rovnice elipsy. Pojmy uvedené
v definicich 1.1 az 1.3 objasnime na pfikladu rovinné kiivky — elipsy k zadané soufadnicovymi
funkcemi

x = x(t) = 4cost,
y = y(t) = 3sint, t € [0, 2n]. (1.12)

Bodové funkce F'(t), t € [0, 27], kterd zobrazuje interval [0, 27] do dvourozmérného prostoru
ma tvar
F(t) = [4cost, 3sint], t € [0, 27]. (1.13)

Elipsa k, kterd je dana bodovou rovnici
P(t) = [4cost, 3sint], t € [0,2n],

je zobrazena na obr. 1.1 a). Pro hodnoty parametru ¢ = 0, resp. t = 27 jsou v obrazku vy-
znaceny funkéni hodnoty bodové funkce F'(0), resp. F'(27), které odpovidaji krajnim bodum
elipsy P(0) = [4cos(0), 3sin(0)] = [4,0], resp. P(27) = [4cos(27), 3sin(27)] = [4,0]. Krajni
body elipsy k splyvaji.

V obr. 1.1 a) je dale pro hodnotu parametru ¢ = %W vyznacena funkéni hodnota bodové

funkce F' (%7‘(), kterd odpovidé bodu elipsy P (%W) = [4 cos (%w) , 3sin (%ﬂ)] = [—2,% 3.

Vektorova funkce F(t), t € [0, 27], ktera zobrazuje interval [0, 27| do vektorového zaméfeni
dvourozmeérného prostoru, ma tvar

F(t) = (4cost, 3sint), t € [0, 2. (1.14)
FElipsa k, ktera je dana vektorovou rovnici
P(t) = (4cost, 3sint), t € [0,2n],

je zobrazena na obr. 1.1 b). Pro hodnoty parametru ¢t = 0, resp. t = 27 jsou zde vy-
znaceny funkéni hodnoty vektorové funkce F(0), resp. F(27), které jsou polohovymi vektory
P(0) = (4cos(0), 3sin(0)) = (4,0), resp. P(27) = (4cos(2m), 3sin(27w)) = (4,0) krajnich
bodu elipsy k. Polohové vektory krajnich bodu elipsy k splyvaji.
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P(0) =P(2m)
1 27 3x

P(0)=P(2n) “(z7)
MR N '

{F(2m)

'
'
v
]
1
'
'
]
&
O

R Q,— in 2n ¢
I
a) Elipsa k& dand bodovou rovnici (1.13) b) Elipsa k dand vektorovou rovnici (1.14)

c¢) Elipsa k dand parametrickymi rovnicemi (1.15)

Obrazek 1.1: Bodova, vektorova a parametrické rovnice elipsy k
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V obr. 1.1 b) je dile pro hodnotu parametru ¢t = 27 vyznacena funkéni hodnota vektorové
funkce F (%w), kterd odpovida polohovému vektoru P (%ﬂ') = (4 cos (%7‘(‘), 3sin (%ﬂ')) =
= (—2,% 3) bodu P (%W) = [—2,% 3| elipsy k.

Parametrické rovnice elipsy k£ dostaneme rozepsanim souiadnicovych funkei bodové funkce
(1.13) nebo vektorové funkce (1.14):

x(t) = 4cost,
y(t) = 3sint, t € [0, 27]. (1.15)

Na obr. 1.1 ¢) je zobrazen graf elipsy k& dané parametrickymi rovnicemi (1.15) véetné vhodné
orientovanych grafu souradnicovych funkei (1.12). Dosadime-li do soufadnicovych funkei
konkrétni zvolenou hodnotu parametru ¢, dostaneme soufadnice bodu elipsy k, resp. slozky
jeho polohového vektoru. Na obr. 1.1 ¢) je zndzornén bod P (%ﬂ') = [—2, %\/g], resp. jeho
polohovy vektor P (%7’[‘) = (—2, % 3). U

Je zfejmé, ze bodova, vektorova a parametrické rovnice kiivky jsou vzajemné ekvivalentni.

V potitacové grafice je zvykem pracovat s vektorovou rovnici kfivky. V souladu s tim budeme
naddle kiivku oznacovat P(t). Bodem kfivky pro t = «, a € [a,b], budeme nadile rozumét
koncovy bod polohového vektoru P(a) a budeme jej oznacovat stejné jako polohovy vektor,

tedy P(a) = ((a), y(a), =(a)).

Definice 1.4 — Reguldrni a singularni bod k#ivky. Bod kiivky P(«), a € [a, b], nazyvéame
requldrnim, jestlize vektor P'(a) = (2/(«),y'(a), 2'(«)) je nenulovy a odpovida-li mu jen jedna
hodnota parametru ¢t = « z (a,b). Kazdy jiny bod nazyvame singuldrnim bodem krivky.
Splyvajici poc¢atecni a koncovy bod kiivky neni povazovan za singularni. O

Definice 1.5 — Inflexni bod kfivky. Bod kiivky P(«), a € [a,b], nazyvdme inflexnim,
jestlize vektory P/(a) = (2'(a),y/ (@), (a)) a P"(a) = (2" (), y" (), 2" (a)) jsou linedrné

z4vislé. 0

V inflexnim bodé prechdzi kiivka z jedné strany te¢ény (viz definice 1.6) na druhou, jak je

patrné z obr. 1.2 a).

Definice 1.6 — Tec¢ny vektor, vektor binormaly a vektor hlavni normaly v bodé
kiivky. Derivace vektorové funkce

p@:(ﬁ?,%?,ﬁ?):@ﬂ»wmzw»wemm (1.16)

je vektorova funkce, kterd vyjadiuje pro « € [a, b] teény vektor krivky P(t) v jejim bodé P(«):

P'(a) = (2/(@), ¥'(a), 2'(a)). (1.17)

Orientace tetného vektoru je shodnd s orientaci kiivky. Jednotkovy tec¢ny vektor t(a) v re-
guldrnim bodé P(«) kiivky P(t) je ddn

)
~ P(a)

t(c) : (1.18)

Piimka urcend bodem P («) a smérovym vektorem t(«) se nazyva tecna t, kiivky P(t) v jejim
bodé P(«).
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Vektorovy soucin prvni a druhé derivace vektorové funkee kiivky P(t), t € [a, b] v bodé P(«),
a € [a,b], se nazyva vektor binormdly. Jednotkovy vektor binormdly b(«) je dén
P/ Pl/
by P xP(a)
P'(a) < P’ (a)

(1.19)

Piimka urc¢end bodem P(«) a smérovym vektorem b(«) se nazyva binormdla b, kiivky P(t)
v neinflexnim bodé P(«).

Vektorovy sou¢in vektoru binormély a te¢ného vektoru kiivky P(t), ¢ € [a,b] v bodé P(a),
a € [a,b], se nazyva vektor hlavni normdaly. Jednotkovy vektor hlavni normaly n(«) je dén

n(a) = b(a) x t(a). (1.20)

Piimka urcend bodem P(«) a smérovym vektorem n(a) se nazyva hlavni normdla ne kiivky
P(t) v jejim bodé P(«). O

B Definice 1.7 — Uzlovy a vicenasobny bod kiivky. Jestlize existuji ¢isla
a1, 9 S ((17 b)7 a1 7é a3,

pro kterd plati P(ay) = P(a2), tj. bod kiivky uréeny kiivocarou souradnici oy je totozny
s bodem kfivky uréenym kfivoc¢arou soutradnici ai, nazyva se takovy bod uzlovym bodem
krivky. Jestlize existuje k > 2 takovych ¢isel z I, nazyva se takovy bod k-ndsobnym bodem
krivky. O

V uzlovém bodé ma kiivka dvé protinajici se tecny, viz obr. 1.2 b).

B Definice 1.8 — Bod vratu. Bod kiivky, ve kterém se méni orientace te¢ného vektoru, se
nazyva bod vratu. O

V bodé vratu ma kiivka dveé splyvajici te¢ny, viz obr. 1.2 ¢).

B Definice 1.9 — Uhlovy bod. Bod kiivky, ve kterém se méni smér tecny o thel ~v < 180,
se nazyva uhlovy bod. O

V thlovém bodé mé kiivka dvé protinajici se teény svirajici dhel ~, viz obr. 1.2 d).

SN

a) Inflexni bod b) Uzlovy bod ) Bod vratu d) Uhlovy bod

Obrazek 1.2: Klasifikace bodt kfivky

Derivace vektorové funkce kiivky a jejich funkéni hodnoty jsou v pocitacové grafice velmi
dulezité z hlediska modelovani tvaru a napojovani kiivek. V souladu s terminologii pocitacové
grafiky budeme nadéle terminem k-td derivace kfivky rozumét vektorovou funkci, kterd je
k-tou derivaci vektorové funkce kiivky P(t), t € [a, b]. Prvni tfi derivace kiivky budeme oznacovat
P'(t), P"(t), P"”(t). Funkéni hodnotu k-té derivace kiivky pro hodnotu t = «, « € [a, b], budeme
nazgyvat vektor k-té derivace krivky.
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B Piiklad 1.2 — Derivace elipsy. Pro elipsu k£ danou vektorovou rovnici (1.14) z piikladu
1.1 vyjadiime jeji prvni tii derivace a pro nékolik hodnot parametru vypocteme a zobrazime
vektory téchto derivaci.

Prvni, resp. druhd, resp. tfeti derivace elipsy k mé tvar

P'(t) = (—4sint, 3 cost), t € [0, 27],

resp.
P"(t) = (—4cost,—3sint), t € [0,27],
resp.
P"”(t) = (4sint, —3cost), t € [0,27].
Vektory téchto derivaci vektorové funkce elipsy k& pro hodnoty parametru t = %71', 1 =
0,1,...,6, jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Slozky vektort jsou zaokrouhleny na dvé de-

setinnd mista.

t=0 t=12 t=2r t=m t=1ir t=3nr t=2m
P(t) | (4.00,0.00) | (2.00,2.60) | (—2.00,2.60) |(—4.00,0.00)|(—2.00,—2.60)| (2.00,—2.60) | (4.00,0.00)
P’(t) || (0.00,3.00) | (—3.46,1.50) |(—3.46,—1.50)|(0.00,—3.00)| (3.46,—1.50) | (3.46,1.50) | (0.00,3.00)
P"(t) || (—4.00,0.00) | (—2.00, —2.60) | (2.00,—-2.60) | (4.00,0.00) | (2.00,2.60) | (—2.00,2.60) |(—4.00,0.00)
P"(t) || (0.00,—3.00) | (3.46,—1.50) | (3.46,1.50) | (0.00,3.00) | (—3.46,1.50) |(—3.46,—1.50)(0.00,—3.00)

Na obr. 1.3 je zobrazena elipsa k, body P (%ﬂ) a v kazdém bodé trojice vektora P’ (%71’),

P” (tr) aP” (47),i=0,1,...,6. Vektory derivaci jsou odliSeny typem Sipky.
Pro jednotny popis vnitinich vlastnosti kiivky v okoli reguldrniho bodu se pouziva Frenetiv
pruvodnd trojhran kiivky.

B Definice 1.10 — Frenetiv pruvodni trojhran kiivky. Normovany pravouihly a pra-
votocivy (kladné orientovany) trojhran tvofeny v reguldrnim bodé P(«), a € [a, b], kiivky
P(t), t € [a,b], jednotkovym tecnym vektorem t(«), jednotkovym vektorem hlavni normadly
n(«) a jednotkovym vektorem binormély b(«) se nazyva Frenetiv pruvodni trojhran krivky.
O

B Definice 1.11 — Normalova, rektifikaéni a oskulaéni rovina. Rovina urcéend hlavni
normélou a binormdlou v reguldrnim bodé P(«), o € [a, b] kiivky P(t), t € [a, b], se nazyvé
normdlovd rovina v,. Rovina uréend binormélou a te¢nou v reguldarnim bodé P(a), a €
I kiivky P(t), t € [a,b], se nazyvé rektifikacni rovina p,. Rovina urcend teénou a hlavni
normalou v reguldrnim bodé P(«), a € [a,b] kiivky P(t), t € [a,b], se nazyva oskulacni
TOVING Wy - Ol

Normélova rovina je kolmé k te¢né, rektifikac¢ni rovina je kolm4 k hlavni normaéle a oskula¢ni
rovina je kolmd k binormale.

B Priiklad 1.3 — Frenetiv privodni trojhran elipsy. Budeme opét uvazovat elipsu k
z piikladu 1.1. Vektorové rovnice elipsy k a jejich prvnich dvou derivaci jsou:
Pt) = (z(t),y(t),2(t)) = (4cost, 3sint, 0), t € [0,27],
P'(t) = (—4sint, 3cost, 0), t € [0, 27,
P"(t) = (—4cost, —3sint, 0), t € [0, 27].



16 ZAKLADNI VLASTNOSTI KRIVEK A PLOCH

Obrazek 1.3: Vektory prvnich t¥i derivaci elipsy k g

Vektorové rovnice jednotkového teéného vektoru t(t), jednotkového vektoru hlavni normély
n(t) a jednotkového vektoru binormély b(t) jsou nasledujici:

—4sint t
t(t) = ( smEb 3 cos , 0), t € [0,2n),
V=Tcos2t+16 +/—T7cos?t+ 16
b(t) = (0,0,1), t € [0,2n],
— t —4sint
n(t) = ( scost ik 0>, t € [0,2n].
V=Tcos?t+16 +/—Tcos2t+ 16

Obrézek 1.4: Frenetuv pruvodni trojhran elipsy &
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Na obr. 1.4 je zndzornéna elipsa k a jeji Frenetuv pruvodni trojhran v nékolika bodech
pro hodnoty parametru t = %w, i=20,1,...,6. Z duvodu zachovani ¢itelnosti obrazku jsou
vektory trojhranu popsany pouze pro hodnotu parametru ¢t = %77, tedy v bodé P (%7‘(’)
Pro tuto hodnotu parametru je v obrazku také zndzornéna tec¢na t 20 hlavni normala n 200

binormédla b2, normalova rovina v2_, rektifikacni rovina p2 _ a oskulac¢ni rovina wz_. O
3 3 3 3

Pomoci Frenetova pruvodniho trojhranu kiivky vyjadifujeme vnitini vlastnosti kfivky v okoli
regularniho bodu P(«), a € [a, b], a to pruni kfivost — flexi, kterd v bodé P(«) charakterizuje od-
chylku kiivky k od tecény t, a druhou krivost — torzi, kterd v bodé P(«a) charakterizuje odchylku
kiivky k od oskula¢ni roviny w,.

B Definice 1.12 — Prvni k¥ivost kiivky. Proni kfivost k(a) v reguldrnim bodé P(a),
a € [a,b], kiivky P(t), t € [a, b], je nezaporné ¢islo

_ |P/(a) x P"(a)

He) =

(1.21)

kde |P’(a) x P”(«)] je velikost vektorového sou¢inu prvni a druhé derivace kiivky a |P’(«)]
je velikost te¢ného vektoru kiivky v bodé P(a). Cislo

1

r(a) = To(a) (1.22)

nazyvame polomérem krivosti v bodé P(a)). Bod S(a) = P(a) + r(a)n(a) lezici v oskulaéni
roviné w, na polopiimce urcené bodem P(«) a vektorem n(a) ve vzdalenosti 7(a) od bodu
P(«) se nazyva stred krivosti v bodé P(«a). Kruznice se stredem v bodé S(«) a polomérem
r(a) se nazyvé oskulacni kruznice v bodé P ().

Plati-li 'k(t) = 0, t € [a, b], je kiivka P(t) piimka. O

B Definice 1.13 — Druh4 kiivost kiivky. Druhd krivost 2k(a) v neinflexnim bodé P(a),
a € [a,b], kiivky P(t), t € [a,b], je ¢islo vyjadiené vztahem

[P'(c)P" () P"(a)]

he) = ey Pra)]

(1.23)

kde [P'(a)P”(a)P"” ()] je smiSeny soucin vektoru prvni, druhé a t¥eti derivace kiivky v bodé
P(a). Jestlize 2k(t) = 0, t € [a, ], je kiivka P(t) rovinna. O

B Priiklad 1.4 — Prvni kFivost elipsy. Pro elipsu k z piikladu 1.3 je prvni kfivost
|(—4sint,3cost,0) x (—4cost,—3sint,0)] 12

1
k(t) = : - = 5, 1€ 0,21 (1.24)
|(—4sint,3cost,0)] (m)

a polomér kiivosti

(m)g
rt) = 12

Grafy funkef (1.24) a (1.25) jsou zobrazeny na obr. 1.5.

, te[0,2n]. (1.25)

Dosadime-li ¢ = 0, resp. t = % do (1.25), obdrzime polomér r(0) = ¥ oskulaén{ kruznice
v hlavnim vrcholu P(0) se stfedem v bodé S(0) = (%, 0), resp. polomér r(3) = & oskulaénf

kruznice ve vedlejsim vrcholu P (g) se stfedem v bodé S (g) = (0, —%), viz obr. 1.6.
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Obrazek 1.5: Graf prvni kifivosti
a poloméru kiivosti elipsy &

Obréazek 1.6: Oskula¢éni kruznice elipsy & O

1.2 Napojovani krivek

P#i matematickém modelovani kfivky obecného tvaru nevystacime s jedinou kiivkou danou

vvvvvv

jsou napojeny svymi krajnimi body. Kvalita napojeni musi vyhovovat technické aplikaci, ve

které je kiivka pouzita.

Nez se budeme zabyvat spojitosti napojeni dvou kiivek, uvedeme si definici spojitosti kiivky,

ktera vyplyva ze spojitosti jeji vektorové funkce.

Definice 1.14 — Spojitost kiivky. Kiivka P(t), t € [a, b], ma spojitost k-tého fadu v bodé
a € [a,b], pravé kdyz ma jeji vektorova funkce v tomto bodé spojitost k-tého fadu. O takové
kiivce fikdme, ze je C* spojitd v bodé a € [a, b].

Kiivka P(t), t € [a,b], ma spojitost k-tého Fadu na [a, b], pravé kdyz ma jeji vektorova funkce
na [a, b] spojitost k-tého fddu. O takové kiivce Fikame, 7ze je C* spojitd na [a, b]. O

Definice 1.15 — Parametricka spojitost napojeni dvou kiivek. Necht je ddna kiivka
P(t) vektorovou rovnici P(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € [a,b], jejiz souFadnicové funkee jsou C¥
spojité na [a, b]. Necht je déle ddna kiivka R(s) vektorovou rovnici R(s) = (x(s),y(s), z(s)),
s € [c,d], jejiz soufadnicové funkce jsou C* spojité na [c,d]. Rikdme, ze kiivka R(s) je
napojena svym pocateénim bodem na koncovy bod kiivky P(t) s C* spojitosti, popi. ze jsou
tyto kiivky C* spojité napojeny, jestlize plati

PO =R (c), i=0,1,...,k. (1.26)

Takto definovand spojitost napojeni dvou kiivek se oznacuje jako parametrickd spojitost
k-tého Tddu. O

Parametricka spojitost C* vyjadiuje, ze v bodé napojeni dvou kfivek jsou totozné vektory

prvnich k derivaci obou kiivek, tj. jejich po¢atek (bod napojeni), smér, orientace i velikost. Méné
prisné pozadavky na napojeni klade tzv. geometrickd spojitost.

Definice 1.16 — Geometrick4 spojitost napojeni dvou kfivek. Necht je ddna kiivka
P(t) vektorovou rovnici P(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € [a,b], jejiz souradnicové funkce jsou
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nejméné C1, resp. C? spojité na [a,b]. Necht je ddle déna kiivka R(s) vektorovou rovnici
R(s) = (z(s),y(s),2(s)), s € [c,d], jejiz soutadnicové funkce jsou nejméné C', resp. C?
spojité na [c,d]. Rikdme, ze kiivka R(s) je napojena svym pocatecnim bodem na koncovy
bod kiivky P(t) s G', resp. s G? spojitosti, popi. ze jsou tyto kiivky G, resp. G2 spojité
napojeny, jestlize plati

P'(b) =X -R/(c), N € R, (1.27)

resp.
Lep(b) =! kr(c), (1.28)

kde 'kp(b), resp. 'kr(c) je prvni kiivost kiivky P(t), resp. R(s) v bodé napojeni. Takto
definovana spojitost napojeni dvou kiivek se oznacuje jako geometrickd spojitost 1., resp.
2. Tddu. O

Vzhledem k tomu, ze teény vektor R/(c) je A-ndsobkem teéného vektoru P’(b), maji G*
spojité napojené kiivky totoznou teénu v bodé napojeni. G? spojité napojené kiivky maji v bodé
napojeni totoznou prvni k¥ivost, tj. totoznou oskula¢ni kruznici. Geometrickou spojitost vyssich
radu nebudeme zavadét. Priklady na napojovani kiivek jsou uvedeny v kapitole 2.

1.2.1 Nastroje analyzy a kontroly navrhu kiivek v Rhinu

Kiivka — Rhino disponuje fadou piikazu pro kresleni kiivek obecného tvaru, které jsou detailné
popsany v ¢astech 2.2.5, 2.3.4, 2.4.2 a 2.5.4. Zde si uvedeme postup provedeni piikazu
Elipsa, kterym bychom nakreslili elipsu z ptikladi v této casti. Piikaz: Elipsa: stred —
Stied elipsy: z klavesnice zadat 0,0,0 — Enter — Konec prvni osy: z kldvesnice zadat
w4,0,0 — Enter — Konec druhé osy: z klavesnice zadat w0,3,0.

Bod ktrivky — Piikaz: Bod — Umisténi bodu: zapnout Uchopovdni objektu: Na kiivce — Vy-
berte kfivku: kliknout na kfivku (zaméfovac¢ je omezen na pohyb po kiivce) — Umisténi
bodu: kliknout na kfivku do mista, ve kterém chceme nakreslit bod. V misté posledniho
kliknuti se nakresli bod jako samostatné entita.

Pozndmka: Néstroj Uchopovani uzlu se netyka uchopeni uzlovych bodu kiivky, ale téch
bodu na segmentované kiivce, ve kterych se méni analytické vyjddfreni kiivky. Uzlovy bod
kfivky navic neni povazovan za prusecik, a proto jej nelze uchopit ani pomoci nastroje
Uchopovani prusecikal.

Pocateéni bod kiivky — Piikaz: Oznacit pocdtek krivky — Vyberte kiivky pro oznaceni poc¢atku:
kliknout na kfivku — Enter. V poc¢ateénim bodé kiivky se nakresli bod.

Koncovy bod ktivky — Piikaz: Oznacit konec kiivky — Vyberte kiivky pro oznaceni konce:
kliknout na kfivku — Enter. V koncovém bodé kiivky se nakresli bod.

Pozndmka: Oznaceni krajnich bodu kfivky pomaha uréit orientaci kfivky.

Bod kfivky pro konkrétni hodnotu parametru — Bod na kfivce, jehoz kiivo¢ara souradnice
je predem zvolens hodnota, nelze nakreslit piimo, nebot potiebny piikaz pro kiivky neni
v Rhinu k dispozici. My ale vyuzijeme piikaz Bod z uv souradnic, ktery je urcen pro plochy,
a zminény nedostatek obejdeme.

Nejprve vytvoiime pomocnou véalcovou plochu, jejiz fidici kfivkou je pravé ta kiivka, na
které chceme nakreslit bod P(a), o € [0,1]. Piikaz: Vytdhnout primo — Vyberte kiivky
pro vytazeni: kliknout na kiivku — Enter — Vzdalenost vytazeni: zadat vysku vélcové
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plochy z klavesnice nebo kliknutim. Smér parametru u je podél fidici kiivky valcové plochy,
smér parametru v uréuji povrsky vélcové plochy, viz obr. 1.7 a).

Potom nakreslime bod o zvolené kiivocaré soutadnici pitkazem Bod z uv souradnic —
Vyberte plochu pro vyhodnoceni: v piikazovém tadku zvolit VytvoritBod=Ano, Normali-
zovand=Ano — kliknout na valcovou plochu — Zadejte hodnotu U mezi 0.0 az 1.0: zadat
zvolenou hodnotu @ — Enter — Zadejte hodnotu V mezi 0.0 az 1.0: zadat 0 — Enter, viz
obr. 1.7 b). V bodé kiivky P(«a) se nakresli bod jako samostatna entita.

Pomocnou valcovou plochu nakonec vymazeme, viz obr. 1.7 c).

u=1 u=1

u=0, u=10, P(a.0) 1=0 P(a)
=0 v=0
a) Pomocnd valcova plocha  b) Bod plochy P(«,0) ¢) Bod kiivky P(a)

Obrézek 1.7: Konstrukce bodu P(«) na kiivce P(t), ¢t € [0, 1]

Kartézské soutradnice bodu k#ivky — Piikaz: Vyhodnotit bod — zapnout Uchopovdni bodu
— Vyberte bod pro vyhodnoceni: kliknout do bodu na kfivce, jehoz kartézské soutfadnice
chceme uréit. V piikazovém ifadku se zobrazi kartézské souradnice bodu.

Tecna ke kiivee — Pifkaz: Usecka: tecna z krivky — Pocatek tsecky: v piikazovém fadku zvo-
lit
NaObéStrany — kliknout na kiivku v budoucim bodé dotyku te¢ny — Enter — Konec
usecky: kliknout do koncového bodu tecny. Nakresli se tecna jako tisecka se stfedem v bodé
dotyku.

Hlavni normadla rovinné kiivky — Piikaz: Usecka: Kolmice z krivky — Pocatek tsecky: v pri-
kazovém tadku zvolit NaObéStrany — kliknout na rovinnou kfivku v bodé, ve kterém
chceme konstruovat hlavni normélu — Enter — Konec tsecky: kliknout do koncového
bodu hlavni normaly. Nakresli se hlavni norméla jako usecka se stfedem v bodé kliknuti
na kfivku.

Hlavni normala prostorové kiivky — Hlavni normalu prostorové kiivky konstruujeme nepii-
mo. Nejprve nakreslime oskula¢ni kruznici (viz déle) v bodé, ve kterém chceme konstruovat
hlavni normalu. Vlastni hlavni normalu zkonstruujeme piikazem Usecka: z bodu v polovineé
— Stied tsecky: kliknout do bodu dotyku oskulaéni kruznice s kiivkou — Konec tsecky:
zapnout Uchopovdni stredu — kliknout na oskulaéni kruznici. Nakresli se hlavni normaéla
jako usecka se sttedem v bodé dotyku oskula¢ni kruznice s kiivkou.

Pozndmka: Aplikujeme-li piikaz Usecka: Kolmice z krivky na prostorovou kiivku, nakresli
se norméla (kolma k te¢né a lezici v normalové roviné kiivky), ale nikoliv hlavni normaéla
(prusecnice normalové a oskula¢ni roviny) podle definice 1.6.

Binormala prostorové kiivky — Binormalu prostorové kiivky konstruujeme nepiimo jako
pruse¢nici nomdlové roviny (viz ddle) a rektifika¢ni roviny (viz déle) piikazem: Prisecik



1.2 Napojovani kiivek 21

objektiu: Vyberte objekty pro vypocet pruseciku: kliknout na normaélovou rovinu a na
rektifika¢ni rovinu — Enter. Nakresli se binormala jako usecka.

Normalova rovina kiivky — Normalovou rovinu konstruujeme nepiimo. Nejprve vytvoiime
jeji hranici piikazem: Kruznice: kolem kiivky: Stfed kruznice — kliknout na k¥ivku v bodé,
ve kterém chceme konstruovat normalovou rovinu — Polomér: kliknout do koncového bodu
poloméru. Nakresli se kruznice, kterd lezi v normalové roviné kiivky se stiedem v pruseciku
normalové roviny s kiivkou. Poté hranici vyplnime rovinnou plochou piikazem: Plocha
z rovinngch krivek — Vyberte rovinné kiivky: kliknout na kruznici — Enter. Nakresli se
normalova rovina jako kruh.

Oskulaéni rovina — Oskula¢ni rovinu konstruujeme nepiimo. Nejprve vytvoiime oskulaéni
kruznici (viz dale) v bodé, ve kterém chceme konstruovat oskulaéni rovinu. Oskula¢ni
kruznice tvoii hranici oskulaéni roviny. Tuto hranici vyplnime rovinnou plochou ptikazem:
Plocha z rovinngch krivek — Vyberte rovinné kiivky: kliknout na kruznici — Enter. Na-
kresli se oskula¢ni rovina jako kruh.

Rektifika¢éni rovina — Rektifika¢ni rovinu konstruujeme nepiimo. Nejprve zkonstruujeme hlav-
ni normalu (viz vyse). Poté nakreslime kruznici piikazem: Kruznice: kolem krivky — Stied
kruznice: zapnout Uchopovdni koncovych bodi — kliknout do libovolného krajniho bodu
hlavni normaly — Polomeér: kliknout do koncového bodu poloméru. Tuto kruznici posu-
neme piikazem Presunout — Vyberte objekty pro piesun: kliknout na kruznici — Enter
— Vychozi bod ptresunuti: kliknout do stiedu kruznice v koncovém bodé hlavni normély —
Cilovy bod pfesunuti: kliknout do prusec¢iku normaly s kiivkou. Kruznice nyni tvoii hranici
rektifika¢ni roviny, kterou vyplnime rovinnou plochou piikazem: Plocha z rovinnich krivek
— Vyberte rovinné kiivky: kliknout na kruznici — Enter. Nakresli se rektifika¢ni rovina
jako kruh.

Graf prvni ktivosti kiivky — Piikaz: Graf krivosti zapnout — Vyberte objekty pro zobrazeni
grafu kfivosti — kliknout na kiivku — Enter — v dialogovém okné Graf krivosti nastavit
meéritko a hustotu grafu. Podél kiivky se zobrazi graf jeji prvni kiivosti jako spojnice
koncovych bodu normdlovych isecek (tj. dsecek lezicich na norméldch ke kiivee). Délka
normalové tisecky je umérnd prvni kiivosti kiivky v pruse¢iku normaélové tisecky s kiivkou.

7 grafu prvni kiivosti kiivky lze poznat, zda m& kfivka inflexni bod, bod vratu nebo
ihlovy bod. V inflexnim bodé prechazi graf kiivosti z jedné strany kfivky na druhou, viz
obr. 1.8 a). V bodé vratu lezi normélové usecky na téze primce, nebot se v tomto bodé
méni pouze orientace tecného vektoru, nikoliv jeho smér dany te¢nou, viz obr. 1.8 b). Je-li
na kiivece 1hlovy bod, nelezi normdlové tsecky na téze piimce, nebot teény v tihlovém bodé
se protinaji pod ur¢itym tihlem, viz obr. 1.8 ¢).

Polomeér kiivosti — Ptikaz: Polomér — vyberte na kiivce bod pro méfeni poloméru: klik-
nout na kiivku — v prikazovém fadku se vypiSe velikost poloméru k¥ivosti kfivky v bodé
kliknuti.

Oskulaéni kruznice — Piikaz: Hlavni krivosti — Vyberte kiivku nebo plochu pro méfeni
kfivosti: kliknout na k¥ivku — Vyberte na kiivce bod pro méfeni kiivosti: v prikazovém
radku zvolit ZanechatZnacku=Ano — kliknout na kiivku do bodu, ve kterém chceme zkon-
struovat oskula¢ni kruznici — Enter. Nakresli se oskula¢ni kruznice kiivky v bodé kliknuti.
V prikazovém tadku se zobrazi nasledujici informace: hodnota parametru «, kartézské
soufadnice bodu P(«), slozky te¢ného vektoru, kartézské soufadnice stiedu oskulaéni
kruznice a polomér kfivosti k¥ivky ve vybraném bodé
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a) Kfivka s inflexnim bodem b) Kfivka s bodem vratu c¢) Ktivka s ihlovym bodem

Obrézek 1.8: Klasifikace bodt kfivky pomoci grafu kfivosti

Poznamka: U relativné velkych objektt se mohou nakreslit pouze ¢asti oskulaénich kruznic.
Pokud s nimi budeme pracovat dale jako s hranici oskulacni roviny, je tfeba nejprve tuto
hranici uzaviit piikazem Prodlouzit kiivku obloukem do bodu — Vyberte kiivku pro prod-
louzeni: kliknout na oskula¢ni kruznici pobliz jejiho konce — Konec prodlouzeni: zapnout
Uchopovdni koncovych bodu — kliknout na oskulaéni kruznici pobliz jejitho druhého konce.
Oskulaéni kruznice se uzavie.

Spojitost napojeni dvou kiivek — Piikaz: Geometrickd spojitost — Vyberte prvni kiivku
pobliz jejiho konce: kliknout na prvni kiivku — Vyberte druhou kt¥ivku pobliz jejiho konce:
kliknout na druhou kiivku. V pifkazovém tadku se vypise, zda jsou kiivky GO (je totozna
s CY spojitosti), G! nebo G? spojité. Parametrickou spojitost C'' nebo C? souc¢asnymi
nastroji v Rhinu diagnostikovat nelze.

Je-li zobrazen graf kiivosti obou kiivek, lze z jeho tvaru poznat, zda jsou kiivky C? spojité
napojené, miniméalné G spojité napojené a minimalné G? spojité napojené, viz obr. 1.9.

b) minimélné G* ¢) minimalné G d) minimalné G?

Obrazek 1.9: Diagnostika spojitosti napojeni dvou kiivek pomoci grafu kiivosti

P#i C? spojitosti dvou kiivek lezi normélové tsecky v bodé napojeni na rtznych pifmkéch,
viz obr. 1.9 a). Pii G! spojitosti lezf normalové tisecky na spoleéné pifmce, avsak jejich
délka se méni skokem, viz obr. 1.9 b). Je-li napojeni G? spojité, jsou spojité i grafy kiivosti
obou kfivek, viz obr. 1.9 ¢) a d).

Pozndmka: Pokud by byly kiivky na obr. 1.9 b) napojeny s C'* spojitosti, popi. kiivky na
obr. 1.9 ¢) a d) s C? spojitosti, graf kiivosti by vypadal stejné, proto uvadime minimdlné.

B Cviceni 1.1 V Rhinu nakreslete elipsu z pfikladu 1.1. Na elipse nakreslete body pro t = %,
i = 0,1,...,5. Zjistéte kartézské souradnice téchto bodu a zkontrolujte je podle hodnot
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uvedenych v tabulce na str. 15. V kazdém z téchto bodu vymodelujte Frenetuv pruvodni
trojhran elipsy podle obr. 1.4. Déle sestrojte oskula¢ni kruznice v hlavnim a vedlejsim vrcholu
elipsy podle piikladu 1.4 a zobrazte graf kiivosti elipsy i oskula¢nich kruznic. Co muzeme fici
o délce normalovych usecek grafu kiivosti elipsy a oskula¢nich kruznic ve vrcholech elipsy?

1.3 Definice a vlastnosti ploch

Plocha je dvouparametrickd mnozina bodi v prostoru R3, které jsou funkénfmi hodnotami bodové
funkce dvou proménngch, misto nichz, stejné jako u kiivky, budeme uvazovat koncové body
jejich polohovych vektori, které jsou funkénimi hodnotami vektorové funkce dvou proménnijch.
Z nasledujicich definic tedy vynechame bodovou funkci dvou proménnych.

B Definice 1.17 — Vektorova funkce dvou proménnych. Necht I C R? je neprizdna
souvisld oblast. Potom zobrazeni F oblasti I do vektorového zaméfeni V3 euklidovského
prostoru R? se nazyva vektorovd funkce dvou proménnijch

F(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)). (1.29)

Argumenty u, v nazyvame parametry plochy. Kazdé dvojici (u,v) € I je vektorovou funkei
pritazen vektor. Redlné funkce

r=z(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v), (u,v) €1 (1.30)
se nazyvaji souradnicové funkce vektorové funkce dvou proménnych. O

Soufadnicové funkce vektorové funkce dvou promén-nych jsou redlnymi funkcemi dvou proménnych.
Vzhledem k tomu, Ze vektorova funkce dvou proménnych je zobecnénim redlné funkce dvou
proménnych, 1ze snadno dokazat nasledujici tvrzeni a z nich vyplyvajici vlastnosti vektorové
funkce dvou proménnych.

e Vektorovd funkce F(u,v), (u,v) € I, méd v bodé (a,5) € I za limitu vektor
F.p3 = (z(a, B),y(e, B), z(c, B)), prave kdyz pro limity jejich soufadnicovych funkei plati:

lim  a(u,v) = a(a,f),
u—ra,v— 3

lim  y(u,v) = yla, ),
u—a,v—0

lim  z(u,v) = z(a,B). (1.31)
u—ra,v—3

e Vektorovéd funkce F(u,v), (u,v) € I, je spojitd v bodé («,3) € I, pravé kdyz jsou jeji
soufadnicové funkce v bodé (o, ) spojité, tzn., ze pro (o, ) € I existuji limity (1.31),
které jsou rovny funkénim hodnotdm soufadnicovych funkei v bodé (a, 3).

e Vektorové funkce F(u,v), (u,v) € I, je spojitd na oblasti I, praveé kdyz jsou jeji soufadnicové
funkce na oblasti I spojité.

e Vektorové funkce F(u,v), (u,v) € I, mé v bodé (a, §) € I parcidlni derivaci podle u, resp.
podle v, pravé kdyz existuji parcidlni derivace

_ 9y(u,v)

- Ou

_ 0z(u,v)

(0, B) = _ 0z(u,v)

9 Zu(aMB) -

u=a,v=04
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resp.

0x(u,v)
ov

v p) = 20) (0,8 = 2V

v u=a,v=_

x”(a,ﬂ) =

u=a,v=p4 u=a,v=0

(1.33)
jejich soutadnicovych funkei. Parcidlni derivace F*(«, ), resp. F¥(«, 3) vektorové funkce
F(u,v) podle u, resp. podle v je potom vektor

Fu(a75) = (mu(OC?B)? yu(avﬁ)v zu(avﬁ»v (1'34)

resp.

F'(a, 8) = (2"(a, B), ¥ (e, B), 2"(cx, B)). (1.35)

e Obdobné jsou definovdny parcidlni derivace vyssich fadu vektorové funkce F(u,v),
(u,v) € I, v bodé («,3) € I. Zna&l se F*(a, ) = (z"“(a, B), y"*“(cv,B), 2"*(cv,B)),
F“(a,p) = (2" (v, B), y"’(a,B), 2"%(e,B)), ... , kde pofadi hornich indext oznacuje
poradi ptislusnych parcidlnich derivaci.

e Vektorové funkce F(u,v), (u,v) € I, mé spojitost k-tého fadu v bodé (o, 8) € I, praveé kdyz
jsou parcidln{ derivace jejich souradnicovych funkef az do k-tého tddu v bodé (o, 8) € T
spojité. O takové funkci fikdme, 7e je C* spojita v bodé (a, 8) € 1.

e Vektorové funkce F(u,v), (u,v) € I, ma spojitost k-tého fadu na oblasti I, pravé kdyz jsou
parcidlni derivace jejich soutadnicovych funkci az do k-tého fddu na I spojité. O takové
funkci fkame, ze je C* spojita na oblasti I.

B Definice 1.18 — Plocha. Plocha je kazd4d souvisld podmnozina k prostoru R3, kterd je
spojitym obrazem souvislé oblasti I C R?. Je-li analytickou reprezentaci plochy vektorova
funkce (1.29), kterd je definovand, spojita a alespon jedenkrat diferencovatelnd na oblasti I,
tikame, ze je plocha dédna vektorovou rovnici

P(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) € I. (1.36)

Rozepiseme-li souradnicové funkce plochy dané vektorovou rovnici (1.29), obdrzime parame-
trické rovnice plochy

z = z(u,v),

y = y(u,v),

z = z(u,v), (u,v) € I. (1.37)
Je-li plocha definovdna parametrickymi rovnicemi (1.37), fikdme, ze je plocha definovand
parametricky.
Je-1i oblast I obdélnikova a uzaviend, tedy I = [a,b] X [c,d], hovoiime o pldtu. d
V pocitacové grafice se nejcastéji voli ¢tvercova oblast I = [0,1] x [0, 1], kterou struéné

znacime [0, 1)2.

K zavedeni pojmu pldt vedl rozvoj matematického modelovani ploch slozitého obecného
tvaru, které nelze popsat jedinou vektorovou rovnici. Vysledna plocha slozitého tvaru se vytvaii
pldtovdanim, tj. napojovanim vhodnych plosnych elementi — plata. Jednotlivé platy jsou ¢asti
plochy definované nad (zpravidla) étvercovou oblasti I = [0, 1]? a jsou popsany jedinou vektoro-
vou rovnici. Podminkdm spojitosti napojeni platu se vénuje ¢ast 1.4. Zde se vénujeme zakladnim
vlastnostem ploch z hlediska diferencidlni geometrie, které budeme potiebovat a aplikovat v ka-
pitole 3, proto vSechny zde definované vlastnosti ploch plati i pro plat. Specifické vlastnosti
platné pouze pro plat jsou v dalsim textu vzdy konkrétné uvedeny.
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B Definice 1.19 — Bod plochy. Bodem plochy oznac¢ujeme koncovy bod polohového vektoru,
ktery je funkéni hodnotou vektorové funkce (1.29) pro (a, 8) € I

P(a, 8) = (z(a, B), y(a, B), z(a, B)). (1.38)

Hodnoty parametriu v = a, v = 3, které jednoznacné urcuji polohu bodu na plose, se nazyvaji
parametrické (krivocaré) souradnice bodu plochy.
Vektorovou funkci je definovand orientace platu P(u,v), (u,v) € [0,1]2. Body P(0,0),
P(0,1), P(1,0) a P(1,1) se nazyvaji rohy pldtu. O
B Priiklad 1.5 — Vektorova rovnice anuloidu. Uvazujme soufadnicové funkce

z(u,v) = (rcosu+ R)coswv,

y(u,v) = (rcosu+ R)sinwv,

2(u,v) = rsinu+4, (u,v) € [0,27)?,

jejichz grafy pro R =2 a r = 1 jsou uvedeny na obr. 1.10.

Pro hodnoty parametru (u,v) = (71%%, %ﬂ') jsou v grafech soufadnicovych funkeci zobrazeny
funkéni hodnoty z (%ﬂ, %w), Y (%w, Zw) a z (iﬂ’ %W)_

\Q.“ o
i
b
’M;

Obrazek 1.10: Souradnicové funkce anuloidu &

Plocha dana vektorovou rovnici
P(u,v) = ((rcosu+ R)cosv, (rcosu -+ R)sinv, rsinu+4), (u,v) € [0,2n7]? (1.39)

je anuloid k, kde r je polomér tvorici kruznice (lezici v roviné prochdzejici osou z, kterd se
otaci kolem osy z a R je polomér trajektorie stfedu tvotici kruznice. Anuloid  je zobrazen
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na obr. 1.11, kde je vyznacCena hodnota vektorové funkce F (%7‘(’, %W), tedy polohovy vektor
P (%ﬂ', %w).

Obréazek 1.11: Anuloid x dany vektorovou rovnici (1.39) g

Zvolime-li jednu proménnou konstantni, dostaneme z vektorové funkce dvou proménnych
vektorovou funkci jedné proménné, tedy analytickou reprezentaci kiivky, kterou nazyvame pa-
rametrickou krivkou plochy.

B Definice 1.20 — Parametrické kiivky plochy. Parametrickou u-krivkou, resp. paramet-
rickou v-krivkou plochy P(u,v), (u,v) € I, nazyvame kiivku

P(U,B) - (x(u, B)a y(ua /B)a Z(”?B))v (140)
resp.

P(Oé,’l)) = (l’(Oé,’U), y(oz,v), Z(CY,'U)), (141)
(a,8) € I.
Parametrické kiivky P(0,v), P(1,v), P(u,0) a P(u,1) se nazyvaji okraje plitu P(u,v),
(u,v) € [0,1]2. O

Parametrické krivky tvori dvé soustavy kiivek na plose. Kazdd parametrickd kiivka jedné
soustavy protind vSechny parametrické kiivky ze soustavy druhé. Body plochy, jejichz kiivocaré
soufadnice jsou pravé konstantni hodnoty parametri, lezi v téchto prusecicich. Okraje platu se
protinaji v rozich platu.

Soustavy parametrickych kiivek se b&zné pouzivaji k ndzornému zobrazeni ploch, nebot
poskytuji velmi ndzornou predstavu o jejich tvaru. Parametrické u-k¥ivky anuloidu x na obr. 1.11
jsou tvofici kruznice, parametrické v-kiivky jsou rovnobézkové kruznice.

B Definice 1.21 Tecné vektory parametrickych kiivek plochy. Parcidlni derivace vek-
torové funkce
_ 0P(u,v)

P%(u,v) = —au = (z"(u,v), y“(u,v), z“(u,v)), (u,v) € I, (1.42)
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resp.

OP (u,v)
v

je vektorova funkce, kterd urcuje pro (a, ) € I teény vektor parametrické u-kiivky P"(u,v),

resp. tecny vektor parametrické v-krivky P (u,v) v jejim bodé P(«, 5):

P’ (u,v) = = (" (u,v), y’(u,v), 2°(u,v)), (u,v) €I, (1.43)

_ OP(u,v)

Pu(OZ’B) - T v = (:E“(a,ﬂ), yu(avﬁ)? zu(aaﬁ))7 (144)
resp. P
Plap = Tl =@ e 2@ )

Orientace teénych vektoru parametrickych kiivek je shodné s orientaci prislusné paramet-
rické kiivky. Bodem P(a, 3) a te¢nym vektorem P%(«, ), resp. PY(«a, §) je urcena tecna
k parametrické u-, resp. v-kiivce. O

B Definice 1.22 — P#i¢né teéné vektory okraju platu. Tecné vektory

OP (u,v)

v B OP (u,v)
o)l e, = 2P

PY(u,0) = L 5

, u e 0,1], (1.46)

v=1

se nazyvaji pricné tecné vektory okraju pldatu ve sméru u. Tetné vektory

0P (u, 0P (u,
pu(0,0) = 2V pugy gy = PO, (1.47)
u u=0 u u=1
se nazyvaji pricné tecné vektory okraju pldatu ve sméru v. O

B Definice 1.23 — Reguldrni a singularni bod plochy. Bod plochy P(«, 3), (o, ) € I,
nazyvame requldrni, pokud v ném teéné vektory parametrickych kiivek P%(«, 8) a PY(a, 3)
nejsou rovnobézné nebo nemaji vSechny slozky soucasné nulové a odpovida-li mu jen jedna
dvojice hodnot parametra (u,v) = («, ). Body, ve kterych tato podminka neplati, nazyvame
singuldrni.

B Definice 1.24 — Te¢na rovina a normadla v bodé plochy. Rovina 7, g uréend tecnymi
vektory parametrickych kiivek P%(«, 5) a P¥(«, 5) v reguldrnim bodé P(«, ), (o, 5) € I,
se nazyva teénd rovina plochy v bodé P(«, ). Vektor

n(a, 8) = P, 8) x P, B) (1.48)

v regularnim bodé P(«, 8) se nazyva vektor normdly plochy v bodé P(«, ). Piimka uréend
bodem P(a, 8) a vektorem normély n(a, 8) se nazyvéa normdla plochy v bodé P(«, j3). O

B Definice 1.25 — Zkrut. SmiSend druha parcidlni derivace vektorové funkce plochy

O*P(u,v)  9*P(u,v)

PHluv) = udv  Ovou
(@, 0), ), 2w, 0)) = (@), 57 v), 2 ),
(u,v) €1 (1.49)

je vektorova funkce, kterd urcuje pro («, 8) € I vektor zkrutu plochy v bodé P(«, ). O
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Vektor zkrutu plochy budeme stru¢né nazyvat pouze zkrut. Zkrut vyjadiuje zakfiveni plochy
v okoli bodu, tj. miru odchyleni plochy od te¢né roviny v tomto bodé.

B Priiklad 1.6 — Tecné vektory, zkruty a normaly anuloidu. Vektorova rovnice tecného
vektoru parametrické u-kiivky, te¢ného vektoru parametrické v-kiivky, zkrutu a vektoru
normaly anuloidu x z prikladu 1.5 je

P“(u,v) = (—rsinucosv, —rsinusinv, rcosu), (u,v) € [0,27)%
PY(u,v) = (—(rcosu+ R)sinv, (rcosu+ R)cosv, 0), (u,v) € [0,27]%,
P"(u,v) = (rsinusinv, —rsinucosv, 0), (u,v) € [0,27]?,
n(u,v) = (—rcosu(rcosu+ R)cosv, —rcosu(rcosu+ R)sinv, —rsinu(rcosu + R)),
(u,v) € [0,2n]2.

Piislusné vektory v nékolika bodech anuloidu x pro R = 2 a r = 1 jsou znazornény na
obr. 1.12, obr. 1.13 a obr. 1.14. Na obr. 1.15 jsou zobrazeny normdly (vektory normél sméfuji
dovnitt anuloidu).

Okraje platu, tecné vektory a zkruty na okrajich platu jsou dulezité z hlediska pozadované
spojitosti pfi napojovani platu, viz ¢dst 1.4. Z hlediska studia vnitinich vlastnosti plochy se
zkoumaji hlavni krivosti plochy a Gaussova a stiedni krivost plochy.

Pro pochopeni pojmu hlavni kfivosti plochy uvazujme v kazdém regularnim bodé A plo-
chy tecnou rovinu 74 a normaéalu na. Tetnd rovina 7p obsahuje nekone¢né mnoho tecen ke
kiivkam lezicim na ploSe. Kazda tecna spoleé¢né s normadlou tvofi rovinu normaélového fezu,
jejimz prunikem s plochou je kfivka normdélového tfezu. Kazda kfivka normalového fezu ma
v bodé A urcitou prvni kiivost, viz (1.21), kterd se nazyva normalové kiivost. Sméry, ve kterych
nabyva normélové kfivost svého minima, resp. maxima, jsou hlavni sméry plochy a jim ptislusné
hodnoty normalové kiivosti jsou hlavni kfivosti plochy, které oznacime k1o a koa. Odpovidajici
oskula¢ni kruznice v bodé A ozna¢ime cia, Coa.-

Pro znaménko hlavni kiivosti plati nasledujici imluva: hlavni kiivost je kladn4, jestlize vektor
AS kde S je stted oskula¢ni kruznice, je shodné orientovany jako vektor normaly na. V opacném
pripadeé je hlavni kfivost zaporna.

B Definice 1.26 — Gaussova kfivost. Gaussova kiivost v regularnim bodé A plochy & je
déna
G = k1A - koa, (1.50)

kde k1A, resp. koa je minimalni, resp. maximéalni normalova kiivost v bodé A. Bod plochy A
se nazyva elipticky, resp. parabolicky, resp. hyperbolicky, je-li v ném Gaussova kiivost kladna,
resp. nulova, resp. zaporna. Plochy, jejichz Gaussova kiivost je nulova, jsou rozvinutelné do
roviny. O

B Priklad 1.7 — Klasifikace bodu anuloidu. Anuloid obsahuje v8echny tii typy bodu, jak
je patrné z obr. 1.16.
Podle klasifikace bodi uvedené v definici 1.26 je zfejmé, ze v eliptickém bodé lezi stiedy
obou oskula¢nich kruznic na kladné ¢asti normély, a ze te¢na rovina se dotyka plochy v je-
diném bodé. V parabolickém bodé musi byt alesponn jedna z hlavnich kiivosti nulova, tedy
alespon jedna oskula¢ni kruznice pfejde v piimku. V takovém piipadé se tecné rovina dotyka
plochy podél krivky. V hyperbolickém bodé jsou znaménka hlavnich kfivosti riznd, stredy
oskula¢nich kruznic lezi na opa¢nych ¢astech normély a teé¢nd rovina protind plochu.
Body lezici na kraterovych kruznicich anuloidu jsou parabolické (bod B). Body lezici mezi
kréterovymi kruznicemi na ¢ésti anuloidu obsahujici rovnik jsou eliptické (bod A) a body
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1.3 Definice a vlastnosti ploch
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Obrazek 1.15: Normély anuloidu s
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Plochy s nulovou stiedni kiivosti se nazyvaji minimdini.
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Obrazek 1.16: Te¢né roviny a oskulaéni kruznice ve vybranych bodech anuloidu &

1.4 Platovani

v exs

nici, ale bude nutné vyslednou plochu slozit z vhodné napojenych plata, tj. pldtovat. Kvalitu na-
pojeni plata hodnotime podle dosazeného fadu parametrické nebo geometrické spojitosti podél
spole¢ného okraje.

Nejprve uvedeme definici spojitosti plochy, ktera vyplyva ze spojitosti jeji vektorové funkce,
a potom se budeme zabyvat spojitosti podél spole¢ného okraje dvou napojovanych platu.

B Definice 1.28 — Spojitost plochy. Plocha P(u,v), (u,v) € I, mé spojitost k-tého fadu
v bodé («, 8) € I, pravé kdyz ma jeji vektorova funkce v tomto bodé spojitost k-tého fadu.
O takové plose fikdme, ze je C* spojitd v bodé (o, ).
Jestlize ma plocha P(u,v), (u,v) € I spojitost k-tého fadu ve vSech bodech z oblasti I,
ifkdme, ze je C* spojitd na oblasti I. O

B Definice 1.29 — Parametrickd spojitost napojeni dvou plati. Nechf je ddn plat
P (u, v) vektorovou rovnici P(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) € [0, 1]?, jejiz soutadnicové
funkece jsou spojité a k krat spojité diferencovatelné na [0, 1]2. Necht je déle dan plat R(s,t)
vektorovou rovnici R(s,t) = (z(s,t),y(s, 1), 2(s, 1)), (s,t) € [0,1]2, jejiz souradnicové funkece
jsou spojité a k krat spojité diferencovatelné na [0, 1]2.

Rikame, ze plat R(s,t) je napojen svim okrajem R(0,¢) na okraj P(1,v) platu P(u,v) s C*
parametrickou spojitosti, popt., ze jsou tyto platy C* spojité napojeny, jestlize jsou si rovny
vektory prvnich k parcidlnich derivaci vektorovych funkei platu P(u,v) a platu R(s,t) podél
okraju P(1,v) a R(0,1). O

B Definice 1.30 — Geometrickd spojitost napojeni dvou platii. Necht je dén plat P(u,v)
vektorovou rovnici P(u,v) = (z(u,v),y(u,v),2(u,v)), (u,v) € [0,1]?, jejiz soutadnicové
funkce jsou spojité a nejméné jednou, resp. dvakrat spojité diferencovatelné na [0, 1]2. Necht
je dale dén plat R(s,t) vektorovou rovnici R(s,t) = (x(s,t),y(s,t),2(s,t)), (s,t) € [0,1]?,
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jejiz souradnicové funkce jsou spojité a nejméné jednou, resp. dvakrat spojité diferencovatelné
na [0, 1]2.

Rikdme, ze plat R(s,t) je napojen svym okrajem R(0,t) na okraj P(1,v) platu P(u,v)
s G, resp. G? geometrickou spojitosti, popi., ze jsou tyto plity G, resp. G? spojité napojeny,
jestlize jsou totozné tecné roviny obou plati, resp. jsou si rovny prvni kiivosti parametrickych
kiivek obou platu podél okraju P(1,v) a R(0,1). O

Piiklad na ilustraci spojitosti napojeni dvou pldatu zde nebudeme uvadét. Touto problema-
tikou se budeme zabyvat velmi konkrétné v kapitole 3.

1.4.1 Nastroje analyzy a kontroly navrhu ploch v Rhinu

K zobrazeni nové vytvotrenych ploch pouzivd Rhino drdtovy model, ktery je uréen paramet-
rickymi kiivkami na plose. Jejich pocet zavisi na nastaveni volby Hustota izoc¢ar (menu Soubor
— Vlastnosti — Obecné — Hustota izocar).

Plocha — Rhino disponuje fadou piikazu pro kresleni ploch obecného tvaru, které jsou detailné
popsany v Castech 3.2.3, 3.3.3, 3.4.4, 3.5.6 a 3.6.3. Jako ptiklad kresleni analytické plo-
chy si zde uvedeme postup provedeni piitkazu Anuloid, kterym bychom nakreslili anuloid
z piikladi v této casti. Piikaz Anuloid — kurzor pfemistit do pohledu Shora — Stied
anuloidu: z klavesnice zadat 0,0,4 — Enter — Prameér: z klavesnice zadat 4 — Enter —
Druhy polomér: z klavesnice zadat 1 — Enter.

Bod plochy — Piikaz: Bod — Umisténi bodu: zapnout Uchopovdni objektu: Na plose — Vy-
berte plochu: kliknout na plochu; zamétrova¢ je omezen na pohyb po plose — Umisténi
bodu: kliknout na plochu do mista, ve kterém chceme nakreslit bod. V misté posledniho
kliknut{ se nakresli bod jako samostatna entita.

Bod plochy P(a, ) — Piikaz: Bod z uv souradnic — Vyberte plochu pro vyhodnoceni: v piika-
zovém tadku zvolit VytvoritBod=Ano, Normalizovandi=Ano — kliknout na plochu — Za-
dejte hodnotu U mezi 0.0 az 1.0: zadat zvolenou hodnotu @ — Enter — Zadejte hodnotu
V mezi 0.0 az 1.0: zadat zvolenou hodnotu 5 — Enter. V bodé plochy P(«, 3) se nakresli
bod jako samostatna entita.

Poznéamky:

1) Pred pouzitim tohoto piikazu je tfeba zjistit smér parametru u a v, napf. piikazem
Vyjmout izoc¢dru, viz déle.

2) Volba Normalizovand=Ano provede zménu puvodniho oboru parametrizace
I = [a,b] x [c,d] plochy na I = [0,1]2. Volba Normalizovand=Ne ponechd piivodni obor
parametrizace plochy I = [a,b] X [c, d].

Kiivocaré souradnice bodu plochy — Piikaz: UV soutadnice bodu — Vyberte plochu, ze
které chcete odecist soutradnice UV: v piikazovém tadku zvolit VytvoritBod=Ano, Norma-
lizovand=Ano — kliknout na plochu — Vyberte bod pro vyhodnoceni: kliknout do bodu
plochy, jehoz kiivoc¢aré souradnice chceme zjistit — v piikazovém radku se zobrazi hodnoty
parametru v a v — Enter.

Poznamka: Pred pouzitim tohoto piikazu je tieba zjistit smér parametru w a v, napf.
piikazem Vyjmout izocdru, viz dale.

Kartézské souradnice bodu plochy — Piikaz: Vyhodnotit bod — zapnout Uchopovdni bodi
— Vyberte bod pro vyhodnoceni: kliknout do bodu, jehoz kartézské souradnice chceme
urcit. V piikazovém fadku se zobrazi kartézské souradnice bodu.
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Roh platu — Piikaz: Bod — Umisténi bodu: zapnout Uchopovdni koncovijch bodi — kliknout
pobliz rohu platu. V rohu pldatu se nakresli bod jako samostatna entita.

Parametrické kiivky plochy — Pitkaz: Vyjmout izocdru — Vyberte plochu pro vyjmuti izo¢é-
ry: kliknout na plochu; zamétovaé je omezen na pohyb po ploSe a zobrazuje se aktudlni
parametrickd kiivka — Vyberte izoc¢aru, kterou chcete vyjmout: v piikazovém fadku zvolit
Smér=U, Smér=V nebo Smér=0ba — kliknout do mista, ve kterém chceme kreslit para-
metrickou kiivku nebo dvojici parametrickych kiivek. Nakresli se parametrickd u-kiivka,
parametrickd v-kfivka nebo dvojice parametrickych kiivek (podle volby v piikazovém
fadku) jako samostatnd entita, na kterou lze aplikovat veskeré piikazy platné pro kiivku.

Poznamky:
1) Drétovy model plochy lze vytvofit prikazem Vyjmout drdtovy model.

2) O tom, ktery smér bude u konkrétni plochy ve sméru parametru u a ktery ve sméru
parametru v, nerozhoduje uzivatel, ale parametrizace plochy pouzita systémem.

3) Uréitou informaci o zpusobu parametrizace uzaviené plochy poskytuje volba Prepnout
silné hrany. ,Silna hrana“ je parametrickd kiivka plochy odpovidajici krajnim hodnotam
oboru parametrizace pfislusného parametru zvyraznéna tlustou ¢arou. V kombinaci s piika-
zem UV souradnice bodu se zapnutou volbou Normalizovand=Ne (viz vyse) lze navic zjistit
obor parametrizace plochy.

Okraj platu — Piikaz: Duplikovat hranu: Vyberte hrany pro duplikaci — kliknout na okraj
platu — Enter. Nakresli se okraj platu jako samostatna entita, na kterou lze aplikovat
veskeré prikazy platné pro kiivku.

Okraje platu — Piikaz: Duplikovat hranici: Vyberte plochy pro duplikaci hranice — kliknout
na plat — Enter. Nakresli se vSechny okraje platu jako samostatna entita slozend z jed-
notlivych okraju. Samostatné okraje ziskdme pitkazem Rozpojit — Vyberte objekty pro
rozpojeni: kliknout na slozeny okraj — Enter.

Normala plochy — Piikaz: Usecka: normaly plochy — Vyberte plochu pro vytvoreni normaly:
kliknout na plochu — Pocatek usecky: kliknout do mista, ve kterém chceme nakreslit
normalu — Konec tsecky: kliknout do koncového bodu normély. Nakresli se norméla jako
tsecka s pocatecnim bodem na ploSe.

Poznamka: Zvolime-li v ptikazovém fadku NaObéStrany, nakresli se norméla jako usecka
se stfedem na plosSe.

Teéna rovina — Te¢nou rovinu plochy konstruujeme nepiimo. Nejprve sestrojime normélu (viz
vyse) v bodé, ve kterém chceme konstruovat te¢nou rovinu. Potom vytvoiime hranici tecné
roviny piikazem Kruznice: kolem kiivky: Stfed kruznice: kliknout do pocateé¢niho bodu
normdaly — Polomér: kliknout do koncového bodu poloméru. Nakonec hranici vyplnime
rovinnou plochou ptikazem: Plocha z rovinnych kiivek — Vyberte rovinné kiivky: kliknout
na kruznici — Enter. Nakresli se tecna rovina jako kruh.

Kiivost kiivek na plose — Piikaz: Graf krivosti zapnout — Vyberte objekty pro zobrazeni
grafu kiivosti: kliknout na plochu, resp. na nakreslenou parametrickou kiivku (viz vyse) —
Enter — v dialogovém okné Graf kiivosti nastavit vhodné méfitko a hustotu grafu. Podél
okraju platu, podél automaticky zobrazovanych parametrickych kiivek i podél nakres-
lenych parametrickych kiivek se zobrazi graf prvni kiivosti jako spojnice koncovych bodu
normaélovych dsecek. Délka normalové tsecky je imérnd prvni kiivosti kiivky v pruseciku
normalové usecky s kiivkou.
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Polomeér kiivosti kiivek na plose — Piikaz: Polomér — vyberte na kiivce bod pro méfeni
polomeéru: kliknout na kfivku na plose — v ptikazovém tadku se vypiSe velikost poloméru
kiivosti kiivky na ploSe v bodé kliknuti.

Ki#ivka normalového fezu v obecném sméru plochy — Kfivku normalového fezu v obec-
ném sméru plochy konstruujeme nepiimo. Nejprve nakreslime na plose bod (viz vyse)
a v tomto bodé sestrojime normdlu na obé strany (viz vyse). Potom sestrojime hranici
tetné roviny (viz vyse). Te¢nu sestrojime piikazem Usecka: z bodu v poloviné — Stied
usecky: kliknout do bodu na plose — Konec tsecky: zapnout tchopovy rezim Na kiivce
— Vyberte ki¥ivku: kliknout na hranici teéné roviny — kliknout na hranici tetné roviny
v pozadovaném sméru tecny. Nakresli se tecna jako tsecka se stfedem v bodé na plose.
Dale zkopirujeme te¢nu piikazem Kopirovat — Vyberte objekty pro kopirovani: kliknout
na te¢nu — Enter — Vychozi bod kopirovani: kliknout do bodu na plose — Cilovy bod
kopirovani: kliknout do koncového bodu normaly — Enter. Rovinu norméalového fezu zkon-
struujeme pitkazem Vytdhnout podél krivky — Vyberte kiivky pro vytazeni: kliknout na
zkopirovanou teénu — Enter — Vyberte trasu: kliknout na normalu. Nakresli se rovina
normalového fezu. Nakonec vytvoirime kiivku normaéalového fezu piikazem Prusecik objekti
— Vyberte objekty pro vypocet pruseciku: kliknout na plochu a na rovinu normélového
fezu — Enter. Nakresli se kiivka normalového fezu.

Hlavni k#ivosti — Piikaz: Hlavni krivosti — Vyberte kiivku nebo plochu pro méfeni kiivosti:
kliknout na plochu — Vyberte na ploSe bod pro méfeni kiivosti — v pitkazovém iadku
zvolit ZanechatZnacku=Ano — kliknout do bodu, v némz chceme zjistit hlavni kiivosti
plochy. Nakresli se oskula¢ni kruznice kiivek normélovych fezu v hlavnich smérech plo-
chy. V piikazovém fadku se zobrazi nésledujici informace: hodnoty parametru (a,f),
kartézské souradnice bodu P(«, ), slozky normalového vektoru, maximélni hlavni kfivost,
miniméalni hlavni kiivost, Gaussova kiivost a stiedni kiivost.

Jsou-li nakresleny oskulaéni kruznice kfivek normélovych fezi v hlavnich smérech, 1ze
klasifikovat bod plochy: v eliptickém bodé plochy se obé oskula¢ni kruznice vykresli na
stejnou stranu plochy, v hyperbolickém bodé plochy se kazda oskula¢ni kruznice vykresli
na jinou stranu plochy, v parabolickém bodé plochy ptejde jedna z oskula¢nich kruznic
v piimku.

Kiivky normaélovych fezt v hlavnich smérech plochy — Kiivky norméalového fezu v hlav
nich smérech plochy sestrojime nepiimo. Nejprve vytvoiime oskula¢ni roviny (viz vyse)
téchto kiivek, které jsou rovinami normalovych ez v hlavnich smérech. Kiivku normalové-
ho fezu v hlavnich smérech plochy vytvotime piikazem Prusecéik objekti. — Vyberte ob-
jekty pro vypocet pruseciku: kliknout na plochu a na oskulaéni roviny — Enter. Vykresli
se kiivky normalovych fezi v hlavnich smérech plochy.

Gaussova ktivost, hlavni kiivost — Piikaz: Analyza krivosti — Vyberte objekty pro analyzu
kiivosti: kliknout na plochu — Enter. V piikazovém Fadku se zobrazi meze, ve kterych
se pohybuje Gaussova kiivost plochy, stfedni kfivost plochy, maximélni polomér kfivosti
kiivky na ploSe a minimalni polomér kiivosti k¥ivky na plose. Zaroven se zobrazi dialogové
okno Krivost, ve kterém lze zvolit Styltj. konkrétni charakteristiku kiivosti, jejiz hodnoty
jsou na plose barevné odliSeny.

Pozndmka: Abychom dostali relevantni barevné zobrazeni analyzované charakteristiky, je
tfeba v dialogovém okné Krivost nastavit Rozsah krivosti na hodnoty uvedené jako meze
v ptikazovém radku.
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Spojitost napojeni dvou platt — Piikaz: Analyjza pomoci pruhi zebry — Vyberte objekty
pro analyzu pomoci pruht zebry: kliknout na platy, jejichz spojitost napojeni chceme
analyzovat — Enter. V dialogovém okné Volby zebry nastavit smér, tloustku a barvu
pruhui zebry. Ve stinovaném zobrazeni se na platy namapuji pruhy, jejichz ndvaznost podél
spole¢ného okraje informuje o spojitosti napojeni obou plati. Platy jsou napojeny s C°
spojitosti, jestlize jejich pruhy zebry na sebe nenavazuji, viz obr. 1.17 a). Platy jsou napo-
jeny minimélné s G' spojitosti, jestlize jejich pruhy zebry na sebe navazuji se zlomem, viz
obr. 1.17 b). Platy jsou napojeny minimalné s G? spojitosti, jestlize na sebe jejich pruhy
zebry navazuji hladce, viz obr. 1.17 c).

Spojitost napojeni platu lze také diagnostikovat pomoci grafu kiivosti (viz vyse) parame-
trickych kiivek na plose (viz vyse), jak je zndzornéno na obr. 1.18.

@ lg 7

b) minimélné G* ¢) minimélné G

Obrézek 1.17: Diagnostika spojitosti napojeni dvou pldtu pomoci pruhu zebry

T,

a) C° b) minimalné G* ¢) minimalné G2

Obréazek 1.18: Diagnostika spojitosti napojeni dvou plata
pomoci grafu kfivosti parametrickych kiivek

B Cvicéeni 1.2 V Rhinu vymodelujte anuloid podle zadani z piikladu 1.5. Velikost poloméru
R a r vhodné zvolte. Ve zvoleném eliptickém, hyperbolickém a parabolickém bodé anuloidu
zkonstruujte te¢nou rovinu a normélu a dvojici oskula¢nich kruznic parametrickych kiivek.



Kapitola 2

Modelovani krivek

V této kapitole se budeme zabyvat matematickym modelovanim kfivek obecného tvaru zadanych
posloupnosti bodu v roviné nebo v prostoru. Pii modelovani slozitéjsich tvaru nelze vyslednou
kiivku vytvorit jedinym segmentem, jehoz analytickou reprezentaci je jedind vektorova rov-
nice. Zajemce o vyklad matematického modelu popisujiciho segmentovanou kiivku jako celek
(B-spline, NURBS — neuniformni raciondlni B-spline) lze odkdzat na [0]. Zde se omezime na
podrobny vyklad matematickych modelu popisujicich jeding segment a na moZnosti napojeni
tohoto segmentu na sousedni segmenty kfivky tak, abychom dokézali pomérné jednoduchymi
prostiedky modelovat kiivku libovolného tvaru slozenou z libovolného po¢tu segmentu.

P1i vykladu budeme obecné pouzivat termin krivka. Pokud bude nutné zdaraznit, ze se jedné
o urc¢ity segment kiivky slozené z vice segmentt, vzdy to bude jasné uvedeno.

V pocitacové grafice je nejcastéjsi analytickou reprezentaci kiivky vektorova rovnici, jejiz
soufadnicové funkce jsou polynomy (v piipadé polynomu 3. stupné se nazyva vysledna kiivka
kubika). Za obor parametrizace polynomickych kiivek se uvazuje uzavieny interval v rozsahu od
nuly do jedné, ktery budeme znacit hranatymi zavorkami, tedy [0, 1]. Oborem parametrizace je
déna orientace kiivky: pocatek kiivky je v bodé, kde hodnota parametru je nula, konec k¥ivky
je v bodé, kde hodnota parametru je jedna.!

Podle interpretace vstupnich dat — zadané posloupnosti bodi — rozliSujeme dva zakladni
piistupy ke konstrukci matematického modelu kiivky: interpolaci a aprozimaci. V obou piipadech
dostdvame vektorovou rovnici kiivky jako linedrni kombinaci bdzovych funkci (polynomi), kde
souCinitelé u jednotlivych bazovych funkci jsou vstupni data. Pfi interpolaci nazyvame zadané
body definiéni body a utvar, do kterého jsou usporadany, definicni polygon. Interpolaéni kiivka
musi véemi definiénimi body prochézet a jeji tvar mezi defini¢nimi body musi vyhovovat naroktum
aplikace, ve které je pouzita. PTi aproximaci nazyvame zadané body 7idici body a utvar, do
kterého jsou uspotradany, idici polygon. Aproximaéni kiivka nemusi fidicimi body prochézet
(nékterymi prochézet muze) a jeji tvar sleduje tvar fidictho polygonu.

Pozndmka: Podobné jako u bodu kiivky budeme také zadanymi body (defini¢nimi i fidicimi)
vzdy rozumét koncové body jejich polohovych vektoru a jejich kartézské soufadnice (slozky jejich
polohovych vektoru) budeme uvédét v kulatych zdvorkach.

2.1 Fergusonova kubika

Fergusonova kubika je kiivka tvorend jedinym segmentem, ktery interpoluje dva zadané defini¢ni
body.

!Tato skuteénost nés nikterak neomezuje, nebot pro libovolny parametr s € [a, b] lze provést zménu paramet-

rizace t = =2 a normovat tak puvodni interval [a,b] na interval [0, 1].

35
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B Definice 2.1 — Fergusonova kubika. Necht jsou ddny dva defini¢ni body A a B, teény
vektor a v bodé A a teény vektor b v bodé B. Potom je vektorova rovnice Fergusonovy
kubiky

P(t) = Fo(t)A + F1(t)B + Fx(t)a+ F3(t)b, t € [0,1], (2.1)
kde bazové funkce
Fo(t) = 2t3 — 312 +1,
Fi(t) = —2t3 + 312,
Fy(t) = 2 —2t* + ¢,
By(t) = 3 —t%, t € [0,1] (2.2)
jsou Hermitovy polynomy 3. stupné.? g

Prubéh Hermitovych polynomu je patrny z obr. 2.1, na obr. 2.2 je nakreslen piiklad rovinné
Fergusonovy kubiky. V piipadé, ze z-ova soufadnice alespon jednoho z defini¢nich bodi A a B
nebude nulova, bude Fergusonova kubika prostorova ktivka.

‘I -
0.8
0.6

0.44

0.21

Obrézek 2.1: Hermitovy polynomy Obrézek 2.2: Fergusonova kubika

2.1.1 Vlastnosti Fergusonovy kubiky
Piimo z definice Fergusonovy kubiky vyplyvaji jeji nasledujici geometrické vlastnosti:

e Pocatecni bod P(0) Fergusonovy kubiky (2.1) je zadany bod A. Koncovy bod P(1) Fer-
gusonovy kubiky (2.1) je zadany bod B.

e Tecny vektor P’(0) Fergusonovy kubiky (2.1) je zadany te¢ny vektor a. Tecny vektor P’(1)
Fergusonovy kubiky (2.1) je zadany te¢ny vektor b.

B Priiklad 2.1 — Fergusonova kubika. Fergusonova kubika P(t), ¢t € [0, 1], je ddna svymi
krajnimi body A = (1,0), B = (4,2) a teénymi vektory a = (—1,3), b = (2,—2) v téchto
bodech.

2V nékteré starsf literatufe jsou tyto polynomy nepiesné oznacovény jako Fergusonovy.
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Urcete parametrické vyjadreni a vektorovou rovnici Fergusonovy kubiky P(¢) a jejiho te¢ného

vektoru P’(t). Pro hodnoty parametru ¢t = 0, i, %, %, 1 vypoctéte souradnice bodu Ferguso-

novy kubiky a slozky te¢nych vektortu v téchto bodech. Zobrazte body Fergusonovy kubiky,
sestrojte tecné vektory v téchto bodech a Fergusonovu kubiku nacrtnéte.

Reseni. z-ovou, resp. y-ovou soufadnicovou funkei x(t), resp. y(t) Fergusonovy kubiky do-
staneme, pokud do (2.1) dosadime Hermitovy polynomy dle (2.2) a z-ové, resp. y-ové slozky
zadanych defini¢nich bodu a teénych vektoru. Parametrické vyjadieni Fergusonovy kubiky je

w(t) = (23 =32 +1) +4(—22 +3t2) —1(3 =262 +t) +2(t3 — %) = 53 4+ 92 —t + 1,
y(t) = 2(=2t3 +3t%) + 3(t3 — 262 +1) — 2(¢3 — t?) = —3t3 + 26> +- 3¢, t € [0,1]. (2.3)

Vektorova rovnice Fergusonovy kubiky je
P(t) = (=55 + 962 —t + 1, =363 + 212+ 3¢), t € [0, 1]. (2.4)

Prvni derivace z-ové, resp. y-ové souradnicové funkce (2.3) je z-ové, resp. y-ova soufadnicova
funkce teéného vektoru Fergusonovy kubiky, jehoz parametrické vyjadieni je

2'(t) = (=53 +9t2 —t + 1) = —15t% + 18t — 1,
y(t) = (=3t3+ 262 +3t) = —9t2 + 4t + 3,t € [0,1]. (2.5)

Vektorova rovnice te¢ného vektoru Fergusonovy kubiky je
P/(t) = (—15t2 + 18t — 1, —9t> +- 4t +3), t € [0,1]. (2.6)

Dosadime-li t = 0, i, %, %, 1 do (2.4), resp. do (2.6), obdrzime body Fergusonovy kubiky,

resp. tetné vektory v téchto bodech, které jsou uvedeny v tabulce.

| fe=o =g [e=d | e=g [ et |
P@) | (1LO) | Grea) | (§.%) | Gfer) | (42)
P/(t) (_173) (%’%) (1?7’%) (%’%) (27_2)

Obrazek 2.3: Fergusonova kubika a te¢né vektory v jejich bodech O
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2.1.2 Odvozeni Hermitovych polynomi

Predpoklddejme, ze jsou zadana vstupni data Fergusonovy kubiky, tj. body A, B a teéné vek-
tory a, b v souladu s definici 2.1. Chceme-li odvodit Hermitovy polynomy, vyjdeme nejprve
z obecného tvaru vektorové rovnice kiivky 3. stupné

P(t) =mt® +nt* + pt + ¢, t € [0,1] (2.7)
a jeji prvni derivace
P'(t) = 3mt® + 2nt +p, t € [0,1], (2.8)

kde koeficienty m, n, p, ¢ jsou nezndmé. Aby kiivka (2.7) byla Fergusonovou kubikou, musi
splilovat ndsledujici podminky: P(0) = A, P(1) = B, P/(0) = a a P/(1) = b. Dosadime-li t =0
at=1do (2.7) a (2.8), dostaneme soustavu ¢tyf rovnic

0) =g¢=A
(1) = m4+n+p+q=B
P'(0) = p=a
(1) = 3m+2n+p=>b (2.9)

o ¢tyfech neznamych m, n, p, ¢. Reenf soustavy (2.9)

m = 2A —2B+a+tbh,
n = —3A +3B —2a—b,
p = a,
qg = A
dosadime do (2.7) a obdrzime
P(t) = (2A — 2B +a+ b)t* + (—3A + 3B — 2a — b)t* + at + A. (2.10)

Po tpravé dostaneme rovnici Fergusonovy kubiky
P(t) = (263 = 3t> + 1)A + (=263 + 3t))B + (3 — 2t> + t)a + (t* — t*)b, (2.11)

kde polynomy u jednotlivych vstupnich dat jsou hledané Hermitovy polynomy (2.2).

2.1.3 Napojeni Fergusonovych kubik

Meéjme dénu posloupnost defini¢nich bodu Qq, Q1, ..., Q. a teéné vektory qo, qi, . . . , gn V téchto
bodech. Kazdé dva sousedni body Q;, Q;+1 muzeme povazovat za krajni body i-té Fergusonovy
kubiky k;, ktera je ddna vektorovou rovnici

Pi(t) = Fo(t)Qi + F1(t)Qis1 + Fa(t)a; + F3(t)qiy1, t €[0,1], i=0,1,...,n—1.  (2.12)

Zadanou posloupnost defini¢nich bodu tedy muzeme interpolovat k¥ivkou k slozenou z n seg-
menti — Fergusonovych kubik k;, ¢ = 0,1,...,n — 1. Kazdé dva sousedni segmenty jsou potom
automaticky C' spojité napojeny, nebot v bodech napojeni maji totozné teéné vektory. Parametr
t kazdé diléi Fergusonovy kubiky je z intervalu ¢ € [0, 1].
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Priiklad 2.2 — Modelovani znaku @ z Fergusonovych kubik. Jsou dany defini¢ni
body Qf = (47,46), Q} = (22,34), Q5 = (31,20), Q5 = Qj = (47,46) a tecné vektory
qy = (—54,21), qf = (—3,—-24), q5 = (18,-3), a5 = (6,72) kiivky k* slozené z Ferguso-
novych kubik a definiéni body Qo = (47,46), Q1 = (58,20), Q2 = (64,35), Qs = (55, 56),
Qs = (26,61), Q5 = (9,28), Qg = (47,7) a tecné vektory qo = (3,—78), q1 = (12,6),
q2 = (0,21), q3 = (—21,18), q4 = (—30,—15), q5 = (3, —42), g¢ = (81,21) kiivky k slozené
z Fergusonovych kubik. K¥ivky £*, & modeluji znak @.

Zobrazte definiéni body, sestrojte tetné vektory a Fergusonovy kubiky nacrtnéte. Jaks je
spojitost napojeni jednotlivych segmentu, ze kterych jsou slozeny kiivky k*, k7

Reseni.
1201

1004

804

201

U] 20 40 B0 80 00 X 120

] 5
-204 q

qo

Obrazek 2.4: Modelovani znaku @ z Fergusonovych kubik
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Jednotlivé Fergusonovy kubiky obou interpolac¢nich kiivek jsou C' spojité napojeny kromé
bodu Qj = Qj3, ve kterém se kiivka k* uzavird s CY spojitosti. O

Poznamka: Jak uvidime dale v piikladu 2.6, defini¢ni body a teéné vektory pro modelovani

znaku @ v pifkladu 2.2 byly pfedem zvoleny tak, aby byla zajisténa i C? spojitost napojeni
jednotlivych segmentt kiivky k i k*. Obecny postup modelovani interpolaénich kiivek z C?
spojité napojenych Fergusonovych kubik v§ak nebudeme uvadét.

Cviceni 2.1 Fergusonova kubika P(t), ¢ € [0, 1], je ddna svymi krajnimi body A = (0,0),
B = (2,0) a te¢nymi vektory a, b v téchto bodech.

Urcete parametrické vyjadreni a vektorovou rovnici Fergusonovy kubiky P(¢) a jejiho teéného
vektoru P’(t). Pro hodnoty parametru ¢t = 0, t = 5 a t = 1 vypoctéte soufadnice bodi
Fergusonovy kubiky a slozky te¢nych vektoru v téchto bodech. Zobrazte body Fergusonovy
kubiky, sestrojte teéné vektory v téchto bodech a Fergusonovu kubiku naértnéte. Reseni

proved'te pro nésledujici varianty teénych vektort:
a)a=(0,1),b=(0,—-1), b)a=(-1,1),b=(1,-1),
C) a:(1a1>7 b= (171)7 d) a= (_17_1)7 b:(_la_l)-

Cviceni 2.2 Jsou dény definiéni body Qg = (0,0), Q1 = (6,0), Q2 = (0,0), Q3 = (—6,0),
Q4 = (070) a tectné Vektory qo = (97 9)7 q1 = (07 _9)7 qQ2 = (_979)7 qs3 = (07 _9)7 q4 = 979)
v téchto bodech.

Zobrazte definiéni body, sestrojte tetné vektory a naértnéte segmentovanou interpolacni
kiivku k prochéazejici vSemi definié¢nimi body slozenou z Fergusonovych kubik. Z kolika Fer-
gusonovych kubik se interpola¢ni kiivka k sklada? Urcete bez vypoctu spojitost, se kterou jsou
kazdé dvé sousedni Fergusonovy kubiky napojeny. Naleznéte vektorové rovnice jednotlivych
Fergusonovych kubik kiivky k a ovérte pfedpokladanou spojitost jejich napojeni.

Cviceni 2.3 Naleznéte vektorové rovnice jednotlivych segmentu znaku @ z piikladu 2.2
a vySetfete spojitost jejich napojeni.

2.1.4 Fergusonova kubika v Rhinu

V Rhinu lze vytvofit Fergusonovu kubiku pouze nepiimo, a to vyuzitim jejiho vztahu s Bézierovou
kubikou, viz ¢ast 2.2.5.

2.2 Bézierova kiivka

Bézierova kiivka n-tého stupné je tvofena jedinym segmentem. Je uréena n + 1 fidicimi body
uspofadanymi do Fidiciho polygonu. Krajnimi body fidictho polygonu prochdzi (interpoluje je),
v8echny vnitini body fidictho polygonu aproximuje.

Definice 2.2 — Bézierova kiivka. Necht jsou ddny f{dici body Vg, V1,...,V,. Potom je
vektorova rovnice Bézierovy kiivky

n
P(t) =Y Bin(t)Vi=Bon(t)Vo+ Bin(t)Vi+ ...+ Bnn(t)Va, t € [0,1], (2.13)
=0

kde bazové funkce

| . .
B (-0, te[0,1], i=0,...,n, (2.14)

Bualt) = () -y~ =



2.2 Bézierova kfivka 41

jsou Bernsteinovy polynomy n-tého stupné. O

Prvni index Bernsteinova polynomu oznacuje potradi shodné s pofadim fidictho bodu, se
kterym je Bernsteinuv polynom asociovan. Druhy index oznacuje stupeii.

Dosadime-li do (2.14) zan = 0, 1, 2, 3, obdrzime Bernsteinovy polynomy nultého az 3. stupné,
které jsou uvedeny v tab. 2.1; jejich prubéh je nakreslen na obr. 2.5. Pov§imnéme si, Ze soucet
vSech Bernsteinovych polynomi stejného stupné je vzdy roven jedné.

Tabulka 2.1: Bernsteinovy polynomy nultého az 3. stupné

n=>0 n=1 n =2 n=3
i=0| Boo(t)=1]| Boa(t) =1—1t| Boa(t) = (1 —1)* | Boa(t) = (1 —1)°
i=1 Bia(t)=t Bip(t) = 2t(1 —t) | Bia(t) = 3t(1 —t)?
i=2 Baa(t) = t2 Bas(t) = 3t2(1 —t)
i=3 Bss(t) =t

1 Buo(1) "NEu:() Bu®)

0

4~
.1"

3_

P(1)=YV,

2 o

1

o 12

a)n=>0 b)yn=1 c)n=2 d)n=3

Obrazek 2.6: Bézierovy kiivky nultého az 3. stupné

Obsahuje-li fidici polygon jediny bod, redukuje se Bézierova kiivka na tento ¥idic{ bod, nebot
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vektorova rovnice Bézierovy kiivky nultého stupné je
P(t) = Boo(t)Vo = Vo, t € [0,1], (2.15)

viz obr. 2.6 a). Je-li fidici polygon tvoren dvéma fidicimi body, je vektorova rovnice Bézierovy
kiivky 1. stupné

P(t) = B(),l(t)Vo + Bl,l(t)Vl =(1—-t)Vo+tVy, t€[0,1], (2.16)
coz je rovnice usecky, kterd fidici body Vi a V7 spojuje, viz obr. 2.6 b).
V praxi se nejcastéji uzivaji Bézierovy kiivky 2. stupné, viz obr. 2.6 c¢), jejichz vektorova
rovnice je
P(1) = Boa(t)Vo + Bia(t)Vi + Baa(t)Va =
= (1-1t)*Vo+2t(1 — )V, +1*Vy, t €[0,1], (2.17)

nebo Bézierovy kiivky 3. stupné (kubiky), viz obr. 2.6 d), s vektorovou rovnici

P(t) = BO73(t)V0 + B173(t)V1 + 3273(7‘:)\[2 + ngg(t)Vg =
= (1—1)3Vo+3t(1 — t)*V1 +3t3(1 —t)Vo +t3V3, t €[0,1]. (2.18)

Bézierovy kiivky vyssich stupnu se k modelovani slozitych tvari uréenych mnoha fidicimi body
nepouzivaji, nebot se vzristajicim poc¢tem fidicich bodii nelinosné vzrista stupen kiivky.
B Priklad 2.3 — Bézierova kiivka 2. stupné. Bézierova kiivka P(¢), ¢t € [0,1], je ddna

fidicimi body Vo = (2,0), V1 = (4,1), Vo = (3,2).

Urcete parametrické vyjddieni a vektorovou rovnici Bézierovy kiivky P(¢) a jejiho te¢ného

vektoru P’(¢). Pro hodnoty parametru ¢t = 0, %, %, %, 1 vypoctéte souradnice bodu Bézierovy
kiivky a slozky teénych vektoru v téchto bodech. Zobrazte fidici body, sestrojte fidici polygon,
zobrazte body Bézierovy kiivky, sestrojte tecné vektory v téchto bodech a Bézierovu kiivku
nacrtnéte.

ReSeni. z-ovou, resp. y-ovou soufadnicovou funkei x(t), resp. y(t) Bézierovy kiivky dosta-
neme, pokud do (2.17) dosadime x-ové, resp. y-ové slozky zadanych fidicich bodu. Paramet-
rické vyjadreni Bézierovy kiivky 2. stupné je
x(t) = 2Bga(t) + 4B12(t) + 3Baa(t) = 2(1 —t)* +4 - 2t(1 — t) + 3t* = —3t> + 4t + 2,
y(t) = Bia(t) +2Bao(t) = 2t(1 —t) + 2t = 2t, t € [0,1],
Vektorova rovnice Bézierovy kiivky 2. stupné je

P(t) = (=3t + 4t +2, 2t), t € [0,1]. (2.19)

Prvni derivace z-ové, resp. y-ové souradnicové funkce Bézierovy kiivky je xz-ova, resp. y-ova
slozka te¢ného vektoru. Parametrické vyjadieni te¢ného vektoru Bézierovy kiivky (2.19) je
2 (t) = (=3t2 + 4t +2) = —6t + 4,
y'(t) = (2t) =2, t€]0,1],

a vektorova rovnice te¢ného vektoru Bézierovy kiivky (2.19) je
P'(t) = (-6t +4, 2), t €]0,1]. (2.20)

Dosadime-li t = 0, i, %, %, 1 do (2.19), resp. do (2.20), obdrzime body Bézierovy kiivky,
resp. tecné vektory v téchto bodech, které jsou uvedeny v tabulce.

Tvar Bézierovy kiivky (2.19) a prubéh teéného vektoru (2.20) podél ni je patrny z obr. 2.7.
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t=0| t=3 | t=3 | t=3 | t=1

P@) || (2,0) | (18:3) | (1) | (5%:3) | 32

P(t)| 42| (5.2) | (1,2) | (-3.2) | (-2,2)
"
y
N
o
]
0

Obrézek 2.7: Bézierova kiivka 2. stupné O

B Priiklad 2.4 — Bézierova kubika. Bézierova kubika P(t), t € [0, 1], je dédna fidicimi body
Vo= (273)7 Vi = (472)7 Vo = (070)7 Vs = (_17 1)

Urcete parametrické vyjadreni a vektorovou rovnici Bézierovy kubiky P(t) a jejtho te¢ného

vektoru P’/(t). Pro hodnoty parametru ¢t = 0, %, %, %, 1 vypoctéte soufadnice bodi Bézierovy

kubiky a slozky te¢nych vektorti v téchto bodech. Zobrazte fidici body, sestrojte fidici po-
lygon, zobrazte body Bézierovy kubiky, sestrojte tecné vektory v téchto bodech a Bézierovu
kubiku nacrtnéte.

Reseni. Parametrické vyjadieni Bézierovy kubiky a jejiho tecného vektoru je (volime jiz
x(t) = 2Bos(t) + 4By 3(t) — Baz(t) = 9> — 181> 4 6t + 2,
y(t) = 3Bo3(t) +2B13(t) + By (t) = 4t> — 3t* = 3t + 3, t € [0,1],
2’ (t) = 27t* — 36t + 6,
y'(t) = 12t —6t -3, t €[0,1].

Vektorova rovnice Bézierovy kubiky a jejiho te¢ného vektoru je

P(t) = (93 — 18> + 6t + 2, 41> — 3t> — 3t + 3), t € [0,1], (2.21)
P'(t) = (27t — 36t + 6, 12t — 6t — 3), t € [0, 1]. (2.22)
Body Bézierovy kubiky a tetné vektory pro t = 0, i, %, %, 1 jsou uvedeny v tabulce.
t=0 t=1 t=3 t=3 t=1
Pe) | 23) | (%) | (1) | (@i | LD
P') || (6.-3) | (—35,—%) | (=% -3) | (-76.—3) | (=3,3)

Tvar Bézierovy kubiky (2.21) a prubéh te¢ného vektoru (2.22) podél ni je patrny z obr. 2.8.
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P

Obrézek 2.8: Bézierova kubika O

2.2.1 Vlastnosti Bézierovy krivky
Bézierova kiivka mé zajimavé geometrické vlastnosti, které jsou patrné z piiklada 2.3 a 2.4:

e Bézierova kiivka (2.13) vzdy interpoluje krajni body fidictho polygonu, tedy P(0) = Vy,
P(1) =V,.

e Teény vektor P’(0) v pocatecnim bodé Bézierovy kiivky (2.13) je roven n-ndsobku vektoru
urceného pocateénim ramenem fidictho polygonu: P/(0) = nV( V1 = n(Vy — V).

e Tecny vektor P’(1) v koncovém bodé Bézierovy kiivky (2.13) je roven n-ndsobku vektoru
urceného koncovym ramenem fidictho polygonu: P'(1) =nV, 1V, =n(V,, — V,,_1).

e Lezi-li v8echny fidici body Bézierovy kiivky v jedné piimce, redukuje se Bézierova kiivka
na usecku. Tato vlastnost se nazyva linedrni presnost.

Vztah mezi Bézierovou a Fergusonovou kubikou

S ohledem na pravé formulované vlastnosti Bézierovy kiivky je zfejmé, ze mezi Bézierovou
a Fergusonovou kubikou bude existovat urcity vzajemny vztah. Pro odvozeni tohoto vztahu
predpokladejme, ze je dan tidici polygon V3V1VoV3 Bézierovy kubiky. Dosadime-li do rovnice
Fergusonovy kubiky (2.1) nésledujici vstupni data

A=V, B=V3 a=3VyV] =3(V; - V), b=3V,V3=3(V3—Vy), (2.23)
dostaneme:
P(t) = Fo(t)Vo + F1(1)Vs + 3F(t) (Vi — Vo) + 3F5(t) (V3 — Vo) =
= [Fo(t) — 3F2(t)]VO + 3F2(t)V1 — 3F3(7f)V2 + [Fl(t) + 3F3(t)]V3 =
= (263 =32 +1 -3t + 6t> — 3t) Vo + (3> — 6t> + 3t)Vy —
—(3t3 = 3t)Vy + (—2t° + 3t* + 3t> — 3t*) V3 =
= (1-1)3Vo+3t(1 — t)*V +3t3(1 —t)Vy + 3V3, (2.24)

coz je rovnice Bézierovy kubiky zadané fidicim polygonem VyV1Vy V3. Fergusonova kubika je
tedy specidlni pripad Bézierovy kubiky, u které pocatecni, resp. koncovy tidici bod je pocateénim,
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resp. koncovym bodem Fergusonovy kubiky a trojndsobek poc¢ate¢niho, resp. koncového ramene
tidiciho polygonu je tetnym vektorem v pocateénim, resp. koncovém bodé Fergusonovy kubiky.

Resfme-li rovnici (2.24) vzhledem k #idicim bodim Vg, Vi, Vy, V3, dostaneme pfevodni
vztah mezi fidicimi body Bézierovy kubiky a vstupnimi daty Fergusonovy kubiky:

Vo=A, Vi=A+1la V,=B-1b, V3=B. (2.25)

B Priiklad 2.5 — Vztah mezi Bézierovou a Fergusonovou kubikou. Pro fidici body
Vo=(-2,1), V1 =(0,0), Vo = (1,3) a V3 = (2, 2) urcete parametrické vyjadireni Bézierovy
kubiky Pg(t), t € [0,1]. Dle rov. (2.23) vypoc¢téte vstupni data pro Fergusonovu kubiku
Pr(t) = (xr(t),yr(t)) a urcete jeji parametrické vyjadreni. Vysledky porovnejte. Doprovod'te
obrazkem.

Reseni. Parametrické vyjadieni Bézierovy kubiky Pg(t) = (zB(t), yB(t)) je

rp(t) = —2Bo3(t) + Bas(t) + 2B 3(t) = t* — 3t* + 6t — 2,
yB(t) = 3073(75) + 332,3(75) + 233,3(15) = —8¢3 + 1262 — 3¢ +1,te [O, ”.

Vstupni data Fergusonovy kubiky Pg(t) jsou podle (2.23)

A = Vo= (-21),

B = V3=(2,2),
a = 3(V1—Vg)=(6,-3),
b = 3(V3z—V3)=(3,-3).

Parametrické vyjddieni Fergusonovy kubiky Pg(t) = (zp(t), yr(t)) je

rp(t) = —2F(t) + 2F(t) + 6Fy(t) + 3F3(t) = > — 3t> 4+ 6t — 2
yp(t) = Fo(t) +2F(t) — 3Fy(t) — 3F3(t) = =8> + 12t> = 3t + 1, t € [0, 1].

Protoze zg(t) = zr(t) a yg(t) = yr(t), jsou obé kubiky totozné. Situaci ilustruje obr. 2.9.

3_
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Obrézek 2.9: Vztah Fergusonovy a Bézierovy kubiky O
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Piriklad 2.6 — Modelovani znaku @ z Bézierovych kubik. Pifedpokladejte, ze jed-
notlivé segmenty interpola¢nich kfivek, kterymi je modelovan znak @Q v piikladu 2.2 jsou
Bézierovy kubiky.
Urcete jejich fidici body, zobrazte je, sestrojte fidici polygony a Bézierovy kubiky nacrtnéte.
Reseni. Kfivka k* je slozena ze tif Bézierovych kubik kg, kT a k3, z nichz kazd4 je urcena
¢tyfmi fidicimi body. Kazdé dvé sousedni Bézierovy kubiky jsou vzdjemné napojeny, proto
staci urcit 3 x 4 — 3 = 9 ruznych fidicich bodt, které oznacime V§,..., V. Podle (2.25)
mame:
Vi=A = (47 46),
Vi=Ap+ ao = (47,46) + %(—54,21) = (29,53),
Vi=A; — 1a; = (22,34) — (-3, -24) = (23,42),
Vi=A= (22 34),
VZ =A + 331 ( ,34
V5 = A.2 — gag (31 20
Vi=Ay = (31 20),
Vi =Ar+ g = (31,20) + (18, —3) = (37,19),
Vi=As— %ag = (47,46) — 3(6, 72) = (45,22).
Jednotlivé Bézierovy kubiky kiivky k* jsou potom urcéeny nésledujicimi fidicimi polygony:
kg VEVIVEVE kT VIVIVEVE K5 VEVIVEIV(, viz obr. 2.10.

)+
) -

(—3,—24) = (21, 26),

1
3
(18, -3) = (25,21),

701
Vi

y /,O\\

604
404
404
304

204

N =
\ =
S -
\\Vl-] e

0 10 20 0 40 50 B0 x 70

Obrazek 2.10: Modelovani znaku @ z Bézierovych kubik

Obdobné je kiivka k slozena ze Sesti Bézierovych kubik, k jejichz definici potfebujeme urcit
19 ruznych fidicich bodu V;, i = 0,...,18. Podle (2.25) jsou nésledujici: Vo = (47, 46),
Vi = (48,20), Vo = (54,18), V3 = (58,20), V4 = (62,22), V5 = (64,28), Vg = (64, 35),
V7 = (64,42), Vg = (62,50), Vg = (55,56), V1o = (48,62), V11 = (36,66), V12 = (26,61),
Vi3 = (16,56), Viq = (8,42), V15 = (9,28), Vi = (10,14), V17 = (20,0), Vg = (47,7).

Ridici polygony jednotlivych Bézierovych kubik k;, i = 0, ..., 5, jsou patrné z obr. 2.10. [
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2.2.2 Odvozeni Bernsteinovych polynomiu

Pokud je fidici polygon Bézierovy kiivky tvofen jedinym fidicim bodem Vg, musi byt Bern-
steintiiv polynom nultého stupné By o(t) = 1, protoze Bézierova kiivka interpoluje krajni body
tidiciho polygonu — v tomto piipadé pravé zadany fidici bod.

Obsahuje-li fidici polygon Bézierovy kiivky dva fidici body V a V1, napiseme vektorovou
rovnici Bézierovy kiivky jako rovnici isecky dané dvéma body

P(t) =Vo+ t(Vl — Vo) = Vo(l — t) +tVy, te [0, 1], (2.26)

kde soucinitelé u Vg a V7 jsou Bernsteinovy polynomy 1. stupné. Pro pevné zvolenou hodnotu
parametru t = « € [0, 1] obdrzime bod

Ay = (1 - OK)V(] 4+ aV; (2.27)

na usecce VoV, coz je bod P(«) Bézierovy kiivky 1. stupné zadané fidicimi body Vg, V1 pro
hodnotu parametru ¢t = a.

Ridici polygon se tiemi i{dicimi body Vy, Vi a Vy mizeme v prvnim kroku rozdélit na
dva diléf fidici polygony — tsecku ViV a tsecku V1V,. Kazdou usecku muzeme povazovat za
Bézierovu kiivku 1. stupné. Pro pevné zvolené ¢t = a € [0, 1] je bod tusecky V(V; dén (2.27),
bod tsecky V1Vs vyjadiime obdobné:

A =(1-a)Vi+aVa. (2.28)

Ve druhém kroku muzeme body Ag a Ay povazovat za koncové body nové tsecky. Pro vyjadieni
bodu By leziciho na tseéce AgA; opét pouzijeme (2.27) a mame

By = Ao(l — a) + Aja. (2.29)
Do (2.29) dosadime (2.27) za Ag a (2.28) za A; a po tpravé dostaneme
Bo = (1 — 2)*Vo+2a(1l — a)V; + a?Vy, (2.30)

coz je bod P(«) na Bézierové kiivce 2. stupné zadané fidicimi body Vo, V1 a Vg pro hodnotu
parametru ¢t = «. Uvazujeme-li hodnotu parametru v celém oboru parametrizace, obdrzime
vektorovou rovnici Bézierovy krivky 2. stupné (2.17), nebot soucinitelé u vstupnich dat v (2.30)
prejdou v Bernsteinovy polynomy 2. stupné, viz tab. 2.1.

Ridicf polygon se ¢tyimi fidicimi body Vo, V1, Vo a V3 miizeme povazovat za tii diléf Fdici
polygony — tsecky VV7i, resp. V1V, resp. VoV, na nichz pro pevné zvolené t = o € [0, 1]
vyjadiime body Ay dle (2.27), resp. A dle (2.28), resp.

Ay =(1-a)Va+aVs. (2.31)
Ve druhém kroku vyjadiime body By, resp. B na tisecce AgA; dle (2.29), resp. na tsec¢ce AjAs
By =(1—a)A; + cAs. (2.32)
Koneéné ve tietim kroku vyjadiime bod Cgy na tsecéce BoBi:
Co=(1-a)By+ aB;. (2.33)
Po dosazeni a tupravé dostaneme
Co=(1-0a)*Vo+3a(l —a)*V] +30%(1 — a)Vy + a* V3, (2.34)

coz je bod P(«) Bézierovy kubiky pro hodnotu parametru ¢ = «a. Je zfejmé, ze budeme-li
uvazovat cely obor parametrizace parametru ¢, pfejdou souéinitelé u vstupnich dat v (2.34)
v Bernsteinovy polynomy 3. stupné, viz tab. 2.1.

NaznacCenym zpusobem bychom odvodili Bernsteinovy polynomy libovolného stupné.
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2.2.3 De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na Bézierové ktivce

Geometrickou interpretaci postupu, ktery jsme zvolili k odvozeni Bernsteinovych polynomu, je
de Casteljau algoritmus konstrukce bodu P(«), a € [0,1], na Bézierove kiivce P(t), t € [0, 1].
Na obr. 2.11, obr. 2.12 a obr. 2.13 je provedena konstrukce bodii na Bézierovych kiivkach 1. az
3. stupné pro a = 113

4 2 4

4

Obréazek 2.12: de Casteljau algoritmus konstrukce bodu P(3)

De Casteljau algoritmus probihd v nésledujicich krocich (sledujme obr. 2.11, obr. 2.12
a obr. 2.13):

1. Zvolime « € [0,1].

2. Vsechna ramena fidiciho polygonu délime v poméru « : (1 — ). Timto délenim obdrzime
body A;,i=0,1,...,n — 1.

3. Body A;, i = 0,1,...,n — 1, spojime tseckami. Vznikne novy tidici polygon, ktery ma
o jedno rameno méné nez puvodni ridici polygon.
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Obrézek 2.13: de Casteljau algoritmus konstrukce bodu P (%)

4. Vsechna ramena nové vzniklého fidiciho polygonu opét délime v poméru « : (1—«). Timto
délenim obdrzime body B;, ¢ =0,1,...,n — 2.

5. Body 3) a 4) opakujeme a kon¢ime, jakmile je posledni fidici polygon tvofen jedinym
ramenem.

6. Bod, ktery ziskdme poslednim délenim je bod P(«) Bézierovy kiivky P(¢). Posledni rameno
je zéroven tecna Bézierovy kiivky v bodé P(«). Teény vektor P’(«) je roven n-ndsobku
posledniho ramene.

Je ziejmé, ze pro konstrukci bodu na Bézierové kiivce stupné n pomoci de Casteljau
algoritmu je tfeba provést celkem n déleni.

B Priklad 2.7 De Casteljau algoritmus, n=6. Bézierova kiivka P(t), ¢t € [0, 1], je urcena
Fidicimi body Vo = (0,2), Vq = (7,9), Vs = (17,9), V3 = (20,4), V4 = (16,0), V5 = (10,0),
Vs = (6,4).

De Castejlau algoritmem zkonstruujte bod P(%)
Reseni. Sedmi Fidicimi body je uréena Bézierova kiivka 6. stupné. De Casteljau algoritmus
mé Sest drovni déleni, jak muzeme vidét na obr. 2.14, kde je provedena konstrukce bodu P(%)
na Bézierové kiivee P(t), t € [0,1].
2.2.4 Napojeni Bézierovych krivek
Budeme uvazovat dvé Bézierovy kubiky a vySetfime podminky jejich napojeni se spojitosti
nultého fadu C°, se spojitosti 1. fadu C' a se spojitosti 2. fadu C2. Prvni kubiku oznaéime
P(t), t € [0,1], a predpokladdme, Ze je uréend zndmymi tidicimi body V;, i =0,1,2, 3:
P(t) = Bog,(t)Vo + B173(t)V1 + BQ’g(t)VQ + B&g(t)Vg, te [0, 1] (235)

K jejimu koncovému bodu pfipojime druhou kubiku, kterou ozna¢ime R(s), s € [0, 1]:

R(S) = BOV3(S)W0 + 3173(8)W1 + BQ}g(S)WQ + 3373(8)W3, s € [O, 1}. (236)
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Obrazek 2.14: De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na Bézierové kiivce 6. stupné [

Z pozadavku CY, resp. C*, resp. C? spojitosti napojeni stanovime podminky pro polohu nezndmgjch
fidicich bodu Wy, i = 0,1, 2,3, kubiky R(s). Za tim u¢elem vyjddiime prvni a druhou derivaci
Bézierovy kubiky P(t) a R(s) ve tvaru

= Bo 3(t)Vo + Bl 3(t
= Bys(t)Vo + By 5(t
(
(

) Vi + Bys(t)Va + By 5(t) Vs, t € [0,1],
)

S) == 303 S WO—'_Blg
)

)
)Vl + B” ( )Vg + Bé/,g(t)V;J,, t e [0, 1],
3

( ) 3()W1 + By 3(s)Wa + B3 3(s)Ws, s € [0,1],
R"(s) = Bys(s)Wo + By 3(s)W1 + By 3(s)W2 + By 3(s)W3, s € [0,1], (2.37)

kde B;3(u), resp. Bj3(u), resp. Bj3(u), u =t nebo u = s, i = 0,1,2,3, jsou Bernsteinovy
polynomy 3. stupné, resp. jejich prvni, resp. druhd derivace. V tabulce 2.2 jsou polynomy B; 3(u),
B 5(u) a B'3(u) uvedeny véetné funkénich hodnot pro u =0 a u = 1.

Tabulka 2.2: Bernsteinovy polynomy 3. stupné a jejich derivace

| Bia(u) Bi3(0)[Bia(1)] Bl 4(u) Bis(0)|Bis(1)] Bl Bl'3(0)| BYs(1)]
Bos(u) = (1 —u)? 1 0 |Bbs(u)=—3u®+6u—3 -3 0 |Biz(u)=-6u+6| 6 0
Bis(u) =3u(l —u)?| 0 0 |Bis(u)=9u>—-12u+3| 3 0 |Bis(u)=18u—12| —12 6
Bas(u) =3u*(1 —w)| 0 0 B 3(u) = —9u® + 6u 0 -3 |BYs(u)=—18u+6| 6 —12
Bss(u) = u? 0 1 Bj 3(u) = 3u® 0 3 By 3(u) = 6u 0 6

Spojitost nultého Fadu. Kubiky P(#) a R(s) budou napojeny s C° spojitosti, budou-li
si rovny funkéni hodnoty jejich vektorovgch funkct, tj. R(0) = P(1). Dosadime-li do (2.35)
funkéni hodnoty Bernsteinovych polynomu pro ¢ = 1 a do (2.36) funkéni hodnoty Bernsteinovych
polynomi pro s = 0 z tab. 2.2, obdrzime podminku C? spojitosti:

Wy = V. (2.38)

Ridici bod Wy tedy musi byt totozny s Fidicim bodem V3; poloha ostatnich Fidicich bodia W;;,
1 =1,2,3, je libovolna.
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Spojitost 1. ¥adu. Kubiky P(¢) a R(s) budou napojeny s C! spojitosti, budou-li splnény
podminky C° spojitosti a budou-li si rovny funkéni hodnoty prunich derivact jejich vektorovich
funkct, tj. R'(0) = P’(1). Dosadime-li do (2.37) funkén{ hodnoty prvnich derivaci Bernsteinovych
polynomti pro t =1 a s = 0 z tab. 2.2, obdrzime podminku C! spojitosti:

—3Wy +3W; = -3V 4+ 3Vs. (2.39)
Dosadime za Wy = V3 a podminku upravime tak, aby byla zfejma jeji geometricka interpretace:

Wi -V3=V3—-Vy3=V3= %(Vz + W1). (2.40)

o —
Vektor V3W; je shodny s vektorem Vo V3, tzn., ze Fidici bod V3 lezi ve stiedu tsecky VoWi;
poloha fidicich bodi W3, W3 je libovolné. Pro vypocet pouzijeme vztah W1 = 2V3 — V.

Spojitost 2. ¥adu. Kubiky P(t) a R(s) budou napojeny s C? spojitosti, budou-li splnény
podminky C° a C! spojitosti a budou-li si rovny funkéni hodnoty druhich derivact jejich vek-
torovyjch funkcd, tj. R”(0) = P”(1). Dosadime-li do (2.37) funkéni{ hodnoty druhych derivact
Bernsteinovych polynomi pro t = 1 a s = 0 z tab. 2.2, obdrzime podminku C? spojitosti:

6Wy — 12W1 + 6Wo =6V — 12V + 6V3. (2.41)

Dosadime za Wy = V3 a za W = 2V3 — V5 a opét podminku upravime do tvaru, ze kterého
bude patrna jeho geometricka interpretace

W, — Vi = 4(Vs — Vy). (2.42)

Vektor V1 Wy, je roven ¢tyinasobku vektoru \TV;:, poloha fidictho bodu W3 je libovolna. Pro
vypocet pouzijeme vztah Wy = 4(V3 — Vy) + V.

Poznamenejme, 7e vyse uvedené podminky C° a C' spojitosti dvou Bézierovych kubik
vyplyvaji pifmo z vlastnosti Bézierovych kiivek uvedenych na str. 44, a plati tak pro C° a C*
spojité napojeni dvou Bézierovych kiivek libovolného stupné.

Pro C°, popt. C!, popt. C? spojitost napojeni obou kiivek v pocateénim bodé P(0) bu-
dou formalné platit stejnd geometrickd pravidla, pouze je nutné respektovat opacnou orientaci
fidicich vrchold.

B Priiklad 2.8 — Napojeni Bézierovych kiivek 2. stupné. Bézierova kiivka 2. stupné
P(t), t € [0,1], je uréena Fidicimi body Vo = (—1,1), V1 = (0,0), Vo = (1,1).

Zobrazte tidici polygon VV1Vs. Zkonstruujte nezbytné nutny pocet Fidicich polygonu
dalsich Bézierovych kiivek 2. stupné tak, abyste vytvofili uzavienou kiivku k tvofenou C*
spojité napojenymi Bézierovymi kiivkami 2. stupné. Nacrtnéte vSechny Bézierovy kiivky.
Vypoétem ovéite polohu neznamych fidicich bodii a C! spojitost kiivky k ve véech bodech
napojeni.

Reseni.

Konstrukce: Ke koncovému bodu P(1) Bézierovy kiivky P(¢) pripojime kiivku R(s),
s € [0,1], jejiz neznamé fidici body oznac¢ime Wy, W1 a Way. S ohledem na orientaci seg-
mentované kiivky k bude kiivka R(s) napojena na kiivku P(t) svym poé¢dtecnim bodem R/(0),
tedy

Wy =Vy=(1,1). Wy = (2,2) je stfedové soumérny s Vi, stfed soumeérnosti je V.

K pocatetnimu bodu P(0) Bézierovy kiivky P(¢) pripojime kiivku S(u),
u € [0,1], jejiz nezndmé tidici body ozna¢ime Uy, Uy a Usg, viz obr. 2.15. Aby byla za-
chovéna orientace segmentované kiivky k, bude kiivka S(u) napojena na kiivku P(¢) svym
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koncovym bodem S(1), tedy Uy = Vo = (—1,—-1). U; = (—2,2) je stfedové soumérny s V7,
stfed soumérnosti je V.

Sestrojime-li nyni stied usecky WU}, dostaneme fidici bod Wy = Ug = (0, 2), ¢imz kiivku
k uzavieme. Je zfejmé, ze potiebujeme minimdalné 3 Bézierovy kfivky 2. stupné, abychom
vytvofili uzavienou C! spojitou segmentovanou kiivku k.

UDZWQ

Obrézek 2.15: C! spojité napojené Bézierovy kiivky 2. stupné

Ovéreni polohy nezndmych fidicich bodu vypoctem: Us = (—1,1) a Wy = (1, 1) dostaneme
okamzité z podminky C? spojitosti kiivky k. Z podminky C' spojitosti kiivky k vyplyva

Ul - 2‘70 - Vl ( 1 ) (0 O) ( 2’2)a
W; = 2V,-V;=2(1,1)-(0,0) = (2,2),
Up=W2 = 35U+ Wi)=35[(-22)+(2,2)] = (0,2).

Ovéteni C' spojitosti kiivky k: Vektorové rovnice kiivek a jejich teénych vektorii véetné
funkénich hodnot v krajnich bodech jsou nésledujici (z duvodu struénosti vynechdvame obor
parametrizace [0, 1] vektorovych funkei):

P(t) = (2t — 1,2t2 — 2t 4+ 1), P
R(s) = (-3s>+2s+1,-s2+2s+1), R(0)=

(u) = (3u? — 4u, —u? + 2), S(0) = (0,
'(t) = (2,4t — 2), 2
R'(s) = (—6s+2,—2s+2), R
S/

g W

(u) = (6u — 4, —2u), S'(0) = (—4,0), S'(1)=(2,-2).
Je ziejmé, ze vechny tii segmenty kiivky k jsou C' spojité napojeny. O
B Priiklad 2.9 — VysSetieni spojitosti napojeni dvou Bézierovych kubik. Bézierova

kubika P(t), t € [0,1], je urcena Fidicimi body Vo = (1,2), Vi = (0,1), Vo = (0,0),
Vs = (1,0). Bézierova kubika R(s), s € [0,1] je urcena fidicimi body Wy = (1,0),
W, = (270)a W, = (2? 1)7 W3 = (272)

VysSetiete spojitost napojeni téchto kubik.
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Reseni. Vektorové rovnice kubiky P(t) a R(s), resp. jejich prvni, resp. druhé derivace jsou:

P(t) = (32 -3t +1, 3 -3t +2), t€[0,1],

R(s) = (s*—3s°+3s+1, —s° +3s5%), s €[0,1], (2.43)
resp.
P'(t) = (6t—3, 3t>—3), t€[0,1],
R/(s) = (35> —6s+3, —3s% +6s), s € [0,1], (2.44)
resp.

P"’(t) = (6, 6t), t € [0,1],
R"(s) = (6s—6, —6s+6), s € [0,1]. (2.45)
Vzhledem k tomu, ze Vg # W3, nejsou kubiky v téchto krajnich bodech spojeny viubec.

Kubiky jsou ale napojeny minimalné s C° spojitosti v bodé V3 = Wy, jak se miizeme
presveédcit, pokud do (2.43) dosadime t =1a s = 0:

P(1) = (1, 0), R(0) = (1, 0).

Pokud do prvnich derivaci (2.44) dosadime t =1 a s = 0, obdrzime

P’(1) = (3,0), R'(0) = (3,0).
V bodé napojeni jsou tedy totozné teéné vektory obou kubik. Je zfejmé, ze kubiky jsou
napojeny minimalné s C'! spojitosti.

Pokud do druhych derivaci (2.45) dosadime ¢t = 1 a s = 0, obdrzime ruzné vektory druhych
derivaci kiivek v bodé napojeni:

P”(l) = (6a6)7 RH(O) = (_676)
Kubiky tedy nejsou napojeny s C? spojitosti. Pifpadnou G? spojitost dle (1.28) ale rozdilné
vektory druhych derivaci kubik v bodé napojeni nevylucuji. Proto vyjadfime prvni kiivosti

dle (1.21) obou kubik v bodé napojeni:

IP/(1) x P"(1)]  [(3,0,0) x (6,6,0)] 2

k)= TemE T Baof s
o) — RO X RO) _ [(3,0.0) % (-6.6,0] _2
T OOROP T (Bo0P T3

Protoze 'kp(1) = kr(0), jsou kubiky P(t), t € [0,1], a R(s), s € [0,1], napojeny v bodé
V3 = Wy s G? spojitosti.
Obé kubiky maji v bodé napojeni totoznou oskulaéni kruznici. Vypocteme polomér kiivosti
v bodé napojeni

1 1 3

r = = = —

lkp(1) kg (0) 2

a urc¢ime souradnice stfedu kiivosti, ktery lezi na normaéle, tedy S = (1, %), viz obr. 2.16
(vektory druhych derivaci R”(0) a P”(1) jsou v obrdzku zkrdcené na 1/2 své délky).
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Obrézek 2.16: Bézierovy kubiky spliujici podminky C°, C' a G? spojitosti v bodé napojeni]

Pi#iklad 2.10 — Napojeni Bézierovych kubik. Jsou dany fidici body Vs = (4,1),
V4= (5,0), V5 = (7,0), Vg = (8,2) Bézierovy kubiky P(t), t € [0, 1], a fidici bod Vo = (0,4).

Zobrazte tidici body Vg, V3, V4, V5, Vg, konstrukei uréete polohu fidicich bodu V1, Vo, V7,
Vy tak, aby Bézierova kubika R(s), s € [0, 1], s iidicim polygonem VoV V35 V3 byla C? spo-
jité napojena svym koncovym bodem na pocdtecéni bod Bézierovy kubiky P(¢) a Bézierova
kubika S(u), u € [0,1], s F{dicim polygonem VgV;VgVy byla C? spojité napojena svym
pocateénim bodem na koncovy bod Bézierovy kubiky P(t). Sestrojte tidici polygony, de Cas-
teljau algoritmem zkonstruujte body R(3), P(3), S(3) a Bézierovy kubiky R(s), P(t), S(u)
nacrtnéte.

Ovéite vypoctem polohu fidicich bodt Vi, Vo, V7, Vg a pozadovanou spojitost napojeni.
Reseni.

Konstrukce: Vo = (3,2), resp. V; = (9,4) je stfedové soumérny s Vy, resp. Vs, stied
soumérnosti je Vs, resp. Vg. Vi = (3,4), resp. Vg = (9, 8) lezi na rovnobézce s V4 V3, resp.
V5Vg prochéazejici bodem Vs, resp. V4 ve vzdalenosti rovné ¢tyindsobku V4 — Vg, resp.
Vg — V5 od bodu Vy, resp. Vy, viz obr. 2.17.

Ovéteni polohy neznamych Fidicich bodii vipoétem: Z podminky C' a C? spojitosti napojeni
kubik R(s) a P(t), resp. P(t) a S(u) vyplyvé

Vo = 2Vy — Vi =2(4,1) — (5,0) = (3,2),

Vl = V5 - 4(V4 - V3) = (7) O) - 4[(5’0) - (47 1)] = (37 4)7
resp.

Vo = 2V — V5 = 2(8,2) — (7,0) = (9,4),

Vs = Vit 4(Ve— Vi) = (5,0) +4[(8,2) — (7,0)] = (9,8).

Ovéfteni spojitosti: Vektorové rovnice kubik R(s), P(¢), S(u), jejich te¢nych vektort a druhych
derivaci véetné jejich funkénich hodnot v krajnich bodech jsou nésledujici (opét vynechéame
obor parametrizace [0,1] vektorovych funkei):
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Obréazek 2.17: C? spojité napojeni Bézierovych kubik

R(s) = (45> — 9s? + 9s, 353 — 65% + 4), R(0) = (0,4), R(1)=(4,1),

P(t) = (=23 + 3t + 3t + 4,13 + 3t - 3t + 1), P(0) = (4,1), P(1)=(8,2),

S(u) = (=8u? — 3u? + 3u + 8, —10u? + 6u? + 6u + 2), S(0) = (8,2), S(1)=(0,4),
R/(s) = (12s® — 185 + 9,952 — 12s), R/(0) = (9,0), R/(1)=(3,-3),
P/(t) = (6t + 6t + 3,3t> + 6t — 3), P/(0) = (3,-3), P'(1) = (3,6),

)
S'(u) = (—24u® — 6u + 3, —30u® + 12u +6), S'(0) = (3,6), S'(1) = (—27,—12),

R/(s) = (24s — 18,185 — 12),  R/(0) = (—18,—12), R"(1) = (6, 6),
P’ (t) = (—12t + 6,6t + 6), P”(0) = (6,6), P"(1) = (—6,12),
S”(u) = (—48u — 6, —60u + 12), S”(0) = (—6,12),  S"(1) = (—54, —48).

Je ziejmé, 7ze Bézierovy kubiky R(s) a P(t) jsou v bodé V3 napojeny s C2 spojitosti, kubiky
P(t) a S(u) jsou v bodé Vg napojeny také s C? spojitosti a kubiky S(u) a R(s) jsou v bodé
V() napojeny pouze s C¥ spojitosti. (|

B Cviceni 2.4 Bézierova kiivka 2. stupné P(t), ¢t € [0, 1] je ddna Fidicim polygonem VoV V.

Urcete parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici Bézierovy kiivky P(¢) a jejiho teéného
vektoru P’(t). Vypoctéte soufadnice krajnich bodu a bodu pro t = % Bézierovy kiivky a slozky
tecnych vektort ve v8ech téchto bodech. Zobrazte fidici body, sestrojte fidici polygon a teéné
vektory v krajnich bodech. De Casteljau algoritmem ovéite vypoctené soufadnice bodu P(%)
a slozky teéného vektoru P’ (%) Bézierovu kiivku nacrtnéte. Reseni proved'te pro nasledujici
varianty fidicich bodu:
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a) V() = (0,0), V1 = (1, 1), V2 = (0, 1), b) V() =
C) Vo = (0,0), V1 = (—1, 1), V2 = (0, 1), d) V() =

0,0), Vi = (1,-1), Vo = (0,—1),
0,0), Vi = (—1,—1), Vy = (0, —1).

—~

Cviceni 2.5 Jsou dény dvé Bézierovy kubiky: P(t), t € [0, 1], s Fidicimi body V( = (0,0),
Vi =(3,2), Va = (1,3), V3 = (0,2) a R(s), s € [0,1], s fidicimi body V3, V4 = (—1,3),
Vs = (—3,2), V.

Urcete parametrické vyjadieni a vektorové rovnice obou Bézierovych kubik a jejich te¢nych
vektoru. Vypoctéte souradnice krajnich bodu a bodu pro ¢t = %, resp. s = % a slozky teénych
vektoru ve v8ech téchto bodech. Zobrazte fidici body, sestrojte fidici polygon a teéné vek-
tory v krajnich bodech. De Casteljau algoritmem ovéite vypoctené souradnice bodu P(%),
resp. R(3) a slozky te¢ného vektoru P’(1), resp. R/(4). Kubiky nacrtnéte. Jaka je spojitost
napojeni téchto kubik?

Cviceni 2.6 Predpokladejte, ze jednotlivé segmenty kiivky k z cviceni 2.2 jsou Bézierovy
kubiky. Urcete jejich fidici body, zobrazte je, sestrojte fidici polygony, de Casteljau algo-
ritmem zkonstruujte body jednotlivych kubik pro hodnotu parametru % a v8echny kubiky
nacrtnéte. S jakou spojitosti jsou kazdé dvé sousedni Bézierovy kubiky napojeny?

Cviceni 2.7 Naleznéte vektorové rovnice jednotlivych Bézierovych kubik, kterymi je mode-
lovéan znak @ v piikladu 2.6 a ovéfte spojitost jejich napojeni. Vektorové rovnice Bézierovych
kubik porovnejte s vektorovymi rovnicemi Fergusonovych kubik v piikladu 2.2.

2.2.5 Bézierova krivka v Rhinu

Bézierova kiivka n-tého stupné — Prikaz: Krivka zaddvand r7idicimi body — Pocatek kiivky:

v pfikazovém tfadku zadat stupen n; zadat pocatecni fidici bod — Dalsi bod: celkem zadat
n + 1 fidicich bodu — Enter. Nakresli se Bézierova kiivka n-tého stupné.

Poznamky:

1) V piipadé, ze je zaddno m < n + 1 fidicich bodu, nakresli se Bézierova kiivka stupné
m — 1. V piipadé, ze je zaddano m > n + 1 fidicich bodu, nakresli se uniformni ukotvena
B-spline kfivka n-tého stupné slozend z m — n segmentu, viz ¢ast 2.5

2) Jestlize jsou pocatecni a koncovy fidici bod Bézierovy kiivky totozné, je tieba pred
zadanim koncového fidiciho bodu zvolit v piikazovém fadku UzaviitOstre=Ano.

Fergusonova kubika — Piikaz Kvivka zaddvand vidicimi body — Pocatek kiivky: v prikazovém

fadku zadat stupen 3; zadat pocatecni defini¢ni bod Fergusonovy kubiky — Dalsi bod:
zadat bod v jedné tfetiné tecného vektoru v pocatecnim bodé — Dalsi bod: zadat bod
v jedné tfetiné teéného vektoru, ktery je opa¢ény k teénému vektoru v koncovém bodé
Fergusonovy kubiky — Dalsi bod: zadat koncovy defini¢ni bod Fergusonovy kubiky —
Enter. Nakresli se Bézierova kiivka 3. stupné, kterd je totoznd s Fergusonovou kubikou.

Ridici body a fidici polygon — Ridici body a fidic polygon nakreslené Bézierovy kiivky lze

zobrazit /skryt piikazem Zapnout ridici body/ Vypnout 7idici body — Vyberte objekty pro
zobrazeni fidicich bodu: kliknout na kiivku. Ridici body se zobrazi jako doc¢asné viditelné
body, fidici polygon se zobrazi teckovanou ¢arou.

Ridici polygon nakreslené Bézierovy kiivky lze navic vytvofit pitkazem Viyjmout sit z idiciho
polygonu NURBS — Vyberte kiivky nebo plochy pro vyjmuti #idictho polygonu: kliknout
na k¥ivku — Enter. Nakresli se fidici polygon jako samostatna entita — lomend ¢éra. Na-
kresleny fidici polygon je po skonceni ptikazu vybran, takze s nim lze okamzité pracovat
— napi. pokracovat de Casteljau algoritmem, viz déle.
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Modifikace tvaru Bézierovy kiivky — Tvar Bézierovy kiivky lze modifikovat nasledujicimi
doporuéenymi zpusoby:

1) Pfemisténim zobrazenych fidicich bodu. Ridici body lze i vymazat, ¢imz se méni tvar
i stupen Bézierovy kiivky. Nelze v8ak ptidavat dalsi fidici body.

2) Premisténim zobrazenych edita¢nich bodu. Editaéni body lze zobrazit/skryt piikazem
Zobrazit editacni body/ Vypnout editacni body — Vyberte kiivky pro zobrazeni edita¢nich
bodu: kliknout na kiivku — Enter. Zobrazi se body na kiivce, jejichz pocet a pocatecéni
polohu generuje program. Ridici polygon kiivky se po premisténi editacnich bodi zméni
automaticky.

3) Editaci te¢ny v bodé Bézierovy kiivky piikazem FEditor teéen — Vyberte kiivku nebo
plochu pro tpravy: kliknout na kiivku. Zobrazi se te¢na kiivky v bodé kliknuti. Pfemisténim
jejich koncovych bodi lze zménit tvar Bézierovy kiivky. Ridici polygon kiivky se editaci
tecny zméni automaticky.

Pozor! Pro tpravu tvaru Bézierovy kiivky nepouzivame pitkazy VioZit uzel a Odstranit
uzel, které vedou na segmentaci a na neuniformni parametrizaci kiivky (obor parametrizace
jednotlivych segmentt je ruzny, nikoliv [0, 1]). Nepouzivame také piikaz Zménit vihu, ktery
vede na racionalni parametrizaci kiivky (nikoliv polynomiélni). Po téchto tipravach jiz neni
puvodni kiivka Bézierovou kiivkou, ale obecné NURBS kiivkou, viz [6].

De Casteljau algoritmus — De Casteljau algoritmus konstrukce bodu P(«) na Bézierové
kiivce P(t), t € [0,1], nelze realizovat v Rhinu piimo, lze si vsak préci velmi usnadnit.
Nejprve vyjddifme hodnotu parametru a ve tvaru zlomku o = ¢. Potom vytvoiime fidic{
polygon (viz vyse), ktery rozlozime na jednotlivé usecky piikazem Rozpojit. Na vSech rame-
nech vytvotime délici body ptikazem Rozdélit kiivku poétem segmenti — Pocet segmentii:
zadat b — Enter. Na kazdém rameni se nakresli b + 1 bodt jako samostatné entity, které
jsou rovnomérné rozmistény. Zapneme Uchopovdni bodu a tidici polygony dalsich trovni
déleni kreslime pitkazem Lomend ¢dra — Pocatek lomené ¢ary: kliknout do a-tého déliciho
bodu na prvnim rameni fidiciho polygonu pfedchéazejici irovné déleni — Dalsi bod lomené
cary: kliknout do a-tého délictho bodu dalsiho ramene — ... — kliknout do a-tého déliciho
bodu posledniho ramene — Enter. Dalsi irovné déleni provedeme obdobné.

Napojovani Bézierovych kubik — Ptredpoklddejme v souladu s podminkami spojitosti od-
vozenymi v ¢asti 2.2.4, ze Bézierova kubika P () urcend fidicim polygonem V V1V V3 je
jiz nakreslena, jsou zobrazeny jeji fidici body a je zapnuty rezim Uchopovdni bodu a Ucho-
povdnit koncovyjch bodu. Konstrukei fidicich bodu Wo, W1, Wy, W3 piipojované Bézierovy
kubiky R(s) si muzeme usnadnit nasledovné:

CY spojitost: podminku (2.38) (totoznost krajnich bodi iidicich polygonti) zajistime pouze
rezimem Uchopovdni koncovych bodui.

C' spojitost: podminku (2.40) (bod V3 je stiedem tisecky VoW1) realizujeme pifkazem
Usecka: z bodu v poloviné — Stied usecky: kliknout do bodu V3 — Konec usecky: kliknout
do V5. Nakresli se tsecka se stfedem v bodé V3 a koncovymi body v bodech Vo a W.

C? spojitost: podminku (2.42) (vektor V1 Wy je roven ¢tyinasobku vektoru m) realizu-
jeme dvojim zkopirovanim tsecky VoW, (kterd predstavuje dvojndsobek vektoru VoVs),
nakreslené v predchozim kroku. Piikaz: Kopirovat — Vyberte objekty pro kopirovani:
kliknout na tsecku VoW; — Enter — Vychozi bod kopirovani: kliknout do bodu Vi
— Cilovy bod kopirovani: kliknout do bodu V; — Cilovy bod kopirovéni: kliknout do
volného koncového bodu pravé zkopirované usecky — Enter. Volny koncovy bod podruhé
zkopirované usecky je bod Wa.
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Poznamka: Pii zajisténi C°, C! spojitosti Bézierovych kiivek 2. stupné a pii zajisténi C0,
C' a C? spojitosti Bézierovych kiivek stupné vysstho nez 3 postupujeme obdobné.

B Cviceni 2.8 V Rhinu nakreslete Fergusonovy kubiky z piikladu 2.1 a ze cvic¢eni 2.1. Na

vymodelovanych kiivkach nakreslete body pro zadané hodnoty parametru. Zjistéte kartézské
soufadnice téchto bodu a porovnejte je s vypoétenymi.

Cviceni 2.9 V Rhinu nakreslete Fergusonovy kubiky ze cviceni 2.2. Zobrazte graf kiivosti
vsech Fergusonovych kubik. S jakou spojitosti jsou tyto kubiky napojeny?

Cviceni 2.10 V Rhinu nakreslete Bézierovy kfivky z piikladi 2.3 a 2.4. Na vymodelovanych
kiivkach nakreslete body pro zadané hodnoty parametru. Zjistéte kartézské souradnice téchto
bodt a porovnejte je s vypocCtenymi.

Cviceni 2.11 V Rhinu nakreslete znak @ z p¥ikladu 2.6. Zobrazte graf kiivosti vSech kiivek.
S jakou spojitosti jsou napojeny segmenty k;, ¢ = 0,...,5, a segmenty k', i =0, 1,27

Cviceni 2.12 V Rhinu nakreslete Bézierovu kiivku 6. stupné z piikladu 2.7 a de Casteljau
algoritmem zkonstruujte bod P(3).

Cvicéeni 2.13 V Rhinu nakreslete Bézierovy kiivky z piikladu 2.8 a 2.9. De Casteljau algo-
ritmem zkonstruujte bod pro hodnotu parametru % a zobrazte graf kiivosti. S jakou spojitosti
jsou kiivky napojeny?

Cviceni 2.14 V Rhinu nakreslete Bézierovy kfivky z piikladu 2.9. Nakreslete oskulaéni
kruznici v bodé napojeni a zjistéte kartézské souradnice jejiho stfedu. Dale zjistéte polomér
kfivosti a prvni kfivost v bodé napojeni. VSechny zjisténé hodnoty porovnejte s vypoctenymi.

2.3 Coonsova kubika

Coonsova kubika je ddna ¢tyfmi fidicimi body uspotradanymi do fidiciho polygonu a je tvorena
jedinym segmentem, ktery neprochdzi zadnym ze zadanych tidicich bodu. I kdyz se tato vlastnost
muze na prvni pohled jevit jako nepraktickd, uvidime, ze pravy opak je pravdou.

Definice 2.3 — Coonsova kubika. Necht jsou ddny f{dici body Pg, P1, P2, P3. Potom je
vektorova rovnice Coonsovy kubiky
P(t) = Co(t)Po + C1 ()P + Co(t)P2 + C3(t)P3, t € [0,1], (2.46)
kde bazové funkce
Co(t) = §(1 - 1)?,
C1(t) = L(3t3 — 6t2 4 4),
1) =5 =) (2.47)
Co(t) = #(—3t3 + 312 + 3t + 1),
Cs(t) = t*,
jsou Coonsovy polynomy. O

Prubéh Coonsovych polynomu je patrny z obr. 2.18, na obr. 2.19 je nakreslen piiklad

Coonsovy kubiky véetné teénych vektort v krajnich bodech a oznaceni zajimavych bodu, je-
jichz vyznam budeme komentovat dale.
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Obrézek 2.18: Coonsovy polynomy

Obrazek 2.19: Coonsova kubika

B Priiklad 2.11 — Coonsova kubika. Coonsova kubika P(¢), t € [0, 1], je dédna Fidicimi body
Py = (—6,0), Py = (6,0), P2 = (6,6), P35 = (0,6).

Urcete parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici Coonsovy kubiky P(t) a jejiho te¢ného

vektoru P’(¢). Pro hodnoty parametru ¢t = 0, i, %, %, 1 vypoctéte souradnice bodu Coonsovy

kubiky a slozky tec¢nych vektoru v téchto bodech. Zobrazte fidici body, sestrojte fidici poly-
gon, zobrazte vypoctené body Coonsovy kubiky a sestrojte tecné vektory v nich. Coonsovu
kubiku nacrtnéte.

Reseni.
Parametrické vyjadieni Coonsovy kubiky a jejitho te¢ného vektoru je
x(t) = —600(15) + GCl(t) + 602(t) =
= —S(1—t)3 4+ 533 —6t2+4)+ $(—3t2 +3t2 + 3t + 1) =3 — 6t> + 6t + 4,
y(t) = 6Co(t) +6C5(t) = (=363 +3t> + 3t + 1) + 23 = —263 + 3> + 3t + 1, t € [0,1],
2’ (t) = 3t* — 12t +6,
y'(t) = —6t>+6t+3, t €[0,1].

Vektorova rovnice Coonsovy kubiky a jejiho tetného vektoru je

P(t) = (2 —6t2+6t+4, =262 +3t2+3t+1), t €[0,1],
P'(t) = (3t2 — 12t +6, —6t> + 6t + 3), t € [0,1].
Body Coonsovy kubiky a te¢né vektory pro t = 0, %, %, %, 1 jsou uvedeny v nésledujici

tabulce. Tvar Coonsovy kubiky a pribéh teéného vektoru podél ni je patrny z obr. 2.20.

t=0| t=5 | t=4% t=2 t=1
P@t) | (41) | (%.5) | (8.3) | (B.55) | (5,5)
Pl(t) (67 3) (%7 %) (%7 %) _17261’ %) (_37 3)
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Obrazek 2.20: Coonsova kubika a tecné vektory v jejich bodech O

2.3.1 Vlastnosti Coonsovy kubiky

Coonsova kubika ma zajimavé vlastnosti, které hraji zasadni roli pii jejim Sirokém uplatnéni
v modelovéani kfivek obecnych tvaru (sledujme obr. 2.18 a obr. 2.19):

e Coonsova kubika neinterpoluje zadny zadany fidici bod. Je to dusledek skutecnosti, ze
pro libovolnou hodnotu parametru t € [0, 1] nedosahuje zadny Coonsuv polynom hodnoty
jedna.

e Pocédtecni bod P(0) Coonsovy kubiky lezi v jedné tietiné téznice P1Sy trojihelnika PoP1 Py
sestrojené z tidictho bodu P;. Koncovy bod P(1) Coonsovy kubiky lezi v jedné tietiné
téznice P2S; trojihelnika P1PsP3 sestrojené z tidiciho bodu Po. Pocateéni, resp. koncovy
bod Coonsovy kubiky se oznacuje také jako ,antitézisté“ trojuhelnika PyP1Py vzhledem
k bodu Py, resp. ,antitézisté* trojuhelnika P1PyP3 vzhledem k bodu Ps.

e Teény vektor P’(0) v poc¢éteénim bodé Coonsovy kubiky mé polovién{ velikost a souhlasnou
orientaci s vektorem PoPs. Tecny vektor P’(1) v koncovém bodé Coonsovy kubiky m4
poloviéni velikost a souhlasnou orientaci s vektorem P{Ps5.

e Tecna v pocatecnim bodé Coonsovy kubiky protina ramena PoP; a P1Py v jedné tietiné
od bodu P; (body C, E). Te¢na v koncovém bodé Coonsovy kubiky protind ramena P Ps
a PoP3 v jedné tietiné od bodu Py (body F, D). Z této vlastnosti vyplyvé, ze teény vektor
P’(0) je ramenem PPy protat v jedné treting od bodu P(0) (bod E) a tecny vektor P’(1)
je ramenem PoPj3 protat v jedné tietiné od bodu P(1) (bod D).

Vztah mezi Coonsovou, Bézierovou a Fergusonovou kubikou

Z prave uvedenych vlastnosti 1ze vyvodit vzajemny vztah mezi Coonsovou a Bézierovou (a tim
i Fergusonovou) kubikou. Predpoklddejme, ze je dan #idici polygon PoP1P2P3 Coonsovy kubiky.
Dosadime-li do rovnice Bézierovy kubiky (2.18) za Vg, V1, Vg a V3 nésledujici fidici body (viz
obr. 2.19)
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Vo = P(0) =Py + 5(So — P1) =Py + § [3(Po + P2) — Py1] = §Po + 3Py + Py,
Vi = E=P; + {(Py— Py) = 2P, + 1Py,
Vy = F =Py + 5(P1 — P2) = §Py + 3Py,
Vi = P(1) = Py + §(81— Pa) = Po + § [1(P1 + Py) — Po] = 1Py + 2P; + [Py,

dostaneme:

P(t) = Bos(t) [§Po+ 5P1+ §P2] + Bis(t) [3P1 + 3P2] +
+Bo3(t) [2P2 + 2P1] + Bss(t) [sP1 + 2Py + iP3] =
= $Bo3(t)Po + {3[Bos(t) + B1s(t)] + 3Bas(t) + §Bss(t) } P1+ (2.48)
+{§Bos(t) + 3Bi3(t) + 5[Baa(t) + Bas(t)]} P2+ §B3s(t)Ps =
= L1 —1)’Pg + £(3t3 — 6t2 + 4)Py + L(=3t> + 3t2 + 3t + 1)Py + :°Ps3,
coz je rovnice Coonsovy kubiky zadané fidicim polygonem PyP;P5P3, nebot polynomy u jed-
notlivych fidicich bodu jsou préavé Coonsovy polynomy (2.47).
Dilezité pievodni vztahy mezi fidicimi body Vg, V1, Vs, V3 Bézierovy kubiky a #idicimi
body Py, Py, P2, P3 Coonsovy kubiky napiSeme v pirehlednéjsi forme:
Vo = ¢Po+ 2P + ¢ Py,
Vi = 3P1+ 3Py,
Vy = 2Py + 3Py,
V3 = tPi+ 2Py + iPs.

(2.49)

Resfme-li soustavu rovnic (2.49) vzhledem k fidicim bodum Py, Py, Py, P3, dostaneme prevodni
vztah mezi fidicimi body Py, P1, P2, P3 Coonsovy kubiky a fidicimi body Vg, V1, Vo, V3
Bézierovy kubiky:

Py = 6Vg— 7V +2Vo,

P, = 2V -V,

Py = 2V, -V,

Ps = 2V, — 7V, +6Vs.

(2.50)

Vzhledem k tomu, Ze pfevodni vztahy mezi Bézierovou a Fergusonovou kubikou jiz zndme
b )
Ize jednoduse urcit i prevodni vztahy mezi Coonsovou a Fergusonovou kubikou.

B Piiklad 2.12 — Vztah mezi Coonsovou, Bézierovou a Fergusonovou kubikou. Pted-
pokladejte, ze Coonsova kubika P(t) = (x(t),y(t)) z ptikladu 2.11 je Bézierova kubika Pg(t),
t € [0, 1], resp. Fergusonova kubika Pg(t), t € [0, 1].

Urcete fidici body Vo, Vi, Vo, V3 Bézierovy kubiky Pg(t) a naleznéte jeji parametrické
vyjadieni. Urcete definiéni body A, B a tecné vektory a, b Fergusonovy kubiky Pg(t) a na-
leznéte jeji parametrické vyjadieni. Vysledky porovnejte. Doprovod’te obrazkem.

Reseni. Ridici body Bézierovy kubiky Pg(t) jsou podle (2.49)

Vo = 1(=6,0) + 2(6,0) + £(6,6) = (4,1),
Vi = 3(6,0) + 3(6,6) = (6,2),

Va = 3(6,6) + 3(6,0) = (6,4),

Vi = 1(6,0) + 2(6,6) + 1(0,6) = (5,5).
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Parametrické vyjadieni Bézierovy kubiky Pg(t) = (zB(?),y ( )) je podle (2.18)

B (t) = 43073(75) + 6B173(7f) + 63273( ) + 5B3 3 t) — 6t2 + 6t + 4,

—

y(t) = Bos(t) + 2B13(t) +4Ba3(t) + 5B33(t) = —2t3 +3t* +3t+1, t €[0,1].
Vstupni data Fergusonovy kubiky Pg(t) jsou podle (2.23)
A = ( ) )7
B = ( )7
a = ( Vo) =3[(6,2) — (4,1)] = (6,3),
b 3(Va—Va) = 3(5,5) — (6.0)] = (—3.3).

Parametrické vyjadieni Pg(t) = (zr(t),yr(t)) je podle (2.1)
zp(t) = 4Fy(t) + 5F(t) + 6Fy(t) — 3F3(t) = t> — 6t 4 6t + 4,
yp(t) = Fo(t) +5F(t) + 3Fy(t) + 3F3(t) = —2t> + 3t + 3t + 1, t € [0,1].

Protoze zp(t) = zp(t) = z(t) a yg(t) = yr(t) = y(t), jsou vsechny tii kubiky totozné.
Situaci ilustruje obr. 2.21.
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Obréazek 2.21: Vztah mezi Coonsovou, Bézierovou a Fergusonovou kubikou O

2.3.2 Odvozeni Coonsovych polynomiu

Coonsovy polynomy jsou specidlnim piipadem B-spline bazovych funkci, ale jako takové je od-
vozovat nebudeme. Zde muzeme vyuzit vztahu Coonsovy a Bézierovy kubiky a za odvozeni
Coonsovych polynomu povazovat (2.48).

2.3.3 Jednodussi konstrukce krajnich bodti Coonsovy kubiky

Ze vztahu Coonsovy a Bézierovy kubiky a z vlastnosti Coonsovy kubiky vyplyvé néasledujici kon-
strukce krajnich bodi Coonsovy kubiky, kterd je jednodussi nez konstrukce pomoci ,antitézist“
(sledujme obr. 2.21):
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1. Rozdélime ramena fidiciho polygonu na tietiny. Tim dostaneme body 0’, 0, 0*, 1, 1* a 1'.
2. Sestrojime tsecky 00* a 11*.
3. Pocatecni, resp. koncovy bod Coonsovy kubiky lezi ve stfedu tsecky 00*, resp. 11*.

4. Je ziejmé, ze polovina usecky 00*, resp. 11* je rovna jedné tietiné tecného vektoru
v pocateénim, resp. koncovém bodé Coonsovy kubiky.

B Cviceni 2.15 Uvazujte ze Bézierova, resp. Fergusonova kubika z piikladu 2.5 je Coonsova
kubika. Urcete konstrukei a vypoétem polohu jejich tidicich bodtu Pg, Py, P2, P3 a naleznéte
jejl parametrické vyjadieni.

2.3.4 Coonsova kubika v Rhinu

V Rhinu Ize vytvorit Coonsovu kubiku pouze nepiimo s vyuzitim jejiho vztahu s Bézierovou ku-
bikou. Konstrukci krajnich bodu fidictho polygonu Bézierovy kubiky provedeme podle postupu
uvedeném v ¢asti 2.3.3. Vnitini body fidiciho polygonu Bézierovy kubiky sestrojime jako body
ve tfetindch prostiedniho ramene fidiciho polygonu Coonsovy kubiky dle obr. 2.21.

B Cviceni 2.16 Pro zadani z piikladu 2.12 sestrojte v Rhinu dva obrazky:
1) Nakreslete fidici polygon Coonsovy kubiky (piikazem Samostatné usecky), konstrukei
urcete polohu fidicich bodu Bézierovy kubiky a Bézierovu kubiku nakreslete.
2) Nakreslete fidici polygon Bézierovy kubiky (piikazem Samostatné isecky), konstrukei
urcete polohu fidicich bodu Coonsovy kubiky a Coonsovu kubiku nakreslete jako Bézierovu
kubiku.

2.4 Coonsuv kubicky B-spline

Uvazujme nyni fidici polygon obsahujici pét fidicich bodu Pg, P1, P2, P3 a P4 jak je zndzornéno
na obr. 2.22 a sestrojme krajni body Coonsovy kubiky P(t), ¢ € [0, 1], uréené fidicim polygonem
PP, P,P3 a Coonsovy kubiky R(s), s € [0, 1], uréené fidicim polygonem P1PoP3Py. Je ziejmé,
ze kubiky P(t) a R(s) jsou automaticky napojeny s C? spojitosti.

Duvod je nésledujici: uvazujeme, ze Coonsova kubika P(t), resp. R(s) je Bézierova kubika
definovana fidicim polygonem VV1V,oVy, resp. V3V, V5V, Potom z podminek, které jsme
odvodili v ¢asti 2.2.4 vyplyva, ze kubiky P(¢) a R(s) jsou napojeny:

e s CY spojitosti, nebot bod V3 je spoleény obéma kubikim,
e s C'! spojitosti, nebof V3 — Vo =V, — V3,
e s C? spojitosti, nebot V5 — Vi = 4(V3 — Va).

Naznacenym zpusobem muzeme piipojovat dalsi fidici body P; (na obé strany) a konstruovat
dalsf krajni body Coonsovych kubik. Segmentovana C? spojita kiivka, kterou timto zptisobem
dostaneme, je uniformni oteviend nebo uzaviend B-spline kfivka 3. stupné, jejiz matematicky
popis zcela presahuje ramec tohoto ucebniho textu. Pokud si ale uvédomime, ze tato kiivka je
slozena vyhradné z Coonsovych kubik, muzeme zformulovat nasledujici definici.
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Obrazek 2.22: Coonstv kubicky B-spline (automatické C? spojité napojeni Coonsovych kubik)

B Definice 2.4 — Coonsuiv kubicky B-spline. Necht je dédna posloupnost fidicich bodu
Py, Py,...,P,. Potom uniformni oteviend nebo uzaviend B-spline kiivka 3. stupné R(t),
kterou tvoti n — 2 Coonsovych kubik s vektorovymi rovnicemi

Ro(t) = Co(t)P() + 1 (t)Pl + CQ(t)PQ + Cg(t)Pg, t e [0, 1],
R, (t) = Co(t)Pl + (t)PQ + CQ(t)Pg + C3(t)P4, te [0, 1],

R, 3(t) = Co(t)Pp_3+ C1(t)Pp_2 + Co(t)Py—1 + C3(t)Py, t € [0, 1] (2.51)
se nazyva Coonsuv kubicky B-spline. O

B Priiklad 2.13 — Otevieny a uzavieny Coonsiv kubicky B-spline. Jsou dany fidici
body Coonsova kubického B-spline k: Py = (0,0), Py = (—6,6), P2 = (—6,0), P3 = (0, —6),
P4 = (6,0), P5 = (6,6), P¢ = Py =(0,0) .

a) Z kolika Coonsovych kubik se Coonsuv kubicky B-spline k skldda? Urcéete diléi fidici
polygony jednotlivych Coonsovych kubik. Doprovod'te obrazkem.

b) Proved'te takovou tpravu fidictho polygonu Coonsova kubického B-spline k, aby vznikla
uzaviend kiivka.

7 kolika Coonsovych kubik se uzavieny Coonsuv kubicky B-spline k sklada? Urcete diléi
iidici polygony jednotlivych Coonsovych kubik. Doprovod'te obrazkem.

Reseni. a) Protoze n = 6, sklad4 se otevieny Coonsuv kubicky B-spline & ze ¢tyi Coonsovych
kubik, které oznacime ko, k1, ko, k3, viz obr. 2.23. Jejich dil¢i Fidici polygony jsou néasledujici:

]{0: P0P1P2P3, k‘li P1P2P3P4, /-6‘22 P2P3P4P5, k3: P3P4P5P6.

b) Aby se Coonsuv kubicky B-spline k uzaviel, je tfeba na konec fidiciho polygonu pfidat
dalsi dva fidici body Py a Pg, viz obr. 2.24.
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Obrézek 2.24: Uzavieny Coonsuv kubicky B-spline

Poloha tidicich bodua P7 a Pg neni libovolnd, ale musi spliiovat podminky P7r = Py, Pg = Ps.
Potom n = 8 a uzavieny Coonsuv kubicky B-spline k se sklddé ze Sesti Coonsovych kubik,
jejichz diléf #idici polygony jsou nasledujici:

ko : PoP1PyPs, ki : PiPyP3Py, ky: PoP3P,Ps,
ks : P3sP,PsPg, ki: P,PsP¢P7, ks : PsPP,Ps.

Ridicf polygony Coonsovych kubik kg, k1, k2, k3 uzavieného Coonsova kubického B-spline jsou
stejné jako Fidici polygony Coonsovych kubik kg, k1, ko, k3 otevieného Coonsova kubického
B-spline. O

2.4.1 Vlastnosti Coonsova kubického B-spline

e Ridici polygon Coonsova kubického B-spline je tvoFen minimélné péti fidicimi body. V piipadé,
ze jsou posledni ti#i body fidiciho polygonu totozné s prvnimi tfemi body fidiciho polygonu,
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tj. P, =Py, P,,_1 = Py, P,,_9 = Py, je Coonsuv kubicky B-spline uzavieny. V opa¢ném
piipadé je Coonsuv kubicky B-spline otevieny.

e Coonsuv kubicky B-spline zddnym z fidicich bodu neprochézi.

e Coonstiv kubicky B-spline je tvoifen C? spojité napojenymi Coonsovymi kubikami. Polohu

krajnich bodu jednotlivych segmentt Coonsova kubického B-spline a te¢né vektory v téchto
krajnich bodech lze konstruovat podle vlastnosti Coonsovy kubiky uvedenych v ¢asti 2.3.1.

e Coonsuv kubicky B-spline je definovén po cdstech (tj. ¢astecné se prekryvajicimi fidicimi

polygony). To znamend, ze zménou polohy jednoho fidictho bodu se nezméni tvar celého
Coonsova kubického B-spline. Zméni se tvar pouze téch dil¢ich Coonsovych kubik, v jejichz
rovnici se prislusny #idici bod vyskytuje (tj. maximalné ¢tyi). Tato vlastnost je obzvlast
vyhodnd pii modelovani tvaru kiivky zadané velkym poctem fidicich bodu.

o Kazd4 dil¢i Coonsova kubika Coonsova kubického B-spline m4 stejnou (jednotkovou) délku

oboru parametrizace t € [0, 1]. Pokud ma segmentovand kiivka tuto vlastnost, fikdme, ze
je uniformni nebo ze ma uniformni parametrizaci.

Z praktickych duvodu se v CAD/CAM systémech pouziva pouze uzavieny Coonsuv kubicky

B-spline, nikoliv otevieny. Duvod je néasledujici: pii pouziti otevieného Coonsova kubického B-
spline by se vlastn{ kfivka zacala vykreslovat az po zadani prvnich t#{ #idicich bodu a navic
by jeji pocatecni bod lezel mimo tyto zadané fidici body. To je z uzivatelského hlediska zcela
nepiipustné, jak dokazuje priklad 2.14.

Piiklad 2.14 Predpokladejte, ze kiivky k* i k, kterymi je modelovan znak @ v ptikladu
2.6, je Coonsuv kubicky B-spline.

Urcete konstrukei i vypoctem polohu fidicich bodi Coonsova kubického B-spline k* a k
a kiivky nacrtnéte.

Reseni. Konstrukee je provedena na obr. 2.25.

Pii  konstrukeci wvnitfnich fidicich bodi Coonsova kubického B-spline (P7,...,P}
a P1,...P7 na obr. 2.25) vyuzijeme skute¢nost, ze vnitini ramena fidicich polygonu jednot-
livych Bézierovych kubik tvoii prostfedni tfetinu vnitinich ramen fidictho polygonu Coonsova
kubického B-spline.

Krajni fidici body Coonsova kubického B-spline (P§, P: a Py, Pg) zkonstruujeme jako
vrcholy trojuhelniku, v jejichz ,antitézistich“ krajni body Coonsova kubického B-spline lezi
(v obr. 2.25 neni tato konstrukce uvedena).

Abychom ur¢ili vypoétem polohu fidicich bodia Coonsova kubického B-spline, uvédomime si,
ze Coonsuv kubicky B-spline je slozen z Coonsovych kubik. Vzhledem k tomu, ze kiivky &*
a k v piikladu 2.6 jsou Bézierovy kubiky, pouzijeme rov. (2.50), kterymi je definovan pievodni
vztah mezi fidicimi body Bézierovy a Coonsovy kubiky.

Ridicf body Coonsova kubického B-spline k* oznacime P}. Podle (2.50) dostaneme fidic
body Coonsovy kubiky kg:

P, = 6V — 7V} + 2V} = 6(47,46) — 7(29,53) + 2(23,42) = (125, —11),
P = 2VI— V3 =2(29,53) — (23,42) = (35,64),

P; = 2V} — Vi =2(23,42) — (29,53) = (17,31),

P; = 2V} — TV} + 6V3 = 2(29,53) — 7(23,42) + 6(22,34) = (29, 16).
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Obrazek 2.25: Modelovani znaku @ Coonsovym kubickym B-spline
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Coonsova kubika k7] je ddna fidicimi body P7, P3, P3, P}, z nichz je tieba ur¢it pouze bod
P} =2V —7V; +6Vg = 2(21,26) — 7(25,21) + 6(31,20) = (53,25),

nebot fidici body P, P} a Pj jsou stejné jako u Coonsovy kubiky kj. Podobné z fidicich
bodu P3, P35, P}, Pt Coonsovy kubiky k3 je tfeba urcit pouze bod

Pi = 2V:i— TV} 4+ 6V} = 2(37,19) — 7(45, 22) + 6(47, 46) = (41, 160).

Obdobnym zpisobem bychom uréili #idici body P; Coonsova kubického B-spline k:
Py = (54,172, Py = (42,22), P, = (60,16), P3 = (66,34), P4 = (60,58), P5 = (24,70),
P = (0,28), P7 = (30, —14), Py = (162, 70). 0

Cviceni 2.17 Naleznéte parametrické vyjadieni Coonsovy kubiky R(s), s € [0, 1], z obr. 2.22
a ovéite C? spojitost jejtho napojenf na Coonsovu kubiku P(t), t € [0, 1].

Cviceni 2.18 Coonsuv kubicky B-spline je zadan fidicim polygonem

Py =(0,-6), Py = (—6,0), P2 = (-6,6), P3 = (6,6), Py, = (6,0), P5 = (12,0).

Zobrazte tidici body, sestrojte ridici polygon, zkonstruujte krajni body jednotlivych segmentu
Coonsova kubického B-spline a teéné vektory v téchto bodech. Coonsuv kubicky B-spline
nac¢rtnéte. Z kolika segmentu se Coonsuv kubicky B-spline sklada? S jakou spojitosti jsou
jeho jednotlivé segmenty napojeny?

Cviceni 2.19 Coonsuv kubicky B-spline je zadén fidicim polygonem
Py = (0,0), P, = (0,6), Po = (6,6), P3 = (6,0), P, = (0,0), P5 = (0,6), Pg = (6,6).

Zobrazte fidici body, sestrojte fidici polygon, zkonstruujte krajni body jednotlivych segmentu
Coonsova kubického B-spline a tetné vektory v téchto bodech. Coonsiiv kubicky B-spline
nacrtnéte. Z kolika segmenti se Coonsuv kubicky B-spline sklada? S jakou spojitosti jsou
jeho jednotlivé segmenty napojeny?

Cviceni 2.20 Bézierova kubika k je dana fidicimi body
Vo =(-3,0), V1 =(-2,2), Vo = (2,2), V3 = (3,0).

Zobrazte tidici body, sestrojte fidici polygon a Bézierovu kubiku naértnéte. Predpokladejte,
ze Bézierova kubika k je Coonsova kubika. Urcete konstrukei a vypoctem polohu jejich fidicich
bodu Po, Pl, PQ, Pg.

Upravte fidici polygon PoP1PoP3 tak, abyste vytvorili uzavieny Coonsuv kubicky B-spline.
Urcete pocet jeho Coonsovych kubik a jejich fidici polygony. Predpokladejte, ze tyto Coon-
sovy kubiky jsou Bézierovy kubiky. Urcete konstrukei polohu jejich fidicich bodu.

Jaky je minimélni pocet segmentii, ze kterych muze byt uzavieny Coonsuv kubicky B-spline
slozen? Jaky musi mit tvar fidici polygon takového uzavieného Coonsova kubického B-spline?

Cviceni 2.21 Bézierova kubika k je ddna fidicimi body
Vo =(1,5), V1 =(2,6), Vo = (4,6), V3 = (6,5).

Zkonstruujte nezbytné nutny pocet tidicich polygonu dalsich Bézierovych kubik tak, abyste
vytvofili uzavienou kiivku tvorenou C? spojité napojenymi Bézierovymi kubikami.
Néapovéda: vyuzijte souvislost mezi Bézierovou kubikou, Coonsovou kubikou a Coonsovym
kubickym B-spline.
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B Cviceni 2.22 Coonsuv kubicky B-spline je zadan tidicimi body
Py = (379)> P, = (933)7 Py = (37 _3)7 P; = (an)a Py, = (373)> Ps; = (93 _3)a Ps = ( ,—9)
P7 = (—3, _S)a Ps = (070)a Py = (37 _3)7 Py = (_37 _9)7 Py = (_97 _3)7 Py = (-3,3
Pi3 = (0,0), Py = (=3,-3), P15 = (-9,3), Pis = (-3,9), P17 = (3,3), P1g = (0,0
Py = (-3,3), Py = (3,9).

Zobrazte fidici body, sestrojte fidici polygon, zkonstruujte krajni body jednotlivych segmentu
Coonsova kubického B-spline a teéné vektory v téchto bodech. Coonsuv kubicky B-spline
nacrtnéte. Z kolika segmenti se Coonsiv kubicky B-spline sklada? S jakou spojitosti jsou
jeho jednotlivé segmenty napojeny?

)
)

)

B Cviceni 2.23 Upravte fidici polygon Coonsova kubického B-spline z cvic¢eni 2.22 tak, abyste
vytvorili uzavieny Coonsuv kubicky B-spline.

Sestrojte fidici polygon uzavieného Coonsova kubického B-spline, zkonstruujte krajni body
jednotlivych segmentu a tecné vektory v téchto bodech. Uzavieny Coonsuv kubicky B-spline
nacrtnéte. Z kolika segmentt se uzavieny Coonsuv kubicky B-spline sklada? S jakou spojitosti
jsou jeho jednotlivé segmenty napojeny?

2.4.2 Coonstuv kubicky B-spline v Rhinu
Otevieny Coonsuv kubicky B-spline nelze v Rhinu vytvofit pfimo.

Uzavieny Coonsuv kubicky B-spline — Piikaz: K7ivka zaddvand ridicimi body — V piikazovém
radku zadat stupen 3 — Pocatek kiivky: zadat pocatecni bod fidiciho polygonu uzavieného
Coonsova kubického B-spline — Dalsi bod: zadat vnitini body fidictho polygonu uzavieného
Coonsova kubického B-spline — Dalsi bod: kliknout pobliz po¢ateéniho bodu vykreslované
kiivky. Kfivka se automaticky uzavie s C? spojitosti a vytvoii se uzavieny Coonsiiv ku-
bicky B-spline. Posledni dva body fidictho polygonu se nezadévaji.

Poznédmky:

1) Piikazy pro fidici body a Fidici polygon uzavieného Coonsova kubického B-spline jsou
stejné jako pro Bézierovu kiivku, viz ¢ast 2.2.5.

2) Pravidla pro modifikaci tvaru uzavieného Coonsova kubického B-spline jsou stejné jako
pro Bézierovu kiivku, viz ¢ast 2.2.5.

Krajni body Coonsovych kubik — Piikaz: Vice bodu — Umisténi bodu: zapnout Uchopovani
uzll, pripadné vypnout Krok; zaméfovatem pohybovat podél uzavieného Coonsova ku-
bického B-spline a kliknout, jakmile se zobrazi u zaméfovace informace Uzel. V krajnich
bodech jednotlivych Coonsovych kubik se nakresli body jako samostatné entity.

Pozor! V krajnich bodech (uzlech) Coonsovych kubik se méni analytické vyjadieni Coon-
sova kubického B-spline. Jakmile pouzijeme piikazy ViozZit uzel a Odstranit uzel, zméni se
uzavieny Coonsuv kubicky B-spline na neuniformni uzavienou B-spline kiivku 3. stupné.
Tyto piikazy proto pouzivame pouze tehdy, pokud si pfesné uvédomujeme jejich dusledky.

B Cvicéeni 2.24 V Rhinu nakreslete uzavieny Coonsuv kubicky B-spline z ptikladu 2.13, vy-
tvorte jeho fidici polygon a krajni body Coonsovych kubik. V kazdém krajnim bodé Coonsovy
kubiky sestrojte teénu. Ovéite konstrukei vlastnosti Coonsovy kubiky, které jsou uvedeny
v Casti 2.3.1.

B Cvicéeni 2.25 Do souboru z piikladu 2.6 doplite konstrukei fidicich bodu otevieného Co-
onsova kubického B-spline podle prikladu 2.14. Zjistéte kartézské souradnice zkonstruovanych
fidicich bod Coonsova kubického B-spline a porovnejte je s vypocétenymi hodnotami v piikladu 2.14.
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B Cviéeni 2.26 Konstrukce pozadované ve cviéenich 2.20 a 2.21 proved’te v Rhinu.

B Cviceni 2.27 V Rhinu nakreslete feSeni cviceni 2.23.

2.5 Uniformni ukotvena B-spline krivka 3. stupné

Uzivatelskou neptivétivost otevieného Coonsova kubického B-spline fesi kiivka, kterd interpoluje
pocatecni a koncovy ridici bod a ostatni fidici body aproximuje. My se sezndmime se specialnim
pripadem takové kiivky — uniformni ukotvenou B-spline krivkou 3. stupné, kterou budeme nadéle
nazyvat stru¢né ukotvend krivka. Jeji matematicky popis opét presahuje rdmec publikace, ale
my vystacéime pouze se znalosti Bézierovy, popt. Coonsovy kubiky, nebot ukotvend kiivka je
z téchto kubik Sikovné slozena.

Na obr. 2.26 je nakreslena ukotvena krivka k, kterd je totoznda s otevienym Coonsovym
kubickym B-spline z piikladu 2.13. Ridici body ukotvené kiivky jsou oznaceny Py, ..., Pg, fidici
body puvodniho Coonsova kubického B-spline jsou oznaceny Py, ..., Pg.

s ?5\ /szi:;3

Obrazek 2.26: Ukotvend kiivka

Vsimnéme si, ze fidici polygon Coonsova kubického B-spline a ukotvené kiivky se 1is{ pouze
ve dvou poédtecnich a ve dvou koncovych ridicich bodech. K uréeni polohy dvou krajnich tidicich
bodu ukotvené kiivky dospé&jeme néasledujicimi tivahami:

1. Jestlize mé kiivka interpolovat pocatecni a koncovy fidici bod, musi za¢inat v ,,antitézisti“
Qo trojuhelnika PoP;Py vzhledem k bodu P; a koncit v ,antitézisti“ Qg trojihelnika
P4P5P6 vzhledem k bodu P5.

2. Ze vztahu mezi Coonsovou, Bézierovou a Fergusonovou kubikou odvodime polohu #idictho
bodu Py, ktery musi lezet v jedné tfetiné tecného vektoru qg, tedy, jak vyplyva z vlastnosti
Coonsovy kubiky, na rameni P1Ps v jedné tfetiné od bodu P;. Obdobné fidici bod Pj5
musi lezet na rameni P4P5 v jedné tfetiné od bodu Ps.
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7 polohy fidicich bodu ukotvené kiivky je ziejmé, Ze dva pocateéni a dva koncové seg-
menty ukotvené kiivky jiz nemuzeme povazovat za Coonsovy kubiky, ale za Bézierovy kubiky.
Konkrétné ukotvena kiivka na obr. 2.26 je tvofena pouze z Bézierovych kubik, jejichz fidici
polygony jsou nasledujici:

ko: PoP11Qq, k1 : Qi172Qq, k2 : Q22"3Qg3, k3: Q33"P5Ps.

Pro tplnost uvedme pievodni vztahy mezi fidicimi body Py, ..., P, otevieného Coonsova
kubického B-spline a fidicimi body ukotvené kiivky Py, ..., Py:

Py = Qo= tPo+ 2P + i Py,

P, = 2P, + 1Py,

P, =P, i=2...,n—2, (2.52)
P, 1 = iP, 2+ 2P, 4,

P, = Quo=:Py o+ 2P, 1+ P,

2.5.1 Vlastnosti ukotvené krivky

7 ptedchoziho vykladu je zfejmé, ze vlastnosti ukotvené kiivky jsou souhrnem vlastnosti vSech
modelu kiivek, se kterymi jsme se doposud sezndmili (at uz se jedna o Fergusonovu, Bézierovu
nebo Coonsovu kubiku ¢ Coonstuv kubicky B-spline), nebot ze vsech téchto kiivek se muze
ukotvena kiivka skladat. Ze kterych ki¥ivek bude konkrétni ukotvena kiivka slozena, zalezi na
poctu bodu fidiciho polygonu ukotvené kiivky. Podivejme se nyni na jednotlivé situace.

n = 3: Protoze uvazujeme pouze ukotvenou kiivku 3. stupné, nemuze byt pocet fidicich bodu
mensi nez Ctyfi. Ukotvend kiivka je potom tvofena jedinym segmentem — Bézierovou kubikou,
jejiz fidici polygon je shodny s fidicim polygonem PoP;PsP3 ukotvené kiivky.

n = 4: Piiklad ukotvené krivky urcené fidicim polygonem PoP;P;P3P, je uveden na
obr. 2.27 a). Ukotvena kiivka se skldda ze dvou segmentu kg a ki. Oba segmenty jsou Bézierovy
kubiky s #idicimi polygony ko: PoP11Q1 a k1: Q11*P3P,4. Bod Q1, ktery od sebe obé Bézierovy
kubiky oddéluje, lezi ve stfedu usecky 11*. Bod 1, resp. 1* déli na poloviny druhé, resp. tieti
(pfedposledni) rameno fidiciho polygonu ukotvené kiivky.

n = b: Ukotvena kiivka je urcena ridicim polygonem PoP1PoP3P4P5 a sklada se ze tii
segmentu kg, k1 a kg, viz obr. 2.27 b). VSechny tii segmenty jsou Bézierovy kubiky s fidicimi
polygony ko: PoP11Qu, ki: Q1172Q2, k2: Q22" P4Ps.

Konstrukce vnitinich krajnich bodu Q; a Qg je nasledujici: druhé a ¢tvrté (predposledni)
rameno tidiciho polygonu ukotvené kiivky rozdélime na poloviny; dostaneme body 1 a 2*. Tteti
rameno rozdélime na tretiny; dostaneme body 1* a 2. Bod Qq, resp. Qo lezi ve stiedu usecky
11%, resp. 22*.

n = 6: Ukotvend kiivka je urcena fidicim polygonem PoP1PoP3P4P5P¢ a sklada se ze ctyr
segmentu ko, k1, ka, k3, viz obr. 2.27 ¢). Vsechny Ctyfi segmenty jsou Bézierovy kubiky s fidicimi
polygony ko: PoP11Qq, k1: Q1172Qq, k2: Q22*3Q3, k3: Q33" P5Pg.

Konstrukece vnitinich krajnich bodu Q1, Qs a Qg3 je nédsledujici: druhé a predposledni rameno
tidiciho polygonu rozdélime na poloviny; dostaneme body 1 a 3*. Zbyvajici vnitini ramena
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tidiciho polygonu rozdélime na tietiny; dostaneme body 1%, 2, 2*, 3. Bod Q1, resp. Q2, resp.
Qs lezi ve stfedu usecky 11%*, resp. 22*, resp. 33*.

n = 7: Ukotvend kiivka je ur¢ena ridicim polygonem PoP1PoP3PsP5PsP7 a sklada se z péti
segmentu kg, k1, ko, k3, k4. VSechny segmenty jsou Bézierovy kubiky s fidicimi polygony kq:
POP11Q1, ]4312 Q11*2Q2, kg: Q22*3Q3, kig: Q33*4Q4, k‘42 Q44*P6P7. Prostredni segment ]452 je
zdroven, Coonsova kubika, jejiz Fidici polygon je PoP3P4Ps.

Konstrukece vnitinich krajnich boda Qq, Q2, Q3 a Q4 je obdobn4d jako v predeslém piipadé
a je patrnd z obr. 2.27 d).

Obrézek 2.27: Ukotvena kiivka uréend ruznym poc¢tem fidicich bodu
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n > T7: Ukotvend kiivka s fidicim polygonem, ktery obsahuje vice nez osm #idicich bodi
Py,...,P,, je tvofena n — 2 segmenty ko,...,k,_3. Prvni dva a posledni dva segmenty jsou
Bézierovy kubiky. Zbyvajicich n — 6 vnitinich segmentt jsou C? spojité napojené Coonsovy
kubiky, které tvoii otevieny Coonstuv kubicky B-spline uréeny fidicim polygonem Ps...P,_o.
Piiklad takové kiivky je uveden na obr. 2.28.

Je tedy ziejmé, ze pii jakémkoliv poétu iidicich bodii n > 3 lze ukotvenou kiivku slozit z C?
spojité napojenych Bézierovych kubik. C? spojitost vyplyva z polohy fidicich bodi kazdych
dvou sousednich Bézierovych kubik, které spliiuji podminky (2.35), (2.36) i (2.37).

2.5.2 Konstrukce krajnich bodi jednotlivych segmenti ukotvené krivky

Pro n > 7 je konstrukce krajnich bodu jednotlivych segmentu ukotvené kiivky nasledujici (sle-
dujme obr. 2.28):

1. Pocatecni bod Qg je totozny s pocatetnim bodem Py fidiciho polygonu ukotvené kiivky.
2. Koncovy bod Q,,—2 je totozny s poslednim bodem P, fidictho polygonu ukotvené kiivky.
3. Prvni, resp. posledni rameno fidicitho polygonu ukotvené kiivky nedélime vibec.

4. Druhé, resp. predposledni rameno fidictho polygonu ukotvené kiivky délime napul — do-
staneme bod 1, resp. (n — 3)*.

5. Zbyvajici vnittni ramena Fidictho polygonu ukotvené kiivky délime na tfetiny — dostaneme
body 1*,2,2* 3,3*, ...

6. Sestrojime usecky 11*, 22* ...

7. Krajni bod Q1, Qa, ... lezi ve stiedu tsecky 11%, 22*, ...

O 9 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15x16

Obréazek 2.28: Konstrukce krajnich bodu jednotlivych segmentii ukotvené kiivky

B Priiklad 2.15 — Modelovani znaku @ ukotvenou k#ivkou. Predpokladejte, ze kiivky
k* ik, kterymi je modelovan znak @ v piikladu 2.6, jsou ukotvené kiivky.
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Urcete konstrukei polohu jejich #idicich bod, sestrojte piislusné fidici polygony a ukotvené
kfivky nac¢rtnéte.

Reseni. Konstrukee je patrnd z obr. 2.29.

704
"

604
80
404
304

P

20

P:=Qq=

80 x 70
Obrazek 2.29: Modelovani znaku @ ukotvenou kiivkou O

B Piiklad 2.16 Na ¢tvereckovany papir (velikost ¢tverecku 0.5 cm, formédt A4 na sitku, pocéatek
soufadného systému pfiblizné 2 cm od levého i spodniho okraje papiru) sestrojte fidici poly-
gony nasledujicich kiivek (pro strucnost zapisu jsou fidici body uvedeny pouze souradnicemi
v centimetrech, oznaceni fidicich bodu si zvolte):

ko:  (3.5,10), (1,10), (0,8.5), (1,7), (4,7), (6.5,8.5), (7,10), (5.5,10.5), (3.5,9.5), (2,7.5),
2,4.5), (3,3.5), (4.5,3.5), (5.5,4.5), (6,6), (5.5,4.5), (5.5,2.5), (4.5,1), (3,1), (3.5,3),

( (
(6.5,4), (7.5,6);

ki: (7.5,6), (7,4.5), (8.5,6);

ka:  (8.5,6), (7.5,3.5), (8.5,3), (9.5,5), (10.5,6), (12.5,6);

ks:  (12.5,6), (10.5,6), (9.5,5), (9.5,3), (11.5,3.5), (12.5,6);

ke (12.5,6), (11.5,3.5), (12.5,3), (14.5,6), (16,7.5), (16.5,10), (16,10.5), (15,8.5),
(14,3.5), (12.5,0), (14,0), (14,4), (13.5,4), (13.5,3.5), (14.5,3.5), (15.5,4.5),
(16.5,6);

ks:  (16.5,6), (15.5,3.5), (16.5,3), (18,6), (19.5,7.5), (20,10), (19.5,10.5), (18.5,8.5),
(18,6), (17.5,3.5);

ke:  (17.5,3.5), (18,6), (19,6), (19.5,5.5), (19,4.5), (18,4.5);

kr: (18,4.5), (18.5,4.5), (18.5,4), (19,3), (20,5), (21,6), (23,6);

ks: (23,6), (21,6), (20,5), (20,3), (22,3.5), (23,6);

ko:  (23,6), (22,3.5), (23,3), (24,5), (25,6);

ks (17,7).

Je-1i pocet fidicich bodu kiivky mensi nez 4, povazujte danou kiivku za Bézierovu kiivku;
v opacném piipadé povazujte danou kiivku za ukotvenou kiivku.
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Obrazek 2.30: Modelovani pisma
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Sestrojte krajni body jednotlivych segmentt vSech ktivek a kiivky ko, .. ., k1o nacrtnéte. Jaky
je stupen kiivek ko, ..., k19?7 Z kolika segmentu se kiivky ko, ..., k1o sklddaji? S jakou spojitosti
jsou jednotlivé segmenty kiivek ko, ..., k1o napojeny? S jakou spojitosti jsou kiivky ko, ..., k1o
napojeny?

Reseni. Na obr. 2.30 jsou nakresleny jednotlivé kiivky véetné svych ifdicich polygoni.
Vlastni feseni a odpovédi na otazky ponechavame na Ctendfi. O

B Cviceni 2.28 Ridici polygony ukotvenych kiivek na obr. 2.27 jsou nésledujici:

a) PO = (17 1)7 Pl = (37 1)’ P2 = (577)7 P3 = (77 1)7 P4 = (9’4);

b) Po=(4,1),P;=(1,3),Py=(1,7), Ps = (7,7), P4 = (7,3), P5s = (10, 1);

c) Pp=(3,1),P1=(1,3),Py=(3,7),P3=(6,1), P, =(9,7), P5 = (7,7), Ps = (6,5);

d) Pp=(4,5),P1=3,7),Py=(1,7), Ps=(4,1), P, = (7,7), P5 = (10,1), Pg = (8, 1),
P; = (7,3).

Predpokladejte, ze tyto ukotvené kiivky jsou slozeny vyhradné z Bézierovych kubik. Urcete
konstrukei a vypoctem polohu fidicich bodu téchto Bézierovych kubik a naleznéte jejich
vektorové rovnice. Ovéite vypoctem C? spojitost napojeni jednotlivych Bézierovych kubik,
ze kterych jsou ukotvené kiivky slozeny.

B Cviceni 2.29 Piedpokladejte, ze ukotvené kiivky na obr. 2.27, jejichz #idici body jsou uve-
deny ve cviceni 2.28, jsou Coonsovy kubické B-spline. Urcete konstrukei polohu fidicich bodi
P; téchto Coonsovych kubickych B-spline. Naleznéte vektorové rovnice jednotlivych Coon-
sovych kubik, ze kterych jsou Coonsovy kubické B-spline slozeny a porovnejte je s vektorovymi
rovnicemi Bézierovych kubik z cvi¢eni 2.28.

B Cviceni 2.30 Inspirujte se piikladem 2.16 a vytvoite pomoci znamych modelu kiivek obecného
tvaru své inicialy, pfipadné celé jméno a piijmeni.

2.5.3 Napojeni ukotvenych krivek

Vzhledem k tomu, ze se ukotvena kiivka sklddd z Bézierovych kubik, lze podminky pro CY,
C! a C? spojité napojeni dvou Bézierovych kiivek, které jsme odvodili v ¢asti 2.2.4, vyuzit
a formulovat podminky C°, C' a C? spojitého napojeni dvou ukotvenych kiivek.

Uvazujme ukotvenou kiivku k s fidicim polygonem PgP; ... P,, k jejimuz koncovému bodu
chceme C°, C!' a C? spojité piipojit ukotvenou kiivku [ s fidicim polygonem RoR ... R,,.

Spojitost nultého #adu. Je ziejmé, ze ukotvené kiivky & a [ budou napojeny s CY spojitosti,
bude-li platit
P, = Ry, (2.53)

tj. budou-li totozné fidici body v misté napojeni. Poloha ostatnich fidicich bodi obou ukotvenych
kfivek je libovoln4.

Spojitost 1. #adu. Ukotvené kiivky k a [ budou napojeny s C' spojitosti, bude-li platit
podminka (2.53) a budou-li totozné teéné vektory v bodé napojeni. Znamend to, ze vektor
uréeny pocateénim ramenem fidictho polygonu ukotvené kiivky [ musi byt shodny s vektorem
uréenym koncovym ramenem ukotvené kiivky k:

P,—P,_; =R, —Ry. (2.54)

Ridic{ bod P,, = Ry je potom stied tsecky P, _1R4. Poloha ostatnich fidicich boda obou ukot-
venych kiivek je libovolna.
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Spojitost 2. fadu. Ukotvené kiivky k a [ budou napojeny s C? spojitosti, budou-li splnény
podminky (2.53) a (2.54) a bude-li vektor SpS; roven ¢tyinasobku vektoru P,,_1P,:

S1—So= 4(Pn — Pn—l)v (255)

kde bod Sy je stied predposledniho ramene P,,_sP,,_1 fidiciho polygonu ukotvené kiivky k a bod
S; je stied druhého ramene RjRy fidiciho polygonu ukotvené kiivky [, viz obr. 2.34. Poloha
ostatnich #idicich bodu obou ukotvenych kiivek je libovolna.

Obdobné podminky plati pro C°, C' a C? spojité napojeni v pocateénim bodé ukotvené
kiivky k, jenom musime respektovat opacnou orientaci fidicich bodu.

B Priiklad 2.17 — Napojeni ukotvenych kiivek. Ukotvena kiivka k je ur¢ena fidicim poly-
gonem PQ = (—5,4), P1 = (—7, 6), Pg = (—9,4), P3 = (—6, —2), P4 = (—3,4), P5 = (—1,0),
Pg = (0,0). Ukotvena kiivka [ je urcena Rg = (4,0), Ry = (4,5), R2 = (0, —5), Rg = (6, —2),
R, =(9,4), Rs = (7,6), Rg = (5,4).

Zobrazte fidici polygony ukotvenych ktivek k a I. Konstrukei urcete polohu krajnich bodi
jednotlivych segmentu a kiivky k, [ nac¢rtnéte. Urcete konstrukei takovou polohu #idicich bodu
ukotvené kiivky [, abyste zajistili C?, C' a C? spojitost napojeni po¢ateéniho bodu kiivky
[ na koncovy bod kiivky k. Modifikovany tvar kfivky [ nac¢rtnéte. Které segmenty ukotvené
kfivky [ zméni svij tvar pfi modifikaci fidiciho polygonu?

Reseni. Na obr. 2.31 jsou zobrazeny ukotvené kiivky k a [ véetné svych Fidicich polygont.
Krajni body jednotlivych segmentu jsou vyznaceny symbolem e.

o P, 61
V] R,
51 9

Obrazek 2.31: Ukotvené kiivky k, [

Ukotvena kiivka [ se sklad4 ze ¢tyi segmentii. Pro zajisténi C¥ spojitosti je tieba podle (2.53)
zménit polohu pouze jediného Fidictho bodu Ry tak, aby Rg = (0,0). Tim se zméni tvar
segmentu ly, tvar ostatnich segmentu kiivky [ zustane zachovéan, viz obr. 2.32.
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CQ

Pro zajisténi C! spojitosti je tieba, aby Ro = (0,0) a podle (2.54) je tieba zménit polohu
fidictho bodu R; tak, aby Ry = (1,0), viz obr. 2.33. Tim se zméni tvar segmentt [y a [y, tvar
ostatnich segmentt ukotvené kiivky [ zustava beze zmén.

C? spojitost zajisti poloha Ry = (0,0), Ry = (1,0) a dale podle (2.55) zména polohy Fidiciho
bodu Ry tak, aby Ry = (3,4), viz obr. 2.34. Nyni se zméni tvar segmentu ly, 1 a la, tvar
posledniho segmentu I3 ukotvené kiivky [ zustane zachovan.
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Obrézek 2.32: Napojeni ukotvenych kiivek s C° spojitosti

Vime, ze ukotvend kiivka je slozena z C? spojité napojenych segmentt. Je tedy ziejmé, ze
spojité napojeni dvou ukotvenych kiivek lze zajistit i jedinou ukotvenou kiivkou uréenou

modifikovanym fidicim polygonem. Touto modifikaci se zabyva nasledujici piiklad.

Piiklad 2.18 — Konstrukce fidiciho polygonu ukotvené kiivky slozené ze dvou C?
spojité napojenych ukotvenych kiivek. Upravte konstrukei idici polygony C? spojité
napojenych ukotvenych krivek k a [ z obr. 2.34 tak, aby jejich segmenty patfily jediné ukotvené
kiivce k*. Tvar jednotlivych segmentu i jejich spojitost musi zustat zachovana.

Reseni. Oznacéme P;,:=0,1,...,n+m—2, iidici body kfivky £*. Konstrukce jejich polohy
je patrna z obr. 2.35. Poloha tidicich bodu P{, P35, P35 a P} je shodné s polohou fidicich bodu
Py, Py, P3 a Py z obr. 2.34. Bod P} ziskdme, prodlouzime-li puvodni rameno P4P5 o jednu
polovinu délky za bod P5 nebo prodlouzime-li puvodni rameno R;Rs o jednu polovinu délky
za bod Ry. Poloha fidicich bodu Pg, ..., P}, je shodna s polohou fidicich bodi Ra,...,Rs
z obr. 2.34.

2.5.4 Ukotvena kiivka v Rhinu

Uniformni ukotvena B-spline kiivka p-tého stupné s n + 1 fidicimi body, kde p < n, predstavuje
v Rhinu (i v prevazné vétsine CAD/CAM systému) zdkladni modelovaci néstroj, kterym lze
velmi pohodlné a intuitivné vytvafet kiivky zcela obecného tvaru. Matematicky popis takovych
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o P B
P \\1 5
5-

Obrézek 2.33: Napojeni ukotvenych kiivek s C! spojitosti

kiivek je vSak pomérné komplikovany. Abychom piesto pronikli do zakonitosti, kterymi se ridi
modifikace jejich tvaru, vénovali jsme se v kapitole 2 nejprve kiivkam s jednoduchou analytickou
reprezentaci a vysvétlili jsme si jejich vztah k uniformni ukotvené B-spline kiivce 3. stupné, ktera
je v praxi nejrozsitené;jsi.

Pri vytvareni kiivek obecného tvaru se tedy v zadném piipadé nemusime spoléhat jen na
metodu ,pokus a omyl“, jejiz vysledky jsou nepfedvidatelné. Pravé naopak — muzeme aplikovat
v8echny poznatky o kiivkédch, se kterymi pracujeme a vyuzivat vSechny jejich zndmé geometrické
vlastnosti, aby naSe prace byla efektivni a zajimava.

Ukotvena kiivka 3. stupné — Prikaz: Kiivka zaddvand 7idicimi body — Pocatek kiivky: v piikazovém
fadku zadat stupen 3; zadat postupné vSechny fidici body — Enter.

Poznamky:

1) Prikazy pro fidici body a fidici polygon ukotvené kiivky jsou stejné jako pro Bézierovu
kiivku, viz ¢ast 2.2.5.

2) Pravidla pro modifikaci tvaru ukotvené kiivky jsou stejnd jako pro Bézierovu kiivku,
viz ¢ast 2.2.5.

Krajni body segmentti ukotvené kiivky — Piikaz: Vice bodu — Umisténi bodu: zapnout
Uchopovani uzli, pFipadné vypnout Krok; zamérovatem pohybovat podél ukotvené kiivky
a kliknout, jakmile se zobrazi u zamétrovace informace Uzel. V krajnich bodech jednotlivych
segmentu ukotvené kiivky se nakresli body jako samostatné entity.

Pozor! Krajni body jednotlivych segmentu ukotvené kiivky jsou pravé ty body, které
lze uchopit rezimem Uchopovdni uzli. Proto ani k modifikaci tvaru ukotvené kiivky ne-
pouzivame pitkazy Vliozit uzel a Odstranit uzel, protoze se po takovém zdsahu stane
z puvodné uniformni ukotvené B-spline kiivky 3. stupné neuniformni ukotvend B-spline
kiivka 3. stupné.
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Obrézek 2.34: Napojeni ukotvenych kiivek s C? spojitosti O
o Pi=P, 6- Py=R;0,
N ¥ 7N
=Ry
3 ¥, (1 / \ /
L \Vi \ f; % Vi
P;=P; 4 28 Ps 6 P;=R;
Obrézek 2.35: Reseni C? spojitosti jedinou ukotvenou kiivkou O

Napojovani ukotvenych kiivek — Pravidla pro usnadnéni prace pti konstrukci polohy #idicich

bodt zajistujicich pozadovanou spojitost jsou obdobna jako tomu bylo pfi napojovani
Bézierovych kubik (sledujme obr. 2.31, obr. 2.33 a obr. 2.34).

C" spojitost: totoznost krajnich bodu fidicich polygonti zajistime premisténim Fidiciho
bodu Rg na obr. 2.31 do fidictho bodu Pg se zapnutym rezimem Uchopovdni koncovych
bod.

C' spojitost: polohu fidictho bodu R na obr. 2.33 uréime jako volny koncovy bod tsecky
kreslené prikazem Usecka z bodu v poloviné — Stied tsecky: kliknout do bodu Pg — Konec
usecky: kliknout do bodu P5. Tak bude spole¢ny ridici bod Pg = Ry stredem tsecky PsR;.
C? spojitost: polohu Fidictho bodu Ry na obr. 2.34 uréfme nésledujicim postupem:

Nejprve se zapnutym nastrojem Uchopovdni koncovijch bodu nakreslime rameno P4Pj5

pitkazem Samostatné isecky — Pocatek tsecky — kliknout do bodu P4 — Konec tsecky:
kliknout do bodu Ps.

—
Potom dvakrat zkopirujeme tsecku PsR; (kterd predstavuje dvojnésobek vektoru P5Pg)
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piikazem Kopirovat — Vyberte objekty ke kopirovani: kliknout na tsecku PsR; — Enter
— Vychozi bod kopirovani: kliknout do bodu P5 zapnout rezim Uchopovdni bodu v poloviné
objekti — Cilovy bod kopirovani: kliknout do stfedu usecky P4Ps, tedy do bodu Sy —
Cilovy bod kopl’rigéni: kliknout do volného komcovéh_o> bodu C zkopirované usecky —
Enter. Vektor SyS; je nyni ¢tyfnasobkem vektoru PsPg a bod S; dle obr. 2.34 urcuje
stfed ramene R1Ro.

Nakonec uréime polohu fidiciho bodu Ry jako volny koncovy bod tisecky kreslené prikazem
Usecka z bodu v poloviné — Stied usecky: kliknout do bodu S; — Konec tsecky: kliknout
do bodu R;.

Vypis struktury ukotvené kiivky — Piikaz: Vipis databdze objektu — Vyberte objekty pro
vypis podrobnych informaci: kliknout na ukotvenou kiivku — Enter. Zobrazi se dialogové
okno Vipis, ve kterém se zobrazuji podrobné informace. Pro nas jsou uzite¢né nasledujici
informace (uvazujme napft. ukotvenou kiivku k z piikladu 2.17):

e order = 4: kiivka je 4. faddu, tedy 3. stupné,
e cv_count = 7: pocet fidicich bodu je 7,
e index value: vypis fidicich bodu a jejich globédlnich kartézskych soufadnic, napf.:

index value
cviol (-5,4,0)
cviil (-7,6,0)
cvi2l (-9,4,0)
cvi3l (-6,-2,0)
cvi4l (-3,4,0)
cvisl (-1,0,0)
cviel (0,0,0)

Poznamky:

1) Informace je mozné z dialogového okna zkopirovat do schranky Windows a vlozit do
vypocetniho systému (Maple, Mathematica, ...), kde je lze (po nezbytné editaci) pouzit
jako vstupni data vypoctu.

2) Podrobné informace lze ziskat pro libovolny objekt Rhina, tedy i pro kiivky, kterymi
jsme se zabyvali v pfedchazejicich ¢astech této kapitoly.

B Cviceni 2.31 V Rhinu nakreslete fidici polygony ukotvenych kiivek z obr. 2.27 (vstupni
data jsou uvedena ve cviceni 2.28). Urcete konstrukci polohu tidicich bodu jednotlivych
Bézierovych kubik, ze kterych jsou ukotvené kiivky slozeny, a Bézierovy kubiky nakreslete.
Zobrazte grafy kiivosti Bézierovych kubik.

Jinou barvou nakreslete ukotvené kiivky a krajni body jednotlivych segmentt (se zapnutym
rezimem Uchopovdni uzli). Zobrazte grafy kiivosti ukotvenych kiivek.

Porovnejte tvar Bézierovych a ukotvenych kiivek, polohu krajnich bodu segmentu a grafy

kiivosti.

B Cviceni 2.32 V Rhinu vymodelujte znak @ ukotvenymi kiivkami podle obr. 2.29. Ridici
body ukotvenych kiivek jsou nasledujici:
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k* Py = (47,46), P* = (29,53), P} = (17,31), P = (29,16), P% = (45,22), Pt = (47,46),
ki Po = (47,46), Py = (48,20), Py = (60, 16), P5 = (66,34), P4 = (60,58), P = (24, 70),
Ps = (0,28), P7 = (20,0), Pg = (47,7).

Nakreslete krajni body jednotlivych segmentu obou ukotvenych kiivek a ovéite jejich polohu
konstrukei.

Cviceni 2.33 V Rhinu nakreslete kiivky kg az k1¢ z piikladu 2.16. Ovéite si pomoci nastroju
Rhina své odpovédi na otdazky uvedené v ptikladu 2.16.

Cviceni 2.34 V Rhinu nakreslete uzavieny Coonsuv kubicky B-spline k, jehoz fidici body
jsou nésledujici (pro stru¢nost zapisu uvddime pouze soufadnice v mm zaokrouhlené na 3 de-
setinnd mista):

k: (0.360,0.000,10.176), (-0.720,3.165,9.649), (-3.184,4.938,8.306),
5.899,5.136,6.504), (-8.176,4.104,4.440), (-9.664,2.245,2.261),
9.992,0.765,0.729), (-10.000,0.000,0.000), (-9.991,-0.765,-0.729),
9.663,-2.244,-2.261), (-8.176,-4.104,-4.440), (-5.900,-5.136,-6.504),
3.184,-4.938,-8.306), (-0.720,-3.165,-9.649), (0.360,0.000,-10.176),
0.720,3.165,-9.649), (-3.184,4.938,-8.306), (-5.900,5.136,-6.504),
8.176,4.104,-4.440), (-9.664,2.245,-2.261), (-9.992,0.765,-0.729),
10.000,0.000,0.000), (-9.991,-0.765,0.729), (-9.666,-2.244,2.261),
8.176,-4.104,4.440), (-5.900,-5.136,6.504), (-3.184,-4.938,8.306),
(-0.720,-3.165,9.649), (0.360,0.000,10.176).

(
(
(
(
(
(
(
(
(

7 kolika segmentt se kiivka k sklada? Jaka je spojitost podél kiivky k?

Vymodelujte dale kouli (piikaz Koule: stied a polomér — Stied koule: 0,0,0 — Polomér: 10)
a vélec (ptikaz Vilec — Dolni podstava vélce: w-5,0,-15 — Polomér: 5 — Horni podstava
vélce: w-5,0,15.)

Jaky je vztah kiivky k ke kouli a valci (nepfesnosti zpusobené zaokrouhlenim vstupnich dat
neuvazujte)?
Kiivka k je pojmenovana podle jednoho italského matematika a fyzika (1622-1703). Znéte
jeho jméno?

Cviceni 2.35 Realizujte cviceni 2.30 v Rhinu.

Cviceni 2.36 Realizujte piiklad 2.17 a 2.18 v Rhinu.



Kapitola 3

Modelovani ploch

Pii matematickém modelovani ploch obecného tvaru mame vice moznosti nez tomu bylo u mo-
delovani kiivek. Kromé bodu mohou byt plochy zadany i kiivkami, které na ploSe lezi, a déle
geometrickymi podminkami, které maji byt v zadanych bodech nebo podél zadanych kiivek
splnény. Je-li plocha zaddna body, hovotfime o siti bodu, a to v piipadé aproximace o siti Fidicich
bodu, nebo-1i Fidici siti, v pFipadé interpolace o siti definicnich bodi, nebo-li definiéni siti. Je-
li plocha zadana kiivkami, které na ploSe lezi, hovotime o systému definic¢nich kiivek a vzdy
vytvarime interpola¢ni plochu.

se omezime na podrobny vyklad matematickych modelta popisujicich jeding pldt a sezndamime se
s pravidly a zdkonitostmi pldtovdn, tj. napojovani platu se zajisténim piredem dané spojitosti.
Z interpola¢nich platu se budeme vénovat tém nejjednodussim, které jsou urcené pouze svymi
rohy nebo okraji. Z aproximacnich platu se zaméiime predevSim na platy urcené siti s deviti,
dvanacti a Sestnacti f{dicimi body.

3.1 Vektorova rovnice plochy

Vektorova rovnice plochy je linedrni kombinaci bazovych funkci, kterymi jsou polynomy dvou
proménnych (u,v) € [0,1]2. Souéinitelé jednotlivych bazovych funkef jsou zadand vstupni data —
definiéni body, okrajové kiivky nebo fidici body. Jsou-li vstupnimi daty okraje platu, které jsou
uz samy o sobé funkci proménné wu, resp. v, jsou bazovymi funkcemi pouze jednoparametrické
polynomy druhé proménné v, resp. u.

Vzhledem ke ¢tvercové oblasti oboru parametrizace [0, 1]? je logické uspoiadat vstupni data
do matice, tzv. mapy plochy M. Ozna¢me obecné M, ;, i = 0,1,...,m, j = 0,1,...,n, prvky
mapy plochy, které jsou ruzné podle zvoleného matematického modelu. Vzdy ale obsahuji tii
soufadnicové slozky, tedy M, ; = (x4, ¥ij,2i5), ¢ =0,1,...,m, j=0,1,...,n.

Dvouparametrické bazové funkce vytvoiime vynasobenim dvou jednoparametrickych bazovych
funkci. Oznac¢me obecné H;(u), u € [0,1], i =0,1,...,m, bazovou funkci parametru v a H;(v),
v € [0,1], j = 0,1,...,n, bdzovou funkci parametru v. Ve vysledné linedrni kombinaci bude
prvek M, ; soucinitelem dvouparametrické bazové funkce H; j(u,v) vytvofené soucinem jedno-
parametrickych bazovych funkci prislusnych indexu, tedy

H; j(u,v) = Hy(w)H;(v), (u,v) €[0,1)%, i=0,1,...,m, j=0,1,...,n. (3.1)
Rikdme, ze bazova funkce H; j(u,v) je asociovdna s prvkem M, ;.

V definicich matematickych modeli ploch uréenych vice vstupnimi daty budeme upfednostiiovat
maticovou formu vektorové rovnice plochy, kterou dostaneme, usporddéame-li jednoparametrické

83



84 MODELOVANI PLOCH

béazové funkce do vektori
H(u) = (Ho(u), Hl(u)a ) Hm(u)) ) HT(U) = (HO(U)v Hl(”)? R Hn(v))T s
kterymi zleva a zprava vynasobime mapu plochy, t;j.

P(u,v) = H(u)-M-H(v) =

Moo Mo ... My, Hy(v)
Ml,O Ml,l . e Ml,n H1 ('l})
= (Ho(u), Hi(u), ..., Hpn(u)) - . . . : . 7
Mo Myt ... My, H,(v)
(u,v) € [0,1]% (3.2)

Roznéasobenim matic dostavame vektorovou rovnici plochy ve formé linearni kombinace bazovych
funkei

P(u,v) = Ho(u)Ho(v)Mo o+ Ho(u)H1(v)Mo1 + ...+ Hpy(w)Hy (0)My, p, (u,v) € [0, 1%. (3.3)

Tuto formu vektorové rovnice plochy pouzijeme v ptipadé ploch uréenych méné vstupnimi daty.
Pokud je vstupnich dat vice, je linedrni kombinace bazovych funkci nepiehledné, a proto v téchto
piipadech pouzijeme jiz zminénou maticovou formu.

V literatufe se Casto vyjadiuje vektorové rovnice také ve formé dvou sumaci

m n
P(u,v) = > > Hi(u)H;(0)Miy, (u,v)=[0,1]%, (3.4)
i=0 j=0
kterou zde ale pouzivat nebudeme.
Vsechny tii formy vektorové rovnice — maticova, linearni kombinace bazovych funkei i vyjadiena

sumacemi — jsou ekvivalentni.
Parametrické vyjadieni plochy dostaneme, pokud za vstupni data M; ; dosadime konkrétni

soufadnicové slozky x; j, yi j, zi; (v maticové forme):

o0 Z01 --- Ton Hy(v)

() = (Holu), Ha(u), o How) - | 70 00 P | L o,
Tm,0 Tm,1 - Tmopn H,(v)
Y00 Yo,1 --- Yo Hy(v)

) = (Hofu), Halu) - Ho(u)- | 200 2 O o
Ym0 Ym,l --- Ymon Hy(v)
200 20,1 --- Z0n Hy(v)

) = (Ho(u), Ha(a), o ) | 02 2 O o
Zm,0 Zm,1 .-+ Zmn H,(v)

a provedeme piislusné tkony, tj. vynasobime matice a upravime vyrazy. Mame-li soufadnicové
funkce, muzeme sestavit vektorovou rovnici plochy P(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)).
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3.2 Primkova prechodova plocha

Ptrechodova plocha interpoluje dva zadané protilehlé okraje — kiivky, jejichz analytickou repre-
zentaci je vektorova funkce jedné proménné. Piimkovou prechodovou plochu, jejiz analytickou re-
prezentaci je vektorova funkce dvou proménnych, dostaneme linedrni interpolaci mezi zadanymi
okraji. Linedrni interpolace mezi zadanymi okraji znamena, ze uré¢ime body okraju odpovidajici
stejné hodnoté parametru a tyto body spojime tseckami. Mnozina vSech téchto tusecek tvoii
ptimkovou pifechodovou plochu.

Nadale budeme pouzivat néasledujici stru¢né oznaceni pro zadané rohy a okraje platu:

].)0’07 ].DOJ7 PLO’ P171 ... zadané rohy plétu P(0,0), 1:'(07 1), P(l, 0), P(l, 1),
Po(u), Pi(u), Po(v), P1(v) ... zadané okraje platu P(u,0), P(u,1), P(0,v), P(1,v).
B Definice 3.1 Pfimkova prechodova plocha. Necht jsou dédny okraje ve sméru u, které

jsou tvoreny jednosegmentovymi kiivkami Po(u) a Pi(u), u € [0,1]. Potom je piimkova
prechodovéa plocha uréena okraji ve sméru u tvorena jedinym platem s vektorovou rovnici

P(u,v) = (1 —v)Po(u) + vP1i(u), (u,v) € [0,1]>. (3.5)

Zadané okraje jsou funkci u, proto jsou bazové funkce jednoparametrické linedrni polynomy
proménné v: 1 — v a v.

Podobné, necht jsou dény okraje ve sméru v, které jsou tvoreny jednosegmentovymi kiivkami
Po(v) a Pi(v), v € [0,1]. Potom je ptimkovd prechodova plocha ur¢end okraji ve sméru
v tvofena jedinym platem, jehoz vektorova rovnice je

P(u,v) = (1 —u)Po(v) + uP1(v), (u,v) € [0,1]>. (3.6)

Zadané okraje jsou funkci v, proto jsou bazové funkce jednoparametrické linedrni polynomy
proménné u: 1 —u a u. O

B Priiklad 3.1 — Piimkova prechodova plocha urcena okraji ve sméru u. Jsou dany
okraje Po(u) = (2u,0, —u? + 2), P1(u) = (2u,2,2u? — du + 2), u € [0, 1].

Naleznéte parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici piimkové prechodové plochy P(u,v),
(u,v) € [0,1]2. Déle naleznéte vektorovou rovnici teénych vektora P“(u,v), P¥(u,v) para-
metrickych kiivek a zkrutu P*’(u,v). Pro hodnoty parametru u,v = 0,1 uréete rohy platu,
okraje platu, tecné vektory parametrickych ktivek v rozich platu a zkruty v rozich platu.

Reseni. Soutadnicové funkce z(u,v), y(u,v), z(u,v) plochy P(u,v) dostaneme, dosadime-li
do (3.5) prislusné souradnicové funkce zadanych okraju:

z(u,v) = (1 =) -2u+v-2u=2u,
y(u,v) = (1—-v)-04+v-2=2v,
2(u,v) = (1 —v)(—u?+2) +v(2u? — du +2) = 3uv — u?® — duv + 2, (u,v) € [0,1]>.

Vektorova rovnice piimkové pirechodové plochy je
P(u,v) = (2u,2v,3u?v — u? — duv + 2), (u,v) € [0,1]°. (3.7)
Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.7), dostaneme rohy platu
P(0,0) = (0,0,2), P(0,1) = (0,2,2), P(1,0) = (2,0,1), P(1,1) = (2,2,0).

Dosadime-li u =0, u =1, v =0, v =1 do (3.7), dostaneme okraje platu
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P(u,0) = (2u,0,—u? +2), u€[0,1] .......... zadany okraj Po(u),
P(u,1) = (2u,2,2u? —4u +2), uc[0,1] ...... zadany okraj Pq(u),
P(0,v) =(0,2v,2), v € [0,1] ...coiiiiii.... usecka v roviné x = 0,
P(l,v)=(2,2v,—v+1), ve[0,1] ............ usecka v roviné x = 2.

Na obr. 3.1 a) jsou nakresleny zadané okraje, vysledna pifimkova pfechodova plocha (3.7) je
nakreslena na obr. 3.1 b).

a) Zadani b) Vysledné plocha

Obréazek 3.1: Piimkova prechodova plocha urcéend okraji ve sméru u

Vektorova rovnice tetnych vektoru parametrickych kiivek je dle (1.42) a (1.43)

P%(u,v) = (2,0,6uv — 2u — 4v), (u,v) € [0,1]%,
PY(u,v) = (0,2,3u® —4u), (u,v) € [0,1]°. (3.8)

Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.8), dostaneme te¢né vektory v rozich platu

P*(0,0) = (2,0,0), P*(0,1) = (2,0, —4), P*(1,0) = (2,0, -2), P*(1,1) = (2,0,0),
PY(0,0) = (0,2,0), P*(0,1) = (0,2,0), P’(1,0) = (0,2,—1), P*(1,1) = (0,2, —1).

Vektorova rovnice zkrutu je dle (1.49)
P (u,v) = (0,0,6u —4), (u,v) € [0,1]>. (3.9)
Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.9), dostaneme zkruty v rozich platu
P“?(0,0) = (0,0,—4), P“*(0,1) = (0,0,—4), P*“(1,0) = (0,0,2), P*(1,1) = (0,0, 2).

Na obr. 3.2 a) jsou nakresleny tecné vektory (3.8) parametrickych kiivek a na obr. 3.2 b) jsou
nakresleny zkruty (3.9) v nékolika bodech pifimkové piechodové plochy (3.7). Pro zachovéani
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a) Teéné vektory parametrickych kiivek b) Zkruty

Obrazek 3.2: Primkova prechodova plocha uréend okraji ve sméru u O

¢itelnosti obrézku je délka nakreslenych vektoru zkrécena (délka teénych vektoru na 1/5,
délka zkrutu na 1/3 své skuteéné délky).

Dvojice teénych vektoru parametrickych kiivek v kazdém bodé plochy urc¢uje teénou rovinu
v tomto bodé. Zkrut potom miru odchyleni plochy od te¢né roviny, tedy kiivost plochy.

B Priiklad 3.2 — Piimkova prechodova plocha urcena okraji ve sméru v. Jsou dany
okraje Po(v) = (0,2v,4v? — 4v + 2), P1(v) = (2,2v,v? — 2v + 1), v € [0, 1].

Naleznéte parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici piimkové prechodové plochy P(u,v),
(u,v) € [0,1]2. Déle naleznéte vektorovou rovnici teénych vektori P%(u,v), P¥(u,v) para-
metrickych kiivek a zkrutu P*’(u,v). Pro hodnoty parametria u,v = 0,1 urete rohy platu,
okraje platu, tecné vektory parametrickych kiivek v rozich platu a zkruty v rozich platu.

Reseni. Soufadnicové funkce z(u,v), y(u,v), z(u,v) plochy P(u,v) dostaneme, dosadime-li
do (3.6) ptislusné soutradnicové funkce zadanych okraju:

z(u,v) = (1—u)-0+u-2="2u,
y(u,v) = (1 —u)-2v+u-2v=2v,
2(u,v) = (1 —u)(4v? —4v+2) +u(v? —20+1) =
= —3uv?® + 2uv — u + 4v* — 4v + 2, (u,v) € [0,1]°.

Vektorova rovnice pfimkové pirechodové plochy je
P(u,v) = (2u, 20, —3uv® 4 2uv — u + 4v* — 4v + 2), (u,v) € [0,1]2 (3.10)
Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.10), dostaneme rohy platu
P(0,0) = (0,0,2), P(0,1) = (0,2,2), P(1,0) = (2,0,1), P(1,1) = (2,2,0).

Dosadime-li u =0, u =1, v =0, v =1 do (3.10), dostaneme okraje platu
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P(u,0) = (2u,0,—u+2), u € [0,1] ........... usecka v roviné y = 0,
P(u,1) = (2u,2,—2u+2), ue [0,1] .......... usecka v roviné y = 2,
P(0,v) = (0,2v,4v%> —4v +2), v € [0,1] ...... zadany okraj Po(v),
P(1,v) = (2,2v,v> =2v+ 1), v €[0,1] ....... zadany okraj Py (v).

Na obr. 3.3 a) jsou nakresleny zadané okraje, vysledna piimkové prechodova plocha (3.10)
je nakreslena na obr. 3.3 b).

2

PU(‘I')

a) Zadani b) Vysledné plocha
Obrazek 3.3: Piimkova prechodova plocha urcéend okraji ve sméru v

Vektorova rovnice teénych vektoru parametrickych kiivek je dle (1.42) a (1.43)

= (2,0,-3v*+ 20— 1), (u,v) € [0,1]?
= (0,2, —6uv + 2u+ 8v — 4), (u,v) € [0,1]% (3.11)

“(u,v
v

P“(u,v)
PY(u,v)
Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.11), dostaneme te¢né vektory v rozich platu

P“(0,0) = (2,0,—1), P“(0,1) = (2,0,-2), P“(1,0) = (2,0,—1), P“(1,1) = (2,0,—-2),

P(0,0) = (0,2, —4), P¥(0,1) = (0,2,4), P¥(1,0) = (0,2, —2), P*(1,1) = (0,2,0).
Vektorova rovnice zkrutu je dle (1.49)
P“(u,v) = (0,0, —6v +2), (u,v) € [0,1]>. (3.12)

Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.12), dostaneme zkruty v rozich platu

P"’(0,0) = (0,0,2), P“(0,1) = (0,0, —4), P*(1,0) = (0,0,2), P*(1,1) = (0,0, —4).

Na obr. 3.4 a) jsou nakresleny teéné vektory (3.11) parametrickych kiivek a na obr. 3.4 b)
jsou nakresleny zkruty (3.12) v nékolika bodech pfimkové piechodové plochy (3.10). Pro
zachovani ¢itelnosti obrazku je délka nakreslenych vektoru zkracena (délka teénych vektoru
na 1/5, délka zkruta na 1/3 své skuteéné délky). O
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P*uv)

a) Teéné vektory parametrickych kiivek b) Zkruty

Obréazek 3.4: Piimkova prechodova plocha urcéend okraji ve sméru v

3.2.1 Vlastnosti primkové prechodové plochy

Piimo z definice 3.1, ale i z obrazku pitimkovych ptfechodovych ploch v piikladech 3.1 a 3.2
vyplyvaji nasledujici geometrické vlastnosti ptimkové prechodové plochy:

e Primkova pirechodovéa plocha interpoluje zadané okraje.

e Okraje ve sméru v pfimkové pfechodové plochy urcené okraji ve sméru wu jsou tsecky.
Okraje ve sméru u piimkové prechodové plochy urcené okraji ve sméru v jsou tsecky.

3.2.2 Platovani — platy z primkové pirechodové plochy

S ohledem na vlastnosti piimkové prechodové plochy je ziejmé, ze pomoci plata z piimkové
piechodové plochy uréené okraji ve sméru u lze zajistit pouze CY spojité platovani ve sméru v.
Spojitost platovani ve sméru u je zavisla na typu souradnicovych funkci danych okraju ve
sméru u. Naopak, pomoci plata z piimkové pirechodové plochy urcené okraji ve sméru v lze
zajistit pouze C? spojité platovani ve sméru u. Spojitost platovani ve sméru v je zavisld na typu
soufadnicovych funkei danych okraji ve sméru v.

B Cviceni 3.1 Jsou dany okraje
Po(u) = (3u, 0, 7u® — 12u? + 3u + 2), P1(u) = (3u, 3, 3u® — 9u? + 6u), u € [0, 1].

Naleznéte parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici piimkové prechodové plochy P(u,v),
(u,v) € [0,1]2. Déle naleznéte vektorovou rovnici teénych vektori P%(u,v), P¥(u,v) para-
metrickych kiivek a zkrutu P"(u,v). Pro hodnoty parametru u,v = 0,1 urcete rohy platu,
okraje platu, tecné vektory parametrickych kiivek v rozich platu a zkruty v rozich platu.

B Cviceni 3.2 Jsou dany okraje
Po(v) = (0,3v, =203 + 2), P1(v) = (3,30, —3v3 + 3v?), v € [0, 1].
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Naleznéte parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici piimkové prechodové plochy P(u,v),
(u,v) € [0,1]2. Déle naleznéte vektorovou rovnici teénych vektori P%(u,v), P¥(u,v) para-
metrickych kiivek a zkrutu P"(u,v). Pro hodnoty parametru u,v = 0,1 urcete rohy platu,
okraje platu, te¢né vektory parametrickych kiivek v rozich platu a zkruty v rozich platu.

3.2.3 Primkova prechodova plocha v Rhinu

Pted vytvorenim piimkové piechodové plochy je tfeba mit nakreslené dva okraje. Vzhledem
k tomu, Ze smér parametru v piimkové piechodové plochy v Rhinu je vzdy podél zadanych
okraju a smér u je vzdy podél tsecek, lze vytvorit pouze primkovou piechodovou plochu uréenou
okraji ve sméru v. Pokud si ale uvédomime, Ze okraji mohou byt v prostoru libovolné umisténé
dvé rovinné nebo prostorové kiivky, viz ptfiklad 3.3, nejsme touto skutecnosti pfi modelovani
ptimkovych pfechodovych ploch nijak omezeni.

Piimkova pifechodova plocha — Piikaz: Plocha ze 2, 3 nebo 4 hraniénich krivek — Vy-
berte 2, 3 nebo 4 hrani¢ni kiivky: kliknout na oba okraje — Enter. Nakresli se pifimkova
prechodova plocha uréend danymi okraji.

Pozndmka: Orientace vytvorené pirimkové prechodové plochy je ddna systémem. Snadno
ji zjistime postupem uvedenym pod heslem Bod plochy P(«, ), viz ¢ast 1.4.1, kdyz
zvolime a # 3, viz piiklad 3.3.

B Priiklad 3.3 Piimkova piechodova plocha v Rhinu. Jsou dany #idici polygony dvou

prostorovych Bézierovych kubik Pg(v) a P1(v), v € [0, 1], které tvoii okraje piimkové pifechodové

plochy.

V Rhinu nakreslete obé Bézierovy kubiky a de Casteljau algoritmem' na nich sestrojte

body pro v = % Vytvorte ptimkovou pfechodovou plochu. Na piimkové pfechodové plose
nakreslete body pro hodnoty parametri v =0, v =0,0.2,....,1av =0, ©u=20,0.2,...,1 a
jimi prochéazejici parametrické kiivky.

Reseni proved’te pro nésledujici varianty #idicich polygonti Bézierovych kubik:

a) PU(U): Vo = (1707 1)a V= (23 1, 1)7 Vo = (3,0,0), V3 = (45 170)7

Pl('l)): W() = (0,3,2), W1 = (0,4, 1), WQ = (2,3,0), W3 = (3,4, —1),
b) PO(U)I VO = (_]"47 1)7 Vl = (_2’2)2)5 V2 = (_]-a 17 _]-)7 V3 = (_17072))
Pl(v): Wo = (3,0,3), W1 = (5, 1,0), W2 = (4, 3,—1), W3 = (2, 1,—1).

Reseni. Na obr. 3.5 a) je zobrazena piimkova pfechodovd plocha uréend prostorovymi
Bézierovymi kubikami ze zadédni a), na obr. 3.5 b) je zobrazena piimkova prechodova plocha
urcend prostorovymi Bézierovymi kubikami ze zaddni b). Parametrické kiivky pro u,v = %,
které se v Rhinu zobrazuji automaticky, jsou vyznaCeny stfedné tlustou ¢arou, body na
okrajich sestrojené de Casteljau algoritmem jsou vyznacCeny symbolem e.

Ridici polygony okrajovych Bézierovych kubik ani konstrukce pomoci de Casteljau algoritmu

neni z duvodu zachovani ¢itelnosti obrazku nakreslena.

'De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na prostorové Bézierové kiivce probihd naprosto stejné jako na
rovinné Bézierové kiivce.
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a) b)

Obrazek 3.5: Piimkova prechodové plocha v Rhinu OJ

Cviceni 3.3 K platu z piimkové prechodové plochy podle zadani a) i b) v piikladu 3.3
pripojte dva dalsi platy z piimkové prechodové plochy, které budou mit spoleény vzdy jeden
okraj ve sméru u; okraje ve sméru v jsou Bézierovy kubiky. Konstrukei uréete polohu fidicich
bodu téchto Bézierovych kubik tak, abyste zajistili

a) OV spojité napojeni podél obou okraji ve sméru v,
b) C! spojité napojeni podél obou okrajii ve sméru v,
c) C? spojité napojeni podél obou okrajii ve sméru v.

Soutadnice F{dicich bodt Bézierovych kubik, jejichz poloha pozadovanou spojitost neovlivni,
vhodné zvolte. Nakreslete parametrické v-kiivky pfipojenych platu (se zapnutym rezimem
Uchopovdni koncoviyjch bodu. Pozadovanou spojitost ovéite grafem kiivosti parametrickych
kiivek a zebifimi pruhy.

3.3 Plocha hyperbolického paraboloidu

Plocha hyperbolického paraboloidu je interpola¢ni plocha tvofena jedinym platem, ktery je
linearni interpolaci mezi ¢tyfmi zadanymi body — rohy platu.

Definice 3.2 — Plocha hyperbolického paraboloidu. Necht jsou dény rohy platu Pg,
Po 1, P1o a Py 1. Potom je plocha hyperbolického paraboloidu tvofena jedinym platem, jehoz
vektorova rovnice je nasledujici

P(u,v) = (1 —u)(1 —v)Poo + (1 — u)vPo1 + u(l — v)P1o +uwPi1, (u,v) € [0,1]% (3.13)

Bézové funkce jsou dvouparametrické polynomy, které dostaneme vynasobenim jednopara-
metrickych linedrnich polynomi. |

Priklad 3.4 — Plocha hyperbolického paraboloidu. Jsou dény rohy platu Poo =
(0707 2)7 PO,I == (07272)7 PLO - (2707 1)7 Pl,l - (27270)
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Naleznéte parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici plochy hyperbolického paraboloidu
P(u,v), (u,v) € [0,1]2. Déle naleznéte vektorovou rovnici tec¢nych vektort P%(u,v), P(u,v)
parametrickych kiivek a zkrutu P*’(u,v). Pro hodnoty parametru w,v = 0,1 uréete rohy
platu, okraje platu, tecné vektory parametrickych kiivek v rozich platu a zkruty v rozich
platu.

Reseni. Soutadnicové funkce z(u,v), y(u,v), z(u,v) plochy P(u,v) dostaneme, dosadime-li
do (3.13) piislusné soufadnice zadanych rohu:

z(u,v) = (1—u)(l=2v)-0+(1—-w)v-04+u(l—v)-24+uv-2=2u,

y(u,v) = 1—uw)(1—-v)-0+(1—uw)v-24+u(l—2v)-0+uv-2=2v,

z(u,v) = I—=uw)(l=v)- 2+ (1 —-upw-24u(l—=v)-14uv-0=

= —uwv—u+2, (u,v)€ 0,12
Vektorova rovnice plochy hyperbolického paraboloidu je
P(u,v) = (2u, 20, —uv — u + 2), (u,v) € [0, 1]°. (3.14)

Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.14), dostaneme rohy plétu
) = (0,0,2) ... zadany roh Pgy,
) = (0,2,2) ... zadany roh Pg,
) = (2,0,1) ... zadany roh Py,
) = (2,2,0) ... zadany roh P ;.

",

Dosadime-li u =0, u =1, v =0, v =1 do (3.14), dostaneme okraje platu

P(u,0) = (2u,0,—u+2), u e [0,1] ..... usecka v roviné y = 0,
P(u,1) = (2u,2,—2u+2), uw € [0,1] .... tsecka v roviné y = 2,
P(0,v) =(0,2v,2), ve [0,1] ............ usecka v roviné z = 0,
P(l,v) =(2,2v,—v+1), ve€[0,1] ...... usecka v roviné x = 2.

Na obr. 3.6 a) jsou nakresleny zadané rohy platu, vysledna plocha hyperbolického parabo-
loidu (3.14) je nakreslena na obr. 3.6 b).
Vektorova rovnice teénych vektoru parametrickych kiivek je dle (1.42) a (1.43)

P“(u,v) = (2,0,—v —1), (u,v) € [0,1)%
PY(u,v) = (0,2, —u), (u,v) € [0,1]>. (3.15)
Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.15), dostaneme te¢né vektory parametrickych kiivek v rozich
platu
P“(0,0) = (2,0,-1), P“(0,1) = (2,0,—-2), P“(1,0) = (2,0,—1), P“(1,1) =(2,0,-2),
P*(0,0) = (0,2,0), P(0,1) = (0,2,0), P“(1,0) = (0,2,—1), PY(1,1)=(0,2,-1).

Vektorové rovnice zkrutu je dle (1.49)
P (u,v) = (0,0,—1), (u,v) € [0,1]2. (3.16)

Podle (3.16) je zkrut konstantni v celém platu, tedy i v jeho rozich. Konstantn{ zkrut znamena,
ze odchylka plochy od tecné roviny je ve vSech bodech plochy stejna.

Na obr. 3.7 a) jsou nakresleny te¢né vektory (3.15) parametrickych kiivek a na obr. 3.7 b) jsou
nakresleny zkruty (3.16) v nékolika bodech plochy hyperbolického paraboloidu (3.14). Pro
zachovani ¢itelnosti obrazku je délka nakreslenych vektoru zkracena (délka teénych vektoru
na 1/5, délka zkrutu na 1/3 své skuteéné délky).
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a) Zadani b) Vyslednd plocha

Obréazek 3.6: Plocha hyperbolického paraboloidu

a) Teéné vektory parametrickych kiivek b) Zkruty

Obrazek 3.7: Plocha hyperbolického paraboloidu O

3.3.1 Vlastnosti plochy hyperbolického paraboloidu

7 principu vytvoreni plochy hyperbolického paraboloidu jako linedrni interpolace mezi ¢tyimi
body vyplyvaji nasledujici geometrické vlastnosti:

e Plocha hyperbolického paraboloidu interpoluje zadané rohy platu.
e Parametrické kiivky obou soustav jsou usecky, proto jsou i vSechny ¢tyfi okraje tsecky.

e Plocha hyperbolického paraboloidu je totozna s pfimkovou prechodovou plochou, jsou-li
zadané okraje ptimkové pirechodové plochy usecky.
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3.3.2 Platovani — platy z plochy hyperbolického paraboloidu

Plocha hyperbolického paraboloidu se nehodi k vytvaieni segmentovanych ploch slozitého tvaru
zadanych siti definiénich bodii, nebot v obou smérech umoziuje pouze C° spojité platovani.

B Cviceni 3.4 Jsou dany rohy platu
Poo =(0,0,2), Po1 = (0,3,0), P1p=(3,0,0), P11 = (3,3,0).

Naleznéte parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici plochy hyperbolického paraboloidu
P(u,v), (u,v) € [0,1]2. Déle naleznéte vektorovou rovnici teénych vektora P%(u,v), P(u,v)
parametrickych kiivek a zkrutu P“’(u,v). Pro hodnoty parametri u,v = 0,1 urcete rohy
platu, okraje platu, tecné vektory parametrickych kiivek v rozich platu a zkruty v rozich
platu.

3.3.3 Plocha hyperbolického paraboloidu v Rhinu

Plocha hyperbolického paraboloidu — Piikaz: Plocha ze 8 nebo 4 rohovijch bodu — Prvni
roh plochy: postupné zadat vSechny 4 rohy — Enter. Nakresli se plocha hyperbolického
paraboloidu.

Poznéamky:

1) Rohy je tfeba zadat napf. v poradi Pg o, Po 1, P11, P1o (tedy po obvodu ¢tyiihelnika),
aby nevznikla prekroucena plocha.

2) Smér a orientace parametru na plose je urcena systémem. Tyto informace zjistime
postupem uvedenym pod heslem Bod plochy P(«, 3), viz ¢ast 1.4.1, kdyz zvolime « # (3.

B Cviceni 3.5 V Rhinu vytvoite plochy hyperbolického paraboloidu z pfikladu 3.4 a ze cviceni 3.4.
Na plose hyperbolického paraboloidu nakreslete body pro hodnoty parametru
u=0,v=002,...,1av=0, u=0,0.2,...,1 a jimi prochézejici parametrické kiivky.

3.4 Coonsova bilinearni plocha

Coonsova bilinedrni plocha je interpola¢ni plocha tvofend jedinym platem, ktery interpoluje
¢ty zadané okraje se spoletnymi krajnimi body v rozich platu. S ohledem na tuto podminku
povazujeme rohy platu za soucdst zadani, i kdyz jejich soufadnice vétsinou vypocteme dosazenim
krajnich hodnot oboru parametrizace do zadanych vektorovych rovnic okrajovych kiivek.

B Definice 3.3 — Coonsova bilinearni plocha. Necht jsou dédny okraje Po(u), P1(u), Po(v),
P (v), které maji spolecné krajni body v rozich platu Pg o, Po 1, P10, P1,1. Vektorova rovnice
Coonsovy bilinearni plochy je

—P()’() P()(’U) _PO,l 1—w
Pu,v)=(1—u,l,u)- | Po(u) 0 Py) [-| 1 |, (wv)e0,1]% (3.17)
Py Pi(v) —Pi; v

B Priiklad 3.5 — Coonsova bilinearni plocha. Jsou dany okraje:
Po(u) = (2u,0,—u? +2), P1(u) = (2u,2,2u® — 4u+2), u € [0,1],
Po(v) = (0,2v,4v* — 4v + 2), P1(v) = (2,2v,0* — 20+ 1), v € [0, 1].
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Naleznéte parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici Coonsovy bilinearni plochy P(u,v),
(u,v) € [0,1]2. Déle naleznéte vektorovou rovnici teénych vektori P%(u,v), P¥(u,v) para-
metrickych kiivek a zkrutu P"(u,v). Pro hodnoty parametru u,v = 0,1 urcete rohy platu,
okraje platu, te¢né vektory parametrickych kiivek v rozich platu a zkruty v rozich platu.

Reseni. Nejprve vypocteme rohy platu tak, ze bud do vektorovych rovnic okraju Po(u),
P;(u) dosadime u = 0,1 nebo do vektorovych rovnic okraji Po(v), P;(v) dosadime v = 0, 1.
V obou piipadech dostaneme nasledujici rohy platu:

PO,U - (07072)) PO,l - (07272)5 P170 - (270) 1)7 Pl,l == (27250)7

které jsou soucdasti vstupnich dat Coonsovy bilinearni plochy. Vypocet souradnic rohi platu
muzeme povazovat za kontrolu, zda zadané okraje skute¢né maji spoletné krajni body v rozich
platu.

Soufadnicové funkce z(u,v), y(u,v), z(u, v) plochy P(u,v) dostaneme, dosadime-li do (3.17)
piislusné soutadnice vypoctenych rohu a ptislusné souradnicové funkce zadanych okraju:

0O 0 O 1—w
z(u,v) = (1—u,Lu)- | 20 0 2u |- 1 = 2u,
-2 2 =2 v
0 2v -2 1—w
y(“?”) = (1—’11,,17'11,) O 0 2 . 1 :2’1),
0 2v -2 v
-2 4 —dv+2 -2 1—w
2(u,v) = (I—wu,l,u)- | —u2+2 0 20 —4u+2 |- 1 =
-1 2 —20+1 0 v

= 3uv —u® — 3uv? —uv + 40® —4v + 2, (u,v) € [0,1]
Vektorova rovnice Coonsovy bilinearni plochy tedy je
P(u,v) = (2u, 20, 3uv — u* — 3uv? — uv + 40 — 4v +2), (u,v) € [0,1)>. (3.18)

Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.18), dostaneme rohy plétu

P(0,0) = (0,0,2) ... roh Py,
P(0,1) = (0,2,2) ... roh Py,
P(1,0) = (2,0,1) ... roh Py,
P(1,1) = (2,2,0) ... roh Py ;.

Dosadime-li u =0, u =1, v =0, v = 1 do (3.18), dostaneme okraje platu

P(u,0) = (2u,0,—u? +2), uc[0,1] .......... zadany okraj Po(u),
P(u,1) = (2u,2,2u® —4u +2), u € [0,1] ...... zadany okraj Pq(u),
P(0,v) = (0,2v,4v% —4v +2), v € [0,1] ...... zadany okraj Pg(v),
P(1,v) = (2,2v,v2 —2v+1), v €[0,1] ....... zadany okraj Pi(v).
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a) Zadani b) Vyslednd plocha

Obrazek 3.8: Coonsova bilinearni plocha

Na obr. 3.8 a) jsou nakresleny zadané okraje a rohy platu, vysledna Coonsova bilinearni
plocha je nakreslena na obr. 3.8 b).

Vektorova rovnice teénych vektoru parametrickych kiivek je dle (1.42) a (1.43)

PY(u,v) = (2,0,6uv — 2u — 3v* —v), (u,v) € [0,1],
PY(u,v) = (0,2,3u? — 6uv — u+ 8v —4), (u,v) € [0,1]. (3.19)

Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.19), dostaneme te¢né vektory parametrickych kiivek v rozich
platu

P“(0,0) = (2,0,0), P*(0,1) = (2,0,—4), P*(1,0) = (2,0,-2), P%(1,1) = (2,0,0),
P?(0,0) = (0,2, —4), P*(0,1) = (0,2,4), P’(1,0) = (0,2,—2), PY(1,1) = (0,2,0).

Vektorova rovnice zkrutu je dle (1.49)

P“(u,v) = (0,0,6u —6v—1), (u,v) € [0,1]. (3.20)
Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.20), dostaneme zkruty v rozich plétu
P“(0,0) = (0,0,-1), P*’(0,1) = (0,0,—7), P*(1,0) = (0,0,5), P*’(1,1) = (0,0, —1).
Na obr. 3.9 a) jsou nakresleny tecné vektory (3.19) parametrickych kiivek a na obr. 3.9 b) jsou
nakresleny zkruty (3.20) v nékolika bodech Coonsovy bilinearni plochy (3.18). Pro zachovéani

C¢itelnosti obrézku je délka nakreslenych vektoru zkrécena (délka teénych vektoru na 1/5,
délka zkrutu na 1/3 své skuteéné délky).
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a) Te¢éné vektory parametrickych kiivek b) Zkruty

Obrazek 3.9: Coonsova bilinedrni plocha O

3.4.1 Vlastnosti Coonsovy bilinearni plochy

Nasledujici geometrické vlastnosti Coonsovy bilinedrni plochy vyplyvaji z definice 3.3 a jsou
patrné z piikladu 3.1, 3.2, 3.4 a 3.5, viz také ¢éast 3.4.2.

e Coonsova bilinearni plocha interpoluje vSechny ¢tyti zadané okraje.
e Coonsova bilinearni plocha interpoluje rohy platu.
Pfi specidlnich okrajich Coonsovy bilinearni plochy je zfejmé, zZe:

e Piimkova prechodova plocha uréena okraji ve sméru u je totozna s Coonsovou bilinearni
plochou, jejiz zadané okraje ve sméru v jsou usecky.

e Piimkova pfechodova plocha urcena okraji ve sméru v je totozna s Coonsovou bilinearni
plochou, jejiz zadané okraje ve sméru u jsou tusecky.

e Plocha hyperbolického paraboloidu je totozna s Coonsovou bilinearni plochou, jejiz vsechny
Ctyfi zadané okraje jsou usecky.
3.4.2 Odvozeni vektorové rovnice Coonsovy bilinearni plochy

Ponékud zvlastni tvar mapy Coonsovy bilinedarni plochy i bazovych funkci v definici 3.3 bude
ziejmy, pokud si uvédomime, ze Coonsova bilinedrni plocha je zadédna nejen dvéma dvojicemi
protilehlych okraju, kterymi jsou uréeny dvé piimkové prechodové plochy, ale jesté rohy platu,
kterymi je uréena plocha hyperbolického paraboloidu. Ozna¢me

S(u,v) = (1 —v)Po(u) + vPy(u), (u,v) € [0,1]?
piimkovou piechodovou plochu uréenou okraji Coonsovy bilinearni plochy ve sméru wu,

T(u,v) = (1 — u)Po(v) +uP1(v), (u,v) € [0,1)?
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piimkovou prechodovou plochu uréenou okraji Coonsovy bilinedrni plochy ve sméru v a
R(u,v) = (1 —u)(1 —v)Poo+ (1 —uw)vPo1 +u(l —v)Pig+wwPiy, (u,v) €0, 1)?

plochu hyperbolického paraboloidu uréenou rohy Coonsovy bilinedrni plochy.

Secteme-li obé piimkové prechodové plochy S(u,v)+T (u,v), viz obr. 3.10, dostaneme plochu,
kterd kromé Coonsovy bilinedrni plochy urcené okraji obsahuje navic plochu hyperbolického
paraboloidu R(u, v) uréenou rohy platu. Duvodem je ,zdvojeni“ rohu, ke kterému dochdzi{ proto,
ze zadané okraje maji spoleéné body v rozich a obor parametrizace kazdého z okraju je [0, 1], tj.
véetné rohu. Coonsovu bilinedrni plochu P(u,v) tedy dostaneme, pokud od sou¢tu piimkovych
prechodovych ploch nadbyteénou plochu hyperbolického paraboloidu uréenou zdvojenymi rohy

odecteme:
P(u,v) = S(u,v) + T(u,v) — R(u,v), (u,v) € [0,1]>. (3.21)

O 4
""0;1/4

Obrazek 3.10: K odvozeni vektorové rovnice Coonsovy bilinearni plochy

Ovéteni provedeme jednoduse — vyndsobime matice v rov. (3.17) a dostaneme

P(u,v) = (1 =v)Po(u) +vPi(u) + (1 — u)Po(v) + uPi(v) —

/

-~

S(Z:v) T(u,v)
—[(1—=u)(1=v)Poo+ (1 —u)vPo1 +u(l —v)Pi o+ uwvPy ] =
R(u,v)
= S(u,v) + T(u,v) — R(u,v), (u,v)=[0,1]

3.4.3 Platovani — platy z Coonsovy bilinearni plochy

Coonsova bilinedrni plocha se k platovani piilis nehodi, nebot automaticky zajistuje pouze C°
spojitost podél napojovaného okraje, a to i v pripadé, kdy souradnicové funkce vsech okrajovych
kiivek umoznuji spojitost vyssi, viz piiklad 3.7. Presto jsou platy z Coonsovy bilinedrni plochy
z praktického hlediska nesmirné dileZité, nebot situace, kdy mdme zadané pravé okrajové kiivky
(nebo o nich méme dostatek informaci, abychom je mohli matematicky modelovat), je velmi
castd. V dalsim textu se setkdame s fadou pitkladu vyuziti platia z Coonsovy bilinedrni plochy
ur¢ené specidlnimi okraji k vytvofeni segmentované C? spojité plochy slozitého obecného tvaru.

B Cviceni 3.6 Podle vstupnich dat uréete typ zadané plochy P(u,v), (u,v) € [0,1]?, a na-
leznéte jeji parametrické (piipadné explicitni) vyjadieni a vektorovou rovnici. Uréete para-
metrické kiivky P(u, 1), P(3,v) a bod P(3, 3).
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V kosotithlém promitani (w = 135, = 2v/2 : 3, jednotka = 6 cm) nacrtnéte okrajové kiivky

Po(u), P1(u), Po(v), P1(v), parametrické kiivky P(u, 1), P(3,v) a zobrazte bod P(3, 3).
Resen{ proved'te pro nasledujici varianty zadanych okrajit:
a) Po(u) =(u,0,1—u), Pi(u) = (u,1,0), e) Po(u) = (u,0,1—u?),
Po(v) = (0,v,1 —v), Py(v) = (1,v,0), Pi(u) = (u,1,0),
b) Po(u) = (u,0,1 —u?), P1(u) = (u,1,0), Po(v) = (0,v,1 —v?),
Po(v) = (0,v,1 —v), Py(v) = (1,v,0), Pi(v) =(1,v,0),
¢) Po(u)=(u,0,1—u), Pi(u) = (u,1,0), f)  Po(u) = (u,0,u?),
Po(v) = (0,v,1 —v?), P1(v) = (1,v,0), Pi(u) = (u,1,u% — 2u + 1),
d)  Po(u) = (u,0,1), P1(u) = (u,1,0), Po(v) = (0,v,v?),
Po(v) = (0,v,1 —v?), P1(v) = (1,0,0% — 2v + 1), Pi(v) = (1,v,0% — 2v + 1).

/////

nici Coonsovy bilinearni plochy podle (3.21). Vysledek overte nalezenim vektorové rovnice
Coonsovy bilinearni plochy podle definice (3.3).

3.4.4 Coonsova bilinearni plocha v Rhinu

Pted vytvorenim Coonsovy bilinearni plochy je tfeba mit nakreslené ¢tyii okraje, kterymi mohou
byt i prostorové krivky. Okraje musi mit spole¢né krajni body v rozich budouciho platu.

Coonsova bilinearni plocha — Piikaz: Plocha ze 2, 3 nebo 4 hraniénich kfivek — Vyberte 2,
3 nebo 4 kiivky: kliknout na okraje v tomto poradi: Po(v), P1(v), Po(u), P1(u) — Enter.
Vytvoii se Coonsova bilinedrni plocha urc¢end zadanymi okraji.

Poznédmky:
1) Pokud dodrzime pofadi zadavanych okraji, ma vytvorena plocha smér i orientaci obou

parametri podle oc¢ekavani, viz piiklad 3.6.

2) Coonsova bilinearni plocha se vytvoii i tehdy, pokud zaddme okraje v libovolném pofradi.
V takovém piipadé je v8ak smér i orientace parametrii u a v na plose uréena systémem.
Tyto informace lze zjistit postupem uvedenym pod heslem Bod plochy P(a,f), viz
¢ast 1.4.1, kdyz zvolime a # f.

B Priiklad 3.6 Coonsova bilinearni plocha v Rhinu. Coonsova bilinedrni plocha je dana

fidicimi polygony okrajovych Bézierovych kubik:

PO(U): VO,O = (07072)7 VLO = (17070)7 VQ,O = (2 0 0)7 V3,0 = (3707 1)7

Pl(“): V0,3 - (0737 1)7 V1,3 - (17370)7 V2,3 == (2737 1)7 V3,3 - (3737 1)7

Po(’(})i VO,O = (0,0,2), VO,l = (0, 1,2), V0’2 = (0 2 0), V0’3 = (0,3, 1),

Pl(’U)Z V370 == (3,0, 1), V371 == (3, 1,0), V372 == (3,2, 1), V373 == (3,3, 1)
V Rhinu nakreslete jednotlivé okraje a vytvoite Coonsovu bilinedrni plochu, nakreslete body
pro hodnoty parametri v =0, v =0,0.2,...,1av =0, v =0,0.2,...,1 a jimi prochazejici
parametrické kiivky.

Reseni. Na obr. 3.11 je zobrazena Coonsova bilinedrni plocha. Parametrické kiivky pro
U,V = %, které se zobrazuji automaticky, jsou vyznaceny stfedné tlustou carou.
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Obrazek 3.11: Coonsova bilinedrni plocha ur¢end okrajovymi Bézierovymi kubikami O

B Priiklad 3.7 — Platovani — platy z Coonsovy bilinearni plochy. K pliatu z Coonsovy
bilinedrni plochy P(u,v), (u,v) € [0,1]?, z piikladu 3.6 piipojte v kladném sméru osy y dalsi
plat z Coonsovy bilinedrni plochy R(u,v), (u,v) € [0, 1], jehoz okraje jsou rovinné Bézierovy
kubiky. Konstrukei uréete polohu fidicich bodu Bézierovych kubik Rg(v) a Rj(v) tak, abyste
zajistili C? spojitost napojen{ téchto okrajii. Spole¢ny okraj obou plati je Ro(u) = Py (u),
volny okraj Rj(u) platu R(u,v) je tsecka v roviné (z,y).

Na pfipojeném pldtu nakreslete navazujici parametrické v-kiivky (se zapnutym rezimem
Uchopovdni koncovych bodii), body pro hodnoty parametru v = 0, v = 0,0.2,...,1 a parame-
trické u-kiivky prochézejici témito body. Analyzujte spojitost napojeni plati zebiimi pruhy
a grafy kiivosti navazujicich parametrickych v-kiivek i okraju platu.

Jaka je spojitost napojeni platu podél spoleéného okraje Pi(u) = Ro(u)?

Reseni. Na obr. 3.12 a) jsou zobrazeny oba platy vcetné fidicich polygonu okrajovych
kiivek, nakreslenych bodu pro zadané hodnoty parametru a jimi prochézejicich paramet-
rickych kiivek. I kdyz jsou navazujici okraje Po(v), Ro(v) a P1(v), Ri(v) napojeny s C?
spojitosti, je dosazend spojitost napojenych platu podél spole¢ného okraje Pi(u) = Ro(u)
pouze nultého tédu, jak je patrné z prubéhu zebiich pruha na obr. 3.12 b). Grafy kiivosti
okrajovych a parametrickych kiivek na plochach nejsou zobrazeny.

Neschopnost zajistit C? spojitost podél spoleéného okraje dvou plati z Coonsovy bilinedrn{
plochy, se kterou jsme se setkali v piikladu 3.7, lze skutetné povazovat za velice zdvaznou
prekazku pri vytvareni slozitych ploch obecného tvaru, u kterych je zminéna spojitost vyzadovana.
Urcitym moznostem odstranéni tohoto nedostatku se budeme vénovat v ¢asti 3.5.5.
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a) Okrajové a parametrické kiivky b) Kontrola spojitosti zebiimi pruhy

Obrézek 3.12: Platovani platy z Coonsovy bilinedrni plochy O

Pokud si ale uvédomime, ze samotné platy z Coonsovy bilinedrni plochy P(u,v) i R(u,v)
urcené okrajovymi Bézierovymi kubikami jsou C? spojité v celém oboru parametrizace
(u,v) € [0,1]? jak lze usuzovat z tvaru zebiich pruhii (a matematicky snadno ovéfit), pifmo
se nabizi nasledujici feseni: Spojime-li Bézierovy kubiky Po(v), v € [0,1], a Ro(v), v € [0,1],
do jediné kiivky Sp(v), v € [0,1], muzeme tuto segmentovanou kiivku povazovat za jeden
z okrajii nového platu z Coonsovy bilinearni plochy S(u,v), (u,v) € [0,1]2. Rovnéz tak spojime-
li Bézierovy kubiky Pi(v), v € [0,1], a Ry(v), v € [0,1], do jediné kiivky S;(v), v € [0,1],
muzeme tuto segmentovanou kiivku povazovat za dalsi z okraju platu S(u,v). Zbyvajici dva
okraje platu S(u,v) ve sméru u budou totozné s puvodnimi okraji platu P(u,v) i R(u,v) takto:
So(u) = P()(u), Sl(u) = Rl(u)

Matematicky bychom ,spojeni dvou kiivek do jediné kiivky“ zajistili zménou parametrizace
puvodnich kiivek, coz presahuje ramec tohoto u¢ebniho textu. My provedeme pozadované spojeni
prisludnych okraju v Rhinu (viz piiklad 3.8) piikazem Spojit — Vyberte objekty pro spojeni:
kliknout na okrajové ktivky, které maji byt spojeny — Enter. Zadané kiivky vytvoii jedinou
entitu, jejich tvar se nezméni.

Podrobnéji se Coonsovym bilinedrnim plochdm s okrajovymi segmentovanymi kiivkami bu-
deme vénovat v Casti 3.6.

B Priiklad 3.8 Coonsova bilinearni plocha urcena okrajovymi segmentovanymi kiivkami.
Uvazujte zadéani z piikladu 3.7. Spojenim okraju Pg(v) a Rg(v) vytvoite okraj So(v), spo-
jenim okraju Pi(v), Rj(v) vytvoite okraj Si(v). Pro zbyvajici okraje plati: So(u) = Po(u),
Sl(u) = Rl(u)

Vytvoite Coonsovu bilinearn{ plochu So(u,v), (u,v) € [0,1]%. Nakreslete body pro hod-
noty parametru v = 0, v = 0,0.2,...,1 av =0, u = 0,0.2,...,1 a parametrické kiivky
prochéazejici témito body. Analyzujte spojitost napojeni platt zebiimi pruhy a grafy kiivosti
parametrickych kiivek i okraju platu.
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Reseni. Na obr. 3.13 a) je zobrazen plat S(u,v) véetné ifdicich polygonti okrajovych kiivek,
nakreslenych bodu pro zadané hodnoty parametriu a jimi prochédzejicich parametrickych
kiivek. Jak lze usuzovat z pritbéhu zebiich pruhti na obr. 3.13 b), je cel4 plocha C? spo-
jita. Grafy kiivosti okrajovych a parametrickych ki¥ivek na ploSe nejsou zobrazeny.

a) Okrajové a parametrické kiivky b) Kontrola spojitosti zebiimi pruhy

Obrézek 3.13: Coonsova bilinearni plocha urcéena okrajovymi segmentovanymi kfivkami [

Je tieba si vsak uvédomit, ze puvodni spoleény okraj Py(u) = Ro(u) z piikladu 3.7 na plose
S(u,v) v piikladu 3.8 uz nelezi. V obr. 3.13 a) je tento okraj vyznacen tlustou teckovanou ¢arou.
Tvarova odchylka ploch vytvorenych v piikladech 3.7 a 3.8 je miniméalni, rozdil v dosazené
spojitosti vSak zna¢ny. Tento zptsob FeSeni volime v takovych pifpadech, kdy C? spojitost
vysledné plochy ma z praktického hlediska vétsi vyznam nez pfesna interpolace vSech zadanych
okraju.

B Cviceni 3.8 K plitu z Coonsovy bilinedrni plochy P(u,v), (u,v) € [0,1]?, z piikladu 3.6
pripojte v kladném sméru osy z dalsi pldt z Coonsovy bilinedrni plochy R(u,v),
(u,v) € [0,1]?, jehoz okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Konstrukei urcete polohu fidicich
bodii Bézierovych kubik Rg(u) a Rq(u) tak, abyste zajistili C? spojitost napojeni téchto
okraju. Spoleény okraj obou plétu je Ro(v) = P1(v), volny okraj Ry (v) platu R(u,v) je
usecka v roviné (z,y).

Na pfipojeném platu nakreslete navazujici parametrické u-kiivky (se zapnutym rezimem
Uchopovdni koncovych bodii), body pro hodnoty parametru v = 0,0.2,...,1, v = 0 a parame-
trické v-kiivky prochézejici témito body. Analyzujte spojitost napojeni platu zebiimi pruhy
a grafy kiivosti navazujicich parametrickych u-kiivek i okraju platu.

Jaka je spojitost napojeni platu podél spole¢ného okraje P1(v) = Rg(v)?
B Cviceni 3.9 Uvazujte zadani z cviceni 3.8. Spojenim okraju Po(u) a Ro(u) vytvoite okraj

So(u), spojenim okraju Pj(u), Rj(u) vytvoite okraj Si(u). Pro zbyvajici okraje plati:
So(v) = Po(v), Sl(’U) = Rl(?}).
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Vytvotte Coonsovu bilinearn{ plochu So(u,v), (u,v) € [0,1]?. Nakreslete body pro hod-
noty parametri u = 0, v = 0,0.2,...,1 au = 0,0.2,...,1, v = 0 a parametrické kfivky
prochéazejici témito body. Analyzujte spojitost napojeni plati zebiimi pruhy a grafy kiivosti
parametrickych kiivek i okraju platu.

3.5 Bézierova plocha

Bézierova plocha je plocha urcend siti (m + 1) x (n + 1) fidicich bodi V;;, i = 0,1,...,m,
7 =0,1,...,n, usporddanych do mapy plochy:
VO,O VO,l ... Von

)

VLO V171 Vl,n

M = (3.22)

Vm,() Vm,l v Vm,n

Ridici body jsou uspofddany ve dvou smérech — ve sméru parametru u do sloupct a ve sméru
parametru v do faddki. Bézierova plocha tuto sit aproximuje jedinym platem.

Ridici body Vo0, Vo.ns Vim0, Vim,n nazyvame rohy sité, spojnici dvou po sobé nésledujicich

fidicich bodu v fadku nebo ve sloupci nazyvame rameno, ¢tyithelnik tvoreny ¢tyimi sousednimi

fidicimi bOdy Vi,jvi7j+1vi+17jvi+1’j+1, 1= 0, 1, ceey, I — 1, ] = 0, 1, ey — 1, nazyvéme okem
site, polygony V;oVi1...Vin, @ = 0,1,...,m, nazyvame rddkové ridici polygony, polygony
Vo;iVij..- Vi, 7=0,1,...,n, nazyvdme sloupcové ridici polygony. Radkové i sloupcové ridici

polygony urcené prvnim a poslednim fadkem, resp. sloupcem fidicich bodu nazyvame okrajové
Tidici polygony.

B Definice 3.4 — Bézierova plocha. Necht je ddna mapa plochy (3.22). Vektorova rovnice
Bézierovy plochy je

P(ua U) = B(u) M- B(’U), (U7U) € [07 1]2a (323)
kde B(w) = (Bo(w), B (), ., Bum (1)), resp. B (v) = (Bou(0), Bin(0), - ., Bun(v))"
jsou vektory bézovych funkei — Bernsteinovych polynomu. Bj;,,(u), i = 0,1,...,m, resp.
Bjn(v), j=0,1,...,n, jsou Bernsteinovy polynomy m-tého, resp. n-tého stupné

m

Bimu) = (; )u'l—w™" uwel0,1], i=0,...,m,

resp.

Bjn(v) = (?)vj(l—v)”_j, vel0,1], j=0,...,n.

O

Bézierova plocha je tedy tvofena jedinym platem, jehoz analytickou reprezentaci je po-
lynomidlni vektorova funkce dvou proménnych: m-tého stupné proménné u a n-tého stupné
proménné v. Je-li mapa M (3.22) ¢tvercova matice, je stupenn obou proménnych stejny. V ta-
kovém pripadé rozlisujeme Bézierovu plochu bilinedrni (m = n = 1, t{dici sit je tvofena ¢tyFmi
fidicimi body), bikvadratickou (m = n = 2, ¥{dici sit je tvofena deviti Fidicimi body) a bikubic-
kou (m = n = 3, fidici sif je tvofena Sestndcti fidicimi body). Bézierovymi plochami uréenymi
vy$sim poétem Fidicich bodi se zde nebudeme zabyvat, nebot jejich vyuziti v praxi je minimalni.

Je-li mapa M (3.22) obdélnikovd matice, je stupeni obou proménnych ruzny. V takovém
pripadé muze byt Bézierova plocha napt. kvadraticko-kubickd (m = 2, n = 3, fidici sit je
tvofena dvandcti Fidicimi body usporddanymi do ti{ fadku a ¢tyt sloupci), apod.
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B Priiklad 3.9 — Bézierova bilinearni plocha. Je ddna mapa Bézierovy plochy

M — Voo Vo1 \ [ (0,0,1) (0,3,0)
Vio Vi1 (2,0,0) (2,3,1) )

Naleznéte parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici Bézierovy plochy P(u,v),
(u,v) € [0,1]%. Déle naleznéte vektorovou rovnici teénych vektori P“(u,v), PY(u,v) pa-
rametrickych kiivek a zkrutu P*’(u,v). Pro hodnoty parametra u,v = 0, 1 urcete rohy platu,
okraje platu, te¢né vektory parametrickych kiivek v rozich platu a zkruty v rozich platu.

Reseni. Bézierova plocha je uréena sitf obsahujici 2 x 2 fidic body, viz obr. 3.14 a). Do (3.23)
tedy dosadime linearni Bernsteinovy polynomy B;1(u), i = 0,1, a Bj(v), j = 0,1. Vyslednd
plocha bude bilinedrni. Souradnicové funkce x(u,v), y(u,v), z(u,v) této plochy dostaneme,
dosadime-li do (3.23) piislusné soutradnice fidicich bodu.

00 Bo 1(’0) 00 1—w
z(u,v) = (Bp1(u),B11(u)) - . ' =(1—-wu,u)- . = 2u,
(u,v) = (Boa(u), Bii(u)) (2 2) <B1,1(v) ( ) 5 5 .
03 B()71 v 03 1—w
y(u,v) = (Boi(u),B1,1(u)) - . () =(1—-u,u)- . = 3v,
03 Bl71(’U) 03 v
10 Bo 1(’0) 10 1—w
z(u,v) = (Boi(u),Bi1(u)) - . ’ =(1—-wu,u)- . =
(u,v) = (Boa(u), Bii(u)) (01> By 1) ( ) 01 .
= 2uv—u—v+1, (u,v)€[0,1%
Vektorova rovnice Bézierovy bilinearni plochy je
P(u,v) = (2u,3v,2uv —u — v + 1), (u,v) € [0,1]% (3.24)
Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.24), dostaneme rohy plétu
P(0,0) = (0,0,1) ... zadany fidici bod V,
P(0,1) = (0,3,0) ... zadany fidici bod Vg 1,
P(1,0) = (2,0,0) ... zadany fidici bod Vi,
P(1,1) =(2,3,1) ... zadany fidici bod V.

Dosadime-li u =0, u =1, v =0, v = 1 do (3.24), dostaneme okraje plétu

P(u,0) = (2u,0,—u+1), uw € [0,1] ..... usecka VooV,
P(u,1) = (2u,3,u), uve [0,1] ........... usecka Vo1V,
P(0,v) = (0,3v,—v+1), v [0,1] ...... usecka VooV 1,
P(l,v) = (2, 37),1)), (NS [0, 1] ........... usecka V170V171.

Vektorova rovnice teénych vektoru parametrickych kiivek je
P"(u,v) = (2,0,2v — 1), (u,v) € [0,1)%, P’(u,v) = (0,3,2u — 1), (u,v) € [0,1]%. (3.25)
Dosadime-li do (3.25) u,v = 0,1, dostaneme te¢né vektory v rozich platu

P“(0,0) = (2,0,—1), P*(0,1) = (2,0,1), P*(1,0) = (2,0,—1), P%(1,1) = (2,0,1),
P?(0,0) = (0,3,—1), P¥(0,1) = (0,3, —1), P’(1,0) = (0,3,1), PY(1,1) = (0,3,1)
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c¢) Teéné vektory parametrickych kiivek d) Zkruty

Obréazek 3.14: Bézierova bilinearni plocha

Vektorova rovnice zkrutu je
P (u,v) = (0,0,2), (u,v) € [0,1]% (3.26)

coz znamena, ze zkrut je konstantni v celém platu, tedy i v jeho rozich.

Na obr. 3.14 a) jsou nakresleny zadané fidici body, vysledna Bézierova bilinedrni plocha je
nakreslena na obr. 3.14 b). Na obr. 3.14 ¢) jsou nakresleny te¢né vektory (3.25) parametrickych
kiivek a na obr. 3.14 d) jsou nakresleny zkruty (3.26) v nékolika bodech Bézierovy bilinedrn{
plochy (3.24). Pro zachovani ¢itelnosti obrazku je délka nakreslenych vektoru zkracena (délka
tecnych vektort na 1/5, délka zkruti na 1/3 své skutecné délky). O
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3.5.1 Bézierova plocha urcena siti nad jednotkovou ¢tvercovou miizkou

Ve vétsiné dalsich piikladi v této ¢asti budeme uvazovat pouze takové Bézierovy plochy, jejichz
fidici body lezi nad vrcholy jednotkovych ¢tvercu v roviné (z,y), tedy urcené siti nad jednot-
kovou ¢tvercovou miizkou. Tim se zjednodusi vypocet souradnicovych funkei z(u,v) a y(u,v).
Predpokladejme, ze Fidici sit je umisténa v prvnim oktantu soufadného systému. Potom mé
mapa Bézierovy plochy tvar

V()70 V()71 . VO,n (0, 0, 2070) (0, 1, 20,1) . (0, n, ZO,n)
M _ V170 V171 V17n B (1,0,2170) (1,1,2’171) e (1,7’1,217”)
Vo Vi1 oo Viun (m,0, zmo) (M,1,2m1) .. (M,n, Zmn)

Pro z-ovou a y-ovou soutradnicovou funkci dostavame

0 B(],n(v)

1 1 ... 1 Bin(v)
z(u,v) = (Bom(u), Bim(u),..., Bpm(uw)) - o : . : =

m m m By n(v)

= mu, (u,v) € [0,1]?,

0 1 n Bom(v)

01 ... n Bi n(v)
y(u,v) = (Bom(u), Bim(u),..., Bmm(u)) - o : . : =

0 1 n Byn(v)

= nv, (u,v) € [0, 1]2,

jak se muzeme snadno presvédéit dosazenim Bernsteinovych polynomu pro libovolné m i n.
Vektorova rovnice Bézierovy plochy urcené siti nad jednotkovou étvercovou miizkou je

P(u,v) = (mu, nv, 2(u,v), (u,v) € [0, 1% (3.27)
a jeji nalezeni se redukuje na urceni souradnicové funkce z(u,v).

B Priiklad 3.10 — Bézierova bikvadraticka plocha. Je ddna mapa Bézierovy plochy

Voo Vo1 Vope (0,0,2) (0,1,1) (0,2,3)
M= Vig Vi1 Vip | =] (1,0,3) (1,1,0) (1,2,0)
V270 V2,1 V2’2 (2,0, 1) (2,1,0) (2,2,0)

Naleznéte parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici Bézierovy plochy P(u,v),
(u,v) € [0,1)%. Dale naleznéte vektorovou rovnici teénych vektort P“(u,v), P¥(u,v) pa-
rametrickych kiivek a zkrutu P*’(u,v). Pro hodnoty parametru u,v = 0, 1 urcete rohy platu,
okraje platu, te¢né vektory parametrickych kiivek v rozich platu a zkruty v rozich platu.

Reseni. Bézierova plocha je uréena siti nad jednotkovou étvercovou miizkou, viz obr. 3.15 a),
obsahujici 33 fidici body. Do (3.23) tedy dosadime Bernsteinovy polynomy 2. stupné B; 2(u),
i=0,1,2, a Bjs(v), j =0,1,2. Vysledna plocha bude bikvadraticka.
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Soufadnicové funkce jsou z(u,v) = 2u, y(u,v) = 2v a

213 BO,Q('I})
z(u, 1)) = (BOQ(U),BLQ(’U,),BZQ(U))' 300 BLQ('U) =
100 BQQ(’U)
213 (1—v)?
= (1 —w)?2u(l —u),u®)- [ 300 20(l —v) | =
100 v?

—2u%0? + 8u*v — Suv — 3u® + 2u + 3% — 20+ 2, (u,v) € [0,1]%

Vektorova rovnice Bézierovy bikvadratické plochy, teénych vektoru parametrickych u-kiivek,
tecnych vektoru parametrickych v-kiivek a zkrutu je

P(u,v) = (2u,2v, —2u®v? + 8u’v — Suv — 3u? + 2u + 3v° — 2v + 2),
(u,0) € [0,1], (3.28)
PY(u,v) = (2,0, —4uv? + 16uv — 6u — 8v + 2), (u,v) € [0,1)?, (3.29)
PY(u,v) = (0,2, —4u?v + 8u? — 8u + 6v — 2), (u,v) € [0,1]?, (3.30)
P“(u,v) = (0,0, —8uv + 16u — 8), (u,v) € [0,1]%. (3.31)

Dosadime-li w,v = 0,1 do (3.28), (3.29), (3.30) a (3.31), dostaneme rohy plétu, te¢né vektory
parametrickych u-kiivek v rozich platu, te¢né vektory parametrickych v-kiivek v rozich platu
a zkruty v rozich platu, viz nasledujici tabulka.

u=0v=0|u=0v=1|u=1Lv=0|u=1v=
P(u,v) (0,0,2) (0,2,3) (2,0,1) (2,2,0)
P¥(u,v) (2,0,2) (2,0,—06) (2,0,—4) (2,0,0)
PY(u,v) (0,2,-2) (0,2,4) (0,2,-2) (0,2,0)
P*(u,v) (0,0,—8) (0,0, —8) (0,0,8) (0,0,0)

Vsimnéme si, ze rohy platu P(0,0), P(0,1), P(1,0) a P(1,1) jsou zadané fidici body Vo,
Vo2, Voo a Vao — rohy fidici sité. Dosadime-li u = 0, u = 1, v = 0, v = 1 do (3.28),
dostaneme okraje platu

P(u,0) = (2u,0, —3u* 4 2u+2), u € [0,1],
P(u,1) = (2u,2,3u? — 6u+3), u € [0,1],
P(0,v) = (0,2v,3v> — 20 +2), v € [0,1],
P(1,v) = (2,2v,0°> —2v+1), v €[0,1],

coz jsou Bézierovy kiivky 2. stupné urcené okrajovymi polygony sité fidicich bodu.

Na obr. 3.15 a) je nakreslena zadana f{dici sit, vyslednd Bézierova bikvadratickd plocha je
nakreslena na obr. 3.15 b). Na obr. 3.15 ¢) jsou nakresleny tecné vektory (3.29) a (3.30)
parametrickych kfivek a na obr. 3.15 d) jsou nakresleny zkruty (3.31) v nékolika bodech
plochy (3.28). Pro zachovéni ¢itelnosti obrézku je délka nakreslenych vektoru zkrécena na
1/5 své skutecné délky.
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c¢) Teéné vektory parametrickych kiivek d) Zkruty

Obrazek 3.15: Bézierova bikvadraticka plocha
O

Piiklad 3.11 — Bézierova kvadraticko-kubicka plocha. Je ddna mapa Bézierovy plochy

Voo Vo1 Vo2 Vo3 (0,0, 5) (0,1,5) (0,2,2) (0,3,5)
M= | Vip Vi1 Vio Vi3 | =] (1,0,2) (1,1,1) (1,2,0) (1,3,2) |.
V270 V2,1 V272 V273 (2,0, 5) (2,1,2) (2,2,2) (2,3,2)

Naleznéte parametrické vyjadieni a vektorovou rovnici Bézierovy plochy P(u,v),
(u,v) € [0,1]%. Déle naleznéte vektorovou rovnici te¢nych vektord P“(u,v), P¥(u,v) pa-
rametrickych kiivek a zkrutu P*"(u,v). Pro hodnoty parametru u,v = 0, 1 urcete rohy platu,
okraje platu, tecné vektory parametrickych kiivek v rozich platu a zkruty v rozich platu.
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Reseni. Bézierova plocha je uréena siti nad jednotkovou étvercovou miizkou, viz obr. 3.16 a),
obsahujici 3 x4 fidici body. Do (3.23) tedy dosadime Bernsteinovy polynomy 2. stupné B; 2(u),
i = 0,1,2, a Bernsteinovy polynomy 3. stupné B;3(v), j = 0,1,2,3. Vysledna plocha bude
kvadraticko-kubicka.

Souradnicové funkce jsou z(u,v) = 2u, y(u,v) = 3v a

5525 ’

(
(Boa2(u), Bia(u), Boa(u))- [ 2102 |- E
(

z(u,v)
5222 ’

5525
2102
5222 3

(1- u)?, 2u(l — u), u2) .

—3u?v + 6u® — 12uv® + 18uv? — 6uv — 6u + 9v® — 9? + 5, (u,v) € [0, 1]

Vektorova rovnice Bézierovy bilinearni plochy, teénych vektoru parametrickych w-kiivek,
teénych vektoru parametrickych v-kiivek a zkrutu je

P(u,v) = (2u,3v, —3u’v + 6u® — 12uv® + 18uv? — 6uv — 6u + 90> — 9v? +5),
(u,v) € [0, 1%, (3.32)
P“(u,v) = (2, 0, —6uv + 12u — 120® + 18v* — 6v — 6), (u,v) € [0, 1]?, (3.33)
PY(u,v) = (0,3, —36uv? + 36uv — 3u? — 6u + 27v? — 18v), (u,v) € [0,1)%,  (3.34)
P“(u,v) = (O () —6u — 36v° + 36v — 6), (u,v) € [0,1]2. (3.35)

Dosadime-li u,v = 0,1 do (3.32), (3.33), (3.34) a (3.35), dostaneme rohy platu, te¢né vektory
parametrickych u-kiivek v rozich platu, te¢né vektory parametrickych v-kiivek v rozich platu
a zkruty v rozich platu, viz nasledujici tabulka.

dostaneme okraje platu

P(u,0) = (2u,0,6u? —6u+5), u <€ [0,1],
P(u,1) = (2u,3,3u® — 6u+5), uc [0,1],
P(0,v) = (0,3v,90° — 9% 4+ 5), v € [0,1],
P(1,v) = (2,30, -30> + 9% — v +5), v €

[07 1]’

u=0v=0|u=0v=1]u=1Lv=0|u=1Lv=1
P(u7 v) <07 07 5) (07 37 5) (27 07 5) (2737 2)
Pu(ua U) (2707 _6) (27()’ _6) (27076) (27070)
PY(u,v) (0,3,0) (0,3,9) (0,3,-9) (0,3,0)
P*“(u,v) | (0,0,—6) (0,0, —6) (0,0,—12) (0,0,—12)
Vsimnéme si, ze rohy platu P(0,0), P(0,1), P(1,0) a P(1, ) jsou zadané tidici body V,
Vo3, Voo a Va3 — rohy fidici sité. Dosadime-i v = 0, u = 1, v = 0, v = 1 do (3.32),

coz jsou Bézierovy kiivky 2. stupné ve sméru u a Bézierovy kubiky ve sméru v uréené okra-
jovymi polygony fidici sité.
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c¢) Teéné vektory parametrickych kiivek d) Zkruty

Obrazek 3.16: Bézierova kvadraticko-kubickd plocha
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Na obr. 3.16 a) je nakreslena zadan4 fidic sit, vyslednd Bézierova kvadraticko-kubickd plocha
je nakreslena na obr. 3.16 b). Na obr. 3.16 ¢) jsou nakresleny te¢né vektory (3.33) a (3.34)
parametrickych kfivek a na obr. 3.16 d) jsou nakresleny zkruty (3.35) v nékolika bodech
plochy (3.32). Pro zachovéni ¢itelnosti obrdzku je délka nakreslenych vektoru zkrécena na
1/5 své skutecné délky. O

3.5.2 Vlastnosti Bézierovy plochy

Bézierova plocha ma zajimavé geometrické vlastnosti, s nékterymi z nich jsme se uz setkali pfi
feSeni piikladu 3.9, 3.10 a 3.11. Protoze nejvétsi vyuziti v praxi ma Bézierova bikubicka plocha,
budou nékteré dale uvedené vlastnosti konkretizovany praveé pro tuto plochu.

e Bézierova plocha interpoluje rohy fidici sité a zadnymi jinymi fidicimi body neprochézi.
e Okraje platu tvoreného Bézierovou plochou jsou Bézierovy kiivky.

e Tecné vektory parametrickych u-kiivek v rozich platu jsou m-nasobkem krajnich ramen
okrajovych fidicich polygontu ve sméru u; tetné vektory parametrickych v-kiivek v rozich
platu jsou n-ndsobkem krajnich ramen okrajovych #idicich polygonu ve sméru v. Pro
Bézierovu bikubickou plochu je to konkrétné

P(0,0) = 3(Vio — Voo), PU(0,1) = 3(Vis — Vos),
P*(1,0) = 3(Vs0— Va2,), P*(1,1) = 3(Vs3— Vag), (3.36)
PY(0,0) = 3(Vou — Voo), PY(0,1) = 3(Vos — Voa),
PU(1,1) = 3(Vss — Via), PY(1,0) = 3(Vsi1 — Vio).

Tato vlastnost vyplyvéa z predchozi vlastnosti a z vlastnosti Bézierovych kiivek uvedenych
v ¢asti 2.2.1. PovSimnéme si, ze te¢né vektory parametrickych kiivek v rozich platu jsou
uréeny vyhradneé fidicimi body okrajovijch vidicich polygoni a ze te¢né roviny v rozich platu
tvoreného Bézierovou plochou jsou urceny krajnimi rameny okrajovych ridicich polygoni.

e Zkruty v rozich platu tvoreného Bézierovou plochou uréenou siti (m+1) x (n+ 1) fidicich
bodua, m,n < 3, lze vyjadiit jako mn-nasobek vektorového souctu vektoru uréenych pro-
tilehlymi rameny rohovych ok sité. Pro Bézierovu bikubickou plochu je to konkrétné

P“’(0,0) = 9[(Voo—V10) + (V11— Vo) =9[(Voo — Vo) + (Vi1 — Vi)l
P“(0,1) = 9[(Vo2—V12)+ (V13— Vo3)] =9[(Vo2 — Vo3) + (V13— Vi2)],
P“(1,0) = 9[(V2,0—V30) + (V31— V21)] =9[(V20 — V21) + (V31 — V30)],
P“(1,1) = 9[(V22—V32) + (V33— V23)] =9[(V22 — Va3) + (V33— V32)].
(3.37)

O tom se muzeme snadno presvédéit, dosadime-li do (3.23) namisto Bernsteinovych po-
lynomu 3. stupné funkéni hodnoty jejich prvnich derivaci pro u,v = 0, 1. PovSimnéme si
také, ze zkrut v rohu platu je uréen vyhradné ridicimi body prislusného rohového oka sité.

e Je-li rohové oko sité fidicich bodid rovnobéznik, je zkrut v tomto rohu nulovy.

Je-li rohové oko rovnobéznik, je pifimo Casti te¢né roviny v rohu platu, a protoze zkrut
v rohu platu udava miru odchylky plochy od te¢né roviny v rohu platu, musi byt v tomto



112 MODELOVANI PLOCH

piipadé nulovy. Jinymi slovy: vektory urcené protilehlymi okraji rovnobéznikového ro-
hového oka v rov. (3.37) jsou vektory opacné orientované a jejich vektorovy soucet je
roven nule. Zkrut v rohu platu tedy také uddva miru odchylky rohového oka sité od rov-
nobézniku.

e Bézierova plocha urcéend siti obsahujici pouze ¢tyti fidici body je totozna s plochou hyper-
bolického paraboloidu urcéeného stejnymi fidicimi body — rohy platu.

B Priiklad 3.12 — Bézierova kvadraticko-kubicka plocha. Je ddna mapa M Bézierovy
plochy P(u,v), (u,v) € [0, 1]

Voo Vo1 Vo2 Vo3 (0,0,2) (0,1,0) (0,2,0) (0,3,1)
M = Vl,O Vl,l Vl,2 V1,3 = (17072) (1’1’0) (1)270) (15350)
Voo Va1 Vaao Vo3 (2,0,0) (2,1,0) (2,2,0) (2,3,0)

V kosotihlém promitani (w = 135,¢ = 2v/2 : 3, jednotka = 3 cm) sestrojte sit ifdicich bodi
usporadanych do mapy M. De Casteljau algoritmem sestrojte body P(%7 0), P(%, 1), P(0, %),
P(1, %) na okrajovych kiivkach platu z Bézierovy plochy P(u,v), (u,v) € [0,1]2. Okrajové

kiivky nacrtnéte. Vyznacte tecné roviny 790, 70,1, 71,0 @ 71,1 v rozich pldtu.

Reseni. Bézierova plocha je zadéna siti obsahujici 3 x 4 fidici body, jde tedy o kvadraticko-
kubickou plochu, viz obr. 3.17.

Obrézek 3.17: Bézierova kvadraticko-kubicka plocha O

B Priklad 3.13 — Bézierova bikubicka plocha. Je ddna mapa M Bézierovy plochy P(u,v),
(u,v) € 10,1]2.

) )

V070 VO,I V()’Q V073 (0,0,2) (0,1,2) ( s
VI,O V171 VLQ V1,3 (1,0,2) (1,1,0) ( s s
(2,0,2) (2,1,0) (
(3,0,1) (3,1,0) (

0,2,0
1,2,0
2,2,0
3,2,0

)

Voo Va1 Voo Vo3 2,0,2) (2,1,0

) (0,
) (1
) (2
V3o V31 V3o V33 3,0,1) (3,1,0 ) (3

3,2
,3,0
,3,0
,3,0

) )
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V kosothlém promitani (w = 135,q = 2/2 : 3, jednotka = 3 cm) sestrojte sif Fidicich bodu
usporadanych do mapy M. De Casteljau algoritmem sestrojte body P(%, 0), P(%, 1), P(0, %),
P(1, 3) na okrajovych kiivkdch platu z Bézierovy plochy P(u,v), (u,v) € [0,1]%. Okrajové
kiivky nacrtnéte. Vyznacte tecné roviny 79,0, 70,1, 71,0 @ 71,1 v rozich plitu.

Reseni. Bézierova plocha je zaddna siti obsahujici 4 x 4 ¥idic{ body, jde tedy o bikubickou
plochu, viz obr. 3.18.

T33

Obrazek 3.18: Bézierova bikubicka plocha O

Vztah Bézierovy bikubické plochy a Coonsovy bilinearni plochy

Vime, ze Coonsova bilinearni plocha je ur¢ena ¢tyimi okrajovymi kiivkami, které maji spolecné
body v rozich platu. Déle vime, Zze okraje platu tvofeného Bézierovou bikubickou plochou jsou
Bézierovy kubiky, a ze Bézierova plocha interpoluje rohy platu. Naskytd se tedy otazka, zda
existuje néjaka souvislost mezi Coonsovou bilinedrni plochou uréenou okrajovymi Bézierovymi
kubikami a Bézierovou bikubickou plochou se stejnymi okraji.

Okrajové tidici polygony ovliviiuji tvar okrajovych Bézierovych kubik, které vystupuji ve
vektorové rovnici Coonsovy bilinearni plochy. Tvar Bézierovy bikubické plochy je navic ovlivnén
polohou vnitinich fidicich bodu. Ve skute¢nosti existuje nekoneéné mnoho Bézierovych ploch,
které maji shodné okraje, ale odlisny tvar vlastni plochy pravé diky odlisné poloze vnitinich
fidicich bodu. Pti vhodné poloze vnitinich fidicich bodu je jedna z téchto ploch totoznd s Co-
onsovou bilinearni plochou, jak fika nésledujici véta.

B Véta 3.1 — Vztah Bézierovy bikubické a Coonsovy bilinedrni plochy. Necht je
Coonsova bilinearni plocha P (u,v), (u,v) € [0,1]%, uréena okrajovymi Bézierovymi kubikami,
jejichz idici polygony jsou nasledujici

Po(u): VooV10V20V3o, Pi(u): Vo3Vi3Va3Vss,
Po(v): VooVo0,1Vo02Vos, Pi1(v): V30V31V32Vs3.



114 MODELOVANI PLOCH

Potom je tato Coonsova bilinedrni plocha totozna s Bézierovou bikubickou plochou uréenou
siti fidicich bodu uspoiddanych do mapy

Voo Vo1 Vo2 Vogz
\% A\ A% Vv

M — 1o Vir Viz Vig |
Voo Va1 Voo Vo3

V30 V31 V32 V33

)

pro jejiz vnitini fidici body plati

Vi1 = Voo + iP%0,0) + :P?(0,0) + $P“(0,0),
Viy = Vos+ 3P%0,1) — iP?(0,1) — §P“(0,1), (3.38)
Vo1 = Vso— 1P%(1,0) 4+ :P¥(1,0) — $P*(1,0),
Voo = Vi3 — iP%1,1) — iPY(1,1) + §P™(1, 1),

kde P*(0,0), P“(0,1), P*(1,0) a P“(1, 1) jsou tecné vektory parametrickych u-kiivek v rozich
platu z Coonsovy bilinedrni plochy, P?(0,0), PY(0,1), P"(1,0) a P¥(1,1) jsou te¢né vektory
parametrickych v-kiivek v rozich platu z Coonsovy bilinearni plochy a P*?(0,0), P*?(0, 1),
P""(1,0) a P“’(1,1) jsou zkruty v rozich platu z Coonsovy bilinedrni plochy.

Dukaz (pouze nazna¢ime): Vztahy (3.38) jsou feSenim soustavy rovnic (3.37), dosadime-li za
fidici body okrajovych fidicich polygonu z (3.36). O

B Priklad 3.14 — Vztah Bézierovy bikubické a Coonsovy bilinearni plochy. Jsou dany
fidici polygony Bézierovych kubik

Voo Vo1 Vo2 Vogz (0,0,4) (0,1,4) (0,2,1) (0 3, 1)
V1,o V1,3 _ (1,0, 1) (1 3, 1)
Va0 Vos | | (2,0,1) (2,3,1) |’
V30 V31 V32 V33 (3,0,4) (3,1,1) (3,2,1) (3 3, 1)

které tvoif okraje Coonsovy bilinearni plochy Pc(u,v), (u,v) € [0,1]2.
Naleznéte vektorovou rovnici Coonsovy bilinearni plochy P (u,v), (u,v) € [0, 1]2.

Piedpokladejte, ze Coonsova bilinearni plocha Pc(u,v), (u,v) € [0,1]? je Bézierova biku-
bickd plocha Pg(u,v), (u,v) € [0,1]?, uréend siti nad jednotkovou étvercovou miizkou. Uréete
vnitin{ ¥{dic{ body Bézierovy bikubické plochy Pg(u,v), (u,v) € [0,1]?, naleznéte jeji vekto-
rovou rovnici. Vysledky porovnejte.

Reseni. Nejprve uréime vektorové rovnice okrajovych Bézierovych kubik:

Po(u) = (3u,0,9u® — 9u +4), u € [0,1],

Pi(u) = (3u,3,1), u € [0,1],

Po(v) = (0,3v,60° — 9v? +4), v € [0,1],
Pi(v) = (3,3v,—3v® + 90* — v +4), v € [0,1].
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Parametrické vyjadieni Coonsovy bilinearni plochy je podle (3.17)

0 0 O 1—-w
ze(u,v) = 1—wu,l,bu)-| 3u 0 3u |- 1 = 3u, (u,v) € [0,1]?
-3 3 -3 v
0 3v -3 1—-w
yec(u,v) = (1—wu,l,u)-{ 0 0 3 : 1 =3v, (u,v) €[0,1)%
0 3v -3 v
—4 603 — 9v? + 4 -1 1—v
zo(u,v) = (1—wu,l,u)- | 9u? —9u+4 0 1 . 1 =
—4 —30* + 9 —9v+4 -1 v

= —9u?v 4 9u® — Juv® + 18uv? — Yu + 60 — 9? + 4, (u,v) € [0,1)%
Vektorova rovnice Coonsovy bilinedrni plochy je
Pc(u,v) = (3u, 3v, —9u?v + 9u? — Yuv® + 18uv? — 9u + 6v° — 90 +4), (u,v) € [0,1)%. (3.39)

Na obr. 3.19 a) jsou nakresleny zadané okrajové fidici polygony a jimi uréené Bézierovy
kubiky, kterymi je uréena Coonsova bilinedrni plocha (3.39).

a) Zadané okrajové Bézierovy kubiky b) Vysledn4 plocha a sit fidicich bodu
Coonsovy bilinearni plochy Bézierovy bikubické plochy

Obrazek 3.19: Vztah Bézierovy bikubické a Coonsovy bilinedrni plochy

Vektorova rovnice teénych vektoru parametrickych kiivek Coonsovy bilinedrni plochy je

Pe(u,v) = (3,0, —18uv + 18u — 90 + 18v% — 9), (u,v) € [0,1]%,
P&(u,v) = (0,3, —9u® — 27uv? + 36uv + 18v% — 18v), (u,v) € [0,1]*. (3.40)
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Dosadime-li do (3.40) u,v = 0,1, dostaneme te¢né vektory parametrickych kiivek v rozich
platu z Coonsovy bilinearni plochy

P&(0,0) = (3,0,—9), P&(0,1) = (3,0,0), P&(1,0) = (3,0,9), P&(1,1) = (3,0,0)
P&(0,0) = (0,3,0), P&(0,1) = (0,3,0), P&(1,0) =(0,3,-9), P&(1,1) =(0,3,0).

Vektorova rovnice zkrutu Coonsovy bilinearni plochy je
P (u,v) = (0,0, —18u — 27v? + 36v), (u,v) € [0,1]% (3.41)

Dosadime-li do (3.41) u,v = 0,1, dostaneme zkruty v rozich platu z Coonsovy bilinedrni
plochy

P& (0,0) = (0,0,0), P&(0,1) = (0,0,9), P& (1,0) = (0,0,-18), P& (1,1) = (0,0, —9).

Nyni muzeme podle (3.38) urcit vnitin{ fidici body Bézierovy bikubické plochy Pg(u,v):

Vii = (0,0,4) + £(3,0,—9) + 1(0,3,0) + $(0,0,0) = (1,1,1),
Viz = (0,3,1) + £(3,0,0) — £(0,3,0) — £(0,0,9) = (1,2,0),
Vo1 = (3,0,4) — £(3,0,9) + 3(0,3,-9) — (0,0, —18) = (2,1,0),
Voo = (3,3,1) — £(3,0,0) — £(0,3,0) + £(0,0,—9) = (2,2,0),

a doplnit mapu M Bézierovy bikubické plochy Pg(u,v):

Voo Vo1 Vo2 Vo3
Viop Vi1 Vig Vi3
Voo Va1 Voo Vo3
V3o V31 V32 Vg3

Vzhledem k tomu, Ze Bézierova bikubicka plocha Pg(u,v), (u,v) € [0,1]? je uréena siti nad
jednotkovou étvercovou miizkou, jsou jeji souradnicové funkce zg(u,v) = 3u, yg(u,v) = 3v a

4411 By 3(v)
B 1101 B13(v)
zB(u,v) = (Bog(u), B13(u), B23(u), B3 3(u)) 1001 By 3(v)
4111 Bs 3(v)
4411 (1—wv)3
_ 3 N2 9201 sy, [ 1101 Bu(l—v)* | _
= ((1 w)?, 3u(l —w)?, 3u(1 u),u) 1001 30(1—v) | =
4111 v3

= —9u*v + 9u® — Quv® + 18uv? — Yu + 6v° — 9? + 4, (u,v) € [0,1)%
Vektorova rovnice Bézierovy bikubické plochy Pg(u,v), (u,v) € [0,1]2, je
Py (u,v) = (3u, 3v, —9u?v 4+ 9u? — Juv® + 18uv? — Yu + 60> — 9? +4), (u,v) € [0, 1]
Vyslednéd Bézierova bikubickd plocha je nakreslena na obr. 3.19 b) vcetneé sité Fidicich bodu.

Protoze zg(u,v) = xzc(u,v), y(u,v) = yc(u,v) a z(u,v) = zc(u,v), jsou obé plochy
totozné. O
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3.5.3 Odvozeni vektorové rovnice Bézierovy plochy

Vektorovou rovnici (3.23) Bézierovy plochy muzeme odvodit dvojim zpusobem — bud budeme
respektovat ,,ploSnou” podstatu Bézierovy plochy a jeji vektorovou rovnici odvodime postupnou
linedrni interpolaci mezi ¢tyfmi body nebo muzeme preferovat jeji ,kiivkovou“ podstatu a vek-
torovou rovnici vyjadrit jako rovnici Bézierovy kiivky, jejiz fidici body nejsou konstantni, ale
proménné. Oba piistupy jsou rovnocenné a vedou ke stejnému vysledku.

Postupna linearni interpolace mezi ¢tyfmi body

Tento postup odvozeni vektorové rovnice Bézierovy plochy je adekvatni postupu odvozeni Bern-
steinovych polynomu (a tim i vektorové rovnice Bézierovy kiivky) z ¢asti 2.2.2, ktery byl zalozen
na postupné linedrni interpolaci mezi dvéma body — krajnimi body ramene fidiciho polygonu.
Rameni fidicitho polygonu kfivky odpovidd oko Fidici sité plochy. V pifpade, Ze je fidici sit
tvofena ¢tyfmi fidicimi body, je vyslednd Bézierova plocha totoznda s plochou hyperbolického
paraboloidu (viz vlastnosti uvedené v ¢asti 3.5.2). Plocha hyperbolického paraboloidu vznika
praveé linedarni interpolaci mezi zadanymi ¢tyimi body.

Jestlize je pocet ridicich bodu Bézierovy plochy vyssi, musime linedrni interpolaci mezi ¢tyfmi
body opakovat. Princip postupné linedrni interpolace je naznacen na obr. 3.20 a), kde je zob-
razena sit fidicich bodu Bézierovy bikvadratické plochy. Tato sit je sloZena ze ¢tyi ok, jejichz
mapy jsou:

M, — Vo,0 Vo, M, = Vo1 Vo2 M, = Vio Vi CMs = Vi1 Vi . (3.42)
VioVia Vi1 Vi Voo Vo Va1 Voo

Kazdé oko sité povazujeme za plochu hyperbolického paraboloidu. Bod pro hodnoty para-

metrii (u,v) = (a, B) € [0,1]? v kazdém oku sité vyjadifme jako bod na ploge hyperbolického

paraboloidu (na obr. 3.20 a) je naznacen postup pro a = f§ = %)

Woo = (1—a)(1-8)Voo+(1—-a)8Vo1+a(l-B)Vip+aBVy,
Woi = (1-a)(1-8)Vo1+(1—a)8Voz+a(l—B)Vii+aBViy,
Wi = 1-a)1-8)Vip+(1—a)Vii+a(l—p5)Vey+aBVa,
Wit = (1-a)1-8)Vii+ ({1 —-—a)Vig+all—pB)Vai+afVaps. (3.43)

Body Woo, Wo1, Wi, W11 povazujeme za rohy nového oka redukované sité fidicich bodu
(v obr. 3.20 a) je toto oko vyteckovéano). Bod P(«, #) na Bézierové bikvadratické plose vyjadiime
jako bod na ploSe hyperbolického paraboloidu urc¢eného rohy Wy, Wo1, Wig a Wiy:

P(Oé,,@) = (1 - a)(l - B)WO,O + (1 - a)BWO,l + 04(1 — B)WI,O + OZBWI,I- (3.44)

Uvazujeme-li hodnoty parametru u a v v celém oboru parametrizace a dosadime-li do rov. (3.44)
za Woo, Wo1, Wig, W11 z rov. 3.43, dostaneme po tpravich vektorovou rovnici Bézierovy
bikvadratické plochy.

Stejnym zpusobem bychom postupovali pfi odvozeni vektorové rovnice Bézierovy plochy
uréené siti obsahujici libovolny pocet fadku a sloupcu fidicich bodu. V pripadé, ze je pocet fadku
a sloupct shodny (¢tvercova mapa), redukuje se v posledni fzi ptivodni fidic{ sit na jediné oko.
V piipadé, ze je pocet fadku a sloupcu ruzny (obdélnikovd mapa), redukuje se v posledni fézi
puvodni Fidicf sif na jediné rameno fidictho polygonu.
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a) Postupnd linedrni interpolace b) Bézierova kiivka
mezi ¢tyimi body s proménnymi fidicimi body

Obrazek 3.20: K odvozeni vektorové rovnice Bézierovy plochy

Bézierova kiivka s proménnymi fidicimi body
Princip tohoto postupu odvozeni vektorové rovnice Bézierovy plochy je naznacen na obr. 3.20 b).
Uvazujeme Bézierovu kiivku Q(u), u € [0, 1], jejiz fidici body nejsou konstantni, ale funkei v:

Q(u) = B2 (U)Vo,o(’u) + BLQ(U)VL()(U) + BQQ(U)VQQ('U), u € [0, 1]. (3.45)

Situaci si muzeme predstavit tak, ze se fidici bod V(¢ pohybuje po Bézierove kiivce R(v), fidici
bod V1 g se pohybuje po Bézierové kiivce S(v) a fidici bod Vg o se pohybuje po Bézierové kiivce
T(v):

Voo(v) = R(v) = Bo2(v)Voo+ Bi2(v)Vo1 + B22(v) Vo2, v e [0,1],
(v) =

Vio S(v) = Bo2(v)Vio+ Bi2(v)Vi1 + Baa(v) Vi, v e [0,1],

V270(7)) = T(U = BO’Q(U)V270 + BLQ(U)VQJ + BQQ(U)VQQ, v E [0, 1]. (3.46)
Dosadime-li do (3.45) za Vo o(v), Vio(v) a Vao(v) z (3.46), obdrzime po tupravéach vektoro-
vou rovnici Bézierovy bikvadratické plochy. Stejné bychom postupovali v piipadé libovolného

poctu fadkiu a sloupcu sité fidicich bodu, pouze bychom museli uvazovat odpovidajici stupen
Bernsteinovych polynomu.

3.5.4 De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na Bézierové plose

Tak jako k odvozeni vektorové rovnice Bézierovy plochy, muZzeme i ke konstrukci bodu na
Bézieroveé plose de Casteljau algoritmem pfistupovat dvojim zptisobem. Pokud budeme vychazet
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z ,,plogné“ podstaty Bézierovy plochy, budeme struéné hovorit o de Casteljau algoritmu pro plo-
chy, pokud budeme vychéazet z ,kiivkové“ podstaty Bézierovy plochy, budeme struéné hovorit
o de Casteljau algoritmu pro krivky.

De Casteljau algoritmus pro plochy

Geometrickou interpretaci postupné linearni interpolace mezi ¢tyimi body je piimo de Casteljau
algoritmus konstrukce bodu P (o, 3), (a, 8) € [0,1]2, na Bézierové plose P(u,v), viz obr. 3.21 a).

Vig® - r
LO 7N . Vo2,

a) pro plochy b) pro kiivky

Obrézek 3.21: De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na Bézierové plose

1. Zvolime (o, 3) € [0,1]% na obr. 3.21 a) a = 3 = %
2. Ramena sité ve sméru u délime v poméru a : (1 — «), obdrzime body 1, 1/, 2, 2/, 3, 3'.
3. Ramena sité ve sméru v délime v poméru 3 : (1 — ), obdrzime body 4, 4', 5, 5, 6, €'.

4. Rohy nového oka redukované sité lezi v nésledujicich prusecicich:
WO,O =12N45, W071 =23N 4/5/, Wl,O =1'2'"n 56, W171 =2'3'n5'¢6.

5. Kroky 2) az 4) opakujeme vzdy pro redukovanou sif Fidicich bodu a konéime, jakmile
dostaneme jediné oko (pfi ¢tvercové mapeé), resp. jediné rameno fidictho polygonu (pfi
obdélnikové mapé).

Podle obr. 3.21 a) tedy délime ramena WooW 19 a Wy W1 v poméru « : (1—a«), obdrzime
body Ag, Ai. Ramena Wy Wy, a W1yW1; délime v poméru S : (1 — 3), obdrzime body
By, B;.
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Obrazek 3.22: De Casteljau algoritmus pro plochy
(Bézierova plocha je uréena obdélnikovou mapou)

6. V piipadé ¢tvercové mapy lezi bod Bézierovy plochy P(«, 3) v pruseciku tseéek spojujicich
deélici body posledniho oka, na obr. 3.21 a) v pruseciku usecek AgA; a BoB;. Tyto tsecky
urcuji tecny k parametrickym kiivkdam v bodé P(«, ).

V piipadé obdélnikové mapy lezi bod Bézierovy plochy P(«, 5) v délicim bodé posledniho
ramene Fidictho polygonu, které zaroven urcuje te¢nu jedné parametrické kiivky, viz obr. 3.22.
Tec¢nu druhé parametrické kiivky je tfeba zkonstruovat podle de Casteljau algoritmu pro
kiivky.

De Casteljau algoritmus pro kiivky

V tomto piipadé aplikujeme pouze de Casteljau algoritmus pro kiivky z ¢dsti 2.2.3, viz obr. 3.21 b).

1. Zvolime (o, 3) € [0,1]% na obr. 321 b) a = = %

2. Pro u = a zkonstruujeme de Casteljau algoritmem body na Bézierovych kiivkach uréenych
fidicimi polygony ve sméru u. Obdrzime body Wy, W1, Wo.

3. Pro v = B zkonstruujeme de Casteljau algoritmem bod na Bézierové kiivce uréené fidicim
polygonem WoW1Ws. Tento bod je bodem Bézierovy plochy pro u = «, v = . Posledni
rameno (na obr. 3.21 b) je to rameno AgA;) urcuje tecnu parametrické v-kiivky v bodé

P(a, §).

4. Pro v = 3 zkonstruujeme de Casteljau algoritmem body na Bézierovych kfivkach uréenych
fidicimi polygony ve sméru v. Obdrzime body Uy, Uy, U,.
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5. Pro u = « zkonstruujeme de Casteljau algoritmem bod na Bézierové kiivce uréené tidicim
polygonem UgU;U,. Tento bod je opét bodem Bézierovy plochy pro v = o, v = £.
Posledni rameno (na obr. 3.21 b) je to rameno BoB;) urcuje te¢nu parametrické u-kiivky
v bodé P(a, ).

Na obr. 3.21 jsou doplnény i konstrukce bodu na okrajovych kiivkach. Zde pouzijeme de Cas-
teljau algoritmus pro kiivky jak ho zndme z ¢asti 2.2.3.

Uvédomme si, ze tsecky AgA; a BoB; urcéujici teény parametrickych kiivek v bodé P(«, /)
na obr. 3.21 a) jsou stejné jako usecky AgA; a BoB; na obr. 3.21 b).

B Priiklad 3.15 — De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na Bézierové plose. Je
déna mapa Bézierovy plochy P(u,v), (u,v) € [0,1]2,

Voo Vo1 Voo (0,0,2) (0,1,0) (0,2,1)
M= Vio Vi1 Vip [ =] (1,0,0) (1,1,0) (1,2,0)
Voo Va1 Voo (2,0,1) (2,1,0) (2,2,0)

V kosotihlém promiténi (w = 135,¢ = 2v/2 : 3, jednotka = 3 cm), zobrazte sif fidicich bodt
a de Casteljau algoritmem zkonstruujte body pro hodnoty parametru w,v = 0, %, 1. Pro
konstrukei bodu na plose pouzijte a) de Casteljau algoritmus pro plochy, b) de Casteljau al-
goritmus pro kiivky. Nacrtnéte okrajové Bézierovy kiivky a parametrické kiivky prochéazejici
bodem P(1,1). Vyznaéte tetné roviny v rozich.

Reseni. Konstrukce bodu na Bézierové plose de Casteljau algoritmem pro plochy je zob-
razena na obr. 3.23 a), na obr. 3.23 b) je nakreslena konstrukce téhoz bodu de Casteljau

algoritmem pro kiivky. O

3.5.5 Platovani — platy z Bézierovy plochy

Budeme uvazovat dva platy z Bézierovy bikubické plochy a vysetifme podminky jejich C°, C*
a O? spojitého napojeni. Prvni plat oznaéime P(u,v), (u,v) € [0,1]%, a piedpokldddme, Ze je
uréen zndmymi Fidicimi body. K jeho okraji P(u,1), u € [0,1], pfipojime druhy plat, ktery
oznacime R(s, t), (s,t) € [0,1]?, jehoz fidici body jsou nezndmé. Vektorové rovnice obou platii
jsou nésledujici:

P(u,v) = B(u) - M- B(v), (u,v) € [0,1]?, (3.47)
R(s,t) = B(s)-N-B(t), (s,t) € [0,1]%, (3.48)

kde B(w), w = u,v, s, t, jsou vektory Bernsteinovych polynomu 3. stupné a M, resp. N je mapa
prvniho, resp. druhého platu

Vo,0Vo,1 Vo2 Vo3 WooWo1 Wo2 Wy

M — VioViiViaVig  resp. N= WioWii WioWis ‘ (3.49)
VooVa1VosVos W30 Ws1 Woo Wy
V30V31V32V33 W30 Ws31 Ws32Ws3

Preferujme nyni ,kiivkovou* podstatu Bézierovy plochy a povazujme oba platy za Bézierovy
kubiky ve sméru uw s proménnymi fidicimi body, které se pohybuji po Bézierovych kubikach
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Obréazek 3.23: Konstrukce bodu na Bézierové plose de Casteljau algoritmem
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urcenych fidicimi polygony ve sméru v. Je ziejmé, ze k zajisténi spojitosti platu ve sméru v staci
zajistit spojitost Bézierovych kubik urcenych fidicimi polygony ve sméru v, tedy fadkovymi
fidicimi polygony. K tomu muZzeme vyuzit podminek C°, C' a C? spojitosti napojeni dvou
Bézierovych kubik jak jsme si je odvodili v ¢asti 2.2.4.

Mapu N plétu R(s,t) lze pomoci zadanych fidicich bodi mapy M platu P(u,v) vyjadrit
takto:

Woo=Vosz Wop1=2Vg3—-Vpas Wpo=4(Vp3—Vpo

Wio=Viz Wi1=2Vy3-Vio Wi2=4Vi3—-Vip

( +Vo1 W3
N — (

(

(

+Vii Wi
+Vao1 Wy
+Vs31 Wsz3

)

Wso=Va3z Wy =2Vy3—-Vss Wyo=4(Vy3— Voo
W30=V33 W31=2V33-V35 Wj35=4(V33—-V3y

~—_— ~— ~—  ~—

(3.50)
Spojitost dvou Bézierovych ploch napojovanych ve sméru v je tedy dana spojitosti napojeni
Bézierovych kubik uréenych faddkovymi fidicimi polygony, tj.:

e Pozadujeme-li C° spojitost obou pléti, musi mit #idici body W, g, i = 0,1,2,3, polohu
urcenou nultym sloupcem mapy (3.50), poloha ostatnich fidicich bodu muze byt libovolna.

e Pozadujeme-li C! spojitost obou plati, musi mit f{dici body W, i = 0,1,2,3, polohu
urc¢enou nultym sloupcem mapy (3.50), fidici body W1, ¢ = 0,1,2,3, polohu urcenou
prvnim sloupcem mapy (3.50) a poloha ostatnich #idicich bodu je libovolna.

e Pozadujeme-li C? spojitost obou platii, musi mit #idici body W;o, 7 =0,1,2,3, polohu
urcenou nultym sloupcem mapy (3.50), fidici body W; 1, ¢ = 0,1,2,3, polohu uréenou
prvnim sloupcem mapy (3.50), fidici body W2, i = 0,1,2,3, polohu urc¢enou druhym
sloupcem mapy (3.50) a pouze poloha fidicich boda W3, i = 0,1, 2, 3, je libovolna.

Snadno lze také ovérit, ze splnuji-li fidici body mapy N polohu vyjadienou v (3.50), je auto-
maticky zajisténa totoznost zkruti podél spoleéného okraje, tedy ze plati P“’(u, 1) = R*!(s,0).

Obdobné bychom odvodili podminky spojitosti pfi napojovani dvou platu z Bézierovych
bikubickych ploch ve sméru parametru u. Zde by pozadovand spojitost platu byla dana spojitosti
napojeni Bézierovych kubik urcenych sloupcovymi fidicimi polygony.

Obecné lze fici, ze spojitost podél libovolného spoleéného okraje dvou plata z Bézierovy
plochy je vzdy dana spojitosti Bézierovych kubik uréenych radkovymi, resp. sloupcovymi fidicimi
polygony.

Lze dokéazat, 7e vyse stanovené podminky pro zajisténi C°, C' a C? spojitosti dvou platii
z Bézierovy bikubické plochy plati pro C°, C! i C? spojité napojeni dvou plati z Bézierovych
ploch libovolného stupné.

B Priiklad 3.16 — Platovani — platy z Bézierovy plochy. Je dana mapa M platu z Bézierovy
kvadraticko-kubické plochy P(u,v), (u,v) € [0,1]%, uréené siti nad jednotkovou étvercovou

miizkou
Voo Vo1 Vo2 Vog (0,0,1) (0,1,0) (0,2,2) (0,3,3)
M = VLO Vl,l V1,2 V1,3 = (17072) (171)0) (17270) (17370)
V270 V2,1 V2’2 V2,3 (2,0, 2) (2,1,0) (2,2,0) (2,3,0)

Podél okraje V(3V13Va3 je pripojen s C? spojitosti plat z Bézierovy kvadraticko-kubické
plochy R(u,v), (u,v) € [0,1]* a podél okraje V30V21V22Va3 je piipojen s C! spojitost{
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plat z Bézierovy kvadraticko-kubické plochy S(u,v), (u,v) € [0, 1]?. Oba piipojené platy jsou
uréeny siti nad jednotkovou étvercovou miizkou.

V kosotihlém promitani (w = 135,q = 2v/2 : 3, jednotka = 3 cm) sestrojte sit ifdicich bodi
platu P(u, v). Urcete konstrukei a vypoctem polohu fidicich bodu obou pfipojenych platu tak,
abyste zajistili pozadovanou spojitost podél obou spoleénych okraju. z-ové souradnice fidicich
bodu, jejichz poloha pozadovanou spojitost neovlivni, volte nulové. De Casteljau algoritmem
sestrojte body na okrajovych kiivkach vSech platt pro hodnotu piislusného parametru %
Okrajové kiivky vSech plati nacrtnéte.

Reseni. Na obr. 3.24 je provedeno konstrukéni feseni.

-
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Obrézek 3.24: Platovani — platy z Bézierovy plochy
Ridici body platu R(u, v), (u,v) € [0,1]?, oznacime W, j,i = 0,1,2, j = 0,1, 2, 3. Z podminky
C° spojitosti plyne:
Woo=Vo3=1(0,3,3), Wip=Vi3=(1,3,0), Wao=Va3=(23,0).
Z podminky C! spojitosti plyne:

W1 = 2Vos — Voo = 2(0,3,3) — (0,2,2) = (0,4,4),
W1 =2Vis— Vig=2(1,3,0)— (1,2,0) = (1,4,0),
W1 =2V — Voo = 2(2,3,0) — (2,2,0) = (2,4,0).
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Z podminky C? spojitosti plyne:

Wo,2 =4(Vosz— Vo) + Vo1 =4((0,3,3) — (0,2,2)) + (0,1,0) = (0,5,4),
Wi2=4(Viz—Vi2)+ Vi1 =4((1,3,0) - (1,2,0)) + (1,1,0) = (1,5,0),
W272 = 4(V273 — V272) + V271 = 4((2, 3,0) — (2, 2, 0)) + (2, 1,0) = (2, 5, 0).

Mapa platu R(u,v), (u,v) € [0,1]2, je

Wo,o Wo1 Woa Wy (0,3,3) (0,4,4) (0,5,4) (0,6,0)
WLQ Wl,l W172 W173 = (1,3,0) (1,4,0) (1,5,0) (1,6,0)
Wy W271 Wz,g W3 (2, 3, 0) (2, 4, 0) (2, 0, 0) (2, 6, 0)

z-ové souradnice Fidicich bodi Wy 3, W1 3 a Wy 3 jsou nulové, nebot poloha téchto Fidicich
bodu pozadovanou spojitost neovliviiuje.

Ridici body platu S(u,v), (u,v) € [0,1]?, oznacime U;;,1=0,1,2,3,5 =0,1,2. Z podminky
C? spojitosti plyne:

Ugo = Va0 =(2,0,2), Up1 = Va1 =(2,1,0),
UO,Z = V2,2 = (27 27 0)7 U0,3 = V2,3 = (27370)

Z podminky C! spojitosti plyne:

Uip=2Vy0—Vip=2(2,0,2)—(1,0,2) = (3,0,2),
U1 =2Ve; — V11 =2(2,1,0) - (1,1,0) = (3,1,0),
U2 =2Va5—V;9=2(2,2,0)—(1,2,0) = (3,2,0),
U;3=2Va3—V;3=2(2,3,0)—(1,3,0) = (3,3,0).

Mapa platu S(u,v), (u,v) € [0,1]?, je

Upo Up1 Up2 Upgs (2,0,2) (2,1,0) (2,2,0) (2,3,0)
Uig Uiy Uip Uiz [ =] (3,0,2) (3,1,0) (3,2,0) (3,3,0)
Usp U1 Uzo Usj (4,0,0) (4,1,0) (4,2,0) (4,3,0)

z-ové soutradnice Fidicich bodu Usgg, U1, Uzs a Us3 jsou nulové, nebot poloha téchto
fidicich bodu pozadovanou spojitost neovliviiuje. O

3.5.6 Bézierova plocha v Rhinu

Uz vime, ze smér parametri u a v plochy v Rhinu je dan systémem. Po vytvoreni plochy jiz nelze
smeéry parametri ménit a v fadé piipadu je nelze ani predem nijak ovlivnit. U Bézierovy plochy
vSak muzeme vhodnym pofadim zaddvanych vstupnich dat rozhodnout o sméru parametru u a v
sami. Predpokladejme déle, ze v souladu s definici 3.4 je parametr u Bézierovy plochy stupné
m a parametr v je stupné n.

Bézierova plocha stupné m x n — Piikaz: Plocha z miizky tidicich bodi — v prikazovém
radku zvolit Stuperi: zadat stupen m Bézierovy plochy ve sméru u — Pocet bodu v fadku:
zadat m + 1 (tj. pocet fddku mapy) — v piikazovém Fadku zvolit Stuperi: zadat stupen
n Bézierovy plochy ve sméru v — Pocet bodu ve sloupci: zadat n + 1 (tj. pocet sloupcu
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mapy) — Bod(1 zm+1, 1z n+1): zadat Voo — Enter - Bod(lzm+1,2zn+1):
zadat Vo1 — ... = Bod(m+1zm+1, n+12zn+1): zadat V,,,, — Enter. Nakresli se
Bézierova plocha urc¢end siti (m+1) x (n+1) fidicich bodu se smérem a orientaci parametru
u a v podle otekavani, tj. parametr u roste s piibyvajicim indexem fadku, parametr v roste
s pribyvajicim indexem sloupcu, viz obr. 3.25 a).

Poznamky:

1) Uveédomme si, ze vstupni data se v tomto piipadé imyslné nezadavaji v souladu s vy-
zvami v piikazovém fadku. Zamérné zaddvdme data z transponované matice (mapy plo-
chy) namisto puvodni, abychom zajistili smér parametri u a v podle definice 3.4 a podle
zvyklosti.

2) Na obr. 3.25 b) je uvedena ¢ast vypisu struktury (viz dale) takto zadané Bézierovy
plochy, konkrétné kartézské souradnice jednotlivych fidicich bodt. Je zfejmé, ze usporadani
fidicich bodu pfesné odpovidda mapé Bézierovy plochy z definice 3.4.

Bézierova plocha stupné n x m — Piikaz: Plocha z miizky tidicich bodi — v prikazovém
Fadku zvolit Stuperi: zadat stupen n Bézierovy plochy ve sméru v — Pocet bodu v fadku:
zadat n + 1 (tj. pocet sloupcu mapy) — v piikazovém tadku zvolit Stuperi: zadat stupen
m Bézierovy plochy ve sméru u — Pocet bodu ve sloupci: zadat m + 1 (tj. pocet fadku
mapy) — Bod(1 zn+1, 1z m+1): zadat Voo — Enter Bod(1 zn+1, 2z m+1): zadat
Vio— ... > Bod(n+1zn+1, m+1zm+1): zadat V,, , — Enter. Nakresli se Bézierova
plocha urcend siti (n+ 1) x (m + 1) fidicich bodu s prohozenym smérem parametru u a v,
tj. parametr u roste podél sloupcu, parametr v roste podél radku, viz obr. 3.26 a).

Poznédmky:
1) V tomto piipadé piesné odpovidaji zaddvana data vyzvdm v piikazovém réadku.

2) Na obr. 3.26 b) je uvedena ¢ast vypisu struktury (viz déle) takto zadané Bézierovy
plochy, konkrétné kartézské souradnice jednotlivych #idicich bodt. Je ziejmé, ze usporadani
fidicich boda neodpovidd mapé Bézierovy plochy z definice 3.4, ale mapé, kterd predstavuje
transponovanou matici.

Sit Fidicich bodu — Sif fidicich bodu (body i ramena) Bézierovy plochy lze zobrazit/skryt
prikazem Zapnout Fidict body/Vypnout 7idici body — Vyberte objekty pro zobrazeni fidicich
bodi: kliknout na plochu. Ridici body se zobrazi jako docasné viditelné body, ramena se
zobrazi jako docasné viditelné usecky teckovanou ¢arou. Zobrazené ridici body lze uchopit
s rezimem Uchopovdni bodui.

Ridici body lze navic kreslit souc¢asné pii vytvareni Bézierovy plochy pifkazem Plocha
z mrizky Tidicich bodi, zvolime-li v piikazovém Fadku ZachovatBody=Ano. Po dokonéeni
piikazu se fidici body nakresli jako tecky a dohromady tvoii spoletnou samostatnou entitu,
tzv. mrak bodul.

Poznémka: Sit #idicich bodt nakreslené Bézierovy plochy lze vytvofit pifkazem Viyjmout sit
z Tidictho polygonu NURBS (— Vyberte kiivky nebo plochy pro vyjmuti #idiciho polygonu:
kliknout na plochu — Enter), ale vysledek tohoto piikazu nesplni oc¢ekdvani. Nakresli
se polygonova sit, tj. plocha sloZend z uzavienych polygont, kterd pfesné interpoluje sit
fidicich bodu Bézierovy plochy. Jeji vrcholy lezici v ¥idicich bodech lze uchopit se zapnutym
rezimem Uchopovdnd bodi. S hranami nelze pracovat jako s tiseckami, nebot polygonovou
sit nelze rozlozit.

Radkové a sloupcové Fidici polygony — Potiebujeme-li pracovat s jednotlivymi rameny féd-
kovych a sloupcovych fidicich polygonu jako s tseckami (napf. pii konstrukci bodu na
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a) Smér a orientace parametru u a v

Obrazek 3.25: Bézierova plocha stupné m x n

w=1,v=1 \'?2,3

cv([o] [0]
cv[o]l[1]
cviol [2]
cv([o] [3]

cv[1][0]
cv[1][1]
cv[1][2]
Ccv([1][3]

cv([2][o]
cv[2][1]
cvi2][2]
cv[2][3]

(0,0,1)
(0,1,0)
(0,2,2)
(0,3,3)

(1,0,2)
(1,1,0)
(1,2,0)
(1,3,0)

(2,0,2)
(2,1,0)
(2,2,0)
(2,3,0)

b) Vypis struktury

cv([o] [0]
cv[o][1]
cv[o]l [2]

cv[1][o0]
Cv[1][1]
cv[1][2]

cv[2][o]
Ccv[2][1]
cvi2][2]

Ccv[3][0]
CV[3][1]
Ccv[3][2]

(0,0,1)
(1,0,2)
(2,0,2)

(0,1,0)
(1,1,0)
(2,1,0)

(0,2,2)
(1,2,0)
(2,2,0)

(0,3,3)
(1,3,0)
(2,3,0)

a) Smér a orientace parametru u a v b) Vypis struktury

Obrazek 3.26: Bézierova plocha stupné n x m
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Bézierove plose de Casteljau algoritmem), 1ze fadkové a sloupcové fidici polygony vytvorit
jako Tidici polygon pfedem nakreslené Bézierovy kiivky postupem uvedenym v ¢asti 2.2.5.
Pro dalsi praci nepotiebné Bézierovy kiivky po vytvoreni fidicich polygonu vymazeme.

Ramena sité fidicich bodu lze také nakreslit piikazem Samostatné isecky se zapnutym
rezimem Uchopovdni bodui.

Modifikace tvaru Bézierovy plochy — Tvar Bézierovy plochy lze modifikovat nasledujicimi
doporu¢enymi zpusoby:

1) Pfemisténim zobrazenych fidicich bodu. Cilovou polohu fidiciho bodu lze zadat pouze
kliknutim (nikoliv napf. zadanim novych soufadnic z kldvesnice), proto je vhodné nejprve
nakreslit v cilové poloze bod jako samostatnou entitu a fidici bod pfesné premistit do
cilové polohy se zapnutym rezimem Uchopouvdni bodii. Ridici body Bézierovy plochy nelze
vymazat (na rozdil od fidicich bodu Bézierovy kiivky) ani je nelze priddvat.

2) Editaci tecen v bodé Bézierovy plochy piikazem Editor teéen — Vyberte kiivku nebo
plochu pro dpravy: kliknout na plochu. Zobrazi se dvé teény k parametrickym kiivkam
v bodé kliknuti. Pfemisténim jejich koncovych bodii lze zménit tvar Bézierovy plochy. Sit
fidicich bodu se editaci tecen zméni automaticky.

Pozor! Pro dpravu tvaru Bézierovy plochy nepouzivame piikazy Viozit uzel a Odstranit
uzel, jejichz dusledkem je segmentace plochy a neuniformni parametrizace plochy (obor
parametrizace jednotlivych plati plochy je rizny, nikoliv [0, 1]2). Nepouzivame také piikaz
Zménit vdhu, ktery vede na racionalni parametrizaci plochy. Po téchto dpravach jiz neni
puvodni plocha Bézierovou plochou, ale obecné NURBS plochou, viz [10].

De Casteljau algoritmus — De Casteljau algoritmus pro kiivky lze realizovat podle postupu
uvedeném v ¢asti 2.2.5. De Casteljau algoritmus pro plochy predpoklada, ze jsou vytvorena
vSechna ramena sité fidicich bodu jako samostatné tsecky. Samotna konstrukce potom
probiha presné podle postupu uvedeném v éasti 3.5.4.

Napojovani plata z Bézierovych ploch — Konstrukci polohy fidicich bodu napojovaného
platu z Bézierovy plochy si muZeme usnadnit postupem uvedenym v Céasti 2.2.5, ktery
aplikujeme na jednotlivé fadkové nebo sloupcové fidici polygony.

Vztah Bézierovy bikubické plochy a Coonsovy bilinearni plochy — Predpokladejme, ze
je nakreslena Coonsova bilinedrni plocha uréend okrajovymi Bézierovymi kubikami. Sif
fidicich bodu této Coonsovy bilinearni plochy je totozna se siti fidicich bodu Bézierovy
bikubické plochy, kterd ma stejnou vektorovou rovnici jako vychozi Coonsova bilinedrni
plocha.

Sit fidicich bodu Coonsovy bilinedrni plochy zobrazime ptikazem Zapnout Fidici body
(stejné jako sit Bézierovy plochy). Kartézské soutadnice jednotlivych fidicich bodt muzeme
zjistit prikazem Vyhodnotit bod, viz 1.4.1. Kartézské souradnice vSech fidicich bodu zjistime
ve vypisu struktury plochy, viz déle.

Vypis struktury Bézierovy plochy — Piikaz: Vypis databdze objektu — Vyberte objekty
pro vypis podrobnych informaci: kliknout na Bézierovu plochu — Enter. Zobrazi se di-
alogové okno Vypis, ve kterém se zobrazuji podrobné informace. Pro nas jsou uzitecné
nasledujici informace (predpokldddme vypis Bézierovy plochy z obr. 3.25):

e order = (m+1)x(n+1): plocha je tddu (m + 1), tedy m-tého stupné ve sméru para-
metru u, a fadu (n + 1), tedy n-tého stupné ve sméru parametru v,
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e cv_count = (m+1)x(n+1): pocéet Fddku fidicich bodu je m+ 1, poéet sloupcu fidicich
bodu je n + 1,

e Control Points = (m+1)x(n+1) non-rational points: celkovy pocet fidicich bodu
jo (m+1) x (n+1),
e index value ..vypis fidicich bodu a jejich globédlnich kartézskych souradnic, napf.:

index value

cviol[o]l (0,0,1)
cviol[fil (0,1,0)
cviol[2] (0,2,2)
cviolrsl (o0,3,3)
cviilfol (1,0,2)

cviil[1l (1,1,0
cviilf2] (1,2,0)
cvi1l[3]l (1,3,0)
cv[2] (o] (2,0,2)

cvi2l[1]l (2,1,0)
cvi2][2] (2,2,0)
cv[2][3] (2,3,0)

Poznamky:

1) Informace je mozné z dialogového okna zkopirovat do schranky Windows a vlozit do
vypocetniho systému (Maple, Mathematica, ...), kde je lze (po nezbytné editaci) pouzit
jako vstupni data vypoctu.

2) Podrobné informace lze ziskat pro libovolny objekt Rhina, tedy i pro plochy, kterymi
jsme se zabyvali v pfedchazejicich ¢astech této kapitoly.

B Cviceni 3.10 Nakreslete v Rhinu Bézierovy plochy z obr. 3.25 a z obr. 3.26 presné podle
uvedenych postupu. Nakreslete body ploch pro hodnoty parametri v = 0, v = 0,0.1,...,1
au=20,0.1,...,1, v =0, a jimi prochézejici parametrické kiivky. Dobfe si uvédomte rozdil
mezi obéma zpusoby zadani Bézierovy plochy a nadile pouZzivejte pouze prvni zpusob, tj.
podle obr. 3.25.

B Cvicéeni 3.11 — Vztah Bézierovy bikubické a Coonsovy bilinearni plochy. Nakres-
lete v Rhinu Coonsovu bilineérni plochu Pc(u,v), (u,v) € [0,1]?, z piikladu 3.14.

Zobrazte fidici sit této plochy a zjistéte kartézské souradnice vnitinich fidicich bodu. Porov-
nejte je s vypoctenymi hodnotami.

Nakreslete Bézierovu plochu Pg(u, v), (u,v) € [0, 1)?, pitkazem Plocha z m#izky ridicich bodui,

jejiz Fidici body zadavejte kliknutim (se zapnutym rezimem Uchopovdni bodi) do zobrazenych

fidicich bodu plochy P (u,v).

Presvédcte se o tom, Ze plochy Pc(u,v) a Pg(u, v) jsou totozné (zménte barvu jedné z ploch

a zapnéte Stinované zobrazens).

B Piiklad 3.17 — Vyuziti vztahu Bézierovy bikubické a Coonsovy bilinearni plo-
chy p¥i C? spojitém platovani. Nakreslete pldt z Coonsovy bilinedrni plochy P(u,v),
(u,v) € [0,1]?, z pitkladu 3.6.

a) K platu P(u,v) piipojte podél okraje Pi(u) plat z Coonsovy bilinedrni plochy R(u,v),
(u,v) € [0,1]?, jehoz okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Konstrukei uréete polohu fidicich
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bodi Bézierovych kubik Ro(v) a Ri(v) tak, abyste zajistili C? spojitost jejich napojeni na
okraje Py(v) a P1(v). Volny okraj Ri(u) je tsecka v roviné (x,y).

K pldtu P(u,v) pfipojte podél okraje Pi(v) pldt z Coonsovy bilinedrni plochy S(u,v),
(u,v) € [0,1]?, jehoz okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Konstrukei uréete polohu fidicich
bodii Bézierovych kubik Sg(u) a Si(u) tak, abyste zajistili C? spojitost jejich napojeni na
okraje Po(u) a Py(u). Volny okraj S;(v) je tsecka v roviné (x,y).

K platum S(u,v) a R(u,v) pfipojte podél okraje Si(u) a Ri(v) plat z Coonsovy bilinearni
plochy T(u,v), (u,v) € [0,1]2, jehoz okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Konstrukef uréete
polohu Fidicich bod Bézierovych kubik T4 (u) a T1(v) tak, abyste zajistili C? spojitost jejich
napojeni na okraje S1(v) a R1(v). z-ové souiadnice iidicich bodii, jejichz poloha C? spojitost
okraju neovlivni, jsou nulové.

Urcete fidici body okrajovych Bézierovych kubik platu T(u,v), jejichz poloha neovlivni
pozadovanou C? spojitost okraji.

Analyzujte dosazenou spojitost napojeni platu zebfimi pruhy.

b) Vyuzijte vztah mezi Bézierovou bikubickou a Coonsovou bilinearni plochou (viz ¢ast 3.5.2)
a konstrukei uréete takovou polohu vnitinich fidicich bodu platu R(u,v), S(u,v) a T(u,v),
ktera zajisti C? spojitost celé plochy tvoiené viemi ¢tyimi platy. Premistéte vnitini idici
body platu R(u,v), S(u,v) a T(u,v) do jejich novych poloh a dosazenou spojitost ovéite
zebiimi pruhy.

Lze po této tpravé povazovat platy R(u,v), S(u,v) a T(u,v) stéle jesté za platy z Coonsovy
bilinearni plochy?

Reseni. a) Na obr. 3.27 a) jsou nakresleny okrajové kiivky platia P(u,v), R(u,v), S(u,v)
a T (u,v) z Coonsovych bilinearnich ploch. Zéroven jsou zobrazeny sité fidicich bodu Bézierovych
bikubickych ploch, které jsou totozné s Coonsovymi bilinedrnimi plochami. Parametrické
kiivky, které se v Rhinu zobrazuji automaticky, jsou vyznaceny stiedné silnou ¢arou.

Plity z Coonsovy bilinedrni plochy jsou napojeny pouze s C° spojitosti, viz piiklad 3.7.
Tato spojitost je velmi dobfe patrna na obr. 3.27 a) v bodé napojeni parametrické u-kiivky
R(u, %) na parametrickou u-kiivku T(u, %) a v bodé napojeni parametrické v-kiivky S(%, v)
na parametrickou v-kfivku T(%, v). Zietelné se C° spojitost potvrzuje i pii zobrazeni zebtich
pruhu, jak je patrné z obr. 3.27 b).

Ridici body okrajové Bézierovy kubiky To(v), resp. To(u) jsou plné uréeny okrajovym
fidicim polygonem platu R(u,v), resp. S(u,v). Poloha prvnich t#{ fidicich bodu okrajové
Bézierovy kubiky Ti(v), resp. T1(u) vyplyva z podminek C°, C* a C? spojitosti napojeni
téchto Bézierovych kubik na kubiky Si(v), resp. Ri(u). Pouze poloha posledniho fidiciho
bodu Bézierovy kubiky T (v), ktery je totozny s poslednim fidicim bodem Bézierovy kubiky
T1(u), je libovolna.

b) Na obr. 3.28 a) jsou nakresleny okrajové kiivky plata P(u,v), R(u,v), S(u,v) a T(u,v)
s modifikovanou polohou vnitfnich #idicich bodl. VSechny Ctyfi platy jsou z Bézierovych
bikubickych ploch, jejichz sité fidicich bodu jsou na obr. 3.28 a) také zobrazeny.

Spojitost platii podél viech spoleénych okrajii je C2, jak je patrné z tvaru zebfich pruht na
obr. 3.28 b).

Plity na obr. 3.28 jiz nelze povaZzovat za platy z Coonsovy bilinearni plochy, nebot vnitin{
fidici body jejich siti nespliuji podminku (3.38) vzhledem k teénym vektorum parametrickych
kfivek v rozich platu a zkrutim v rozich platu z Coonsovy bilinedrni plochy. O

B Cviceni 3.12 Nakreslete v Rhinu Bézierovy plochy z piiklada 3.9, 3.10 a 3.11. Nakreslete
body ploch pro hodnoty parametra v = 0, v = 0,0.1,...,1a« =0,0.1,...,1, v =0, a jimi



3.5 Bézierova plocha 131

b) Kontrola spojitosti zebiimi pruhy

a) Okrajové kiivky a sit fidicich bodi

-
—

=

0
Z
[#0]

Obrézek 3.27: C spojité platovani platy z Coonsovy bilinedrni plochy
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b) Kontrola spojitosti zebiimi pruhy

a) Okrajové kiivky a sit fidicich bodu

Obrézek 3.28: C? spojité platovani platy z Bézierovy bikubické plochy
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prochézejici parametrické kiivky. Sestrojte tecné roviny v rozich platia z Bézierovych ploch
a urcete, zda je roh platu elipticky, hyperbolicky nebo parabolicky bod Bézierovy plochy.

B Cviceni 3.13 Realizujte v Rhinu piiklady 3.12 a 3.13.

B Cviceni 3.14 V Rhinu nakreslete Coonsovu bilinearni plochu podle zadéni z piikladu 3.14.
Zjistéte kartézské souradnice vnitinich fidicich bodu a porovnejte je s vypoctenymi hodno-
tami.

B Cviceni 3.15 V Rhinu nakreslete Bézierovu plochu z piikladu 3.15. Zkonstruujte de Cas-
teljau algoritmem pro plochy i pro kiivky bod P(%, %) a presvédcte se, ze lezi v pruseciku
prislusnych parametrickych kiivek.

Vyzkousejte i pro jiné zvolené hodnoty parametru u a v.

B Cviceni 3.16 Realizujte piiklad 3.16 v Rhinu. Nakreslete body na Bézierovych plochach
pro hodnoty parametra v =0, v = 0,0.1,...,1av =0, v =0,0.1,...,1 a jimi prochazejici
parametrické kiivky. Pozadovanou spojitost ovérte grafy kiivosti navazujicich parametrickych
kiivek a zebfimi pruhy.

B Cviéeni 3.17 Nakreslete plat z Coonsovy bilinedrni plochy P (u,v), (u,v) € [0, 1]?, z pifkladu
3.14.

a) K platu P(u,v) pfipojte podél okraje Py(u) (tj. ve sméru zdporné osy y) plat z Coon-
sovy bilinedarni plochy R(u,v), (u,v) € [0,1]?, jehoz okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky.
Konstrukei urcete polohu fidicich bodu Bézierovych kubik Rg(v) a Ri(v) tak, abyste zajistili
C? spojitost jejich napojeni na okraje Pg(v) a P1(v). Volny okraj Ri(u) je tsecka v roviné
(z,9).

K plédtu P(u,v) pripojte podél okraje Po(v) (tj. ve sméru zadporné osy x) plat z Coonsovy
bilinedrn{ plochy S(u,v), (u,v) € [0,1]?, jehoz okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Kon-
strukef uréete polohu iidicich bod Bézierovych kubik Sqo(u) a Sq(u) tak, abyste zajistili C?
spojitost jejich napojeni na okraje Po(u) a P (u). Volny okraj Si(v) je usecka v roviné (z,y).

K platum S(u,v) a R(u,v) pfipojte podél okraje S;(u) a Ri(v) plat z Coonsovy bilinedrni
plochy T (u,v), (u,v) € [0,1]2, jehoz okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Konstrukef uréete
polohu Fidicich bod Bézierovych kubik T4 (u) a T1(v) tak, abyste zajistili C? spojitost jejich
napojeni na okraje S1(v) a Ry (v). 2-ové soutadnice ¥idicich bodi, jejichz poloha C? spojitost
okraju neovlivni, jsou nulové.

Urcete tidici body okrajovych Bézierovych kubik platu T(u,v), jejichz poloha neovlivni
pozadovanou C? spojitost okrajii.

Nakreslete body na vSech Coonsovych bilinearnich plochach pro hodnoty parametra u = 0,
v=0,0.1,...,1av=0,u=0,0.1,...,1 a jimi prochazejici parametrické kiivky. Dosazenou
spojitost analyzujte grafy kiivosti navazujicich parametrickych kiivek a zebiimi pruhy.

b) Vyuzijte vztah mezi Bézierovou bikubickou a Coonsovou bilinedrni plochou (viz ¢ést 3.5.2)

a konstrukei urcete takovou polohu vnitinich fidicich bodu platu R(u,v), S(u,v) a T(u,v),
kterd zajisti C? spojitost celé plochy tvoiené viemi ¢tyimi plity. Premistéte vnitini fidici
body platu R(u,v), S(u,v) a T(u,v) do jejich novych poloh.

Nakreslete body na vsech Bézierovych plochéch pro hodnoty parametra v = 0, v = 0,0.1,...,1
av=0,u=0,01,...,1 a jimi prochazejici parametrické kiivky. Pozadovanou spojitost
ovéite grafy kiivosti navazujicich parametrickych kiivek a zebfimi pruhy.
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3.6 Uniformni ukotvena bikubicka B-spline plocha

Uniformni ukotvend bikubickd B-spline plocha mé v hierarchii matematickych modeli ploch
podobné postaveni jako uniformni ukotvend B-spline kiivka 3. stupné v hierarchii matema-
tickych modelu kiivek. Matematicky popis uniformni ukotvené bikubické B-spline plochy, kte-
rou budeme nadéale nazyvat strucné jen ukotvend plocha, presahuje rdmec tohoto uéebniho textu.
7 uzivatelského hlediska je vSak ukotvena plocha natolik vyznamné, Ze ji nemuZeme vynechat.
Nebudeme si zde uvadét definice ani pocetni piiklady, ze kterych by vyplynuly zajimavé geo-
metrické vlastnosti ukotvené plochy. Zvolime uzivatelsky ptistup, kdy si nejprve vSechny tyto
dulezité vlastnosti vyjmenujeme a o jejich platnosti a vyznamu se piresvédéime prostiednictvim
modelovani v Rhinu.

3.6.1 Vlastnosti ukotvené plochy

e Ukotvend plocha je uréena siti (m+1) x (n+1), m,n > 4, fidicich boda V; j,i =0,1,...,m,
7 =0,1,...,n, uspofadanych do mapy plochy.

e Ukotvend plocha interpoluje rohy sité Voo, Von, Vino, Vi, fidicich bodu. Ostatnimi
fidicimi body neprochézi.

e Okrajové kiivky ukotvené plochy jsou ukotvené kiivky.

e 7 ptechazejicich dvou vlastnosti vyplyva, ze Coonsova bilinedrni plocha urcena okrajovymi
ukotvenymi kiivkami je specialni pfipad ukotvené plochy.

Ziejmé existuje nekonecné mnoho ukotvenych ploch, které maji totozné okrajové ukotvené
kiivky, ale diky odligné poloze vnitinich fidicich bodu maji odlisny tvar vlastni plochy. Po-
kud vnitini fidici body sité ukotvené plochy spliuji uréité podminky (které zde nebudeme
odvozovat), je ukotvend plocha totozna s Coonsovou bilinedrni plochou uréenou okrajovymi
ukotvenymi kiivkami.

e Ukotvend plocha je segmentovand, protoze pocet fadkt i sloupcu fidicich bodu je vétsi nez
4, coz je pocet pravé nutny k vytvoreni plochy 3. stupné ve sméru parametru « i v.

e Ukotvend plocha je slozena z (m — 2) x (n — 2) segmentu — plata z Bézierovy bikubické
plochy.

e Vsechny platy z Bézierovy bikubické plochy jsou automaticky C? spojité napojené, proto
je ukotvend plocha C? spojitd v celém oboru parametrizace.

e Zménou polohy libovolného vnitiniho #idiciho bodu se zméni tvar ukotvené plochy, ale
nezméni se C? spojitost ukotvené plochy.

3.6.2 Platovani — platy z ukotvené plochy

Vzhledem ke skutecnosti, ze ukotvend plocha je slozena z platt z Bézierovych bikubickych ploch,
lze pii CY, C! a C? spojitém napojovani plitl z ukotvené plochy vyuzit podminky C°, C' a C?
spojitého napojeni platu z Bézierovych bikubickych ploch odvozené v ¢asti 3.5.5. Rovnéz tak
muzeme vyuzit podminek C°, C' a C? spojitého napojeni dvou ukotvenych kiivek, nebof —
podobné jako u Bézierovy plochy — pii respektovani ,kiivkové“ podstaty plochy muzeme na
ukotvenou plochu pohlizet jako na ukotvenou kiivku s proménnymi fidicimi body. Pokud za-
jistime C°, C' nebo C? spojitost ukotvenych kiivek urcenych fddkovymi, resp. sloupcovymi
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iidicimi polygony, je tim automaticky zajisténa C°, C'' nebo C? spojitost napojeni platt z ukot-
venych ploch v pfislusném sméru.

I kdyz by se mohlo zdat, ze napojovani platia z ukotvené plochy ponékud postrada smysl
(ukotvend plocha je uz piece slozena z C? spojité napojenych plati z Bézierovy bikubické plo-
chy), neni tomu tak. V technické praxi se muzeme setkat s plochami natolik tvarové slozitymi,
ze je musime ve fazi navrhu rozdélit do mensich ¢dsti, modelovat nejprve tvar téchto ¢asti a resit
problémy s jejich napojenim. P¥ipadné spojeni dilé¢ich ¢asti do jediného celku — plochy slozené
z velkého mnozstvi platu — lze provést az v koneéné fézi ndvrhu. Ukdzka takového ptistupu je
uvedena v pfikladu 3.18.

B Piiklad 3.18 Modelovani ¢asti lidského obliceje. Cést lidského obliceje, kterd mé byt
vymodelovana C? spojitou plochou, je uréena dvéma soustavami defini¢nich kiivek ko, . .. , kg
alg,...,ls, viz obr. 3.29. Tyto defini¢ni kfivky jsou ukotvené kiivky, které maji na vysledné
plose lezet. Obé soustavy kiivek jsou soumérné podle roviny (y, z) prochazejici ¥idicim poly-
gonem kfivky ks.

Reseni. Je ziejmé, ze v tomto pifpadé nelze pozadovanou plochu modelovat jako ukotvenou
plochu uréenou pouze okrajovymi ukotvenymi kfivkami kg, kg, lo, I5, nebot tvarova odchylka
vysledné plochy od vnitfnich defini¢nich kiivek, které maji na ploSe lezet, by byla zcela
nepripustné.

Ani pokud rozdélime kfivky Iy a l5 v prusec¢iku s kiivkou k3 na dvé Cédsti a vytvorime dva
soumérné platy z ukotvené plochy, nedostaneme uspokojivy vysledek. Oba platy by byly
napojeny pouze s C° spojitosti a tvarova odchylka vysledné plochy od defini¢nich kiivek by
byla znac¢né. Navic — tvar plochy by viibec nevystihoval tvar lidského obliceje.

Abychom splnili zadéani, tj. aby defini¢ni kiivky lezely na modelované plose, je tieba kiivky
ko, ..., kg rozdélit v prusecicich s kiivkami [, ...,l5 a kiivky lg,...,l5 rozdélit v prusecicich
s kfivkami kg, ..., kg. Tim dostaneme soustavu Sesti radku o Sesti sloupcich ¢asteé¢nych ukot-
venych kiivek I; a soustavu péti fadkt o sedmi sloupcich ¢éste¢nych ukotvenych kiivek k;.
Muzeme tedy vytvorit celkem tficet platu z ukotvené plochy uréené ¢dstecnymi okrajovymi
kiivkami dotykajicimi se v rozich.
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Obrazek 3.29: Defini¢éni kiivky
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Obrézek 3.30: Cést lidského obliceje modelovaného C? spojité napojenymi plity z ukotvené
plochy

I kdyz jsou navazujici okraje C? spojité napojeny, platy jsou podél spoleénych okraji na-
pojeny pouze s C° spojitosti. C? spojité napojeni vsak mizeme dosdhnout pfemisténim
vnitfnich fidicich bodu platu do takové polohy, kterd pozadovanou spojitost zajisti. Narys,
pudorys a levy bokorys siti takto modifikovanych fidicich bodu jednotlivych pldata jsou na-
kresleny na obr. 3.30 vlevo, v¥sledna C? spojitd plocha slozens z t¥iceti C? spojité napojenych
platt je nakreslena na tomtéz obrazku vpravo.

Konecénou tpravu, kterou provedeme, je spojeni vSech tficeti plata z ukotvenych ploch
do jediné ukotvené plochy. Uvazujeme-li vzdy pouze fadkové nebo sloupcové fidici poly-
gony, muzeme polohu fidicich bodu jediné ukotvené plochy urcit konstrukei naznac¢enou na
obr. 2.35. Narys, pudorys a levy bokorys vysledné sité #idicich bodu této ukotvené plochy
jsou zobrazeny na obr. 3.31 vlevo, vyslednd plocha je na tomtéz obrazku vpravo.

Porovndme-li sité fidicich bodu na obr. 3.30 a obr. 3.31, vidime, Ze vstupni data jediné
ukotvené plochy na obr. 3.31 jsou mnohem uspornéjsi nez vstupni data tticeti platu z obr. 3.30.
To je dalsi z duvodu a vyhod, pro¢ se ukotvené plochy pouzivaji k modelovani velmi obecnych
tvaru.

Plocha, kterou jsme modelovali ¢ast lidského obli¢eje v prikladu 3.18, je ¢ast plochy, kterou
byla modelovana uméla lidska hlava vyrobend do zafizeni pro méfeni kvality a testovani elek-
troakustickych soustav, viz [9] a [8]. Zafizeni se vyuzivd k védeckym a pedagogickym uc¢elum na
katedfe radioelektroniky a fyziky Fakulty elektrotechnické CVUT v Praze.
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Obrézek 3.31: Cést lidského obli¢eje modelovana jedinou ukotvenou plochou

3.6.3 Ukotvena plocha v Rhinu

Ukotvena plocha uréen3 siti fidicich boda — Jak jiz bylo feeno, smér parametri u i v
je dan systémem. Pro pofadi zadavanych vstupnich dat plati u ukotvené plochy stejnd
pravidla jako tomu bylo u Bézierovy plochy, viz ¢ast 3.5.6. Zde se budeme vénovat pouze
prvnimu zpusobu zadavani, kdy parametr u roste s pfibyvajicim indexem fadku a parametr
v roste s pribyvajicim indexem sloupcu.

Piikaz: Plocha z mrizky tidicich bodu — v piikazovém fadku zvolit stupen: zadat 3 —
Pocet bodu v fadku: zadat m + 1 (tj. pocet fadka mapy plochy) — v piikazovém fadku
zvolit Stuperi: zadat 3 — Pocet bodu ve sloupci: zadat n + 1 (tj. pocet sloupcti mapy) —
Bod(1 z m+ 1,1 z n+ 1): zadat Voo — Enter — Bod(1 z m + 1,2 z n + 1): zadat Vg
— ... > Bod(m+1zm+1n+12zn+1): zadat V,,, ,, — Enter. Nakresli se ukotvend
plocha urcena siti (m + 1) x (n + 1) fidicich bodu se smérem a orientaci parametru u a v
podle o¢ekavani, tj. parametr u roste s pribyvajicim indexem fadki a parametr v roste
s pribyvajicim indexem sloupcu.

Pozndmka: Na ukotvené ploSe se automaticky zobrazuji parametrické kiivky, které od sebe
oddéluji jednotlivé segmenty — platy z Bézierovy bikubické plochy, viz déle.

Sit Fidicich bodu — Sit fidicich bodt (body i ramena) ukotvené plochy lze zobrazit/skryt
prikazem Zapnout idict body/Vypnout 7idici body — Vyberte objekty pro zobrazeni fidicich
bodu: kliknout na plochu. Ridici body se zobrazi jako docasné viditelné body, ramena se
zobrazi jako docasné viditelné usecky teckovanou ¢arou. Zobrazené tidici body lze uchopit
s rezimem Uchopovani bodii.
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Ukotvena plocha urcena okrajovymi ukotvenymi kfivkami — Pred vytvofenim ukotvené
plochy uréené okrajovymi ukotvenymi kiivkami je tfeba mit okrajové kiivky nakreslené.

Prikaz: Plocha ze 2, 8 nebo 4 hranic¢nich kiivek — Vyberte 2, 3 nebo 4 kfivky: klik-
nout na okraje v tomto pofadi: Po(v), Pi(v), Po(u), P1(u) — Enter. Nakresli se Coon-
sova bilinearni plocha urcend zadanymi okraji. Tato Coonsova bilinearni plocha je totozna
s ukotvenou plochou uréenou pravé tou siti fidicich bodu, kterd se zobrazi piikazem Za-
pnout Tidict body — Vyberte objekty pro zobrazeni fidicich bodt: kliknout na Coonsovu
bilinearni plochu.

Pozor! Je ziejmé, ze obracené tento vztah mezi ukotvenou a Coonsovou bilinearni plo-
chou neplati. Pokud nakreslime ukotvenou plochu piikazem Plocha z mfiZky 7idicich bodii,
a potom nakreslime Coonsovu bilinearni plochu ur¢enou okrajovymi ukotvenymi kiivkami
ukotvené plochy, nemusime obecné dostat totozné plochy.

Modifikace tvaru ukotvené plochy — Pro modifikaci tvaru ukotvené plochy plati stejna pra-
vidla jako u Bézierovy plochy, viz ¢ast 3.5.6. Z uzivatelského hlediska lze za nejvyznamné;jsi
vlastnost ukotvené plochy povazovat schopnost automaticky zachovat okraje i C? spojitosti
celé plochy po zméné polohy vnitiniho fidictho bodu.

Pozor! Ani u ukotvené plochy nepouzivame k modifikaci tvaru piikazy VioZit uzel a Od-
stranit uzel, jejichz dusledkem se zméni uniformni parametrizace plochy na neuniformni
a piikaz Zmeénit vdhu, ktery vede na raciondlni parametrizaci.

Rozdéleni ukotvené plochy na platy z Bézierovy bikubické plochy — Piikaz: Rozdélit
plochu izo¢arou — v piikazovém fadku zvolit [zocdra — Vyberte objekty pro rozdéleni:
kliknout na ukotvenou plochu — v piikazovém Fadku zvolit Zmensit=Ano — Rozdélit
v bodé: postupné kliknout do koncovych bodu vsech parametrickych u-kiivek — v piikazovém
Ffadku zvolit Prepnout — postupné kliknout do koncovych bodu vSech parametrickych v-
kiivek — Enter. V piikazovém fadku se zobrazi informace, ze plocha byla rozdélena na
(m — 2) x (n — 2) kusa — platu z Bézierovych bikubickych ploch.

Pozor! Premisténim libovolného fidiciho bodu libovolného platu z Bézierovy plochy se rusi
C? spojitost mezi platy.

B Priiklad 3.19 — Ukotvena plocha. Uvazujte zadani a feSeni ptikladu 3.17.

Urcete konstrukci polohu fidicich bodu okrajovych ukotvenych kiivek ukotvené plochy
P*(u,v), (u,v) € [0,1]%. Okrajové ukotvené kiivky Pf(u), resp. P§(v) jsou slozeny z C? spo-
jité napojenych okrajovych Bézierovych kubik Po(u) a So(u), resp. Po(v) a Ro(v) z piikladu 3.17.
Okraje P73 (u), resp. P7(v) jsou usecky v roviné (z,y).

Déle nakreslete ukotvenou plochu jako Coonsovu bilinedrni plochu uréenou okrajovymi ukot-
venymi kiivkami P§(u), Pi(u), P§(v), Pi(v). Potom zobrazte jeji sit fidicich bodu a nakres-
lete dalsi ukotvenou plochu uréenou touto siti fidicich bodu (se zapnutym rezimem Ucho-
povdni bodi). Presvédéte se, ze obé ukotvené plochy jsou totozné (zménte barvu jedné z ploch
a zapnéte Stinované zobrazent).

Reseni. Na obr. 3.32 jsou zobrazeny okrajové ukotvené kiivky, parametrické kiivky a sit
fidicich bodu ukotvené plochy. Puvodni fidici body okrajovych Bézierovych kubik jsou na
obr. 3.32 vyznaceny symbolem e. Rekonstrukce fidicich bodu ukotvené kiivky slozené ze

dvou C? spojité napojenych Bézierovych kubik je provedena podle postupu v pifkladu 2.18.
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Obrazek 3.32: Ukotvend plocha O

B Priiklad 3.20 — Rozdéleni ukotvené plochy na jednotlivé platy z Bézierovy biku-
bické plochy. Jsou dény fidici polygony okrajovych ukotvenych kiivek ukotvené plochy:

Po(u): Voo =(0,0,3), Vig=(1,0,4), Voo =(2,0,3), Vio=(3,0,0), Vyo=(4,0,2),

Pi(u): Vos=(0,5,4), Vis=(1,5,0), Vo5 =(2,5,0), Vi5=(3,5,0), Vu5=(4,5,0),

Po(v): Voo =(0,0,3), Vo1 =(0,1,3), Voo =(0,2,3), Vo3 =(0,3,1), Vo= (0,4,1),
Vos = (0,5,4),

Pi(v): Vio=(4,0,2), Va1 =(4,1,0), Vio=(4,2,0), Vaz = (4,3,2), Vas=(4,4,2),
(4,5,0)

Nakreslete okrajové ukotvené kiivky a ukotvenou plochu jimi uréenou. Zkopirujte vytvorenou
plochu. Kopii ukotvené plochy rozdélte na jednotlivé platy z Bézierovych bikubickych ploch.
Porovnejte spojitost takto vzniklé plochy se spojitosti puvodni ukotvené plochy. Presvédcte
se, ze premisténim libovolného vnitiniho fidiciho bodu libovolného platu z Bézierovy biku-
bické plochy se rusi C? spojitost mezi platy.

Reseni. Na obr. 3.33 a) je zobrazena ukotvend plocha véetné sité idicich bodti. Parametrické
kiivky, podél nichz dojde k rozdéleni na jednotlivé platy z Bézierovy bikubické plochy, a které
se zobrazuji automaticky, jsou vyznaceny stfedné silnou ¢arou. Na obr. 3.33 b) jsou zobrazeny
zebii pruhy ukotvené plochy.

Vzhledem k tomu, ze ukotvend plocha je urcena siti 6 x 5 fidicich boda (m = 5, n =
4), je slozena z Sesti ((m — 2) x (n —2) = 6) platu z Bézierovy bikubické plochy. Na
obr. 3.34 a) jsou zobrazeny jednotlivé platy z Bézierovy bikubické plochy (pfed modifikaci
tvaru premisténim fidictho bodu) véetné jejich siti fidicich bodu. Z tvaru zebfich pruhu téchto
platu na obr. 3.34 b) i zebfich pruhu puvodni ukotvené plochy na obr. 3.33 b) lze usuzovat
na stejnou (tj. C?) spojitost napojeni podél véech spoleénych okrajt.
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Obrazek 3.33: Ukotvena plocha
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b) Kontrola spojitosti zebiimi pruhy

a) Okrajové kiivky a sit fidicich bodu

Obréazek 3.34: Jednotlivé platy z Bézierovy bikubické plochy
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B Cviceni 3.18 Jednu z ukotvenych ploch z piikladu 3.19 vymazte, aby zistala nakreslena
pouze jedind ukotvena plocha. Zobrazte jeji fidici body a zménte tvar ukotvené plochy
premisténim libovolného vnitintho fidicitho bodu (popf. bodu). Piesvédéte se (zobrazenim
zebiich pruhii), ze modifikovana plocha je stale C? spojita.

Nakreslete znovu Coonsovu bilinedrni plochu uréenou okrajovymi kfivkami modifikované
ukotvené plochy. Presvédéte se, ze nyni jiz obé plochy totozné nejsou.

B Cviceni 3.19 Rozdélte ukotvenou plochu, ktera je fesenim pfikladu 3.19 na jednotlivé platy
z Bézierovych bikubickych ploch a zjistéte kartézské soutadnice jejich fidicich vrcholi. Na-
leznéte vektorové rovnice téchto plit a ovéite vypoctem C? spojitost podél spolecnych
okraju.



Priloha A

Rhino — seznam pouzitych prikazu

V nésledujicim seznamu jsou uvedeny abecedné setiidéné piikazy Rhina, se kterymi jsme se
setkali v pfedchéazejicich kapitolach. Jako prvni je uveden nézev piikazu, ktery se zobrazuje
v bublinové ndpovédeé tlacitka a v zdvorce nazev nastrojové palety, na které se tlac¢itko nachézi.
Déle je uveden obrazek tlacitka, kterym lze prikaz zadat a nakonec postup zadani piikazu z menu.
Zkratka PTM (Pravé Tlacitko Mysi) znamend, ze piikaz je tfeba volit stisknutim pravého tlacitka
mys$i v nastrojové paleté tlacitek, pripadné v titulkovém pruhu pohledu.

Néstrojovou paletu zobrazime volbou z menu Nastroje — Rozvrzeni néstrojovych palet —

zaskrtnout pozadovanou nastrojovou paletu.

Analyza kfivosti (Analyza)

Analyza pomoc{ pruhu zebry (Analyza plochy)

Anuloid (Téleso)
Bod (Bod)

Bod z UV soufadnic (Analyza plochy)

Duplikovat hranici (Kfivka z jiného objektu)

Duplikovat hranu (Kfivka z jiného objektu)

Elipsa: stied (Elipsa)

Editor tecen (Upravy bodi)

Geometrickd spojitost 2 kiivek (Analyza)

Graf kfivosti zapnout (Analyza)
Hlavni kfivosti

Kopirovat (Transformace)

Kruznice: kolem kiivky (Kruznice)

Kiivka zaddvand fidicimi body (Kiivka)

Lomens ¢éra (Usecky)

Oznacit konec kiivky (Bod)

Oznagit pocétek kiivky (Bod)

Plocha ze 2, 3 nebo 4 hrani¢nich kiivek (Plocha) ...

Z,
5
Z

&= 0l

S kAF e O

U@

/j PTM..

Analyza — Plocha — Analyza kiivosti
Analyza — Plocha — Zebra

Téleso — Anuloid

Kftivka — Bod

Analyza — Plocha — Bod z UV soufadnic

Kiivka — Kiivka z jinych objekti — Duplikovat
hranici

Krivka — Kfivka z jinych objekti — Duplikovat
hranu

Kfivka — Elipsa — Stied
Upravy — Ridici body — Editor tecen
Analyza — Kfivka — Geometrickd spojitost

Analyza — Kiivka — Zapnout graf kiivosti

.. Analyza — Hlavni kiivosti

Transformace — Kopirovat

Kfivka — Volny tvar — Ridici body
Kfiivka — Lomend ¢ira — Lomend ¢ara
Kfivka — Bod — Oznagcit konec kfivky
Kftivka — Bod — Oznacit pocatek kiivky

Plocha — Hrani¢ni kiivky
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Plocha ze 3 nebo 4 rohovych bodu (Plocha)

Plocha z miizky fidicich boda (Plocha)

Plocha z rovinnych k¥ivek (Plocha) .................... 0 oL

Polomér (Analyza)

Prodlouzit kfivku obloukem do bodu (Prodlouzit)

Pruseéik objektu (Kfivka z jiného objektu)............. =/ ... ...

Pfepnout silné hrany (Pokro¢ilé zobrazeni)

Pfesunout (Transformace)

Rozdélit kiivku poctem segmenti (Bod)

Rozpojit (Hlavni2)

Samostatné tsecky (Usecky)

Stinované zobrazeni (Standardni)

Uchopovéan{ objektu: Na kiivce (Uchopovani objekti) . .

Uchopovani objekti: Na plose (Uchopovéan{ objektl) . .. @

Usecka: kolmice z kfivky (Useeky) ..................... =
Usecka: normaly plochy (Usecky) ...................... RE) .......
Usecka: tecna z kiivky (Usecky)..........oooveeinni... P
Usecka: z bodu v poloving (Usecky).................... A
UV soufadnice bodu (Analyza plochy) ................. &7 PTM
Vice bodt (Bod) ... i’é .......
[vEl
Vyhodnotit bod (Analyza)............................. ...
Vytédhnout pfimo (Vytdhnout).......... ... ... ....... &
Vyjmout izoc¢aru (Krivka z jiného objektu)............. &
+

Vyjmout dratovy model (Kfivka z jiného objektu) ..... ™5 . .. ...

Vyjmout sif z ¥{dictho polygonu NURBS (Polygonové@ PTM..
sit)

Vypis databédze objektu (Analyza)

Vypnout editaéni body (Upravy bodi)

Vypnout fidici body (ijravy bodi)

Vytédhnout podél kiivky (Vytdhnout) .................. &8 . .

Zapnout ¥dici body (Upravy bodtt)....................

Zobrazit editaéni body (Upravy bodii)

Plocha — Rohové body

.NENT

Plocha — Rovinné kiivky
Analyza — Polomér

Ki#ivka — Prodlouzit kfivku — Obloukem do
bodu

Kfiivka — Kfivka z jinych objektu — Prusecik
NENT{

Transformace — Presunout

..K#ivka — Bod — Rozdélit kiivku — Poctem seg-

mentu

Upravy — Rozpojit

. Krivka — Usetka — Samostatné usecky

PTM v titulkovém pruhu pohledu — Stinované
zobrazeni

Néstroje — Uchopovani objekti — Na kfivce
Néstroje — Uchopovani objekti — Na plose
Krivka — Usetka — Kolmice ke kfivce
Kfivka — Usecka — Normaéla plochy

Kiivka — Usecka — Tetna ke kfivce

NENT

..Analyza — Plocha — UV soufadnice bodu

Krivka — Bod — Vice bodu
Analyza — Bod
Plocha — Vytdhnout kiivku — Piimo

Kiivka — Kfivka z jinych objektu — Vyjmout
izo¢aru

Kiivka — Kfiivka z jinych objekti — Vyjmout
dratovy model

N4stroje — Polygonové sit — Z ¥idiciho polygonu
NURBS

Analyza — Diagnostika — Vypsat strukturu

..Upravy — Ridicf body — Vypnout

.,Upravy — Ridici body — Vypnout

Plocha — Vytahnout kiivku — Podél kiivky
Upravy — Ridici body — Zapnout

Upravy — Ridici body — Zobrazit edita¢ni body
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