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KŘIVEK A PLOCH

JMÉNO 

PŘÍJMENÍ 

 

Ivana Linkeová
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2.2.5 Bézierova křivka v Rhinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.3 Coonsova kubika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.3.1 Vlastnosti Coonsovy kubiky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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3.5.2 Vlastnosti Bézierovy plochy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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Úvod

Poč́ıtačové modelováńı křivek a ploch obecného tvaru představuje dynamicky se rozv́ıjej́ıćı část
poč́ıtačové grafiky s širokou oblast́ı praktických aplikaćı – od numericky ř́ızené výroby přes
poč́ıtačem podporované simulace a vizualizace vědeckých pokus̊u a proces̊u až po filmové ani-
mace a poč́ıtačové hry. V současné době tvoř́ı teoretický základ většiny moderńıch CAD/CAM
systémů NURBS (NeUniformńı Racionálńı B-Spline) reprezentace. Na jednu stranu je pochopeńı
teoretického principu NURBS reprezentace naprosto nezbytným předpokladem pro efektivńı
práci v CAD/CAM systémech. Na druhou stranu však minimálńı hodinová dotace předmětu
Poč́ıtačová grafika (1+1) a potřeba poměrně složitého matematického aparátu (křivky a plo-
chy parametrizované po částech neuniformńımi racionálńımi funkcemi) neumožňuje studovat
NURBS reprezentaci př́ımo.

Abychom přesto pronikli do zákonitost́ı, kterými se ř́ıd́ı modelováńı objektu složitého obec-
ného tvaru v NURBS reprezentaci, věnujeme se zde nejprve těm nejjednodušš́ım základńım ma-
tematickým model̊um křivek (Fergusonova kubika, Bézierova křivka a Coonsova kubika) a ploch
(př́ımková přechodová plocha, plocha hyperbolického paraboloidu, Coonsova bilineárńı plocha
a Bézierova plocha), které jsou sice speciálńımi př́ıpady NURBS reprezentace, ale které lze ma-
tematicky popsat jedinou rovnićı.

Zvláštńı pozornost je potom věnována otázce spojitosti při napojováńı těchto základńıch
model̊u křivek a ploch a vytvářeńı segmentovaných křivek (Coons̊uv kubický B-spline, uniformńı
ukotvená B-spline křivka 3. stupně) a ploch (uniformńı ukotvená B-spline bikubická plocha).
Otázku spojitosti je třeba řešit vždy, jakmile modelujeme objekty složitěǰśıch tvar̊u. Takové
objekty nelze popsat jedinou rovnićı, ale je možné je složit z jednotlivých vhodně napojených
základńıch model̊u křivek a ploch.

Teoretickou část jednotlivých témat doplňuj́ı podrobně řešené př́ıklady, kde jsou názorně de-
monstrovány všechny d̊uležité vlastnosti matematických model̊u křivek a ploch a jejich vzájemné
souvislosti. K procvičeńı źıskaných znalost́ı slouž́ı řada početńıch i konstrukčńıch cvičeńı.

Ned́ılnou součást́ı práce s t́ımto učebńım textem je praktické modelováńı křivek a ploch
v rámci samostudia s využit́ım programu Rhinoceros – NURBS modelling for Windows (Rhino).
Rhino je založeno právě na NURBS reprezentaci a disponuje řadou př́ıkaz̊u jak pro kresleńı výše
zmı́něných základńıch model̊u křivek a ploch, tak i pro kresleńı segmentovaných křivek a ploch
a vytvářeńı objekt̊u složitého obecného tvaru. V Rhinu nalezneme také široké spektrum nástroj̊u,
kterými lze analyzovat vlastnosti křivek a ploch. V závěru každé části je proto uveden seznam
podrobných postup̊u vytvářeńı popisovaných matematických model̊u křivek a ploch, konstrukce
souvisej́ıćıch geometrických útvar̊u a demonstrace jejich vlastnost́ı v takovém pořad́ı, ve kterém
jsou uvedeny ve výkladu.

Praha, prosinec 2022 Ivana Linkeová
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Kapitola 1

Základńı vlastnosti křivek a ploch

V této kapitole uvedeme potřebné pojmy, definice a základńı vlastnosti křivek a ploch, se kterými
budeme pracovat v celém tomto učebńım textu.

1.1 Definice a vlastnosti křivek

Z fyzikálńıho hlediska je křivka dráha pohybuj́ıćıho se bodu v rovině či prostoru v závislosti na
čase. Z geometrického hlediska je křivka jednoparametrická množina bod̊u v prostoru dimenze
n, které jsou funkčńımi hodnotami bodové funkce jedné proměnné. Namı́sto bod̊u křivky se
často uvažuj́ı jejich polohové vektory, které jsou funkčńımi hodnotami vektorové funkce jedné
proměnné.

■ Definice 1.1 – Bodová, resp. vektorová funkce jedné proměnné. Necht’ I ⊂ R je
interval reálných č́ısel. Potom se zobrazeńı F , resp. F intervalu I do euklidovského prostoru
Rn, n > 1, resp. do jeho vektorového zaměřeńı V n, n > 1, nazývá bodová funkce jedné
proměnné

F (t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)], (1.1)

resp. vektorová funkce jedné proměnné

F(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) . (1.2)

Interval I nazýváme oborem parametrizace bodové, resp. vektorové funkce, argument t nazývá-
me parametrem. Každému t ∈ I je bodovou, resp. vektorovou funkćı přǐrazen bod, resp. vektor.
Reálné funkce

x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t), t ∈ I, (1.3)

se nazývaj́ı souřadnicové funkce bodové, resp. vektorové funkce jedné proměnné. □

Souřadnicové funkce bodové, resp. vektorové funkce jedné proměnné jsou reálnými funkcemi
jedné proměnné. Bodová, resp. vektorová funkce jedné proměnné je zobecněńım reálné funkce
jedné proměnné. Snadno lze dokázat následuj́ıćı tvrzeńı a z nich vyplývaj́ıćı vlastnosti bodové,
resp. vektorové funkce jedné proměnné:

• Bodová funkce F (t), t ∈ I, resp. vektorová funkce F(t), t ∈ I, má v bodě α ∈ I za limitu
bod Fα = [x1(α), x2(α), . . . , xn(α)], resp. vektor Fα = (x1(α), x2(α), . . . , xn(α)), právě
když pro limity jej́ıch souřadnicových funkćı plat́ı:

lim
t→α

x1(t) = x1(α), lim
t→α

x2(t) = x2(α), . . . , lim
t→α

xn(t) = xn(α). (1.4)

9
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Bodová funkce F (t), t ∈ I, resp. vektorová funkce F(t), t ∈ I, je spojitá v bodě α ∈ I,
právě když jsou jej́ı souřadnicové funkce v bodě α spojité, tzn., že pro α ∈ I existuj́ı limity
(1.4), které jsou rovny funkčńım hodnotám souřadnicových funkćı v bodě α.

• Bodová funkce F (t), t ∈ I, resp. vektorová funkce F(t), t ∈ I, je spojitá na intervalu I,
právě když jsou jej́ı souřadnicové funkce na intervalu I spojité.

• Bodová funkce F (t), t ∈ I, resp. vektorová funkce F(t), t ∈ I, má v bodě α ∈ I derivaci

k-tého řádu (je k-krát diferencovatelná), právě když existuj́ı derivace k-tého řádu x
(k)
1 (α),

x
(k)
2 (α),. . . , x

(k)
n (α) jej́ıch souřadnicových funkćı. Derivace F (k)(α) bodové funkce F , resp.

derivace F(k)(α) vektorové funkce F v bodě α ∈ I je potom vektor

F (k)(α) =
(
x
(k)
1 (α), x

(k)
2 (α), . . . , x(k)n (α)

)
, (1.5)

resp. vektor

F(k)(α) =
(
x
(k)
1 (α), x

(k)
2 (α), . . . , x(k)n (α)

)
. (1.6)

• Bodová funkce F (t), t ∈ I, resp. vektorová funkce F(t), t ∈ I, má spojitost k-tého řádu
v bodě α ∈ I, právě když jsou derivace jej́ıch souřadnicových funkćı až do k-tého řádu
v bodě α ∈ I spojité. O takové funkci ř́ıkáme, že je Ck spojitá v bodě α ∈ I.

• Bodová funkce F (t), t ∈ I, resp. vektorová funkce F(t), t ∈ I, má spojitost k-tého řádu
na intervalu I, právě když jsou derivace jej́ıch souřadnicových funkćı až do k-tého řádu na
intervalu I spojité. O takové funkci ř́ıkáme, že je Ck spojitá na intervalu I.

■ Definice 1.2 – Křivka. Křivka je každá souvislá podmnožina k prostoru Rn, která je
spojitým obrazem intervalu I. V př́ıpadě, že n = 2, resp. n = 3 označujeme křivku jako
rovinnou, resp. prostorovou1.
Je-li analytickou reprezentaćı rovinné, resp. prostorové křivky bodová funkce (1.1), která je
definovaná, spojitá a alespoň jedenkrát diferencovatelná na intervalu I, ř́ıkáme, že je rovinná,
resp. prostorová křivka k dána bodovou rovnićı

P (t) = [x(t), y(t)], t ∈ I, resp. P (t) = [x(t), y(t), z(t)], t ∈ I. (1.7)

Je-li analytickou reprezentaćı rovinné, resp. prostorové křivky vektorová funkce (1.2), která
je definovaná, C1 spojitá a alespoň jedenkrát diferencovatelná na intervalu I, ř́ıkáme, že je
rovinná, resp. prostorová křivka dána vektorovou rovnićı

P(t) = (x(t), y(t)), t ∈ I, resp. P(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ I. (1.8)

Rozeṕı̌seme-li souřadnicové funkce křivky dané bodovou rovnićı (1.7) nebo vektorovou rovnićı
(1.8), obdrž́ıme parametrické rovnice rovinné, resp. prostorové křivky:

x = x(t),

y = y(t), t ∈ I,
resp.

x = x(t),

y = y(t),

z = z(t), t ∈ I.

(1.9)

Je-li křivka definována parametrickými rovnicemi (1.9), ř́ıkáme, že je křivka definovaná pa-
rametricky. O rovnićıch (1.9) hovoř́ıme jako o parametrickém vyjádřeńı křivky.
Je-li interval I = [a, b] uzavřený, hovoř́ıme o regulárńım elementu křivky. □

1Z d̊uvod̊u praktické aplikace nebudeme křivky v prostorech dimenze vyšš́ı než 3 uvažovat.
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Poznámka: V souladu s terminologíı poč́ıtačové grafiky a z d̊uvod̊u stručnosti budeme nadále
termı́nem křivka rozumět regulárńı element křivky.

V daľśıch definićıch v této části budeme uvažovat pouze prostorovou křivku. Modifikace
př́ıslušných vztah̊u pro rovinnou křivku je zřejmá.

■ Definice 1.3 – Bod křivky. Bodem křivky označujeme funkčńı hodnotu bodové funkce (1.1)
pro α ∈ [a, b]

P (α) = [x(α), y(α), z(α)], (1.10)

resp. koncový bod polohového vektoru, který je funkčńı hodnotou vektorové funkce (1.2) pro
α ∈ [a, b]

P(α) = (x(α), y(α), z(α)) . (1.11)

Hodnota parametru t = α, která označuje polohu bodu na křivce, se nazývá parametrická
(křivočará) souřadnice bodu křivky.
Bodovou, resp. vektorovou funkćı je definovaná orientace křivky. Počátečńı bod křivky má
křivočarou souřadnici a, koncový bod křivky má křivočarou souřadnici b. Počátečńı a koncový
bod křivky označujeme jako krajńı body křivky. □

■ Př́ıklad 1.1 – Bodová, vektorová a parametrické rovnice elipsy. Pojmy uvedené
v definićıch 1.1 až 1.3 objasńıme na př́ıkladu rovinné křivky – elipsy k zadané souřadnicovými
funkcemi

x = x(t) = 4 cos t,

y = y(t) = 3 sin t, t ∈ [0, 2π]. (1.12)

Bodová funkce F (t), t ∈ [0, 2π], která zobrazuje interval [0, 2π] do dvourozměrného prostoru
má tvar

F (t) = [4 cos t, 3 sin t], t ∈ [0, 2π]. (1.13)

Elipsa k, která je dána bodovou rovnićı

P (t) = [4 cos t, 3 sin t], t ∈ [0, 2π],

je zobrazena na obr. 1.1 a). Pro hodnoty parametru t = 0, resp. t = 2π jsou v obrázku vy-
značeny funkčńı hodnoty bodové funkce F (0), resp. F (2π), které odpov́ıdaj́ı krajńım bod̊um
elipsy P (0) = [4 cos(0), 3 sin(0)] = [4, 0], resp. P (2π) = [4 cos(2π), 3 sin(2π)] = [4, 0]. Krajńı
body elipsy k splývaj́ı.
V obr. 1.1 a) je dále pro hodnotu parametru t = 2

3π vyznačena funkčńı hodnota bodové

funkce F
(
2
3π
)
, která odpov́ıdá bodu elipsy P

(
2
3π
)
=
[
4 cos

(
2
3π
)
, 3 sin

(
2
3π
)]

=
[
−2, 32

√
3
]
.

Vektorová funkce F(t), t ∈ [0, 2π], která zobrazuje interval [0, 2π] do vektorového zaměřeńı
dvourozměrného prostoru, má tvar

F(t) = (4 cos t, 3 sin t), t ∈ [0, 2π]. (1.14)

Elipsa k, která je dána vektorovou rovnićı

P(t) = (4 cos t, 3 sin t), t ∈ [0, 2π],

je zobrazena na obr. 1.1 b). Pro hodnoty parametru t = 0, resp. t = 2π jsou zde vy-
značeny funkčńı hodnoty vektorové funkce F(0), resp. F(2π), které jsou polohovými vektory
P(0) = (4 cos(0), 3 sin(0)) = (4, 0), resp. P(2π) = (4 cos(2π), 3 sin(2π)) = (4, 0) krajńıch
bod̊u elipsy k. Polohové vektory krajńıch bod̊u elipsy k splývaj́ı.
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a) Elipsa k daná bodovou rovnićı (1.13) b) Elipsa k daná vektorovou rovnićı (1.14)

c) Elipsa k daná parametrickými rovnicemi (1.15)

Obrázek 1.1: Bodová, vektorová a parametrické rovnice elipsy k
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V obr. 1.1 b) je dále pro hodnotu parametru t = 2
3π vyznačena funkčńı hodnota vektorové

funkce F
(
2
3π
)
, která odpov́ıdá polohovému vektoru P

(
2
3π
)
=
(
4 cos

(
2
3π
)
, 3 sin

(
2
3π
))

=

=
(
−2, 32

√
3
)
bodu P

(
2
3π
)
=
[
−2, 32

√
3
]
elipsy k.

Parametrické rovnice elipsy k dostaneme rozepsáńım souřadnicových funkćı bodové funkce
(1.13) nebo vektorové funkce (1.14):

x(t) = 4 cos t,

y(t) = 3 sin t, t ∈ [0, 2π]. (1.15)

Na obr. 1.1 c) je zobrazen graf elipsy k dané parametrickými rovnicemi (1.15) včetně vhodně
orientovaných graf̊u souřadnicových funkćı (1.12). Dosad́ıme-li do souřadnicových funkćı
konkrétńı zvolenou hodnotu parametru t, dostaneme souřadnice bodu elipsy k, resp. složky
jeho polohového vektoru. Na obr. 1.1 c) je znázorněn bod P

(
2
3π
)
=
[
−2, 32

√
3
]
, resp. jeho

polohový vektor P
(
2
3π
)
=
(
−2, 32

√
3
)
. □

Je zřejmé, že bodová, vektorová a parametrické rovnice křivky jsou vzájemně ekvivalentńı.
V poč́ıtačové grafice je zvykem pracovat s vektorovou rovnićı křivky. V souladu s t́ım budeme
nadále křivku označovat P(t). Bodem křivky pro t = α, α ∈ [a, b], budeme nadále rozumět
koncový bod polohového vektoru P(α) a budeme jej označovat stejně jako polohový vektor,
tedy P(α) = (x(α), y(α), z(α)).

■ Definice 1.4 – Regulárńı a singulárńı bod křivky. Bod křivkyP(α), α ∈ [a, b], nazýváme
regulárńım, jestliže vektor P′(α) = (x′(α), y′(α), z′(α)) je nenulový a odpov́ıdá-li mu jen jedna
hodnota parametru t = α z (a, b). Každý jiný bod nazýváme singulárńım bodem křivky.
Splývaj́ıćı počátečńı a koncový bod křivky neńı považován za singulárńı. □

■ Definice 1.5 – Inflexńı bod křivky. Bod křivky P(α), α ∈ [a, b], nazýváme inflexńım,
jestliže vektory P′(α) = (x′(α), y′(α), z′(α)) a P′′(α) = (x′′(α), y′′(α), z′′(α)) jsou lineárně
závislé. □

V inflexńım bodě přecháźı křivka z jedné strany tečny (viz definice 1.6) na druhou, jak je
patrné z obr. 1.2 a).

■ Definice 1.6 – Tečný vektor, vektor binormály a vektor hlavńı normály v bodě
křivky. Derivace vektorové funkce

P′(t) =

(
dx(t)

dt
,
dy(t)

dt
,
dz(t)

dt

)
=
(
x′(t), y′(t), z′(t)

)
, t ∈ [a, b] (1.16)

je vektorová funkce, která vyjadřuje pro α ∈ [a, b] tečný vektor křivky P(t) v jej́ım bodě P(α):

P′(α) =
(
x′(α), y′(α), z′(α)

)
. (1.17)

Orientace tečného vektoru je shodná s orientaćı křivky. Jednotkový tečný vektor t(α) v re-
gulárńım bodě P(α) křivky P(t) je dán

t(α) =
P′(α)

|P′(α)|
. (1.18)

Př́ımka určená bodem P(α) a směrovým vektorem t(α) se nazývá tečna tα křivky P(t) v jej́ım
bodě P(α).
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Vektorový součin prvńı a druhé derivace vektorové funkce křivky P(t), t ∈ [a, b] v bodě P(α),
α ∈ [a, b], se nazývá vektor binormály. Jednotkový vektor binormály b(α) je dán

b(α) =
P′(α)×P′′(α)

|P′(α)×P′′(α)|
. (1.19)

Př́ımka určená bodem P(α) a směrovým vektorem b(α) se nazývá binormála bα křivky P(t)
v neinflexńım bodě P(α).
Vektorový součin vektoru binormály a tečného vektoru křivky P(t), t ∈ [a, b] v bodě P(α),
α ∈ [a, b], se nazývá vektor hlavńı normály. Jednotkový vektor hlavńı normály n(α) je dán

n(α) = b(α)× t(α). (1.20)

Př́ımka určená bodem P(α) a směrovým vektorem n(α) se nazývá hlavńı normála nα křivky
P(t) v jej́ım bodě P(α). □

■ Definice 1.7 – Uzlový a v́ıcenásobný bod křivky. Jestliže existuj́ı č́ısla

α1, α2 ∈ (a, b), α1 ̸= α2,

pro která plat́ı P(α1) = P(α2), tj. bod křivky určený křivočarou souřadnićı α1 je totožný
s bodem křivky určeným křivočarou souřadnićı α2, nazývá se takový bod uzlovým bodem
křivky. Jestliže existuje k > 2 takových č́ısel z I, nazývá se takový bod k-násobným bodem
křivky. □

V uzlovém bodě má křivka dvě prot́ınaj́ıćı se tečny, viz obr. 1.2 b).

■ Definice 1.8 – Bod vratu. Bod křivky, ve kterém se měńı orientace tečného vektoru, se
nazývá bod vratu. □

V bodě vratu má křivka dvě splývaj́ıćı tečny, viz obr. 1.2 c).

■ Definice 1.9 – Úhlový bod. Bod křivky, ve kterém se měńı směr tečny o úhel γ < 180,
se nazývá úhlový bod. □

V úhlovém bodě má křivka dvě prot́ınaj́ıćı se tečny sv́ıraj́ıćı úhel γ, viz obr. 1.2 d).

a) Inflexńı bod b) Uzlový bod c) Bod vratu d) Úhlový bod

Obrázek 1.2: Klasifikace bod̊u křivky

Derivace vektorové funkce křivky a jejich funkčńı hodnoty jsou v poč́ıtačové grafice velmi
d̊uležité z hlediska modelováńı tvaru a napojováńı křivek. V souladu s terminologíı poč́ıtačové
grafiky budeme nadále termı́nem k-tá derivace křivky rozumět vektorovou funkci, která je
k-tou derivaćı vektorové funkce křivkyP(t), t ∈ [a, b]. Prvńı tři derivace křivky budeme označovat
P′(t), P′′(t), P′′′(t). Funkčńı hodnotu k-té derivace křivky pro hodnotu t = α, α ∈ [a, b], budeme
nazývat vektor k-té derivace křivky.
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■ Př́ıklad 1.2 – Derivace elipsy. Pro elipsu k danou vektorovou rovnićı (1.14) z př́ıkladu
1.1 vyjádř́ıme jej́ı prvńı tři derivace a pro několik hodnot parametru vypočteme a zobraźıme
vektory těchto derivaćı.

Prvńı, resp. druhá, resp. třet́ı derivace elipsy k má tvar

P′(t) = (−4 sin t, 3 cos t), t ∈ [0, 2π],

resp.
P′′(t) = (−4 cos t,−3 sin t), t ∈ [0, 2π],

resp.
P′′′(t) = (4 sin t,−3 cos t), t ∈ [0, 2π].

Vektory těchto derivaćı vektorové funkce elipsy k pro hodnoty parametru t = i
3π, i =

0, 1, . . . , 6, jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce. Složky vektor̊u jsou zaokrouhleny na dvě de-
setinná mı́sta.

t = 0 t = π
3

t = 2
3
π t = π t = 4

3
π t = 5

3
π t = 2π

P(t) (4.00, 0.00) (2.00, 2.60) (−2.00, 2.60) (−4.00, 0.00) (−2.00,−2.60) (2.00,−2.60) (4.00, 0.00)

P′(t) (0.00, 3.00) (−3.46, 1.50) (−3.46,−1.50) (0.00,−3.00) (3.46,−1.50) (3.46, 1.50) (0.00, 3.00)

P′′(t) (−4.00, 0.00) (−2.00,−2.60) (2.00,−2.60) (4.00, 0.00) (2.00, 2.60) (−2.00, 2.60) (−4.00, 0.00)

P′′′(t) (0.00,−3.00) (3.46,−1.50) (3.46, 1.50) (0.00, 3.00) (−3.46, 1.50) (−3.46,−1.50) (0.00,−3.00)

Na obr. 1.3 je zobrazena elipsa k, body P
(
i
3π
)
a v každém bodě trojice vektor̊u P′ ( i

3π
)
,

P′′ ( i
3π
)
a P′′′ ( i

3π
)
, i = 0, 1, . . . , 6. Vektory derivaćı jsou odlǐseny typem šipky.

Pro jednotný popis vnitřńıch vlastnost́ı křivky v okoĺı regulárńıho bodu se použ́ıvá Frenet̊uv
pr̊uvodńı trojhran křivky.

■ Definice 1.10 – Frenet̊uv pr̊uvodńı trojhran křivky. Normovaný pravoúhlý a pra-
votočivý (kladně orientovaný) trojhran tvořený v regulárńım bodě P(α), α ∈ [a, b], křivky
P(t), t ∈ [a, b], jednotkovým tečným vektorem t(α), jednotkovým vektorem hlavńı normály
n(α) a jednotkovým vektorem binormály b(α) se nazývá Frenet̊uv pr̊uvodńı trojhran křivky.
□

■ Definice 1.11 – Normálová, rektifikačńı a oskulačńı rovina. Rovina určená hlavńı
normálou a binormálou v regulárńım bodě P(α), α ∈ [a, b] křivky P(t), t ∈ [a, b], se nazývá
normálová rovina να. Rovina určená binormálou a tečnou v regulárńım bodě P(α), α ∈
I křivky P(t), t ∈ [a, b], se nazývá rektifikačńı rovina ρα. Rovina určená tečnou a hlavńı
normálou v regulárńım bodě P(α), α ∈ [a, b] křivky P(t), t ∈ [a, b], se nazývá oskulačńı
rovina ωα. □

Normálová rovina je kolmá k tečně, rektifikačńı rovina je kolmá k hlavńı normále a oskulačńı
rovina je kolmá k binormále.

■ Př́ıklad 1.3 – Frenet̊uv pr̊uvodńı trojhran elipsy. Budeme opět uvažovat elipsu k
z př́ıkladu 1.1. Vektorové rovnice elipsy k a jej́ıch prvńıch dvou derivaćı jsou:

P(t) = (x(t), y(t), z(t)) = (4 cos t, 3 sin t, 0), t ∈ [0, 2π],

P′(t) = (−4 sin t, 3 cos t, 0), t ∈ [0, 2π],

P′′(t) = (−4 cos t, −3 sin t, 0), t ∈ [0, 2π].
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Obrázek 1.3: Vektory prvńıch tř́ı derivaćı elipsy k □

Vektorové rovnice jednotkového tečného vektoru t(t), jednotkového vektoru hlavńı normály
n(t) a jednotkového vektoru binormály b(t) jsou následuj́ıćı:

t(t) =

(
−4 sin t√

−7 cos2 t+ 16
,

3 cos t√
−7 cos2 t+ 16

, 0

)
, t ∈ [0, 2π],

b(t) = (0, 0, 1), t ∈ [0, 2π],

n(t) =

(
−3 cos t√

−7 cos2 t+ 16
,

−4 sin t√
−7 cos2 t+ 16

, 0

)
, t ∈ [0, 2π].

Obrázek 1.4: Frenet̊uv pr̊uvodńı trojhran elipsy k
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Na obr. 1.4 je znázorněna elipsa k a jej́ı Frenet̊uv pr̊uvodńı trojhran v několika bodech
pro hodnoty parametru t = i

3π, i = 0, 1, . . . , 6. Z d̊uvodu zachováńı čitelnosti obrázku jsou
vektory trojhranu popsány pouze pro hodnotu parametru t = 2

3π, tedy v bodě P
(
2
3π
)
.

Pro tuto hodnotu parametru je v obrázku také znázorněna tečna t 2
3
π, hlavńı normála n 2

3
π,

binormála b 2
3
π, normálová rovina ν 2

3
π, rektifikačńı rovina ρ 2

3
π a oskulačńı rovina ω 2

3
π. □

Pomoćı Frenetova pr̊uvodńıho trojhranu křivky vyjadřujeme vnitřńı vlastnosti křivky v okoĺı
regulárńıho bodu P(α), α ∈ [a, b], a to prvńı křivost – flexi, která v bodě P(α) charakterizuje od-
chylku křivky k od tečny tα a druhou křivost – torzi, která v bodě P(α) charakterizuje odchylku
křivky k od oskulačńı roviny ωα.

■ Definice 1.12 – Prvńı křivost křivky. Prvńı křivost 1k(α) v regulárńım bodě P(α),
α ∈ [a, b], křivky P(t), t ∈ [a, b], je nezáporné č́ıslo

1k(α) =
|P′(α)×P′′(α)|

|P′(α)|3
, (1.21)

kde |P′(α)×P′′(α)| je velikost vektorového součinu prvńı a druhé derivace křivky a |P′(α)|
je velikost tečného vektoru křivky v bodě P(α). Č́ıslo

r(α) =
1

1k(α)
(1.22)

nazýváme poloměrem křivosti v bodě P(α). Bod S(α) = P(α) + r(α)n(α) lež́ıćı v oskulačńı
rovině ωα na polopř́ımce určené bodem P(α) a vektorem n(α) ve vzdálenosti r(α) od bodu
P(α) se nazývá střed křivosti v bodě P(α). Kružnice se středem v bodě S(α) a poloměrem
r(α) se nazývá oskulačńı kružnice v bodě P(α).
Plat́ı-li 1k(t) = 0, t ∈ [a, b], je křivka P(t) př́ımka. □

■ Definice 1.13 – Druhá křivost křivky. Druhá křivost 2k(α) v neinflexńım bodě P(α),
α ∈ [a, b], křivky P(t), t ∈ [a, b], je č́ıslo vyjádřené vztahem

2k(α) =
[P′(α)P′′(α)P′′′(α)]

|P′(α)×P′′(α)|
, (1.23)

kde [P′(α)P′′(α)P′′′(α)] je smı́̌sený součin vektor̊u prvńı, druhé a třet́ı derivace křivky v bodě
P(α). Jestliže 2k(t) = 0, t ∈ [a, b], je křivka P(t) rovinná. □

■ Př́ıklad 1.4 – Prvńı křivost elipsy. Pro elipsu k z př́ıkladu 1.3 je prvńı křivost

1k(t) =
|(−4 sin t, 3 cos t, 0)× (−4 cos t,−3 sin t, 0)|

|(−4 sin t, 3 cos t, 0)|3
=

12(√
16− 7 cos2 t

)3 , t ∈ [0, 2π] (1.24)

a poloměr křivosti

r(t) =

(√
16− 7 cos2 t

)3
12

, t ∈ [0, 2π]. (1.25)

Grafy funkćı (1.24) a (1.25) jsou zobrazeny na obr. 1.5.
Dosad́ıme-li t = 0, resp. t = π

2 do (1.25), obdrž́ıme poloměr r(0) = 9
4 oskulačńı kružnice

v hlavńım vrcholu P(0) se středem v bodě S(0) =
(
7
4 , 0

)
, resp. poloměr r(π2 ) =

16
3 oskulačńı

kružnice ve vedleǰśım vrcholu P
(
π
2

)
se středem v bodě S

(
π
2

)
=
(
0, −7

3

)
, viz obr. 1.6.
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Obrázek 1.5: Graf prvńı křivosti
a poloměru křivosti elipsy k

Obrázek 1.6: Oskulačńı kružnice elipsy k □

1.2 Napojováńı křivek

Při matematickém modelováńı křivky obecného tvaru nevystač́ıme s jedinou křivkou danou
jedinou vektorovou rovnićı. Složitěǰśı tvary křivek se modeluj́ı z několika d́ılč́ıch křivek, které
jsou napojeny svými krajńımi body. Kvalita napojeńı muśı vyhovovat technické aplikaci, ve
které je křivka použita.

Než se budeme zabývat spojitost́ı napojeńı dvou křivek, uvedeme si definici spojitosti křivky,
která vyplývá ze spojitosti jej́ı vektorové funkce.

■ Definice 1.14 – Spojitost křivky. Křivka P(t), t ∈ [a, b], má spojitost k-tého řádu v bodě
α ∈ [a, b], právě když má jej́ı vektorová funkce v tomto bodě spojitost k-tého řádu. O takové
křivce ř́ıkáme, že je Ck spojitá v bodě α ∈ [a, b].
Křivka P(t), t ∈ [a, b], má spojitost k-tého řádu na [a, b], právě když má jej́ı vektorová funkce
na [a, b] spojitost k-tého řádu. O takové křivce ř́ıkáme, že je Ck spojitá na [a, b]. □

■ Definice 1.15 – Parametrická spojitost napojeńı dvou křivek. Necht’ je dána křivka
P(t) vektorovou rovnićı P(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b], jej́ıž souřadnicové funkce jsou Ck

spojité na [a, b]. Necht’ je dále dána křivka R(s) vektorovou rovnićı R(s) = (x(s), y(s), z(s)),
s ∈ [c, d], jej́ıž souřadnicové funkce jsou Ck spojité na [c, d]. Ř́ıkáme, že křivka R(s) je
napojena svým počátečńım bodem na koncový bod křivky P(t) s Ck spojitost́ı, popř. že jsou
tyto křivky Ck spojitě napojeny, jestliže plat́ı

P(i)(b) = R(i)(c), i = 0, 1, . . . , k. (1.26)

Takto definovaná spojitost napojeńı dvou křivek se označuje jako parametrická spojitost
k-tého řádu. □

Parametrická spojitost Ck vyjadřuje, že v bodě napojeńı dvou křivek jsou totožné vektory
prvńıch k derivaćı obou křivek, tj. jejich počátek (bod napojeńı), směr, orientace i velikost. Méně
př́ısné požadavky na napojeńı klade tzv. geometrická spojitost.

■ Definice 1.16 – Geometrická spojitost napojeńı dvou křivek. Necht’ je dána křivka
P(t) vektorovou rovnićı P(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b], jej́ıž souřadnicové funkce jsou
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nejméně C1, resp. C2 spojité na [a, b]. Necht’ je dále dána křivka R(s) vektorovou rovnićı
R(s) = (x(s), y(s), z(s)), s ∈ [c, d], jej́ıž souřadnicové funkce jsou nejméně C1, resp. C2

spojité na [c, d]. Ř́ıkáme, že křivka R(s) je napojena svým počátečńım bodem na koncový
bod křivky P(t) s G1, resp. s G2 spojitost́ı, popř. že jsou tyto křivky G1, resp. G2 spojitě
napojeny, jestliže plat́ı

P′(b) = λ ·R′(c), λ ∈ R, (1.27)

resp.
1kP(b) =

1 kR(c), (1.28)

kde 1kP(b), resp.
1kR(c) je prvńı křivost křivky P(t), resp. R(s) v bodě napojeńı. Takto

definovaná spojitost napojeńı dvou křivek se označuje jako geometrická spojitost 1., resp.
2. řádu. □

Vzhledem k tomu, že tečný vektor R′(c) je λ-násobkem tečného vektoru P′(b), maj́ı G1

spojitě napojené křivky totožnou tečnu v bodě napojeńı. G2 spojitě napojené křivky maj́ı v bodě
napojeńı totožnou prvńı křivost, tj. totožnou oskulačńı kružnici. Geometrickou spojitost vyšš́ıch
řád̊u nebudeme zavádět. Př́ıklady na napojováńı křivek jsou uvedeny v kapitole 2.

1.2.1 Nástroje analýzy a kontroly návrhu křivek v Rhinu

Křivka – Rhino disponuje řadou př́ıkaz̊u pro kresleńı křivek obecného tvaru, které jsou detailně
popsány v částech 2.2.5, 2.3.4, 2.4.2 a 2.5.4. Zde si uvedeme postup provedeńı př́ıkazu
Elipsa, kterým bychom nakreslili elipsu z př́ıklad̊u v této části. Př́ıkaz: Elipsa: střed →
Střed elipsy: z klávesnice zadat 0,0,0 → Enter → Konec prvńı osy: z klávesnice zadat
w4,0,0 → Enter → Konec druhé osy: z klávesnice zadat w0,3,0.

Bod křivky – Př́ıkaz: Bod → Umı́stěńı bodu: zapnout Uchopováńı objekt̊u: Na křivce → Vy-
berte křivku: kliknout na křivku (zaměřovač je omezen na pohyb po křivce) → Umı́stěńı
bodu: kliknout na křivku do mı́sta, ve kterém chceme nakreslit bod. V mı́stě posledńıho
kliknut́ı se nakresĺı bod jako samostatná entita.

Poznámka: Nástroj Uchopováńı uzl̊u se netýká uchopeńı uzlových bod̊u křivky, ale těch
bod̊u na segmentované křivce, ve kterých se měńı analytické vyjádřeńı křivky. Uzlový bod
křivky nav́ıc neńı považován za pr̊useč́ık, a proto jej nelze uchopit ani pomoćı nástroje
Uchopováńı pr̊useč́ık̊u.

Počátečńı bod křivky – Př́ıkaz:Označit počátek křivky →Vyberte křivky pro označeńı počátku:
kliknout na křivku → Enter. V počátečńım bodě křivky se nakresĺı bod.

Koncový bod křivky – Př́ıkaz: Označit konec křivky → Vyberte křivky pro označeńı konce:
kliknout na křivku → Enter. V koncovém bodě křivky se nakresĺı bod.

Poznámka: Označeńı krajńıch bod̊u křivky pomáhá určit orientaci křivky.

Bod křivky pro konkrétńı hodnotu parametru – Bod na křivce, jehož křivočará souřadnice
je předem zvolená hodnota, nelze nakreslit př́ımo, nebot’ potřebný př́ıkaz pro křivky neńı
v Rhinu k dispozici. My ale využijeme př́ıkaz Bod z uv souřadnic, který je určen pro plochy,
a zmı́něný nedostatek obejdeme.

Nejprve vytvoř́ıme pomocnou válcovou plochu, jej́ıž ř́ıdićı křivkou je právě ta křivka, na
které chceme nakreslit bod P(α), α ∈ [0, 1]. Př́ıkaz: Vytáhnout př́ımo → Vyberte křivky
pro vytažeńı: kliknout na křivku → Enter → Vzdálenost vytažeńı: zadat výšku válcové



20 ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI KŘIVEK A PLOCH

plochy z klávesnice nebo kliknut́ım. Směr parametru u je podél ř́ıdićı křivky válcové plochy,
směr parametru v určuj́ı površky válcové plochy, viz obr. 1.7 a).

Potom nakresĺıme bod o zvolené křivočaré souřadnici př́ıkazem Bod z uv souřadnic →
Vyberte plochu pro vyhodnoceńı: v př́ıkazovém řádku zvolit VytvořitBod=Ano, Normali-
zovaná=Ano → kliknout na válcovou plochu → Zadejte hodnotu U mezi 0.0 až 1.0: zadat
zvolenou hodnotu α → Enter → Zadejte hodnotu V mezi 0.0 až 1.0: zadat 0 → Enter, viz
obr. 1.7 b). V bodě křivky P(α) se nakresĺı bod jako samostatná entita.

Pomocnou válcovou plochu nakonec vymažeme, viz obr. 1.7 c).

a) Pomocná válcová plocha b) Bod plochy P(α, 0) c) Bod křivky P(α)

Obrázek 1.7: Konstrukce bodu P(α) na křivce P(t), t ∈ [0, 1]

Kartézské souřadnice bodu křivky – Př́ıkaz: Vyhodnotit bod → zapnout Uchopováńı bod̊u
→ Vyberte bod pro vyhodnoceńı: kliknout do bodu na křivce, jehož kartézské souřadnice
chceme určit. V př́ıkazovém řádku se zobraźı kartézské souřadnice bodu.

Tečna ke křivce – Př́ıkaz: Úsečka: tečna z křivky → Počátek úsečky: v př́ıkazovém řádku zvo-
lit
NaOběStrany → kliknout na křivku v budoućım bodě dotyku tečny → Enter → Konec
úsečky: kliknout do koncového bodu tečny. Nakresĺı se tečna jako úsečka se středem v bodě
dotyku.

Hlavńı normála rovinné křivky – Př́ıkaz: Úsečka: Kolmice z křivky → Počátek úsečky: v př́ı-
kazovém řádku zvolit NaOběStrany → kliknout na rovinnou křivku v bodě, ve kterém
chceme konstruovat hlavńı normálu → Enter → Konec úsečky: kliknout do koncového
bodu hlavńı normály. Nakresĺı se hlavńı normála jako úsečka se středem v bodě kliknut́ı
na křivku.

Hlavńı normála prostorové křivky – Hlavńı normálu prostorové křivky konstruujeme nepř́ı-
mo. Nejprve nakresĺıme oskulačńı kružnici (viz dále) v bodě, ve kterém chceme konstruovat
hlavńı normálu. Vlastńı hlavńı normálu zkonstruujeme př́ıkazem Úsečka: z bodu v polovině
→ Střed úsečky: kliknout do bodu dotyku oskulačńı kružnice s křivkou → Konec úsečky:
zapnout Uchopováńı střed̊u → kliknout na oskulačńı kružnici. Nakresĺı se hlavńı normála
jako úsečka se středem v bodě dotyku oskulačńı kružnice s křivkou.

Poznámka: Aplikujeme-li př́ıkaz Úsečka: Kolmice z křivky na prostorovou křivku, nakresĺı
se normála (kolmá k tečně a lež́ıćı v normálové rovině křivky), ale nikoliv hlavńı normála
(pr̊usečnice normálové a oskulačńı roviny) podle definice 1.6.

Binormála prostorové křivky – Binormálu prostorové křivky konstruujeme nepř́ımo jako
pr̊usečnici nomálové roviny (viz dále) a rektifikačńı roviny (viz dále) př́ıkazem: Pr̊useč́ık
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objekt̊u: Vyberte objekty pro výpočet pr̊useč́ıku: kliknout na normálovou rovinu a na
rektifikačńı rovinu → Enter. Nakresĺı se binormála jako úsečka.

Normálová rovina křivky – Normálovou rovinu konstruujeme nepř́ımo. Nejprve vytvoř́ıme
jej́ı hranici př́ıkazem: Kružnice: kolem křivky : Střed kružnice → kliknout na křivku v bodě,
ve kterém chceme konstruovat normálovou rovinu→ Poloměr: kliknout do koncového bodu
poloměru. Nakresĺı se kružnice, která lež́ı v normálové rovině křivky se středem v pr̊useč́ıku
normálové roviny s křivkou. Poté hranici vyplńıme rovinnou plochou př́ıkazem: Plocha
z rovinných křivek → Vyberte rovinné křivky: kliknout na kružnici → Enter. Nakresĺı se
normálová rovina jako kruh.

Oskulačńı rovina – Oskulačńı rovinu konstruujeme nepř́ımo. Nejprve vytvoř́ıme oskulačńı
kružnici (viz dále) v bodě, ve kterém chceme konstruovat oskulačńı rovinu. Oskulačńı
kružnice tvoř́ı hranici oskulačńı roviny. Tuto hranici vyplńıme rovinnou plochou př́ıkazem:
Plocha z rovinných křivek → Vyberte rovinné křivky: kliknout na kružnici → Enter. Na-
kresĺı se oskulačńı rovina jako kruh.

Rektifikačńı rovina – Rektifikačńı rovinu konstruujeme nepř́ımo. Nejprve zkonstruujeme hlav-
ńı normálu (viz výše). Poté nakresĺıme kružnici př́ıkazem: Kružnice: kolem křivky → Střed
kružnice: zapnout Uchopováńı koncových bod̊u → kliknout do libovolného krajńıho bodu
hlavńı normály → Poloměr: kliknout do koncového bodu poloměru. Tuto kružnici posu-
neme př́ıkazem Přesunout → Vyberte objekty pro přesun: kliknout na kružnici → Enter
→ Výchoźı bod přesunut́ı: kliknout do středu kružnice v koncovém bodě hlavńı normály →
Ćılový bod přesunut́ı: kliknout do pr̊useč́ıku normály s křivkou. Kružnice nyńı tvoř́ı hranici
rektifikačńı roviny, kterou vyplńıme rovinnou plochou př́ıkazem: Plocha z rovinných křivek
→ Vyberte rovinné křivky: kliknout na kružnici → Enter. Nakresĺı se rektifikačńı rovina
jako kruh.

Graf prvńı křivosti křivky – Př́ıkaz: Graf křivosti zapnout → Vyberte objekty pro zobrazeńı
grafu křivosti → kliknout na křivku → Enter → v dialogovém okně Graf křivosti nastavit
měř́ıtko a hustotu grafu. Podél křivky se zobraźı graf jej́ı prvńı křivosti jako spojnice
koncových bod̊u normálových úseček (tj. úseček lež́ıćıch na normálách ke křivce). Délka
normálové úsečky je úměrná prvńı křivosti křivky v pr̊useč́ıku normálové úsečky s křivkou.

Z grafu prvńı křivosti křivky lze poznat, zda má křivka inflexńı bod, bod vratu nebo
úhlový bod. V inflexńım bodě přecháźı graf křivosti z jedné strany křivky na druhou, viz
obr. 1.8 a). V bodě vratu lež́ı normálové úsečky na téže př́ımce, nebot’ se v tomto bodě
měńı pouze orientace tečného vektoru, nikoliv jeho směr daný tečnou, viz obr. 1.8 b). Je-li
na křivce úhlový bod, nelež́ı normálové úsečky na téže př́ımce, nebot’ tečny v úhlovém bodě
se prot́ınaj́ı pod určitým úhlem, viz obr. 1.8 c).

Poloměr křivosti – Př́ıkaz: Poloměr → vyberte na křivce bod pro měřeńı poloměru: klik-
nout na křivku → v př́ıkazovém řádku se vyṕı̌se velikost poloměru křivosti křivky v bodě
kliknut́ı.

Oskulačńı kružnice – Př́ıkaz: Hlavńı křivosti → Vyberte křivku nebo plochu pro měřeńı
křivosti: kliknout na křivku → Vyberte na křivce bod pro měřeńı křivosti: v př́ıkazovém
řádku zvolit ZanechatZnačku=Ano → kliknout na křivku do bodu, ve kterém chceme zkon-
struovat oskulačńı kružnici → Enter. Nakresĺı se oskulačńı kružnice křivky v bodě kliknut́ı.
V př́ıkazovém řádku se zobraźı následuj́ıćı informace: hodnota parametru α, kartézské
souřadnice bodu P(α), složky tečného vektoru, kartézské souřadnice středu oskulačńı
kružnice a poloměr křivosti křivky ve vybraném bodě
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a) Křivka s inflexńım bodem b) Křivka s bodem vratu c) Křivka s úhlovým bodem

Obrázek 1.8: Klasifikace bod̊u křivky pomoćı grafu křivosti

Poznámka: U relativně velkých objekt̊u se mohou nakreslit pouze části oskulačńıch kružnic.
Pokud s nimi budeme pracovat dále jako s hranićı oskulačńı roviny, je třeba nejprve tuto
hranici uzavř́ıt př́ıkazem Prodloužit křivku obloukem do bodu → Vyberte křivku pro prod-
loužeńı: kliknout na oskulačńı kružnici pobĺıž jej́ıho konce → Konec prodloužeńı: zapnout
Uchopováńı koncových bod̊u → kliknout na oskulačńı kružnici pobĺıž jej́ıho druhého konce.
Oskulačńı kružnice se uzavře.

Spojitost napojeńı dvou křivek – Př́ıkaz: Geometrická spojitost → Vyberte prvńı křivku
pobĺıž jej́ıho konce: kliknout na prvńı křivku → Vyberte druhou křivku pobĺıž jej́ıho konce:
kliknout na druhou křivku. V př́ıkazovém řádku se vyṕı̌se, zda jsou křivky G0 (je totožná
s C0 spojitost́ı), G1 nebo G2 spojité. Parametrickou spojitost C1 nebo C2 současnými
nástroji v Rhinu diagnostikovat nelze.

Je-li zobrazen graf křivosti obou křivek, lze z jeho tvaru poznat, zda jsou křivky C0 spojitě
napojené, minimálně G1 spojitě napojené a minimálně G2 spojitě napojené, viz obr. 1.9.

a) C0 b) minimálně G1 c) minimálně G2 d) minimálně G2

Obrázek 1.9: Diagnostika spojitosti napojeńı dvou křivek pomoćı grafu křivosti

Při C0 spojitosti dvou křivek lež́ı normálové úsečky v bodě napojeńı na r̊uzných př́ımkách,
viz obr. 1.9 a). Při G1 spojitosti lež́ı normálové úsečky na společné př́ımce, avšak jejich
délka se měńı skokem, viz obr. 1.9 b). Je-li napojeńı G2 spojité, jsou spojité i grafy křivost́ı
obou křivek, viz obr. 1.9 c) a d).

Poznámka: Pokud by byly křivky na obr. 1.9 b) napojeny s C1 spojitost́ı, popř. křivky na
obr. 1.9 c) a d) s C2 spojitost́ı, graf křivosti by vypadal stejně, proto uvád́ıme minimálně.

■ Cvičeńı 1.1 V Rhinu nakreslete elipsu z př́ıkladu 1.1. Na elipse nakreslete body pro t = i
6 ,

i = 0, 1, . . . , 5. Zjistěte kartézské souřadnice těchto bod̊u a zkontrolujte je podle hodnot
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uvedených v tabulce na str. 15. V každém z těchto bod̊u vymodelujte Frenet̊uv pr̊uvodńı
trojhran elipsy podle obr. 1.4. Dále sestrojte oskulačńı kružnice v hlavńım a vedleǰśım vrcholu
elipsy podle př́ıkladu 1.4 a zobrazte graf křivosti elipsy i oskulačńıch kružnic. Co můžeme ř́ıci
o délce normálových úseček grafu křivosti elipsy a oskulačńıch kružnic ve vrcholech elipsy?

1.3 Definice a vlastnosti ploch

Plocha je dvouparametrická množina bod̊u v prostoru R3, které jsou funkčńımi hodnotami bodové
funkce dvou proměnných, mı́sto nichž, stejně jako u křivky, budeme uvažovat koncové body
jejich polohových vektor̊u, které jsou funkčńımi hodnotami vektorové funkce dvou proměnných.
Z následuj́ıćıch definic tedy vynecháme bodovou funkci dvou proměnných.

■ Definice 1.17 – Vektorová funkce dvou proměnných. Necht’ I ⊂ R2 je neprázdná
souvislá oblast. Potom zobrazeńı F oblasti I do vektorového zaměřeńı V 3 euklidovského
prostoru R3 se nazývá vektorová funkce dvou proměnných

F(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)). (1.29)

Argumenty u, v nazýváme parametry plochy. Každé dvojici (u, v) ∈ I je vektorovou funkćı
přǐrazen vektor. Reálné funkce

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ I (1.30)

se nazývaj́ı souřadnicové funkce vektorové funkce dvou proměnných. □

Souřadnicové funkce vektorové funkce dvou proměn-ných jsou reálnými funkcemi dvou proměnných.
Vzhledem k tomu, že vektorová funkce dvou proměnných je zobecněńım reálné funkce dvou
proměnných, lze snadno dokázat následuj́ıćı tvrzeńı a z nich vyplývaj́ıćı vlastnosti vektorové
funkce dvou proměnných.

• Vektorová funkce F(u, v), (u, v) ∈ I, má v bodě (α, β) ∈ I za limitu vektor
Fα,β = (x(α, β), y(α, β), z(α, β)), právě když pro limity jej́ıch souřadnicových funkćı plat́ı:

lim
u→α,v→β

x(u, v) = x(α, β),

lim
u→α,v→β

y(u, v) = y(α, β),

lim
u→α,v→β

z(u, v) = z(α, β). (1.31)

• Vektorová funkce F(u, v), (u, v) ∈ I, je spojitá v bodě (α, β) ∈ I, právě když jsou jej́ı
souřadnicové funkce v bodě (α, β) spojité, tzn., že pro (α, β) ∈ I existuj́ı limity (1.31),
které jsou rovny funkčńım hodnotám souřadnicových funkćı v bodě (α, β).

• Vektorová funkce F(u, v), (u, v) ∈ I, je spojitá na oblasti I, právě když jsou jej́ı souřadnicové
funkce na oblasti I spojité.

• Vektorová funkce F(u, v), (u, v) ∈ I, má v bodě (α, β) ∈ I parciálńı derivaci podle u, resp.
podle v, právě když existuj́ı parciálńı derivace

xu(α, β) =
∂x(u, v)

∂u

∣∣∣∣
u=α,v=β

, yu(α, β) =
∂y(u, v)

∂u

∣∣∣∣
u=α,v=β

, zu(α, β) =
∂z(u, v)

∂u

∣∣∣∣
u=α,v=β

,

(1.32)
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resp.

xv(α, β) =
∂x(u, v)

∂v

∣∣∣∣
u=α,v=β

, yv(α, β) =
∂y(u, v)

∂v

∣∣∣∣
u=α,v=β

, zv(α, β) =
∂z(u, v)

∂v

∣∣∣∣
u=α,v=β

(1.33)
jej́ıch souřadnicových funkćı. Parciálńı derivace Fu(α, β), resp. Fv(α, β) vektorové funkce
F(u, v) podle u, resp. podle v je potom vektor

Fu(α, β) = (xu(α, β), yu(α, β), zu(α, β)), (1.34)

resp.
Fv(α, β) = (xv(α, β), yv(α, β), zv(α, β)). (1.35)

• Obdobně jsou definovány parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u vektorové funkce F(u, v),
(u, v) ∈ I, v bodě (α, β) ∈ I. Znač́ı se Fuu(α, β) = (xuu(α, β), yuu(α, β), zuu(α, β)),
Fuv(α, β) = (xuv(α, β), yuv(α, β), zuv(α, β)), . . . , kde pořad́ı horńıch index̊u označuje
pořad́ı př́ıslušných parciálńıch derivaćı.

• Vektorová funkce F(u, v), (u, v) ∈ I, má spojitost k-tého řádu v bodě (α, β) ∈ I, právě když
jsou parciálńı derivace jej́ıch souřadnicových funkćı až do k-tého řádu v bodě (α, β) ∈ I
spojité. O takové funkci ř́ıkáme, že je Ck spojitá v bodě (α, β) ∈ I.

• Vektorová funkce F(u, v), (u, v) ∈ I, má spojitost k-tého řádu na oblasti I, právě když jsou
parciálńı derivace jej́ıch souřadnicových funkćı až do k-tého řádu na I spojité. O takové
funkci ř́ıkáme, že je Ck spojitá na oblasti I.

■ Definice 1.18 – Plocha. Plocha je každá souvislá podmnožina κ prostoru R3, která je
spojitým obrazem souvislé oblasti I ⊂ R2. Je-li analytickou reprezentaćı plochy vektorová
funkce (1.29), která je definovaná, spojitá a alespoň jedenkrát diferencovatelná na oblasti I,
ř́ıkáme, že je plocha dána vektorovou rovnićı

P(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ I. (1.36)

Rozeṕı̌seme-li souřadnicové funkce plochy dané vektorovou rovnićı (1.29), obdrž́ıme parame-
trické rovnice plochy

x = x(u, v),

y = y(u, v),

z = z(u, v), (u, v) ∈ I. (1.37)

Je-li plocha definována parametrickými rovnicemi (1.37), ř́ıkáme, že je plocha definovaná
parametricky.
Je-li oblast I obdélńıková a uzavřená, tedy I = [a, b]× [c, d], hovoř́ıme o plátu. □

V poč́ıtačové grafice se nejčastěji voĺı čtvercová oblast I = [0, 1] × [0, 1], kterou stručně
znač́ıme [0, 1]2.

K zavedeńı pojmu plát vedl rozvoj matematického modelováńı ploch složitého obecného
tvaru, které nelze popsat jedinou vektorovou rovnićı. Výsledná plocha složitého tvaru se vytvář́ı
plátováńım, tj. napojováńım vhodných plošných element̊u – plát̊u. Jednotlivé pláty jsou části
plochy definované nad (zpravidla) čtvercovou oblast́ı I = [0, 1]2 a jsou popsány jedinou vektoro-
vou rovnićı. Podmı́nkám spojitosti napojeńı plát̊u se věnuje část 1.4. Zde se věnujeme základńım
vlastnostem ploch z hlediska diferenciálńı geometrie, které budeme potřebovat a aplikovat v ka-
pitole 3, proto všechny zde definované vlastnosti ploch plat́ı i pro plát. Specifické vlastnosti
platné pouze pro plát jsou v daľśım textu vždy konkrétně uvedeny.
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■ Definice 1.19 – Bod plochy. Bodem plochy označujeme koncový bod polohového vektoru,
který je funkčńı hodnotou vektorové funkce (1.29) pro (α, β) ∈ I

P(α, β) = (x(α, β), y(α, β), z(α, β)). (1.38)

Hodnoty parametr̊u u = α, v = β, které jednoznačně určuj́ı polohu bodu na ploše, se nazývaj́ı
parametrické (křivočaré) souřadnice bodu plochy.
Vektorovou funkćı je definovaná orientace plátu P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2. Body P(0, 0),
P(0, 1), P(1, 0) a P(1, 1) se nazývaj́ı rohy plátu. □

■ Př́ıklad 1.5 – Vektorová rovnice anuloidu. Uvažujme souřadnicové funkce

x(u, v) = (r cosu+R) cos v,

y(u, v) = (r cosu+R) sin v,

z(u, v) = r sinu+ 4, (u, v) ∈ [0, 2π]2,

jejichž grafy pro R = 2 a r = 1 jsou uvedeny na obr. 1.10.
Pro hodnoty parametr̊u (u, v) =

(
1
4π,

3
4π
)
jsou v grafech souřadnicových funkćı zobrazeny

funkčńı hodnoty x
(
1
4π,

3
4π
)
, y
(
1
4π,

3
4π
)
a z
(
1
4π,

3
4π
)
.

Obrázek 1.10: Souřadnicové funkce anuloidu κ

Plocha daná vektorovou rovnićı

P(u, v) = ((r cosu+R) cos v, (r cosu+R) sin v, r sinu+ 4), (u, v) ∈ [0, 2π]2 (1.39)

je anuloid κ, kde r je poloměr tvořićı kružnice (lež́ıćı v rovině procházej́ıćı osou z, která se
otáč́ı kolem osy z a R je poloměr trajektorie středu tvořićı kružnice. Anuloid κ je zobrazen
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na obr. 1.11, kde je vyznačena hodnota vektorové funkce F
(
1
4π,

3
4π
)
, tedy polohový vektor

P
(
1
4π,

3
4π
)
.

Obrázek 1.11: Anuloid κ daný vektorovou rovnićı (1.39) □

Zvoĺıme-li jednu proměnnou konstantńı, dostaneme z vektorové funkce dvou proměnných
vektorovou funkci jedné proměnné, tedy analytickou reprezentaci křivky, kterou nazýváme pa-
rametrickou křivkou plochy.

■ Definice 1.20 – Parametrické křivky plochy. Parametrickou u-křivkou, resp. paramet-
rickou v-křivkou plochy P(u, v), (u, v) ∈ I, nazýváme křivku

P(u, β) = (x(u, β), y(u, β), z(u, β)), (1.40)

resp.

P(α, v) = (x(α, v), y(α, v), z(α, v)), (1.41)

(α, β) ∈ I.

Parametrické křivky P(0, v), P(1, v), P(u, 0) a P(u, 1) se nazývaj́ı okraje plátu P(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2. □

Parametrické křivky tvoř́ı dvě soustavy křivek na ploše. Každá parametrická křivka jedné
soustavy prot́ıná všechny parametrické křivky ze soustavy druhé. Body plochy, jejichž křivočaré
souřadnice jsou právě konstantńı hodnoty parametr̊u, lež́ı v těchto pr̊useč́ıćıch. Okraje plátu se
prot́ınaj́ı v roźıch plátu.

Soustavy parametrických křivek se běžně použ́ıvaj́ı k názornému zobrazeńı ploch, nebot’

poskytuj́ı velmi názornou představu o jejich tvaru. Parametrické u-křivky anuloidu κ na obr. 1.11
jsou tvořićı kružnice, parametrické v-křivky jsou rovnoběžkové kružnice.

■ Definice 1.21 Tečné vektory parametrických křivek plochy. Parciálńı derivace vek-
torové funkce

Pu(u, v) =
∂P(u, v)

∂u
= (xu(u, v), yu(u, v), zu(u, v)), (u, v) ∈ I, (1.42)
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resp.

Pv(u, v) =
∂P(u, v)

∂v
= (xv(u, v), yv(u, v), zv(u, v)), (u, v) ∈ I, (1.43)

je vektorová funkce, která určuje pro (α, β) ∈ I tečný vektor parametrické u-křivky Pu(u, v),
resp. tečný vektor parametrické v-křivky Pv(u, v) v jej́ım bodě P(α, β):

Pu(α, β) =
∂P(u, v)

∂u

∣∣∣∣
u=α,v=β

= (xu(α, β), yu(α, β), zu(α, β)), (1.44)

resp.

Pv(α, β) =
∂P(u, v)

∂v

∣∣∣∣
u=α,v=β

= (xv(α, β), yv(α, β), zv(α, β)). (1.45)

Orientace tečných vektor̊u parametrických křivek je shodná s orientaćı př́ıslušné paramet-
rické křivky. Bodem P(α, β) a tečným vektorem Pu(α, β), resp. Pv(α, β) je určena tečna
k parametrické u-, resp. v-křivce. □

■ Definice 1.22 – Př́ıčné tečné vektory okraj̊u plátu. Tečné vektory

Pv(u, 0) =
∂P(u, v)

∂v

∣∣∣∣
v=0

, Pv(u, 1) =
∂P(u, v)

∂v

∣∣∣∣
v=1

, u ∈ [0, 1], (1.46)

se nazývaj́ı př́ıčné tečné vektory okraj̊u plátu ve směru u. Tečné vektory

Pu(0, v) =
∂P(u, v)

∂u

∣∣∣∣
u=0

, Pu(1, v) =
∂P(u, v)

∂u

∣∣∣∣
u=1

, v ∈ [0, 1], (1.47)

se nazývaj́ı př́ıčné tečné vektory okraj̊u plátu ve směru v. □

■ Definice 1.23 – Regulárńı a singulárńı bod plochy. Bod plochy P(α, β), (α, β) ∈ I,
nazýváme regulárńı, pokud v něm tečné vektory parametrických křivek Pu(α, β) a Pv(α, β)
nejsou rovnoběžné nebo nemaj́ı všechny složky současně nulové a odpov́ıdá-li mu jen jedna
dvojice hodnot parametr̊u (u, v) = (α, β). Body, ve kterých tato podmı́nka neplat́ı, nazýváme
singulárńı.

■ Definice 1.24 – Tečná rovina a normála v bodě plochy. Rovina τα,β určená tečnými
vektory parametrických křivek Pu(α, β) a Pv(α, β) v regulárńım bodě P(α, β), (α, β) ∈ I,
se nazývá tečná rovina plochy v bodě P(α, β). Vektor

n(α, β) = Pu(α, β)×Pv(α, β) (1.48)

v regulárńım bodě P(α, β) se nazývá vektor normály plochy v bodě P(α, β). Př́ımka určená
bodem P(α, β) a vektorem normály n(α, β) se nazývá normála plochy v bodě P(α, β). □

■ Definice 1.25 – Zkrut. Smı́̌sená druhá parciálńı derivace vektorové funkce plochy

Puv(u, v) =
∂2P(u, v)

∂u∂v
=

∂2P(u, v)

∂v∂u
=

= (xuv(u, v), yuv(u, v), zuv(u, v)) = (xvu(u, v), yvu(u, v), zvu(u, v)),

(u, v) ∈ I (1.49)

je vektorová funkce, která určuje pro (α, β) ∈ I vektor zkrutu plochy v bodě P(α, β). □
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Vektor zkrutu plochy budeme stručně nazývat pouze zkrut. Zkrut vyjadřuje zakřiveńı plochy
v okoĺı bodu, tj. mı́ru odchýleńı plochy od tečné roviny v tomto bodě.

■ Př́ıklad 1.6 – Tečné vektory, zkruty a normály anuloidu. Vektorová rovnice tečného
vektoru parametrické u-křivky, tečného vektoru parametrické v-křivky, zkrutu a vektoru
normály anuloidu κ z př́ıkladu 1.5 je

Pu(u, v) = (−r sinu cos v, −r sinu sin v, r cosu), (u, v) ∈ [0, 2π]2,

Pv(u, v) = (−(r cosu+R) sin v, (r cosu+R) cos v, 0), (u, v) ∈ [0, 2π]2,

Puv(u, v) = (r sinu sin v, −r sinu cos v, 0), (u, v) ∈ [0, 2π]2,

n(u, v) = (−r cosu(r cosu+R) cos v, −r cosu(r cosu+R) sin v, −r sinu(r cosu+R)),

(u, v) ∈ [0, 2π]2.

Př́ıslušné vektory v několika bodech anuloidu κ pro R = 2 a r = 1 jsou znázorněny na
obr. 1.12, obr. 1.13 a obr. 1.14. Na obr. 1.15 jsou zobrazeny normály (vektory normál směřuj́ı
dovnitř anuloidu).

Okraje plátu, tečné vektory a zkruty na okraj́ıch plátu jsou d̊uležité z hlediska požadované
spojitosti při napojováńı plát̊u, viz část 1.4. Z hlediska studia vnitřńıch vlastnost́ı plochy se
zkoumaj́ı hlavńı křivosti plochy a Gaussova a středńı křivost plochy.

Pro pochopeńı pojmu hlavńı křivosti plochy uvažujme v každém regulárńım bodě A plo-
chy tečnou rovinu τA a normálu nA. Tečná rovina τA obsahuje nekonečně mnoho tečen ke
křivkám lež́ıćım na ploše. Každá tečna společně s normálou tvoř́ı rovinu normálového řezu,
jej́ımž pr̊unikem s plochou je křivka normálového řezu. Každá křivka normálového řezu má
v bodě A určitou prvńı křivost, viz (1.21), která se nazývá normálová křivost. Směry, ve kterých
nabývá normálová křivost svého minima, resp. maxima, jsou hlavńı směry plochy a jim př́ıslušné
hodnoty normálové křivosti jsou hlavńı křivosti plochy, které označ́ıme k1A a k2A. Odpov́ıdaj́ıćı
oskulačńı kružnice v bodě A označ́ıme c1A, c2A.

Pro znaménko hlavńı křivosti plat́ı následuj́ıćı úmluva: hlavńı křivost je kladná, jestliže vektor−→
AS, kde S je střed oskulačńı kružnice, je shodně orientovaný jako vektor normály nA. V opačném
př́ıpadě je hlavńı křivost záporná.

■ Definice 1.26 – Gaussova křivost. Gaussova křivost v regulárńım bodě A plochy κ je
dána

G = k1A · k2A, (1.50)

kde k1A, resp. k2A je minimálńı, resp. maximálńı normálová křivost v bodě A. Bod plochy A
se nazývá eliptický, resp. parabolický, resp. hyperbolický, je-li v něm Gaussova křivost kladná,
resp. nulová, resp. záporná. Plochy, jejichž Gaussova křivost je nulová, jsou rozvinutelné do
roviny. □

■ Př́ıklad 1.7 – Klasifikace bod̊u anuloidu. Anuloid obsahuje všechny tři typy bod̊u, jak
je patrné z obr. 1.16.
Podle klasifikace bod̊u uvedené v definici 1.26 je zřejmé, že v eliptickém bodě lež́ı středy
obou oskulačńıch kružnic na kladné části normály, a že tečná rovina se dotýká plochy v je-
diném bodě. V parabolickém bodě muśı být alespoň jedna z hlavńıch křivost́ı nulová, tedy
alespoň jedna oskulačńı kružnice přejde v př́ımku. V takovém př́ıpadě se tečná rovina dotýká
plochy podél křivky. V hyperbolickém bodě jsou znaménka hlavńıch křivost́ı r̊uzná, středy
oskulačńıch kružnic lež́ı na opačných částech normály a tečná rovina prot́ıná plochu.
Body lež́ıćı na kráterových kružnićıch anuloidu jsou parabolické (bod B). Body lež́ıćı mezi
kráterovými kružnicemi na části anuloidu obsahuj́ıćı rovńık jsou eliptické (bod A) a body
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Obrázek 1.12: Tečné vektory
parametrických u-křivek anuloidu κ

Obrázek 1.13: Tečné vektory
parametrických v-křivek anuloidu κ

Obrázek 1.14: Zkruty anuloidu κ Obrázek 1.15: Normály anuloidu κ □

lež́ıćı mezi kráterovými kružnicemi na části anuloidu obsahuj́ıćı hrdlo jsou hyperbolické
(bod C). □

■ Definice 1.27 – Středńı křivost. Středńı křivost v regulárńım bodě A plochy κ je dána

H =
k1A + k2A

2
. (1.51)

Plochy s nulovou středńı křivost́ı se nazývaj́ı minimálńı. □
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Obrázek 1.16: Tečné roviny a oskulačńı kružnice ve vybraných bodech anuloidu κ

1.4 Plátováńı

Při modelováńı složitěǰśıch tvar̊u nevystač́ıme s jedinou plochou danou jedinou vektorovou rov-
nićı, ale bude nutné výslednou plochu složit z vhodně napojených plát̊u, tj. plátovat. Kvalitu na-
pojeńı plát̊u hodnot́ıme podle dosaženého řádu parametrické nebo geometrické spojitosti podél
společného okraje.

Nejprve uvedeme definici spojitosti plochy, která vyplývá ze spojitosti jej́ı vektorové funkce,
a potom se budeme zabývat spojitost́ı podél společného okraje dvou napojovaných plát̊u.

■ Definice 1.28 – Spojitost plochy. Plocha P(u, v), (u, v) ∈ I, má spojitost k-tého řádu
v bodě (α, β) ∈ I, právě když má jej́ı vektorová funkce v tomto bodě spojitost k-tého řádu.
O takové ploše ř́ıkáme, že je Ck spojitá v bodě (α, β).

Jestliže má plocha P(u, v), (u, v) ∈ I spojitost k-tého řádu ve všech bodech z oblasti I,
ř́ıkáme, že je Ck spojitá na oblasti I. □

■ Definice 1.29 – Parametrická spojitost napojeńı dvou plát̊u. Necht’ je dán plát
P(u, v) vektorovou rovnićıP(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ [0, 1]2, jej́ıž souřadnicové
funkce jsou spojité a k krát spojitě diferencovatelné na [0, 1]2. Necht’ je dále dán plát R(s, t)
vektorovou rovnićı R(s, t) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)), (s, t) ∈ [0, 1]2, jej́ıž souřadnicové funkce
jsou spojité a k krát spojitě diferencovatelné na [0, 1]2.

Ř́ıkáme, že plát R(s, t) je napojen svým okrajem R(0, t) na okraj P(1, v) plátu P(u, v) s Ck

parametrickou spojitost́ı, popř., že jsou tyto pláty Ck spojitě napojeny, jestliže jsou si rovny
vektory prvńıch k parciálńıch derivaćı vektorových funkćı plátu P(u, v) a plátu R(s, t) podél
okraj̊u P(1, v) a R(0, t). □

■ Definice 1.30 – Geometrická spojitost napojeńı dvou plát̊u.Necht’ je dán plátP(u, v)
vektorovou rovnićı P(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ [0, 1]2, jej́ıž souřadnicové
funkce jsou spojité a nejméně jednou, resp. dvakrát spojitě diferencovatelné na [0, 1]2. Necht’

je dále dán plát R(s, t) vektorovou rovnićı R(s, t) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)), (s, t) ∈ [0, 1]2,
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jej́ıž souřadnicové funkce jsou spojité a nejméně jednou, resp. dvakrát spojitě diferencovatelné
na [0, 1]2.
Ř́ıkáme, že plát R(s, t) je napojen svým okrajem R(0, t) na okraj P(1, v) plátu P(u, v)
s G1, resp. G2 geometrickou spojitost́ı, popř., že jsou tyto pláty G1, resp. G2 spojitě napojeny,
jestliže jsou totožné tečné roviny obou plát̊u, resp. jsou si rovny prvńı křivosti parametrických
křivek obou plát̊u podél okraj̊u P(1, v) a R(0, t). □

Př́ıklad na ilustraci spojitosti napojeńı dvou plát̊u zde nebudeme uvádět. Touto problema-
tikou se budeme zabývat velmi konkrétně v kapitole 3.

1.4.1 Nástroje analýzy a kontroly návrhu ploch v Rhinu

K zobrazeńı nově vytvořených ploch použ́ıvá Rhino drátový model, který je určen paramet-
rickými křivkami na ploše. Jejich počet záviśı na nastaveńı volby Hustota izočar (menu Soubor
→ Vlastnosti → Obecné → Hustota izočar).

Plocha – Rhino disponuje řadou př́ıkaz̊u pro kresleńı ploch obecného tvaru, které jsou detailně
popsány v částech 3.2.3, 3.3.3, 3.4.4, 3.5.6 a 3.6.3. Jako př́ıklad kresleńı analytické plo-
chy si zde uvedeme postup provedeńı př́ıkazu Anuloid, kterým bychom nakreslili anuloid
z př́ıklad̊u v této části. Př́ıkaz Anuloid → kurzor přemı́stit do pohledu Shora → Střed
anuloidu: z klávesnice zadat 0,0,4 → Enter → Pr̊uměr: z klávesnice zadat 4 → Enter →
Druhý poloměr: z klávesnice zadat 1 → Enter.

Bod plochy – Př́ıkaz: Bod → Umı́stěńı bodu: zapnout Uchopováńı objekt̊u: Na ploše → Vy-
berte plochu: kliknout na plochu; zaměřovač je omezen na pohyb po ploše → Umı́stěńı
bodu: kliknout na plochu do mı́sta, ve kterém chceme nakreslit bod. V mı́stě posledńıho
kliknut́ı se nakresĺı bod jako samostatná entita.

Bod plochy P(α, β) – Př́ıkaz: Bod z uv souřadnic → Vyberte plochu pro vyhodnoceńı: v př́ıka-
zovém řádku zvolit VytvořitBod=Ano, Normalizovaná=Ano → kliknout na plochu → Za-
dejte hodnotu U mezi 0.0 až 1.0: zadat zvolenou hodnotu α → Enter → Zadejte hodnotu
V mezi 0.0 až 1.0: zadat zvolenou hodnotu β → Enter. V bodě plochy P(α, β) se nakresĺı
bod jako samostatná entita.

Poznámky:

1) Před použit́ım tohoto př́ıkazu je třeba zjistit směr parametru u a v, např. př́ıkazem
Vyjmout izočáru, viz dále.

2) Volba Normalizovaná=Ano provede změnu p̊uvodńıho oboru parametrizace
I = [a, b] × [c, d] plochy na I = [0, 1]2. Volba Normalizovaná=Ne ponechá p̊uvodńı obor
parametrizace plochy I = [a, b]× [c, d].

Křivočaré souřadnice bodu plochy – Př́ıkaz: UV souřadnice bodu → Vyberte plochu, ze
které chcete odeč́ıst souřadnice UV: v př́ıkazovém řádku zvolit VytvořitBod=Ano, Norma-
lizovaná=Ano → kliknout na plochu → Vyberte bod pro vyhodnoceńı: kliknout do bodu
plochy, jehož křivočaré souřadnice chceme zjistit → v př́ıkazovém řádku se zobraźı hodnoty
parametr̊u u a v → Enter.

Poznámka: Před použit́ım tohoto př́ıkazu je třeba zjistit směr parametru u a v, např.
př́ıkazem Vyjmout izočáru, viz dále.

Kartézské souřadnice bodu plochy – Př́ıkaz: Vyhodnotit bod → zapnout Uchopováńı bod̊u
→ Vyberte bod pro vyhodnoceńı: kliknout do bodu, jehož kartézské souřadnice chceme
určit. V př́ıkazovém řádku se zobraźı kartézské souřadnice bodu.
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Roh plátu – Př́ıkaz: Bod → Umı́stěńı bodu: zapnout Uchopováńı koncových bod̊u → kliknout
pobĺıž rohu plátu. V rohu plátu se nakresĺı bod jako samostatná entita.

Parametrické křivky plochy – Př́ıkaz:Vyjmout izočáru →Vyberte plochu pro vyjmut́ı izočá-
ry: kliknout na plochu; zaměřovač je omezen na pohyb po ploše a zobrazuje se aktuálńı
parametrická křivka → Vyberte izočáru, kterou chcete vyjmout: v př́ıkazovém řádku zvolit
Směr=U, Směr=V nebo Směr=Oba → kliknout do mı́sta, ve kterém chceme kreslit para-
metrickou křivku nebo dvojici parametrických křivek. Nakresĺı se parametrická u-křivka,
parametrická v-křivka nebo dvojice parametrických křivek (podle volby v př́ıkazovém
řádku) jako samostatná entita, na kterou lze aplikovat veškeré př́ıkazy platné pro křivku.

Poznámky:

1) Drátový model plochy lze vytvořit př́ıkazem Vyjmout drátový model.

2) O tom, který směr bude u konkrétńı plochy ve směru parametru u a který ve směru
parametru v, nerozhoduje uživatel, ale parametrizace plochy použitá systémem.

3) Určitou informaci o zp̊usobu parametrizace uzavřené plochy poskytuje volba Přepnout
silné hrany.

”
Silná hrana“ je parametrická křivka plochy odpov́ıdaj́ıćı krajńım hodnotám

oboru parametrizace př́ıslušného parametru zvýrazněná tlustou čarou. V kombinaci s př́ıka-
zem UV souřadnice bodu se zapnutou volbou Normalizovaná=Ne (viz výše) lze nav́ıc zjistit
obor parametrizace plochy.

Okraj plátu – Př́ıkaz: Duplikovat hranu: Vyberte hrany pro duplikaci → kliknout na okraj
plátu → Enter. Nakresĺı se okraj plátu jako samostatná entita, na kterou lze aplikovat
veškeré př́ıkazy platné pro křivku.

Okraje plátu – Př́ıkaz: Duplikovat hranici : Vyberte plochy pro duplikaci hranice → kliknout
na plát → Enter. Nakresĺı se všechny okraje plátu jako samostatná entita složená z jed-
notlivých okraj̊u. Samostatné okraje źıskáme př́ıkazem Rozpojit → Vyberte objekty pro
rozpojeńı: kliknout na složený okraj → Enter.

Normála plochy – Př́ıkaz: Úsečka: normály plochy → Vyberte plochu pro vytvořeńı normály:
kliknout na plochu → Počátek úsečky: kliknout do mı́sta, ve kterém chceme nakreslit
normálu → Konec úsečky: kliknout do koncového bodu normály. Nakresĺı se normála jako
úsečka s počátečńım bodem na ploše.

Poznámka: Zvoĺıme-li v př́ıkazovém řádku NaOběStrany, nakresĺı se normála jako úsečka
se středem na ploše.

Tečná rovina – Tečnou rovinu plochy konstruujeme nepř́ımo. Nejprve sestroj́ıme normálu (viz
výše) v bodě, ve kterém chceme konstruovat tečnou rovinu. Potom vytvoř́ıme hranici tečné
roviny př́ıkazem Kružnice: kolem křivky : Střed kružnice: kliknout do počátečńıho bodu
normály → Poloměr: kliknout do koncového bodu poloměru. Nakonec hranici vyplńıme
rovinnou plochou př́ıkazem: Plocha z rovinných křivek → Vyberte rovinné křivky: kliknout
na kružnici → Enter. Nakresĺı se tečná rovina jako kruh.

Křivost křivek na ploše – Př́ıkaz: Graf křivosti zapnout → Vyberte objekty pro zobrazeńı
grafu křivosti: kliknout na plochu, resp. na nakreslenou parametrickou křivku (viz výše) →
Enter → v dialogovém okně Graf křivosti nastavit vhodné měř́ıtko a hustotu grafu. Podél
okraj̊u plátu, podél automaticky zobrazovaných parametrických křivek i podél nakres-
lených parametrických křivek se zobraźı graf prvńı křivosti jako spojnice koncových bod̊u
normálových úseček. Délka normálové úsečky je úměrná prvńı křivosti křivky v pr̊useč́ıku
normálové úsečky s křivkou.
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Poloměr křivosti křivek na ploše – Př́ıkaz: Poloměr → vyberte na křivce bod pro měřeńı
poloměru: kliknout na křivku na ploše → v př́ıkazovém řádku se vyṕı̌se velikost poloměru
křivosti křivky na ploše v bodě kliknut́ı.

Křivka normálového řezu v obecném směru plochy – Křivku normálového řezu v obec-
ném směru plochy konstruujeme nepř́ımo. Nejprve nakresĺıme na ploše bod (viz výše)
a v tomto bodě sestroj́ıme normálu na obě strany (viz výše). Potom sestroj́ıme hranici
tečné roviny (viz výše). Tečnu sestroj́ıme př́ıkazem Úsečka: z bodu v polovině → Střed
úsečky: kliknout do bodu na ploše → Konec úsečky: zapnout úchopový režim Na křivce
→ Vyberte křivku: kliknout na hranici tečné roviny → kliknout na hranici tečné roviny
v požadovaném směru tečny. Nakresĺı se tečna jako úsečka se středem v bodě na ploše.
Dále zkoṕırujeme tečnu př́ıkazem Koṕırovat → Vyberte objekty pro koṕırováńı: kliknout
na tečnu → Enter → Výchoźı bod koṕırováńı: kliknout do bodu na ploše → Ćılový bod
koṕırováńı: kliknout do koncového bodu normály→ Enter. Rovinu normálového řezu zkon-
struujeme př́ıkazem Vytáhnout podél křivky → Vyberte křivky pro vytažeńı: kliknout na
zkoṕırovanou tečnu → Enter → Vyberte trasu: kliknout na normálu. Nakresĺı se rovina
normálového řezu. Nakonec vytvoř́ıme křivku normálového řezu př́ıkazem Pr̊useč́ık objekt̊u
→ Vyberte objekty pro výpočet pr̊useč́ıku: kliknout na plochu a na rovinu normálového
řezu → Enter. Nakresĺı se křivka normálového řezu.

Hlavńı křivosti – Př́ıkaz: Hlavńı křivosti → Vyberte křivku nebo plochu pro měřeńı křivosti:
kliknout na plochu → Vyberte na ploše bod pro měřeńı křivosti → v př́ıkazovém řádku
zvolit ZanechatZnačku=Ano → kliknout do bodu, v němž chceme zjistit hlavńı křivosti
plochy. Nakresĺı se oskulačńı kružnice křivek normálových řez̊u v hlavńıch směrech plo-
chy. V př́ıkazovém řádku se zobraźı následuj́ıćı informace: hodnoty parametr̊u (α, β),
kartézské souřadnice bodu P(α, β), složky normálového vektoru, maximálńı hlavńı křivost,
minimálńı hlavńı křivost, Gaussova křivost a středńı křivost.

Jsou-li nakresleny oskulačńı kružnice křivek normálových řez̊u v hlavńıch směrech, lze
klasifikovat bod plochy: v eliptickém bodě plochy se obě oskulačńı kružnice vykresĺı na
stejnou stranu plochy, v hyperbolickém bodě plochy se každá oskulačńı kružnice vykresĺı
na jinou stranu plochy, v parabolickém bodě plochy přejde jedna z oskulačńıch kružnic
v př́ımku.

Křivky normálových řez̊u v hlavńıch směrech plochy – Křivky normálového řezu v hlav-
ńıch směrech plochy sestroj́ıme nepř́ımo. Nejprve vytvoř́ıme oskulačńı roviny (viz výše)
těchto křivek, které jsou rovinami normálových řez̊u v hlavńıch směrech. Křivku normálové-
ho řezu v hlavńıch směrech plochy vytvoř́ıme př́ıkazem Pr̊useč́ık objekt̊u → Vyberte ob-
jekty pro výpočet pr̊useč́ıku: kliknout na plochu a na oskulačńı roviny → Enter. Vykresĺı
se křivky normálových řez̊u v hlavńıch směrech plochy.

Gaussova křivost, hlavńı křivost – Př́ıkaz: Analýza křivosti → Vyberte objekty pro analýzu
křivosti: kliknout na plochu → Enter. V př́ıkazovém řádku se zobraźı meze, ve kterých
se pohybuje Gaussova křivost plochy, středńı křivost plochy, maximálńı poloměr křivosti
křivky na ploše a minimálńı poloměr křivosti křivky na ploše. Zároveň se zobraźı dialogové
okno Křivost, ve kterém lze zvolit Styl,tj. konkrétńı charakteristiku křivosti, jej́ıž hodnoty
jsou na ploše barevně odlǐseny.

Poznámka: Abychom dostali relevantńı barevné zobrazeńı analyzované charakteristiky, je
třeba v dialogovém okně Křivost nastavit Rozsah křivosti na hodnoty uvedené jako meze
v př́ıkazovém řádku.
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Spojitost napojeńı dvou plát̊u – Př́ıkaz: Analýza pomoćı pruh̊u zebry → Vyberte objekty
pro analýzu pomoćı pruh̊u zebry: kliknout na pláty, jejichž spojitost napojeńı chceme
analyzovat → Enter. V dialogovém okně Volby zebry nastavit směr, tloušt’ku a barvu
pruh̊u zebry. Ve st́ınovaném zobrazeńı se na pláty namapuj́ı pruhy, jejichž návaznost podél
společného okraje informuje o spojitosti napojeńı obou plát̊u. Pláty jsou napojeny s C0

spojitost́ı, jestliže jejich pruhy zebry na sebe nenavazuj́ı, viz obr. 1.17 a). Pláty jsou napo-
jeny minimálně s G1 spojitost́ı, jestliže jejich pruhy zebry na sebe navazuj́ı se zlomem, viz
obr. 1.17 b). Pláty jsou napojeny minimálně s G2 spojitost́ı, jestliže na sebe jejich pruhy
zebry navazuj́ı hladce, viz obr. 1.17 c).

Spojitost napojeńı plát̊u lze také diagnostikovat pomoćı grafu křivosti (viz výše) parame-
trických křivek na ploše (viz výše), jak je znázorněno na obr. 1.18.

a) C0 b) minimálně G1 c) minimálně G2

Obrázek 1.17: Diagnostika spojitosti napojeńı dvou plát̊u pomoćı pruh̊u zebry

a) C0 b) minimálně G1 c) minimálně G2

Obrázek 1.18: Diagnostika spojitosti napojeńı dvou plát̊u
pomoćı grafu křivosti parametrických křivek

■ Cvičeńı 1.2 V Rhinu vymodelujte anuloid podle zadáńı z př́ıkladu 1.5. Velikost poloměr̊u
R a r vhodně zvolte. Ve zvoleném eliptickém, hyperbolickém a parabolickém bodě anuloidu
zkonstruujte tečnou rovinu a normálu a dvojici oskulačńıch kružnic parametrických křivek.



Kapitola 2

Modelováńı křivek

V této kapitole se budeme zabývat matematickým modelováńım křivek obecného tvaru zadaných
posloupnost́ı bod̊u v rovině nebo v prostoru. Při modelováńı složitěǰśıch tvar̊u nelze výslednou
křivku vytvořit jediným segmentem, jehož analytickou reprezentaćı je jediná vektorová rov-
nice. Zájemce o výklad matematického modelu popisuj́ıćıho segmentovanou křivku jako celek
(B-spline, NURBS – neuniformńı racionálńı B-spline) lze odkázat na [6]. Zde se omeźıme na
podrobný výklad matematických model̊u popisuj́ıćıch jediný segment a na možnosti napojeńı
tohoto segmentu na sousedńı segmenty křivky tak, abychom dokázali poměrně jednoduchými
prostředky modelovat křivku libovolného tvaru složenou z libovolného počtu segment̊u.

Při výkladu budeme obecně použ́ıvat termı́n křivka. Pokud bude nutné zd̊uraznit, že se jedná
o určitý segment křivky složené z v́ıce segment̊u, vždy to bude jasně uvedeno.

V poč́ıtačové grafice je nejčastěǰśı analytickou reprezentaćı křivky vektorová rovnićı, jej́ıž
souřadnicové funkce jsou polynomy (v př́ıpadě polynomů 3. stupně se nazývá výsledná křivka
kubika). Za obor parametrizace polynomických křivek se uvažuje uzavřený interval v rozsahu od
nuly do jedné, který budeme značit hranatými závorkami, tedy [0, 1]. Oborem parametrizace je
dána orientace křivky: počátek křivky je v bodě, kde hodnota parametru je nula, konec křivky
je v bodě, kde hodnota parametru je jedna.1

Podle interpretace vstupńıch dat – zadané posloupnosti bod̊u – rozlǐsujeme dva základńı
př́ıstupy ke konstrukci matematického modelu křivky: interpolaci a aproximaci. V obou př́ıpadech
dostáváme vektorovou rovnici křivky jako lineárńı kombinaci bázových funkćı (polynomů), kde
součinitelé u jednotlivých bázových funkćı jsou vstupńı data. Při interpolaci nazýváme zadané
body definičńı body a útvar, do kterého jsou uspořádány, definičńı polygon. Interpolačńı křivka
muśı všemi definičńımi body procházet a jej́ı tvar mezi definičńımi body muśı vyhovovat nárok̊um
aplikace, ve které je použita. Při aproximaci nazýváme zadané body ř́ıdićı body a útvar, do
kterého jsou uspořádány, ř́ıdićı polygon. Aproximačńı křivka nemuśı ř́ıdićımi body procházet
(některými procházet může) a jej́ı tvar sleduje tvar ř́ıdićıho polygonu.

Poznámka: Podobně jako u bod̊u křivky budeme také zadanými body (definičńımi i ř́ıdićımi)
vždy rozumět koncové body jejich polohových vektor̊u a jejich kartézské souřadnice (složky jejich
polohových vektor̊u) budeme uvádět v kulatých závorkách.

2.1 Fergusonova kubika

Fergusonova kubika je křivka tvořená jediným segmentem, který interpoluje dva zadané definičńı
body.

1Tato skutečnost nás nikterak neomezuje, nebot’ pro libovolný parametr s ∈ [a, b] lze provést změnu paramet-
rizace t = s−a

b−a
a normovat tak p̊uvodńı interval [a, b] na interval [0, 1].

35
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■ Definice 2.1 – Fergusonova kubika. Necht’ jsou dány dva definičńı body A a B, tečný
vektor a v bodě A a tečný vektor b v bodě B. Potom je vektorová rovnice Fergusonovy
kubiky

P(t) = F0(t)A+ F1(t)B+ F2(t)a+ F3(t)b, t ∈ [0, 1], (2.1)

kde bázové funkce

F0(t) = 2t3 − 3t2 + 1,

F1(t) = −2t3 + 3t2,

F2(t) = t3 − 2t2 + t,

F3(t) = t3 − t2, t ∈ [0, 1] (2.2)

jsou Hermitovy polynomy 3. stupně.2 □

Pr̊uběh Hermitových polynomů je patrný z obr. 2.1, na obr. 2.2 je nakreslen př́ıklad rovinné
Fergusonovy kubiky. V př́ıpadě, že z-ová souřadnice alespoň jednoho z definičńıch bod̊u A a B
nebude nulová, bude Fergusonova kubika prostorová křivka.

Obrázek 2.1: Hermitovy polynomy Obrázek 2.2: Fergusonova kubika

2.1.1 Vlastnosti Fergusonovy kubiky

Př́ımo z definice Fergusonovy kubiky vyplývaj́ı jej́ı následuj́ıćı geometrické vlastnosti:

• Počátečńı bod P(0) Fergusonovy kubiky (2.1) je zadaný bod A. Koncový bod P(1) Fer-
gusonovy kubiky (2.1) je zadaný bod B.

• Tečný vektor P′(0) Fergusonovy kubiky (2.1) je zadaný tečný vektor a. Tečný vektor P′(1)
Fergusonovy kubiky (2.1) je zadaný tečný vektor b.

■ Př́ıklad 2.1 – Fergusonova kubika. Fergusonova kubika P(t), t ∈ [0, 1], je dána svými
krajńımi body A = (1, 0), B = (4, 2) a tečnými vektory a = (−1, 3), b = (2,−2) v těchto
bodech.

2V některé starš́ı literatuře jsou tyto polynomy nepřesně označovány jako Fergusonovy.
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Určete parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici Fergusonovy kubiky P(t) a jej́ıho tečného
vektoru P′(t). Pro hodnoty parametru t = 0, 1

4 ,
1
2 ,

3
4 , 1 vypočtěte souřadnice bod̊u Ferguso-

novy kubiky a složky tečných vektor̊u v těchto bodech. Zobrazte body Fergusonovy kubiky,
sestrojte tečné vektory v těchto bodech a Fergusonovu kubiku načrtněte.

Řešeńı. x-ovou, resp. y-ovou souřadnicovou funkci x(t), resp. y(t) Fergusonovy kubiky do-
staneme, pokud do (2.1) dosad́ıme Hermitovy polynomy dle (2.2) a x-ové, resp. y-ové složky
zadaných definičńıch bod̊u a tečných vektor̊u. Parametrické vyjádřeńı Fergusonovy kubiky je

x(t) = (2t3 − 3t2 + 1) + 4(−2t3 + 3t2)− 1(t3 − 2t2 + t) + 2(t3 − t2) = −5t3 + 9t2 − t+ 1,

y(t) = 2(−2t3 + 3t2) + 3(t3 − 2t2 + t)− 2(t3 − t2) = −3t3 + 2t2 + 3t, t ∈ [0, 1]. (2.3)

Vektorová rovnice Fergusonovy kubiky je

P(t) = (−5t3 + 9t2 − t+ 1, −3t3 + 2t2 + 3t), t ∈ [0, 1]. (2.4)

Prvńı derivace x-ové, resp. y-ové souřadnicové funkce (2.3) je x-ová, resp. y-ová souřadnicová
funkce tečného vektoru Fergusonovy kubiky, jehož parametrické vyjádřeńı je

x′(t) = (−5t3 + 9t2 − t+ 1)′ = −15t2 + 18t− 1,

y′(t) = (−3t3 + 2t2 + 3t)′ = −9t2 + 4t+ 3, t ∈ [0, 1]. (2.5)

Vektorová rovnice tečného vektoru Fergusonovy kubiky je

P′(t) = (−15t2 + 18t− 1, −9t2 + 4t+ 3), t ∈ [0, 1]. (2.6)

Dosad́ıme-li t = 0, 1
4 ,

1
2 ,

3
4 , 1 do (2.4), resp. do (2.6), obdrž́ıme body Fergusonovy kubiky,

resp. tečné vektory v těchto bodech, které jsou uvedeny v tabulce.

t = 0 t = 1
4 t = 1

2 t = 3
4 t = 1

P(t) (1, 0)
(
79
64 ,

53
64

) (
17
8 ,

13
8

) (
205
64 ,

135
64

)
(4, 2)

P′(t) (−1, 3)
(
41
16 ,

55
16

) (
17
4 ,

11
4

) (
65
16 ,

15
16

)
(2,−2)

Tvar Fergusonovy kubiky (2.4) a pr̊uběh tečného vektoru (2.6) podél ńı je patrný z obr. 2.3.

Obrázek 2.3: Fergusonova kubika a tečné vektory v jej́ıch bodech □
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2.1.2 Odvozeńı Hermitových polynomů

Předpokládejme, že jsou zadána vstupńı data Fergusonovy kubiky, tj. body A, B a tečné vek-
tory a, b v souladu s definićı 2.1. Chceme-li odvodit Hermitovy polynomy, vyjdeme nejprve
z obecného tvaru vektorové rovnice křivky 3. stupně

P(t) = mt3 + nt2 + pt+ q, t ∈ [0, 1] (2.7)

a jej́ı prvńı derivace

P′(t) = 3mt2 + 2nt+ p, t ∈ [0, 1], (2.8)

kde koeficienty m, n, p, q jsou neznámé. Aby křivka (2.7) byla Fergusonovou kubikou, muśı
splňovat následuj́ıćı podmı́nky: P(0) = A, P(1) = B, P′(0) = a a P′(1) = b. Dosad́ıme-li t = 0
a t = 1 do (2.7) a (2.8), dostaneme soustavu čtyř rovnic

P(0) = q = A

P(1) = m+ n+ p+ q = B

P′(0) = p = a

P′(1) = 3m+ 2n+ p = b (2.9)

o čtyřech neznámých m, n, p, q. Řešeńı soustavy (2.9)

m = 2A− 2B+ a+ b,

n = −3A+ 3B− 2a− b,

p = a,

q = A

dosad́ıme do (2.7) a obdrž́ıme

P(t) = (2A− 2B+ a+ b)t3 + (−3A+ 3B− 2a− b)t2 + at+A. (2.10)

Po úpravě dostaneme rovnici Fergusonovy kubiky

P(t) = (2t3 − 3t2 + 1)A+ (−2t3 + 3t2)B+ (t3 − 2t2 + t)a+ (t3 − t2)b, (2.11)

kde polynomy u jednotlivých vstupńıch dat jsou hledané Hermitovy polynomy (2.2).

2.1.3 Napojeńı Fergusonových kubik

Mějme dánu posloupnost definičńıch bod̊uQ0,Q1, . . . ,Qn a tečné vektory q0,q1, . . . ,qn v těchto
bodech. Každé dva sousedńı body Qi, Qi+1 můžeme považovat za krajńı body i-té Fergusonovy
kubiky ki, která je dána vektorovou rovnićı

Pi(t) = F0(t)Qi + F1(t)Qi+1 + F2(t)qi + F3(t)qi+1, t ∈ [0, 1], i = 0, 1, . . . , n− 1. (2.12)

Zadanou posloupnost definičńıch bod̊u tedy můžeme interpolovat křivkou k složenou z n seg-
ment̊u – Fergusonových kubik ki, i = 0, 1, . . . , n− 1. Každé dva sousedńı segmenty jsou potom
automaticky C1 spojitě napojeny, nebot’ v bodech napojeńı maj́ı totožné tečné vektory. Parametr
t každé d́ılč́ı Fergusonovy kubiky je z intervalu t ∈ [0, 1].
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■ Př́ıklad 2.2 – Modelováńı znaku @ z Fergusonových kubik. Jsou dány definičńı
body Q∗

0 = (47, 46), Q∗
1 = (22, 34), Q∗

2 = (31, 20), Q∗
3 = Q∗

0 = (47, 46) a tečné vektory
q∗
0 = (−54, 21), q∗

1 = (−3,−24), q∗
2 = (18,−3), q∗

3 = (6, 72) křivky k∗ složené z Ferguso-
nových kubik a definičńı body Q0 = (47, 46), Q1 = (58, 20), Q2 = (64, 35), Q3 = (55, 56),
Q4 = (26, 61), Q5 = (9, 28), Q6 = (47, 7) a tečné vektory q0 = (3,−78), q1 = (12, 6),
q2 = (0, 21), q3 = (−21, 18), q4 = (−30,−15), q5 = (3,−42), q6 = (81, 21) křivky k složené
z Fergusonových kubik. Křivky k∗, k modeluj́ı znak @.

Zobrazte definičńı body, sestrojte tečné vektory a Fergusonovy kubiky načrtněte. Jaká je
spojitost napojeńı jednotlivých segment̊u, ze kterých jsou složeny křivky k∗, k?

Řešeńı.

Obrázek 2.4: Modelováńı znaku @ z Fergusonových kubik
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Jednotlivé Fergusonovy kubiky obou interpolačńıch křivek jsou C1 spojitě napojeny kromě
bodu Q∗

0 = Q∗
3, ve kterém se křivka k∗ uzav́ırá s C0 spojitost́ı. □

Poznámka: Jak uvid́ıme dále v př́ıkladu 2.6, definičńı body a tečné vektory pro modelováńı
znaku @ v př́ıkladu 2.2 byly předem zvoleny tak, aby byla zajǐstěna i C2 spojitost napojeńı
jednotlivých segment̊u křivky k i k∗. Obecný postup modelováńı interpolačńıch křivek z C2

spojitě napojených Fergusonových kubik však nebudeme uvádět.

■ Cvičeńı 2.1 Fergusonova kubika P(t), t ∈ [0, 1], je dána svými krajńımi body A = (0, 0),
B = (2, 0) a tečnými vektory a, b v těchto bodech.

Určete parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici Fergusonovy kubiky P(t) a jej́ıho tečného
vektoru P′(t). Pro hodnoty parametru t = 0, t = 1

2 a t = 1 vypočtěte souřadnice bod̊u
Fergusonovy kubiky a složky tečných vektor̊u v těchto bodech. Zobrazte body Fergusonovy
kubiky, sestrojte tečné vektory v těchto bodech a Fergusonovu kubiku načrtněte. Řešeńı
proved’te pro následuj́ıćı varianty tečných vektor̊u:

a) a = (0, 1), b = (0,−1), b) a = (−1, 1), b = (1,−1),

c) a = (1, 1), b = (1, 1), d) a = (−1,−1), b = (−1,−1).

■ Cvičeńı 2.2 Jsou dány definičńı body Q0 = (0, 0), Q1 = (6, 0), Q2 = (0, 0), Q3 = (−6, 0),
Q4 = (0, 0) a tečné vektory q0 = (9, 9), q1 = (0,−9), q2 = (−9, 9), q3 = (0,−9), q4 = (9, 9)
v těchto bodech.

Zobrazte definičńı body, sestrojte tečné vektory a načrtněte segmentovanou interpolačńı
křivku k procházej́ıćı všemi definičńımi body složenou z Fergusonových kubik. Z kolika Fer-
gusonových kubik se interpolačńı křivka k skládá? Určete bez výpočtu spojitost, se kterou jsou
každé dvě sousedńı Fergusonovy kubiky napojeny. Nalezněte vektorové rovnice jednotlivých
Fergusonových kubik křivky k a ověřte předpokládanou spojitost jejich napojeńı.

■ Cvičeńı 2.3 Nalezněte vektorové rovnice jednotlivých segment̊u znaku @ z př́ıkladu 2.2
a vyšetřete spojitost jejich napojeńı.

2.1.4 Fergusonova kubika v Rhinu

VRhinu lze vytvořit Fergusonovu kubiku pouze nepř́ımo, a to využit́ım jej́ıho vztahu s Bézierovou
kubikou, viz část 2.2.5.

2.2 Bézierova křivka

Bézierova křivka n-tého stupně je tvořena jediným segmentem. Je určena n + 1 ř́ıdićımi body
uspořádanými do ř́ıdićıho polygonu. Krajńımi body ř́ıdićıho polygonu procháźı (interpoluje je),
všechny vnitřńı body ř́ıdićıho polygonu aproximuje.

■ Definice 2.2 – Bézierova křivka. Necht’ jsou dány ř́ıdićı body V0,V1, . . . ,Vn. Potom je
vektorová rovnice Bézierovy křivky

P(t) =
n∑

i=0

Bi,n(t)Vi = B0,n(t)V0 +B1,n(t)V1 + . . .+Bn,n(t)Vn, t ∈ [0, 1], (2.13)

kde bázové funkce

Bi,n(t) =
( n
i
)
ti(1− t)n−i =

n!

i!(n− i)!
ti(1− t)n−i, t ∈ [0, 1], i = 0, . . . , n, (2.14)
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jsou Bernsteinovy polynomy n-tého stupně. □

Prvńı index Bernsteinova polynomu označuje pořad́ı shodné s pořad́ım ř́ıdićıho bodu, se
kterým je Bernstein̊uv polynom asociován. Druhý index označuje stupeň.

Dosad́ıme-li do (2.14) za n = 0, 1, 2, 3, obdrž́ıme Bernsteinovy polynomy nultého až 3. stupně,
které jsou uvedeny v tab. 2.1; jejich pr̊uběh je nakreslen na obr. 2.5. Povšimněme si, že součet
všech Bernsteinových polynomů stejného stupně je vždy roven jedné.

Tabulka 2.1: Bernsteinovy polynomy nultého až 3. stupně

n = 0 n = 1 n = 2 n = 3

i = 0 B0,0(t) = 1 B0,1(t) = 1− t B0,2(t) = (1− t)2 B0,3(t) = (1− t)3

i = 1 B1,1(t) = t B1,2(t) = 2t(1− t) B1,3(t) = 3t(1− t)2

i = 2 B2,2(t) = t2 B2,3(t) = 3t2(1− t)

i = 3 B3,3(t) = t3

Obrázek 2.5: Bernsteinovy polynomy nultého až 3. stupně

a) n = 0 b) n = 1 c) n = 2 d) n = 3

Obrázek 2.6: Bézierovy křivky nultého až 3. stupně

Obsahuje-li ř́ıdićı polygon jediný bod, redukuje se Bézierova křivka na tento ř́ıdićı bod, nebot’
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vektorová rovnice Bézierovy křivky nultého stupně je

P(t) = B0,0(t)V0 = V0, t ∈ [0, 1], (2.15)

viz obr. 2.6 a). Je-li ř́ıdićı polygon tvořen dvěma ř́ıdićımi body, je vektorová rovnice Bézierovy
křivky 1. stupně

P(t) = B0,1(t)V0 +B1,1(t)V1 = (1− t)V0 + tV1, t ∈ [0, 1], (2.16)

což je rovnice úsečky, která ř́ıdićı body V0 a V1 spojuje, viz obr. 2.6 b).
V praxi se nejčastěji už́ıvaj́ı Bézierovy křivky 2. stupně, viz obr. 2.6 c), jejichž vektorová

rovnice je

P(t) = B0,2(t)V0 +B1,2(t)V1 +B2,2(t)V2 =

= (1− t)2V0 + 2t(1− t)V1 + t2V2, t ∈ [0, 1], (2.17)

nebo Bézierovy křivky 3. stupně (kubiky), viz obr. 2.6 d), s vektorovou rovnićı

P(t) = B0,3(t)V0 +B1,3(t)V1 +B2,3(t)V2 +B3,3(t)V3 =

= (1− t)3V0 + 3t(1− t)2V1 + 3t2(1− t)V2 + t3V3, t ∈ [0, 1]. (2.18)

Bézierovy křivky vyšš́ıch stupň̊u se k modelováńı složitých tvar̊u určených mnoha ř́ıdićımi body
nepouž́ıvaj́ı, nebot’ se vzr̊ustaj́ıćım počtem ř́ıdićıch bod̊u neúnosně vzr̊ustá stupeň křivky.

■ Př́ıklad 2.3 – Bézierova křivka 2. stupně. Bézierova křivka P(t), t ∈ [0, 1], je dána
ř́ıdićımi body V0 = (2, 0), V1 = (4, 1), V2 = (3, 2).

Určete parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici Bézierovy křivky P(t) a jej́ıho tečného
vektoru P′(t). Pro hodnoty parametru t = 0, 1

4 ,
1
2 ,

3
4 , 1 vypočtěte souřadnice bod̊u Bézierovy

křivky a složky tečných vektor̊u v těchto bodech. Zobrazte ř́ıdićı body, sestrojte ř́ıdićı polygon,
zobrazte body Bézierovy křivky, sestrojte tečné vektory v těchto bodech a Bézierovu křivku
načrtněte.

Řešeńı. x-ovou, resp. y-ovou souřadnicovou funkci x(t), resp. y(t) Bézierovy křivky dosta-
neme, pokud do (2.17) dosad́ıme x-ové, resp. y-ové složky zadaných ř́ıdićıch bod̊u. Paramet-
rické vyjádřeńı Bézierovy křivky 2. stupně je

x(t) = 2B0,2(t) + 4B1,2(t) + 3B2,2(t) = 2(1− t)2 + 4 · 2t(1− t) + 3t2 = −3t2 + 4t+ 2,

y(t) = B1,2(t) + 2B2,2(t) = 2t(1− t) + 2t2 = 2t, t ∈ [0, 1],

Vektorová rovnice Bézierovy křivky 2. stupně je

P(t) = (−3t2 + 4t+ 2, 2t), t ∈ [0, 1]. (2.19)

Prvńı derivace x-ové, resp. y-ové souřadnicové funkce Bézierovy křivky je x-ová, resp. y-ová
složka tečného vektoru. Parametrické vyjádřeńı tečného vektoru Bézierovy křivky (2.19) je

x′(t) = (−3t2 + 4t+ 2)′ = −6t+ 4,

y′(t) = (2t)′ = 2, t ∈ [0, 1],

a vektorová rovnice tečného vektoru Bézierovy křivky (2.19) je

P′(t) = (−6t+ 4, 2), t ∈ [0, 1]. (2.20)

Dosad́ıme-li t = 0, 1
4 ,

1
2 ,

3
4 , 1 do (2.19), resp. do (2.20), obdrž́ıme body Bézierovy křivky,

resp. tečné vektory v těchto bodech, které jsou uvedeny v tabulce.
Tvar Bézierovy křivky (2.19) a pr̊uběh tečného vektoru (2.20) podél ńı je patrný z obr. 2.7.
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t = 0 t = 1
4 t = 1

2 t = 3
4 t = 1

P(t) (2, 0)
(
45
16 ,

1
2

) (
13
4 , 1

) (
53
16 ,

3
2

)
(3, 2)

P′(t) (4, 2)
(
5
2 , 2
)

(1, 2)
(
−1

2 , 2
)

(−2, 2)

Obrázek 2.7: Bézierova křivka 2. stupně □

■ Př́ıklad 2.4 – Bézierova kubika. Bézierova kubika P(t), t ∈ [0, 1], je dána ř́ıdićımi body
V0 = (2, 3), V1 = (4, 2), V2 = (0, 0), V3 = (−1, 1).

Určete parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici Bézierovy kubiky P(t) a jej́ıho tečného
vektoru P′(t). Pro hodnoty parametru t = 0, 1

4 ,
1
2 ,

3
4 , 1 vypočtěte souřadnice bod̊u Bézierovy

kubiky a složky tečných vektor̊u v těchto bodech. Zobrazte ř́ıdićı body, sestrojte ř́ıdićı po-
lygon, zobrazte body Bézierovy kubiky, sestrojte tečné vektory v těchto bodech a Bézierovu
kubiku načrtněte.

Řešeńı. Parametrické vyjádřeńı Bézierovy kubiky a jej́ıho tečného vektoru je (voĺıme již
stručněǰśı formu zápisu)

x(t) = 2B0,3(t) + 4B1,3(t)−B3,3(t) = 9t3 − 18t2 + 6t+ 2,

y(t) = 3B0,3(t) + 2B1,3(t) +B3,3(t) = 4t3 − 3t2 − 3t+ 3, t ∈ [0, 1],

x′(t) = 27t2 − 36t+ 6,

y′(t) = 12t2 − 6t− 3, t ∈ [0, 1].

Vektorová rovnice Bézierovy kubiky a jej́ıho tečného vektoru je

P(t) = (9t3 − 18t2 + 6t+ 2, 4t3 − 3t2 − 3t+ 3), t ∈ [0, 1], (2.21)

P′(t) = (27t2 − 36t+ 6, 12t2 − 6t− 3), t ∈ [0, 1]. (2.22)

Body Bézierovy kubiky a tečné vektory pro t = 0, 1
4 ,

1
2 ,

3
4 , 1 jsou uvedeny v tabulce.

t = 0 t = 1
4 t = 1

2 t = 3
4 t = 1

P(t) (2, 3)
(
161
64 ,

17
8

) (
13
8 ,

5
4

) (
11
64 ,

3
4

)
(−1, 1)

P′(t) (6,−3)
(
−21

16 ,−
15
4

) (
−21

4 ,−3
) (

−93
16 ,−

3
4

)
(−3, 3)

Tvar Bézierovy kubiky (2.21) a pr̊uběh tečného vektoru (2.22) podél ńı je patrný z obr. 2.8.
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Obrázek 2.8: Bézierova kubika □

2.2.1 Vlastnosti Bézierovy křivky

Bézierova křivka má zaj́ımavé geometrické vlastnosti, které jsou patrné z př́ıklad̊u 2.3 a 2.4:

• Bézierova křivka (2.13) vždy interpoluje krajńı body ř́ıdićıho polygonu, tedy P(0) = V0,
P(1) = Vn.

• Tečný vektor P′(0) v počátečńım bodě Bézierovy křivky (2.13) je roven n-násobku vektoru

určeného počátečńım ramenem ř́ıdićıho polygonu: P′(0) = n
−−−→
V0V1 = n(V1 −V0).

• Tečný vektor P′(1) v koncovém bodě Bézierovy křivky (2.13) je roven n-násobku vektoru

určeného koncovým ramenem ř́ıdićıho polygonu: P′(1) = n
−−−−−→
Vn−1Vn = n(Vn −Vn−1).

• Lež́ı-li všechny ř́ıdićı body Bézierovy křivky v jedné př́ımce, redukuje se Bézierova křivka
na úsečku. Tato vlastnost se nazývá lineárńı přesnost.

Vztah mezi Bézierovou a Fergusonovou kubikou

S ohledem na právě formulované vlastnosti Bézierovy křivky je zřejmé, že mezi Bézierovou
a Fergusonovou kubikou bude existovat určitý vzájemný vztah. Pro odvozeńı tohoto vztahu
předpokládejme, že je dán ř́ıdićı polygon V0V1V2V3 Bézierovy kubiky. Dosad́ıme-li do rovnice
Fergusonovy kubiky (2.1) následuj́ıćı vstupńı data

A = V0, B = V3, a = 3
−−−→
V0V1 = 3(V1 −V0), b = 3

−−−→
V2V3 = 3(V3 −V2), (2.23)

dostaneme:

P(t) = F0(t)V0 + F1(t)V3 + 3F2(t)(V1 −V0) + 3F3(t)(V3 −V2) =

= [F0(t)− 3F2(t)]V0 + 3F2(t)V1 − 3F3(t)V2 + [F1(t) + 3F3(t)]V3 =

= (2t3 − 3t2 + 1− 3t3 + 6t2 − 3t)V0 + (3t3 − 6t2 + 3t)V1 −
−(3t3 − 3t2)V2 + (−2t3 + 3t2 + 3t3 − 3t2)V3 =

= (1− t)3V0 + 3t(1− t)2V1 + 3t2(1− t)V2 + t3V3, (2.24)

což je rovnice Bézierovy kubiky zadané ř́ıdićım polygonem V0V1V2V3. Fergusonova kubika je
tedy speciálńı př́ıpad Bézierovy kubiky, u které počátečńı, resp. koncový ř́ıdićı bod je počátečńım,
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resp. koncovým bodem Fergusonovy kubiky a trojnásobek počátečńıho, resp. koncového ramene
ř́ıdićıho polygonu je tečným vektorem v počátečńım, resp. koncovém bodě Fergusonovy kubiky.

Řeš́ıme-li rovnici (2.24) vzhledem k ř́ıdićım bod̊um V0, V1, V2, V3, dostaneme převodńı
vztah mezi ř́ıdićımi body Bézierovy kubiky a vstupńımi daty Fergusonovy kubiky:

V0 = A, V1 = A+ 1
3a, V2 = B− 1

3b, V3 = B. (2.25)

■ Př́ıklad 2.5 – Vztah mezi Bézierovou a Fergusonovou kubikou. Pro ř́ıdićı body
V0 = (−2, 1), V1 = (0, 0), V2 = (1, 3) a V3 = (2, 2) určete parametrické vyjádřeńı Bézierovy
kubiky PB(t), t ∈ [0, 1]. Dle rov. (2.23) vypočtěte vstupńı data pro Fergusonovu kubiku
PF(t) = (xF(t), yF(t)) a určete jej́ı parametrické vyjádřeńı. Výsledky porovnejte. Doprovod’te
obrázkem.

Řešeńı. Parametrické vyjádřeńı Bézierovy kubiky PB(t) = (xB(t), yB(t)) je

xB(t) = −2B0,3(t) +B2,3(t) + 2B3,3(t) = t3 − 3t2 + 6t− 2,

yB(t) = B0,3(t) + 3B2,3(t) + 2B3,3(t) = −8t3 + 12t2 − 3t+ 1, t ∈ [0, 1].

Vstupńı data Fergusonovy kubiky PF(t) jsou podle (2.23)

A = V0 = (−2, 1),

B = V3 = (2, 2),

a = 3(V1 −V0) = (6,−3),

b = 3(V3 −V2) = (3,−3).

Parametrické vyjádřeńı Fergusonovy kubiky PF(t) = (xF(t), yF(t)) je

xF(t) = −2F0(t) + 2F1(t) + 6F2(t) + 3F3(t) = t3 − 3t2 + 6t− 2,

yF(t) = F0(t) + 2F1(t)− 3F2(t)− 3F3(t) = −8t3 + 12t2 − 3t+ 1, t ∈ [0, 1].

Protože xB(t) = xF(t) a yB(t) = yF(t), jsou obě kubiky totožné. Situaci ilustruje obr. 2.9.

Obrázek 2.9: Vztah Fergusonovy a Bézierovy kubiky □
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■ Př́ıklad 2.6 – Modelováńı znaku @ z Bézierových kubik. Předpokládejte, že jed-
notlivé segmenty interpolačńıch křivek, kterými je modelován znak @ v př́ıkladu 2.2 jsou
Bézierovy kubiky.

Určete jejich ř́ıdićı body, zobrazte je, sestrojte ř́ıdićı polygony a Bézierovy kubiky načrtněte.

Řešeńı. Křivka k∗ je složena ze tř́ı Bézierových kubik k∗0, k
∗
1 a k∗2, z nichž každá je určena

čtyřmi ř́ıdićımi body. Každé dvě sousedńı Bézierovy kubiky jsou vzájemně napojeny, proto
stač́ı určit 3 × 4 − 3 = 9 r̊uzných ř́ıdićıch bod̊u, které označ́ıme V∗

0, . . . ,V
∗
8. Podle (2.25)

máme:

V∗
0 = A0 = (47, 46),

V∗
1 = A0 +

1
3a0 = (47, 46) + 1

3(−54, 21) = (29, 53),

V∗
2 = A1 − 1

3a1 = (22, 34)− 1
3(−3,−24) = (23, 42),

V∗
3 = A1 = (22, 34),

V∗
4 = A1 +

1
3a1 = (22, 34) + 1

3(−3,−24) = (21, 26),

V∗
5 = A2 − 1

3a2 = (31, 20)− 1
3(18,−3) = (25, 21),

V∗
6 = A2 = (31, 20),

V∗
7 = A2 +

1
3a2 = (31, 20) + 1

3(18,−3) = (37, 19),

V∗
8 = A3 − 1

3a3 = (47, 46)− 1
3(6, 72) = (45, 22).

Jednotlivé Bézierovy kubiky křivky k∗ jsou potom určeny následuj́ıćımi ř́ıdićımi polygony:
k∗0 : V∗

0V
∗
1V

∗
2V

∗
3, k

∗
1 : V∗

3V
∗
4V

∗
5V

∗
6, k

∗
2 : V∗

6V
∗
7V

∗
8V

∗
0, viz obr. 2.10.

Obrázek 2.10: Modelováńı znaku @ z Bézierových kubik

Obdobně je křivka k složena ze šesti Bézierových kubik, k jejichž definici potřebujeme určit
19 r̊uzných ř́ıdićıch bod̊u Vi, i = 0, . . . , 18. Podle (2.25) jsou následuj́ıćı: V0 = (47, 46),
V1 = (48, 20), V2 = (54, 18), V3 = (58, 20), V4 = (62, 22), V5 = (64, 28), V6 = (64, 35),
V7 = (64, 42), V8 = (62, 50), V9 = (55, 56), V10 = (48, 62), V11 = (36, 66), V12 = (26, 61),
V13 = (16, 56), V14 = (8, 42), V15 = (9, 28), V16 = (10, 14), V17 = (20, 0), V18 = (47, 7).

Ř́ıdićı polygony jednotlivých Bézierových kubik ki, i = 0, . . . , 5, jsou patrné z obr. 2.10. □
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2.2.2 Odvozeńı Bernsteinových polynomů

Pokud je ř́ıdićı polygon Bézierovy křivky tvořen jediným ř́ıdićım bodem V0, muśı být Bern-
stein̊uv polynom nultého stupně B0,0(t) = 1, protože Bézierova křivka interpoluje krajńı body
ř́ıdićıho polygonu – v tomto př́ıpadě právě zadaný ř́ıdićı bod.

Obsahuje-li ř́ıdićı polygon Bézierovy křivky dva ř́ıdićı body V0 a V1, naṕı̌seme vektorovou
rovnici Bézierovy křivky jako rovnici úsečky dané dvěma body

P(t) = V0 + t(V1 −V0) = V0(1− t) + tV1, t ∈ [0, 1], (2.26)

kde součinitelé u V0 a V1 jsou Bernsteinovy polynomy 1. stupně. Pro pevně zvolenou hodnotu
parametru t = α ∈ [0, 1] obdrž́ıme bod

A0 = (1− α)V0 + αV1 (2.27)

na úsečce V0V1, což je bod P(α) Bézierovy křivky 1. stupně zadané ř́ıdićımi body V0, V1 pro
hodnotu parametru t = α.

Ř́ıdićı polygon se třemi ř́ıdićımi body V0, V1 a V2 můžeme v prvńım kroku rozdělit na
dva d́ılč́ı ř́ıdićı polygony – úsečku V0V1 a úsečku V1V2. Každou úsečku můžeme považovat za
Bézierovu křivku 1. stupně. Pro pevně zvolené t = α ∈ [0, 1] je bod úsečky V0V1 dán (2.27),
bod úsečky V1V2 vyjádř́ıme obdobně:

A1 = (1− α)V1 + αV2. (2.28)

Ve druhém kroku můžeme body A0 a A1 považovat za koncové body nové úsečky. Pro vyjádřeńı
bodu B0 lež́ıćıho na úsečce A0A1 opět použijeme (2.27) a máme

B0 = A0(1− α) +A1α. (2.29)

Do (2.29) dosad́ıme (2.27) za A0 a (2.28) za A1 a po úpravě dostaneme

B0 = (1− α)2V0 + 2α(1− α)V1 + α2V2, (2.30)

což je bod P(α) na Bézierově křivce 2. stupně zadané ř́ıdićımi body V0, V1 a V2 pro hodnotu
parametru t = α. Uvažujeme-li hodnotu parametru v celém oboru parametrizace, obdrž́ıme
vektorovou rovnici Bézierovy křivky 2. stupně (2.17), nebot’ součinitelé u vstupńıch dat v (2.30)
přejdou v Bernsteinovy polynomy 2. stupně, viz tab. 2.1.

Ř́ıdićı polygon se čtyřmi ř́ıdićımi body V0, V1, V2 a V3 můžeme považovat za tři d́ılč́ı ř́ıdićı
polygony – úsečky V0V1, resp. V1V2, resp. V2V3, na nichž pro pevně zvolené t = α ∈ [0, 1]
vyjádř́ıme body A0 dle (2.27), resp. A1 dle (2.28), resp.

A2 = (1− α)V2 + αV3. (2.31)

Ve druhém kroku vyjádř́ıme body B0, resp. B1 na úsečce A0A1 dle (2.29), resp. na úsečce A1A2

B2 = (1− α)A1 + αA2. (2.32)

Konečně ve třet́ım kroku vyjádř́ıme bod C0 na úsečce B0B1:

C0 = (1− α)B0 + αB1. (2.33)

Po dosazeńı a úpravě dostaneme

C0 = (1− α)3V0 + 3α(1− α)2V1 + 3α2(1− α)V2 + α3V3, (2.34)

což je bod P(α) Bézierovy kubiky pro hodnotu parametru t = α. Je zřejmé, že budeme-li
uvažovat celý obor parametrizace parametru t, přejdou součinitelé u vstupńıch dat v (2.34)
v Bernsteinovy polynomy 3. stupně, viz tab. 2.1.

Naznačeným zp̊usobem bychom odvodili Bernsteinovy polynomy libovolného stupně.
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2.2.3 De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na Bézierově křivce

Geometrickou interpretaćı postupu, který jsme zvolili k odvozeńı Bernsteinových polynomů, je
de Casteljau algoritmus konstrukce bodu P(α), α ∈ [0, 1], na Bézierově křivce P(t), t ∈ [0, 1].
Na obr. 2.11, obr. 2.12 a obr. 2.13 je provedena konstrukce bod̊u na Bézierových křivkách 1. až
3. stupně pro α = 1

4 ,
1
2 ,

3
4 .

Obrázek 2.11: de Casteljau algoritmus konstrukce bodu P(14)

Obrázek 2.12: de Casteljau algoritmus konstrukce bodu P(12)

De Casteljau algoritmus prob́ıhá v následuj́ıćıch kroćıch (sledujme obr. 2.11, obr. 2.12
a obr. 2.13):

1. Zvoĺıme α ∈ [0, 1].

2. Všechna ramena ř́ıdićıho polygonu děĺıme v poměru α : (1− α). T́ımto děleńım obdrž́ıme
body Ai, i = 0, 1, . . . , n− 1.

3. Body Ai, i = 0, 1, . . . , n − 1, spoj́ıme úsečkami. Vznikne nový ř́ıdićı polygon, který má
o jedno rameno méně než p̊uvodńı ř́ıdićı polygon.
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Obrázek 2.13: de Casteljau algoritmus konstrukce bodu P(34)

4. Všechna ramena nově vzniklého ř́ıdićıho polygonu opět děĺıme v poměru α : (1−α). T́ımto
děleńım obdrž́ıme body Bi, i = 0, 1, . . . , n− 2.

5. Body 3) a 4) opakujeme a konč́ıme, jakmile je posledńı ř́ıdićı polygon tvořen jediným
ramenem.

6. Bod, který źıskáme posledńım děleńım je bodP(α) Bézierovy křivkyP(t). Posledńı rameno
je zároveň tečna Bézierovy křivky v bodě P(α). Tečný vektor P′(α) je roven n-násobku
posledńıho ramene.

Je zřejmé, že pro konstrukci bodu na Bézierově křivce stupně n pomoćı de Casteljau
algoritmu je třeba provést celkem n děleńı.

■ Př́ıklad 2.7 De Casteljau algoritmus, n=6. Bézierova křivka P(t), t ∈ [0, 1], je určena
ř́ıdićımi body V0 = (0, 2), V1 = (7, 9), V2 = (17, 9), V3 = (20, 4), V4 = (16, 0), V5 = (10, 0),
V6 = (6, 4).

De Castejlau algoritmem zkonstruujte bod P(12).

Řešeńı. Sedmi ř́ıdićımi body je určena Bézierova křivka 6. stupně. De Casteljau algoritmus
má šest úrovńı děleńı, jak můžeme vidět na obr. 2.14, kde je provedena konstrukce bodu P(12)
na Bézierově křivce P(t), t ∈ [0, 1].

2.2.4 Napojeńı Bézierových křivek

Budeme uvažovat dvě Bézierovy kubiky a vyšetř́ıme podmı́nky jejich napojeńı se spojitost́ı
nultého řádu C0, se spojitost́ı 1. řádu C1 a se spojitost́ı 2. řádu C2. Prvńı kubiku označ́ıme
P(t), t ∈ [0, 1], a předpokládáme, že je určená známými ř́ıdićımi body Vi, i = 0, 1, 2, 3:

P(t) = B0,3(t)V0 +B1,3(t)V1 +B2,3(t)V2 +B3,3(t)V3, t ∈ [0, 1]. (2.35)

K jej́ımu koncovému bodu připoj́ıme druhou kubiku, kterou označ́ıme R(s), s ∈ [0, 1]:

R(s) = B0,3(s)W0 +B1,3(s)W1 +B2,3(s)W2 +B3,3(s)W3, s ∈ [0, 1]. (2.36)
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Obrázek 2.14: De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na Bézierově křivce 6. stupně □

Z požadavku C0, resp. C1, resp. C2 spojitosti napojeńı stanov́ıme podmı́nky pro polohu neznámých
ř́ıdićıch bod̊u Wi, i = 0, 1, 2, 3, kubiky R(s). Za t́ım účelem vyjádř́ıme prvńı a druhou derivaci
Bézierovy kubiky P(t) a R(s) ve tvaru

P′(t) = B′
0,3(t)V0 +B′

1,3(t)V1 +B′
2,3(t)V2 +B′

3,3(t)V3, t ∈ [0, 1],

P′′(t) = B′′
0,3(t)V0 +B′′

1,3(t)V1 +B′′
2,3(t)V2 +B′′

3,3(t)V3, t ∈ [0, 1],

R′(s) = B′
0,3(s)W0 +B′

1,3(s)W1 +B′
2,3(s)W2 +B′

3,3(s)W3, s ∈ [0, 1],

R′′(s) = B′′
0,3(s)W0 +B′′

1,3(s)W1 +B′′
2,3(s)W2 +B′′

3,3(s)W3, s ∈ [0, 1], (2.37)

kde Bi,3(u), resp. B
′
i,3(u), resp. B

′′
i,3(u), u = t nebo u = s, i = 0, 1, 2, 3, jsou Bernsteinovy

polynomy 3. stupně, resp. jejich prvńı, resp. druhá derivace. V tabulce 2.2 jsou polynomy Bi,3(u),
B′

i,3(u) a B′′
i,3(u) uvedeny včetně funkčńıch hodnot pro u = 0 a u = 1.

Tabulka 2.2: Bernsteinovy polynomy 3. stupně a jejich derivace

Bi,3(u) Bi,3(0) Bi,3(1) B′
i,3(u) B′

i,3(0) B
′
i,3(1) B′′

i,3(u) B′′
i,3(0) B

′′
i,3(1)

B0,3(u) = (1− u)3 1 0 B′
0,3(u) = −3u2 + 6u− 3 −3 0 B′′

0,3(u) = −6u+ 6 6 0

B1,3(u) = 3u(1− u)2 0 0 B′
1,3(u) = 9u2 − 12u+ 3 3 0 B′′

1,3(u) = 18u− 12 −12 6

B2,3(u) = 3u2(1− u) 0 0 B′
2,3(u) = −9u2 + 6u 0 −3 B′′

2,3(u) = −18u+ 6 6 −12

B3,3(u) = u3 0 1 B′
3,3(u) = 3u2 0 3 B′′

3,3(u) = 6u 0 6

Spojitost nultého řádu. Kubiky P(t) a R(s) budou napojeny s C0 spojitost́ı, budou-li
si rovny funkčńı hodnoty jejich vektorových funkćı, tj. R(0) = P(1). Dosad́ıme-li do (2.35)
funkčńı hodnoty Bernsteinových polynomů pro t = 1 a do (2.36) funkčńı hodnoty Bernsteinových
polynomů pro s = 0 z tab. 2.2, obdrž́ıme podmı́nku C0 spojitosti:

W0 = V3. (2.38)

Ř́ıdićı bod W0 tedy muśı být totožný s ř́ıdićım bodem V3; poloha ostatńıch ř́ıdićıch bod̊u Wi,
i = 1, 2, 3, je libovolná.
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Spojitost 1. řádu. Kubiky P(t) a R(s) budou napojeny s C1 spojitost́ı, budou-li splněny
podmı́nky C0 spojitosti a budou-li si rovny funkčńı hodnoty prvńıch derivaćı jejich vektorových
funkćı, tj.R′(0) = P′(1). Dosad́ıme-li do (2.37) funkčńı hodnoty prvńıch derivaćı Bernsteinových
polynomů pro t = 1 a s = 0 z tab. 2.2, obdrž́ıme podmı́nku C1 spojitosti:

−3W0 + 3W1 = −3V2 + 3V3. (2.39)

Dosad́ıme za W0 = V3 a podmı́nku uprav́ıme tak, aby byla zřejmá jej́ı geometrická interpretace:

W1 −V3 = V3 −V2 ⇒ V3 =
1
2(V2 +W1). (2.40)

Vektor
−−−−→
V3W1 je shodný s vektorem

−−−→
V2V3, tzn., že ř́ıdićı bod V3 lež́ı ve středu úsečky V2W1;

poloha ř́ıdićıch bod̊u W2, W3 je libovolná. Pro výpočet použijeme vztah W1 = 2V3 −V2.

Spojitost 2. řádu. Kubiky P(t) a R(s) budou napojeny s C2 spojitost́ı, budou-li splněny
podmı́nky C0 a C1 spojitosti a budou-li si rovny funkčńı hodnoty druhých derivaćı jejich vek-
torových funkćı, tj. R′′(0) = P′′(1). Dosad́ıme-li do (2.37) funkčńı hodnoty druhých derivaćı
Bernsteinových polynomů pro t = 1 a s = 0 z tab. 2.2, obdrž́ıme podmı́nku C2 spojitosti:

6W0 − 12W1 + 6W2 = 6V1 − 12V2 + 6V3. (2.41)

Dosad́ıme za W0 = V3 a za W1 = 2V3 −V2 a opět podmı́nku uprav́ıme do tvaru, ze kterého
bude patrná jeho geometrická interpretace

W2 −V1 = 4(V3 −V2). (2.42)

Vektor
−−−−→
V1W2 je roven čtyřnásobku vektoru

−−−→
V2V3, poloha ř́ıdićıho bodu W3 je libovolná. Pro

výpočet použijeme vztah W2 = 4(V3 −V2) +V1.
Poznamenejme, že výše uvedené podmı́nky C0 a C1 spojitosti dvou Bézierových kubik

vyplývaj́ı př́ımo z vlastnost́ı Bézierových křivek uvedených na str. 44, a plat́ı tak pro C0 a C1

spojité napojeńı dvou Bézierových křivek libovolného stupně.
Pro C0, popř. C1, popř. C2 spojitost napojeńı obou křivek v počátečńım bodě P(0) bu-

dou formálně platit stejná geometrická pravidla, pouze je nutné respektovat opačnou orientaci
ř́ıdićıch vrchol̊u.

■ Př́ıklad 2.8 – Napojeńı Bézierových křivek 2. stupně. Bézierova křivka 2. stupně
P(t), t ∈ [0, 1], je určena ř́ıdićımi body V0 = (−1, 1), V1 = (0, 0), V2 = (1, 1).

Zobrazte ř́ıdićı polygon V0V1V2. Zkonstruujte nezbytně nutný počet ř́ıdićıch polygon̊u
daľśıch Bézierových křivek 2. stupně tak, abyste vytvořili uzavřenou křivku k tvořenou C1

spojitě napojenými Bézierovými křivkami 2. stupně. Načrtněte všechny Bézierovy křivky.
Výpočtem ověřte polohu neznámých ř́ıdićıch bod̊u a C1 spojitost křivky k ve všech bodech
napojeńı.

Řešeńı.
Konstrukce: Ke koncovému bodu P(1) Bézierovy křivky P(t) připoj́ıme křivku R(s),
s ∈ [0, 1], jej́ıž neznámé ř́ıdićı body označ́ıme W0, W1 a W2. S ohledem na orientaci seg-
mentované křivky k bude křivkaR(s) napojena na křivkuP(t) svým počátečńım bodemR(0),
tedy
W0 = V2 = (1, 1). W1 = (2, 2) je středově souměrný s V1, střed souměrnosti je V2.
K počátečńımu bodu P(0) Bézierovy křivky P(t) připoj́ıme křivku S(u),
u ∈ [0, 1], jej́ıž neznámé ř́ıdićı body označ́ıme U0, U1 a U2, viz obr. 2.15. Aby byla za-
chována orientace segmentované křivky k, bude křivka S(u) napojena na křivku P(t) svým
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koncovým bodem S(1), tedy U2 = V0 = (−1,−1). U1 = (−2, 2) je středově souměrný s V1,
střed souměrnosti je V0.

Sestroj́ıme-li nyńı střed úsečky W1U1, dostaneme ř́ıdićı bod W2 = U0 = (0, 2), č́ımž křivku
k uzavřeme. Je zřejmé, že potřebujeme minimálně 3 Bézierovy křivky 2. stupně, abychom
vytvořili uzavřenou C1 spojitou segmentovanou křivku k.

Obrázek 2.15: C1 spojitě napojené Bézierovy křivky 2. stupně

Ověřeńı polohy neznámých ř́ıdićıch bod̊u výpočtem: U2 = (−1, 1) a W0 = (1, 1) dostaneme
okamžitě z podmı́nky C0 spojitosti křivky k. Z podmı́nky C1 spojitosti křivky k vyplývá

U1 = 2V0 −V1 = 2(−1, 1)− (0, 0) = (−2, 2),

W1 = 2V2 −V1 = 2(1, 1)− (0, 0) = (2, 2),

U0 = W2 = 1
2(U1 +W1) =

1
2 [(−2, 2) + (2, 2)] = (0, 2).

Ověřeńı C1 spojitosti křivky k: Vektorové rovnice křivek a jejich tečných vektor̊u včetně
funkčńıch hodnot v krajńıch bodech jsou následuj́ıćı (z d̊uvod̊u stručnosti vynecháváme obor
parametrizace [0, 1] vektorových funkćı):

P(t) = (2t− 1, 2t2 − 2t+ 1), P(0) = (−1, 1), P(1) = (1, 1),

R(s) = (−3s2 + 2s+ 1,−s2 + 2s+ 1), R(0) = (1, 1), R(1) = (0, 2),

S(u) = (3u2 − 4u,−u2 + 2), S(0) = (0, 2), S(1) = (−1, 1),

P′(t) = (2, 4t− 2), P′(0) = (2,−2), P′(1) = (2, 2),

R′(s) = (−6s+ 2,−2s+ 2), R′(0) = (2, 2), R′(1) = (−4, 0),

S′(u) = (6u− 4,−2u), S′(0) = (−4, 0), S′(1) = (2,−2).

Je zřejmé, že všechny tři segmenty křivky k jsou C1 spojitě napojeny. □

■ Př́ıklad 2.9 – Vyšetřeńı spojitosti napojeńı dvou Bézierových kubik. Bézierova
kubika P(t), t ∈ [0, 1], je určena ř́ıdićımi body V0 = (1, 2), V1 = (0, 1), V2 = (0, 0),
V3 = (1, 0). Bézierova kubika R(s), s ∈ [0, 1] je určena ř́ıdićımi body W0 = (1, 0),
W1 = (2, 0), W2 = (2, 1), W3 = (2, 2).

Vyšetřete spojitost napojeńı těchto kubik.
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Řešeńı. Vektorové rovnice kubiky P(t) a R(s), resp. jejich prvńı, resp. druhé derivace jsou:

P(t) = (3t2 − 3t+ 1, t3 − 3t+ 2), t ∈ [0, 1],

R(s) = (s3 − 3s2 + 3s+ 1, −s3 + 3s2), s ∈ [0, 1], (2.43)

resp.

P′(t) = (6t− 3, 3t2 − 3), t ∈ [0, 1],

R′(s) = (3s2 − 6s+ 3, −3s2 + 6s), s ∈ [0, 1], (2.44)

resp.

P′′(t) = (6, 6t), t ∈ [0, 1],

R′′(s) = (6s− 6, −6s+ 6), s ∈ [0, 1]. (2.45)

Vzhledem k tomu, že V0 ̸= W3, nejsou kubiky v těchto krajńıch bodech spojeny v̊ubec.

Kubiky jsou ale napojeny minimálně s C0 spojitost́ı v bodě V3 = W0, jak se můžeme
přesvědčit, pokud do (2.43) dosad́ıme t = 1 a s = 0:

P(1) = (1, 0), R(0) = (1, 0).

Pokud do prvńıch derivaćı (2.44) dosad́ıme t = 1 a s = 0, obdrž́ıme

P′(1) = (3, 0), R′(0) = (3, 0).

V bodě napojeńı jsou tedy totožné tečné vektory obou kubik. Je zřejmé, že kubiky jsou
napojeny minimálně s C1 spojitost́ı.

Pokud do druhých derivaćı (2.45) dosad́ıme t = 1 a s = 0, obdrž́ıme r̊uzné vektory druhých
derivaćı křivek v bodě napojeńı:

P′′(1) = (6, 6), R′′(0) = (−6, 6).

Kubiky tedy nejsou napojeny s C2 spojitost́ı. Př́ıpadnou G2 spojitost dle (1.28) ale rozd́ılné
vektory druhých derivaćı kubik v bodě napojeńı nevylučuj́ı. Proto vyjádř́ıme prvńı křivosti
dle (1.21) obou kubik v bodě napojeńı:

1kP(1) =
|P′(1)×P′′(1)|

|P′(1)|3
=

|(3, 0, 0)× (6, 6, 0)|
|(3, 0, 0)|3

=
2

3
,

1kR(0) =
|R′(0)×R′′(0)|

|R′(0)|3
=

|(3, 0, 0)× (−6, 6, 0)|
|(3, 0, 0)|3

=
2

3
.

Protože 1kP(1) =1 kR(0), jsou kubiky P(t), t ∈ [0, 1], a R(s), s ∈ [0, 1], napojeny v bodě
V3 = W0 s G2 spojitost́ı.

Obě kubiky maj́ı v bodě napojeńı totožnou oskulačńı kružnici. Vypočteme poloměr křivosti
v bodě napojeńı

r =
1

1kP(1)
=

1
1kR(0)

=
3

2

a urč́ıme souřadnice středu křivosti, který lež́ı na normále, tedy S = (1, 32), viz obr. 2.16
(vektory druhých derivaćı R′′(0) a P′′(1) jsou v obrázku zkrácené na 1/2 své délky).
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Obrázek 2.16: Bézierovy kubiky splňuj́ıćı podmı́nky C0, C1 a G2 spojitosti v bodě napojeńı□

■ Př́ıklad 2.10 – Napojeńı Bézierových kubik. Jsou dány ř́ıdićı body V3 = (4, 1),
V4 = (5, 0),V5 = (7, 0),V6 = (8, 2) Bézierovy kubikyP(t), t ∈ [0, 1], a ř́ıdićı bodV0 = (0, 4).

Zobrazte ř́ıdićı bodyV0,V3,V4,V5,V6, konstrukćı určete polohu ř́ıdićıch bod̊uV1,V2,V7,
V8 tak, aby Bézierova kubika R(s), s ∈ [0, 1], s ř́ıdićım polygonem V0V1V2V3 byla C2 spo-
jitě napojena svým koncovým bodem na počátečńı bod Bézierovy kubiky P(t) a Bézierova
kubika S(u), u ∈ [0, 1], s ř́ıdićım polygonem V6V7V8V0 byla C2 spojitě napojena svým
počátečńım bodem na koncový bod Bézierovy kubiky P(t). Sestrojte ř́ıdićı polygony, de Cas-
teljau algoritmem zkonstruujte body R(12), P(12), S(

1
2) a Bézierovy kubiky R(s), P(t), S(u)

načrtněte.
Ověřte výpočtem polohu ř́ıdićıch bod̊u V1, V2, V7, V8 a požadovanou spojitost napojeńı.

Řešeńı.
Konstrukce: V2 = (3, 2), resp. V7 = (9, 4) je středově souměrný s V4, resp. V5, střed
souměrnosti je V3, resp. V6. V1 = (3, 4), resp. V8 = (9, 8) lež́ı na rovnoběžce s V4V3, resp.
V5V6 procházej́ıćı bodem V5, resp. V4 ve vzdálenosti rovné čtyřnásobku V4 − V3, resp.
V6 −V5 od bodu V5, resp. V4, viz obr. 2.17.
Ověřeńı polohy neznámých ř́ıdićıch bod̊u výpočtem: Z podmı́nky C1 a C2 spojitosti napojeńı
kubik R(s) a P(t), resp. P(t) a S(u) vyplývá

V2 = 2V3 −V4 = 2(4, 1)− (5, 0) = (3, 2),

V1 = V5 − 4(V4 −V3) = (7, 0)− 4[(5, 0)− (4, 1)] = (3, 4),

resp.

V7 = 2V6 −V5 = 2(8, 2)− (7, 0) = (9, 4),

V8 = V4 + 4(V6 −V5) = (5, 0) + 4[(8, 2)− (7, 0)] = (9, 8).

Ověřeńı spojitosti: Vektorové rovnice kubikR(s),P(t), S(u), jejich tečných vektor̊u a druhých
derivaćı včetně jejich funkčńıch hodnot v krajńıch bodech jsou následuj́ıćı (opět vynecháme
obor parametrizace [0,1] vektorových funkćı):



2.2 Bézierova křivka 55

Obrázek 2.17: C2 spojité napojeńı Bézierových kubik

R(s) = (4s3 − 9s2 + 9s, 3s3 − 6s2 + 4), R(0) = (0, 4), R(1) = (4, 1),

P(t) = (−2t3 + 3t2 + 3t+ 4, t3 + 3t2 − 3t+ 1), P(0) = (4, 1), P(1) = (8, 2),

S(u) = (−8u3 − 3u2 + 3u+ 8,−10u3 + 6u2 + 6u+ 2), S(0) = (8, 2), S(1) = (0, 4),

R′(s) = (12s2 − 18s+ 9, 9s2 − 12s), R′(0) = (9, 0), R′(1) = (3,−3),

P′(t) = (−6t2 + 6t+ 3, 3t2 + 6t− 3), P′(0) = (3,−3), P′(1) = (3, 6),

S′(u) = (−24u2 − 6u+ 3,−30u2 + 12u+ 6), S′(0) = (3, 6), S′(1) = (−27,−12),

R′′(s) = (24s− 18, 18s− 12), R′′(0) = (−18,−12), R′′(1) = (6, 6),

P′′(t) = (−12t+ 6, 6t+ 6), P′′(0) = (6, 6), P′′(1) = (−6, 12),

S′′(u) = (−48u− 6,−60u+ 12), S′′(0) = (−6, 12), S′′(1) = (−54,−48).

Je zřejmé, že Bézierovy kubiky R(s) a P(t) jsou v bodě V3 napojeny s C2 spojitost́ı, kubiky
P(t) a S(u) jsou v bodě V6 napojeny také s C2 spojitost́ı a kubiky S(u) a R(s) jsou v bodě
V0 napojeny pouze s C0 spojitost́ı. □

■ Cvičeńı 2.4 Bézierova křivka 2. stupně P(t), t ∈ [0, 1] je dána ř́ıdićım polygonem V0V1V2.

Určete parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici Bézierovy křivky P(t) a jej́ıho tečného
vektoruP′(t). Vypočtěte souřadnice krajńıch bod̊u a bodu pro t = 1

2 Bézierovy křivky a složky
tečných vektor̊u ve všech těchto bodech. Zobrazte ř́ıdićı body, sestrojte ř́ıdićı polygon a tečné
vektory v krajńıch bodech. De Casteljau algoritmem ověřte vypočtené souřadnice bodu P(12)
a složky tečného vektoru P′(12). Bézierovu křivku načrtněte. Řešeńı proved’te pro následuj́ıćı
varianty ř́ıdićıch bod̊u:
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a) V0 = (0, 0), V1 = (1, 1), V2 = (0, 1), b) V0 = (0, 0), V1 = (1,−1), V2 = (0,−1),

c) V0 = (0, 0), V1 = (−1, 1), V2 = (0, 1), d) V0 = (0, 0), V1 = (−1,−1), V2 = (0,−1).

■ Cvičeńı 2.5 Jsou dány dvě Bézierovy kubiky: P(t), t ∈ [0, 1], s ř́ıdićımi body V0 = (0, 0),
V1 = (3, 2), V2 = (1, 3), V3 = (0, 2) a R(s), s ∈ [0, 1], s ř́ıdićımi body V3, V4 = (−1, 3),
V5 = (−3, 2), V0.

Určete parametrické vyjádřeńı a vektorové rovnice obou Bézierových kubik a jejich tečných
vektor̊u. Vypočtěte souřadnice krajńıch bod̊u a bodu pro t = 1

2 , resp. s =
1
2 a složky tečných

vektor̊u ve všech těchto bodech. Zobrazte ř́ıdićı body, sestrojte ř́ıdićı polygon a tečné vek-
tory v krajńıch bodech. De Casteljau algoritmem ověřte vypočtené souřadnice bodu P(12),
resp. R(12) a složky tečného vektoru P′(12), resp. R

′(12). Kubiky načrtněte. Jaká je spojitost
napojeńı těchto kubik?

■ Cvičeńı 2.6 Předpokládejte, že jednotlivé segmenty křivky k z cvičeńı 2.2 jsou Bézierovy
kubiky. Určete jejich ř́ıdićı body, zobrazte je, sestrojte ř́ıdićı polygony, de Casteljau algo-
ritmem zkonstruujte body jednotlivých kubik pro hodnotu parametru 1

2 a všechny kubiky
načrtněte. S jakou spojitost́ı jsou každé dvě sousedńı Bézierovy kubiky napojeny?

■ Cvičeńı 2.7 Nalezněte vektorové rovnice jednotlivých Bézierových kubik, kterými je mode-
lován znak @ v př́ıkladu 2.6 a ověřte spojitost jejich napojeńı. Vektorové rovnice Bézierových
kubik porovnejte s vektorovými rovnicemi Fergusonových kubik v př́ıkladu 2.2.

2.2.5 Bézierova křivka v Rhinu

Bézierova křivka n-tého stupně – Př́ıkaz:Křivka zadávaná ř́ıdićımi body → Počátek křivky:
v př́ıkazovém řádku zadat stupeň n; zadat počátečńı ř́ıdićı bod → Daľśı bod: celkem zadat
n+ 1 ř́ıdićıch bod̊u → Enter. Nakresĺı se Bézierova křivka n-tého stupně.

Poznámky:

1) V př́ıpadě, že je zadáno m < n + 1 ř́ıdićıch bod̊u, nakresĺı se Bézierova křivka stupně
m − 1. V př́ıpadě, že je zadáno m > n + 1 ř́ıdićıch bod̊u, nakresĺı se uniformńı ukotvená
B-spline křivka n-tého stupně složená z m− n segment̊u, viz část 2.5

2) Jestliže jsou počátečńı a koncový ř́ıdićı bod Bézierovy křivky totožné, je třeba před
zadáńım koncového ř́ıdićıho bodu zvolit v př́ıkazovém řádku Uzavř́ıtOstře=Ano.

Fergusonova kubika – Př́ıkaz Křivka zadávaná ř́ıdićımi body → Počátek křivky: v př́ıkazovém
řádku zadat stupeň 3; zadat počátečńı definičńı bod Fergusonovy kubiky → Daľśı bod:
zadat bod v jedné třetině tečného vektoru v počátečńım bodě → Daľśı bod: zadat bod
v jedné třetině tečného vektoru, který je opačný k tečnému vektoru v koncovém bodě
Fergusonovy kubiky → Daľśı bod: zadat koncový definičńı bod Fergusonovy kubiky →
Enter. Nakresĺı se Bézierova křivka 3. stupně, která je totožná s Fergusonovou kubikou.

Řı́dićı body a ř́ıdićı polygon – Ř́ıdićı body a ř́ıdićı polygon nakreslené Bézierovy křivky lze
zobrazit/skrýt př́ıkazem Zapnout ř́ıdićı body/Vypnout ř́ıdićı body → Vyberte objekty pro
zobrazeńı ř́ıdićıch bod̊u: kliknout na křivku. Ř́ıdićı body se zobraźı jako dočasně viditelné
body, ř́ıdićı polygon se zobraźı tečkovanou čarou.

Ř́ıdićı polygon nakreslené Bézierovy křivky lze nav́ıc vytvořit př́ıkazemVyjmout śıt’ z ř́ıdićıho
polygonu NURBS → Vyberte křivky nebo plochy pro vyjmut́ı ř́ıdićıho polygonu: kliknout
na křivku → Enter. Nakresĺı se ř́ıdićı polygon jako samostatná entita – lomená čára. Na-
kreslený ř́ıdićı polygon je po skončeńı př́ıkazu vybrán, takže s ńım lze okamžitě pracovat
– např. pokračovat de Casteljau algoritmem, viz dále.
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Modifikace tvaru Bézierovy křivky – Tvar Bézierovy křivky lze modifikovat následuj́ıćımi
doporučenými zp̊usoby:

1) Přemı́stěńım zobrazených ř́ıdićıch bod̊u. Ř́ıdićı body lze i vymazat, č́ımž se měńı tvar
i stupeň Bézierovy křivky. Nelze však přidávat daľśı ř́ıdićı body.

2) Přemı́stěńım zobrazených editačńıch bod̊u. Editačńı body lze zobrazit/skrýt př́ıkazem
Zobrazit editačńı body/Vypnout editačńı body → Vyberte křivky pro zobrazeńı editačńıch
bod̊u: kliknout na křivku → Enter. Zobraźı se body na křivce, jejichž počet a počátečńı
polohu generuje program. Ř́ıdićı polygon křivky se po přemı́stěńı editačńıch bod̊u změńı
automaticky.

3) Editaćı tečny v bodě Bézierovy křivky př́ıkazem Editor tečen → Vyberte křivku nebo
plochu pro úpravy: kliknout na křivku. Zobraźı se tečna křivky v bodě kliknut́ı. Přemı́stěńım
jej́ıch koncových bod̊u lze změnit tvar Bézierovy křivky. Ř́ıdićı polygon křivky se editaćı
tečny změńı automaticky.

Pozor! Pro úpravu tvaru Bézierovy křivky nepouž́ıváme př́ıkazy Vložit uzel a Odstranit
uzel, které vedou na segmentaci a na neuniformńı parametrizaci křivky (obor parametrizace
jednotlivých segment̊u je r̊uzný, nikoliv [0, 1]). Nepouž́ıváme také př́ıkaz Změnit váhu, který
vede na racionálńı parametrizaci křivky (nikoliv polynomiálńı). Po těchto úpravách již neńı
p̊uvodńı křivka Bézierovou křivkou, ale obecně NURBS křivkou, viz [6].

De Casteljau algoritmus – De Casteljau algoritmus konstrukce bodu P(α) na Bézierově
křivce P(t), t ∈ [0, 1], nelze realizovat v Rhinu př́ımo, lze si však práci velmi usnadnit.
Nejprve vyjádř́ıme hodnotu parametru α ve tvaru zlomku α = a

b . Potom vytvoř́ıme ř́ıdićı
polygon (viz výše), který rozlož́ıme na jednotlivé úsečky př́ıkazem Rozpojit. Na všech rame-
nech vytvoř́ıme dělićı body př́ıkazem Rozdělit křivku počtem segment̊u → Počet segment̊u:
zadat b → Enter. Na každém rameni se nakresĺı b+ 1 bod̊u jako samostatné entity, které
jsou rovnoměrně rozmı́stěny. Zapneme Uchopováńı bod̊u a ř́ıdićı polygony daľśıch úrovńı
děleńı kresĺıme př́ıkazem Lomená čára → Počátek lomené čáry: kliknout do a-tého dělićıho
bodu na prvńım rameni ř́ıdićıho polygonu předcházej́ıćı úrovně děleńı → Daľśı bod lomené
čáry: kliknout do a-tého dělićıho bodu daľśıho ramene → . . . → kliknout do a-tého dělićıho
bodu posledńıho ramene → Enter. Daľśı úrovně děleńı provedeme obdobně.

Napojováńı Bézierových kubik – Předpokládejme v souladu s podmı́nkami spojitosti od-
vozenými v části 2.2.4, že Bézierova kubika P(t) určená ř́ıdićım polygonem V0V1V2V3 je
již nakreslena, jsou zobrazeny jej́ı ř́ıdićı body a je zapnutý režim Uchopováńı bod̊u a Ucho-
pováńı koncových bod̊u. Konstrukci ř́ıdićıch bod̊u W0, W1, W2, W3 připojované Bézierovy
kubiky R(s) si můžeme usnadnit následovně:

C0 spojitost: podmı́nku (2.38) (totožnost krajńıch bod̊u ř́ıdićıch polygon̊u) zajist́ıme pouze
režimem Uchopováńı koncových bod̊u.

C1 spojitost: podmı́nku (2.40) (bod V3 je středem úsečky V2W1) realizujeme př́ıkazem
Úsečka: z bodu v polovině → Střed úsečky: kliknout do bodu V3 → Konec úsečky: kliknout
do V2. Nakresĺı se úsečka se středem v bodě V3 a koncovými body v bodech V2 a W1.

C2 spojitost: podmı́nku (2.42) (vektor
−−−−→
V1W2 je roven čtyřnásobku vektoru

−−−→
V2V3) realizu-

jeme dvoj́ım zkoṕırováńım úsečky V2W1 (která představuje dvojnásobek vektoru
−−−→
V2V3),

nakreslené v předchoźım kroku. Př́ıkaz: Koṕırovat → Vyberte objekty pro koṕırováńı:
kliknout na úsečku V2W1 → Enter → Výchoźı bod koṕırováńı: kliknout do bodu V2

→ Ćılový bod koṕırováńı: kliknout do bodu V1 → Ćılový bod koṕırováńı: kliknout do
volného koncového bodu právě zkoṕırované úsečky → Enter. Volný koncový bod podruhé
zkoṕırované úsečky je bod W2.
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Poznámka: Při zajǐstěńı C0, C1 spojitosti Bézierových křivek 2. stupně a při zajǐstěńı C0,
C1 a C2 spojitosti Bézierových křivek stupně vyšš́ıho než 3 postupujeme obdobně.

■ Cvičeńı 2.8 V Rhinu nakreslete Fergusonovy kubiky z př́ıkladu 2.1 a ze cvičeńı 2.1. Na
vymodelovaných křivkách nakreslete body pro zadané hodnoty parametru. Zjistěte kartézské
souřadnice těchto bod̊u a porovnejte je s vypočtenými.

■ Cvičeńı 2.9 V Rhinu nakreslete Fergusonovy kubiky ze cvičeńı 2.2. Zobrazte graf křivosti
všech Fergusonových kubik. S jakou spojitost́ı jsou tyto kubiky napojeny?

■ Cvičeńı 2.10 V Rhinu nakreslete Bézierovy křivky z př́ıklad̊u 2.3 a 2.4. Na vymodelovaných
křivkách nakreslete body pro zadané hodnoty parametru. Zjistěte kartézské souřadnice těchto
bod̊u a porovnejte je s vypočtenými.

■ Cvičeńı 2.11 V Rhinu nakreslete znak @ z př́ıkladu 2.6. Zobrazte graf křivosti všech křivek.
S jakou spojitost́ı jsou napojeny segmenty ki, i = 0, . . . , 5, a segmenty k∗i , i = 0, 1, 2?

■ Cvičeńı 2.12 V Rhinu nakreslete Bézierovu křivku 6. stupně z př́ıkladu 2.7 a de Casteljau
algoritmem zkonstruujte bod P(12).

■ Cvičeńı 2.13 V Rhinu nakreslete Bézierovy křivky z př́ıkladu 2.8 a 2.9. De Casteljau algo-
ritmem zkonstruujte bod pro hodnotu parametru 1

2 a zobrazte graf křivosti. S jakou spojitost́ı
jsou křivky napojeny?

■ Cvičeńı 2.14 V Rhinu nakreslete Bézierovy křivky z př́ıkladu 2.9. Nakreslete oskulačńı
kružnici v bodě napojeńı a zjistěte kartézské souřadnice jej́ıho středu. Dále zjistěte poloměr
křivosti a prvńı křivost v bodě napojeńı. Všechny zjǐstěné hodnoty porovnejte s vypočtenými.

2.3 Coonsova kubika

Coonsova kubika je dána čtyřmi ř́ıdićımi body uspořádanými do ř́ıdićıho polygonu a je tvořena
jediným segmentem, který neprocháźı žádným ze zadaných ř́ıdićıch bod̊u. I když se tato vlastnost
může na prvńı pohled jevit jako nepraktická, uvid́ıme, že pravý opak je pravdou.

■ Definice 2.3 – Coonsova kubika. Necht’ jsou dány ř́ıdićı body P0, P1, P2, P3. Potom je
vektorová rovnice Coonsovy kubiky

P(t) = C0(t)P0 + C1(t)P1 + C2(t)P2 + C3(t)P3, t ∈ [0, 1], (2.46)

kde bázové funkce
C0(t) =

1
6(1− t)3,

C1(t) =
1
6(3t

3 − 6t2 + 4),

C2(t) =
1
6(−3t3 + 3t2 + 3t+ 1),

C3(t) =
1
6 t

3,

(2.47)

jsou Coonsovy polynomy. □

Pr̊uběh Coonsových polynomů je patrný z obr. 2.18, na obr. 2.19 je nakreslen př́ıklad
Coonsovy kubiky včetně tečných vektor̊u v krajńıch bodech a označeńı zaj́ımavých bod̊u, je-
jichž význam budeme komentovat dále.
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Obrázek 2.18: Coonsovy polynomy Obrázek 2.19: Coonsova kubika

■ Př́ıklad 2.11 – Coonsova kubika. Coonsova kubika P(t), t ∈ [0, 1], je dána ř́ıdićımi body
P0 = (−6, 0), P1 = (6, 0), P2 = (6, 6), P3 = (0, 6).

Určete parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici Coonsovy kubiky P(t) a jej́ıho tečného
vektoru P′(t). Pro hodnoty parametru t = 0, 1

4 ,
1
2 ,

3
4 , 1 vypočtěte souřadnice bod̊u Coonsovy

kubiky a složky tečných vektor̊u v těchto bodech. Zobrazte ř́ıdićı body, sestrojte ř́ıdićı poly-
gon, zobrazte vypočtené body Coonsovy kubiky a sestrojte tečné vektory v nich. Coonsovu
kubiku načrtněte.

Řešeńı.

Parametrické vyjádřeńı Coonsovy kubiky a jej́ıho tečného vektoru je

x(t) = −6C0(t) + 6C1(t) + 6C2(t) =

= −6
6(1− t)3 + 6

6(3t
3 − 6t2 + 4) + 6

6(−3t3 + 3t2 + 3t+ 1) = t3 − 6t2 + 6t+ 4,

y(t) = 6C2(t) + 6C3(t) =
6
6(−3t3 + 3t2 + 3t+ 1) + 6

6 t
3 = −2t3 + 3t2 + 3t+ 1, t ∈ [0, 1],

x′(t) = 3t2 − 12t+ 6,

y′(t) = −6t2 + 6t+ 3, t ∈ [0, 1].

Vektorová rovnice Coonsovy kubiky a jej́ıho tečného vektoru je

P(t) = (t3 − 6t2 + 6t+ 4, −2t3 + 3t2 + 3t+ 1), t ∈ [0, 1],

P′(t) = (3t2 − 12t+ 6, −6t2 + 6t+ 3), t ∈ [0, 1].

Body Coonsovy kubiky a tečné vektory pro t = 0, 1
4 ,

1
2 ,

3
4 , 1 jsou uvedeny v následuj́ıćı

tabulce. Tvar Coonsovy kubiky a pr̊uběh tečného vektoru podél ńı je patrný z obr. 2.20.

t = 0 t = 1
4 t = 1

2 t = 3
4 t = 1

P(t) (4, 1)
(
329
64 ,

61
32

) (
45
8 , 3

) (
355
64 ,

131
32

)
(5, 5)

P′(t) (6, 3)
(
51
16 ,

33
8

) (
3
4 ,

9
2

) (−21
16 , 338

)
(−3, 3)
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Obrázek 2.20: Coonsova kubika a tečné vektory v jej́ıch bodech □

2.3.1 Vlastnosti Coonsovy kubiky

Coonsova kubika má zaj́ımavé vlastnosti, které hraj́ı zásadńı roli při jej́ım širokém uplatněńı
v modelováńı křivek obecných tvar̊u (sledujme obr. 2.18 a obr. 2.19):

• Coonsova kubika neinterpoluje žádný zadaný ř́ıdićı bod. Je to d̊usledek skutečnosti, že
pro libovolnou hodnotu parametru t ∈ [0, 1] nedosahuje žádný Coons̊uv polynom hodnoty
jedna.

• Počátečńı bodP(0) Coonsovy kubiky lež́ı v jedné třetině těžniceP1S0 trojúhelńıkaP0P1P2

sestrojené z ř́ıdićıho bodu P1. Koncový bod P(1) Coonsovy kubiky lež́ı v jedné třetině
těžnice P2S1 trojúhelńıka P1P2P3 sestrojené z ř́ıdićıho bodu P2. Počátečńı, resp. koncový
bod Coonsovy kubiky se označuje také jako

”
antitěžǐstě“ trojúhelńıka P0P1P2 vzhledem

k bodu P1, resp. ”
antitěžǐstě“ trojúhelńıka P1P2P3 vzhledem k bodu P2.

• Tečný vektorP′(0) v počátečńım bodě Coonsovy kubiky má polovičńı velikost a souhlasnou

orientaci s vektorem
−−−→
P0P2. Tečný vektor P′(1) v koncovém bodě Coonsovy kubiky má

polovičńı velikost a souhlasnou orientaci s vektorem
−−−→
P1P3.

• Tečna v počátečńım bodě Coonsovy kubiky prot́ıná ramena P0P1 a P1P2 v jedné třetině
od bodu P1 (body C, E). Tečna v koncovém bodě Coonsovy kubiky prot́ıná ramena P1P2

a P2P3 v jedné třetině od bodu P2 (body F, D). Z této vlastnosti vyplývá, že tečný vektor
P′(0) je ramenem P1P2 prot’at v jedné třetině od bodu P(0) (bod E) a tečný vektor P′(1)
je ramenem P2P3 prot’at v jedné třetině od bodu P(1) (bod D).

Vztah mezi Coonsovou, Bézierovou a Fergusonovou kubikou

Z právě uvedených vlastnost́ı lze vyvodit vzájemný vztah mezi Coonsovou a Bézierovou (a t́ım
i Fergusonovou) kubikou. Předpokládejme, že je dán ř́ıdićı polygon P0P1P2P3 Coonsovy kubiky.
Dosad́ıme-li do rovnice Bézierovy kubiky (2.18) za V0, V1, V2 a V3 následuj́ıćı ř́ıdićı body (viz
obr. 2.19)
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V0 = P(0) = P1 +
1
3(S0 −P1) = P1 +

1
3

[
1
2(P0 +P2)−P1

]
= 1

6P0 +
2
3P1 +

1
6P2,

V1 = E = P1 +
1
3(P2 −P1) =

2
3P1 +

1
3P2,

V2 = F = P2 +
1
3(P1 −P2) =

2
3P2 +

1
3P1,

V3 = P(1) = P2 +
1
3(S1 −P2) = P2 +

1
3

[
1
2(P1 +P3)−P2

]
= 1

6P1 +
2
3P2 +

1
6P3,

dostaneme:

P(t) = B0,3(t)
[
1
6P0 +

2
3P1 +

1
6P2

]
+B1,3(t)

[
2
3P1 +

1
3P2

]
+

+B2,3(t)
[
2
3P2 +

1
3P1

]
+B3,3(t)

[
1
6P1 +

2
3P2 +

1
6P3

]
=

= 1
6B0,3(t)P0 +

{
2
3 [B0,3(t) +B1,3(t)] +

1
3B2,3(t) +

1
6B3,3(t)

}
P1+

+
{
1
6B0,3(t) +

1
3B1,3(t) +

2
3 [B2,3(t) +B3,3(t)]

}
P2 +

1
6B3,3(t)P3 =

= 1
6(1− t)3P0 +

1
6(3t

3 − 6t2 + 4)P1 +
1
6(−3t3 + 3t2 + 3t+ 1)P2 +

1
6 t

3P3,

(2.48)

což je rovnice Coonsovy kubiky zadané ř́ıdićım polygonem P0P1P2P3, nebot’ polynomy u jed-
notlivých ř́ıdićıch bod̊u jsou právě Coonsovy polynomy (2.47).

Důležité převodńı vztahy mezi ř́ıdićımi body V0, V1, V2, V3 Bézierovy kubiky a ř́ıdićımi
body P0, P1, P2, P3 Coonsovy kubiky naṕı̌seme v přehledněǰśı formě:

V0 = 1
6P0 +

2
3P1 +

1
6P2,

V1 = 2
3P1 +

1
3P2,

V2 = 2
3P2 +

1
3P1,

V3 = 1
6P1 +

2
3P2 +

1
6P3.

(2.49)

Řeš́ıme-li soustavu rovnic (2.49) vzhledem k ř́ıdićım bod̊um P0, P1, P2, P3, dostaneme převodńı
vztah mezi ř́ıdićımi body P0, P1, P2, P3 Coonsovy kubiky a ř́ıdićımi body V0, V1, V2, V3

Bézierovy kubiky:

P0 = 6V0 − 7V1 + 2V2,

P1 = 2V1 −V2,

P2 = 2V2 −V1,

P3 = 2V1 − 7V2 + 6V3.

(2.50)

Vzhledem k tomu, že převodńı vztahy mezi Bézierovou a Fergusonovou kubikou již známe,
lze jednoduše určit i převodńı vztahy mezi Coonsovou a Fergusonovou kubikou.

■ Př́ıklad 2.12 – Vztah mezi Coonsovou, Bézierovou a Fergusonovou kubikou. Před-
pokládejte, že Coonsova kubika P(t) = (x(t), y(t)) z př́ıkladu 2.11 je Bézierova kubika PB(t),
t ∈ [0, 1], resp. Fergusonova kubika PF(t), t ∈ [0, 1].

Určete ř́ıdićı body V0, V1, V2, V3 Bézierovy kubiky PB(t) a nalezněte jej́ı parametrické
vyjádřeńı. Určete definičńı body A, B a tečné vektory a, b Fergusonovy kubiky PF(t) a na-
lezněte jej́ı parametrické vyjádřeńı. Výsledky porovnejte. Doprovod’te obrázkem.

Řešeńı. Ř́ıdićı body Bézierovy kubiky PB(t) jsou podle (2.49)

V0 = 1
6(−6, 0) + 2

3(6, 0) +
1
6(6, 6) = (4, 1),

V1 = 2
3(6, 0) +

1
3(6, 6) = (6, 2),

V2 = 2
3(6, 6) +

1
3(6, 0) = (6, 4),

V3 = 1
6(6, 0) +

2
3(6, 6) +

1
6(0, 6) = (5, 5).
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Parametrické vyjádřeńı Bézierovy kubiky PB(t) = (xB(t), yB(t)) je podle (2.18)

xB(t) = 4B0,3(t) + 6B1,3(t) + 6B2,3(t) + 5B3,3(t) = t3 − 6t2 + 6t+ 4,

yB(t) = B0,3(t) + 2B1,3(t) + 4B2,3(t) + 5B3,3(t) = −2t3 + 3t2 + 3t+ 1, t ∈ [0, 1].

Vstupńı data Fergusonovy kubiky PF(t) jsou podle (2.23)

A = V0 = (4, 1),

B = V3 = (5, 5),

a = 3(V1 −V0) = 3[(6, 2)− (4, 1)] = (6, 3),

b = 3(V3 −V2) = 3[(5, 5)− (6, 4)] = (−3, 3).

Parametrické vyjádřeńı PF(t) = (xF(t), yF(t)) je podle (2.1)

xF(t) = 4F0(t) + 5F1(t) + 6F2(t)− 3F3(t) = t3 − 6t2 + 6t+ 4,

yF(t) = F0(t) + 5F1(t) + 3F2(t) + 3F3(t) = −2t3 + 3t2 + 3t+ 1, t ∈ [0, 1].

Protože xB(t) = xF(t) = x(t) a yB(t) = yF(t) = y(t), jsou všechny tři kubiky totožné.
Situaci ilustruje obr. 2.21.

Obrázek 2.21: Vztah mezi Coonsovou, Bézierovou a Fergusonovou kubikou □

2.3.2 Odvozeńı Coonsových polynomů

Coonsovy polynomy jsou speciálńım př́ıpadem B-spline bázových funkćı, ale jako takové je od-
vozovat nebudeme. Zde můžeme využ́ıt vztahu Coonsovy a Bézierovy kubiky a za odvozeńı
Coonsových polynomů považovat (2.48).

2.3.3 Jednodušš́ı konstrukce krajńıch bod̊u Coonsovy kubiky

Ze vztahu Coonsovy a Bézierovy kubiky a z vlastnost́ı Coonsovy kubiky vyplývá následuj́ıćı kon-
strukce krajńıch bod̊u Coonsovy kubiky, která je jednodušš́ı než konstrukce pomoćı

”
antitěžǐst’“

(sledujme obr. 2.21):
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1. Rozděĺıme ramena ř́ıdićıho polygonu na třetiny. T́ım dostaneme body 0′, 0, 0∗, 1, 1∗ a 1′.

2. Sestroj́ıme úsečky 00∗ a 11∗.

3. Počátečńı, resp. koncový bod Coonsovy kubiky lež́ı ve středu úsečky 00∗, resp. 11∗.

4. Je zřejmé, že polovina úsečky 00∗, resp. 11∗ je rovna jedné třetině tečného vektoru
v počátečńım, resp. koncovém bodě Coonsovy kubiky.

■ Cvičeńı 2.15 Uvažujte že Bézierova, resp. Fergusonova kubika z př́ıkladu 2.5 je Coonsova
kubika. Určete konstrukćı a výpočtem polohu jej́ıch ř́ıdićıch bod̊u P0, P1, P2, P3 a nalezněte
jej́ı parametrické vyjádřeńı.

2.3.4 Coonsova kubika v Rhinu

V Rhinu lze vytvořit Coonsovu kubiku pouze nepř́ımo s využit́ım jej́ıho vztahu s Bézierovou ku-
bikou. Konstrukci krajńıch bod̊u ř́ıdićıho polygonu Bézierovy kubiky provedeme podle postupu
uvedeném v části 2.3.3. Vnitřńı body ř́ıdićıho polygonu Bézierovy kubiky sestroj́ıme jako body
ve třetinách prostředńıho ramene ř́ıdićıho polygonu Coonsovy kubiky dle obr. 2.21.

■ Cvičeńı 2.16 Pro zadáńı z př́ıkladu 2.12 sestrojte v Rhinu dva obrázky:

1) Nakreslete ř́ıdićı polygon Coonsovy kubiky (př́ıkazem Samostatné úsečky), konstrukćı
určete polohu ř́ıdićıch bod̊u Bézierovy kubiky a Bézierovu kubiku nakreslete.

2) Nakreslete ř́ıdićı polygon Bézierovy kubiky (př́ıkazem Samostatné úsečky), konstrukćı
určete polohu ř́ıdićıch bod̊u Coonsovy kubiky a Coonsovu kubiku nakreslete jako Bézierovu
kubiku.

2.4 Coons̊uv kubický B-spline

Uvažujme nyńı ř́ıdićı polygon obsahuj́ıćı pět ř́ıdićıch bod̊u P0, P1, P2, P3 a P4 jak je znázorněno
na obr. 2.22 a sestrojme krajńı body Coonsovy kubiky P(t), t ∈ [0, 1], určené ř́ıdićım polygonem
P0P1P2P3 a Coonsovy kubiky R(s), s ∈ [0, 1], určené ř́ıdićım polygonem P1P2P3P4. Je zřejmé,
že kubiky P(t) a R(s) jsou automaticky napojeny s C2 spojitost́ı.

Důvod je následuj́ıćı: uvažujeme, že Coonsova kubika P(t), resp. R(s) je Bézierova kubika
definovaná ř́ıdićım polygonem V0V1V2V3, resp. V3V4V5V6. Potom z podmı́nek, které jsme
odvodili v části 2.2.4 vyplývá, že kubiky P(t) a R(s) jsou napojeny:

• s C0 spojitost́ı, nebot’ bod V3 je společný oběma kubikám,

• s C1 spojitost́ı, nebot’ V3 −V2 = V4 −V3,

• s C2 spojitost́ı, nebot’ V5 −V1 = 4(V3 −V2).

Naznačeným zp̊usobem můžeme připojovat daľśı ř́ıdićı body Pi (na obě strany) a konstruovat
daľśı krajńı body Coonsových kubik. Segmentovaná C2 spojitá křivka, kterou t́ımto zp̊usobem
dostaneme, je uniformńı otevřená nebo uzavřená B-spline křivka 3. stupně, jej́ıž matematický
popis zcela přesahuje rámec tohoto učebńıho textu. Pokud si ale uvědomı́me, že tato křivka je
složena výhradně z Coonsových kubik, můžeme zformulovat následuj́ıćı definici.
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Obrázek 2.22: Coons̊uv kubický B-spline (automatické C2 spojité napojeńı Coonsových kubik)

■ Definice 2.4 – Coons̊uv kubický B-spline. Necht’ je dána posloupnost ř́ıdićıch bod̊u
P0,P1, . . . ,Pn. Potom uniformńı otevřená nebo uzavřená B-spline křivka 3. stupně R(t),
kterou tvoř́ı n− 2 Coonsových kubik s vektorovými rovnicemi

R0(t) = C0(t)P0 + C1(t)P1 + C2(t)P2 + C3(t)P3, t ∈ [0, 1],

R1(t) = C0(t)P1 + C1(t)P2 + C2(t)P3 + C3(t)P4, t ∈ [0, 1],

...

Rn−3(t) = C0(t)Pn−3 + C1(t)Pn−2 + C2(t)Pn−1 + C3(t)Pn, t ∈ [0, 1] (2.51)

se nazývá Coons̊uv kubický B-spline. □

■ Př́ıklad 2.13 – Otevřený a uzavřený Coons̊uv kubický B-spline. Jsou dány ř́ıdićı
body Coonsova kubického B-spline k: P0 = (0, 0), P1 = (−6, 6), P2 = (−6, 0), P3 = (0,−6),
P4 = (6, 0), P5 = (6, 6), P6 = P0 = (0, 0) .

a) Z kolika Coonsových kubik se Coons̊uv kubický B-spline k skládá? Určete d́ılč́ı ř́ıdićı
polygony jednotlivých Coonsových kubik. Doprovod’te obrázkem.

b) Proved’te takovou úpravu ř́ıdićıho polygonu Coonsova kubického B-spline k, aby vznikla
uzavřená křivka.

Z kolika Coonsových kubik se uzavřený Coons̊uv kubický B-spline k skládá? Určete d́ılč́ı
ř́ıdićı polygony jednotlivých Coonsových kubik. Doprovod’te obrázkem.
Řešeńı. a) Protože n = 6, skládá se otevřený Coons̊uv kubický B-spline k ze čtyř Coonsových
kubik, které označ́ıme k0, k1, k2, k3, viz obr. 2.23. Jejich d́ılč́ı ř́ıdićı polygony jsou následuj́ıćı:

k0 : P0P1P2P3, k1 : P1P2P3P4, k2 : P2P3P4P5, k3 : P3P4P5P6.

b) Aby se Coons̊uv kubický B-spline k uzavřel, je třeba na konec ř́ıdićıho polygonu přidat
daľśı dva ř́ıdićı body P7 a P8, viz obr. 2.24.
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Obrázek 2.23: Otevřený Coons̊uv kubický B-spline

Obrázek 2.24: Uzavřený Coons̊uv kubický B-spline

Poloha ř́ıdićıch bod̊u P7 a P8 neńı libovolná, ale muśı splňovat podmı́nky P7 = P1, P8 = P2.
Potom n = 8 a uzavřený Coons̊uv kubický B-spline k se skládá ze šesti Coonsových kubik,
jejichž d́ılč́ı ř́ıdićı polygony jsou následuj́ıćı:

k0 : P0P1P2P3, k1 : P1P2P3P4, k2 : P2P3P4P5,

k3 : P3P4P5P6, k4 : P4P5P6P7, k5 : P5P6P7P8.

Ř́ıdićı polygony Coonsových kubik k0, k1, k2, k3 uzavřeného Coonsova kubického B-spline jsou
stejné jako ř́ıdićı polygony Coonsových kubik k0, k1, k2, k3 otevřeného Coonsova kubického
B-spline. □

2.4.1 Vlastnosti Coonsova kubického B-spline

• Ř́ıdićı polygon Coonsova kubického B-spline je tvořen minimálně pěti ř́ıdićımi body. V př́ıpadě,
že jsou posledńı tři body ř́ıdićıho polygonu totožné s prvńımi třemi body ř́ıdićıho polygonu,



66 MODELOVÁNÍ KŘIVEK

tj. Pn = P2, Pn−1 = P1, Pn−2 = P0, je Coons̊uv kubický B-spline uzavřený. V opačném
př́ıpadě je Coons̊uv kubický B-spline otevřený.

• Coons̊uv kubický B-spline žádným z ř́ıdićıch bod̊u neprocháźı.

• Coons̊uv kubický B-spline je tvořen C2 spojitě napojenými Coonsovými kubikami. Polohu
krajńıch bod̊u jednotlivých segment̊u Coonsova kubického B-spline a tečné vektory v těchto
krajńıch bodech lze konstruovat podle vlastnost́ı Coonsovy kubiky uvedených v části 2.3.1.

• Coons̊uv kubický B-spline je definován po částech (tj. částečně se překrývaj́ıćımi ř́ıdićımi
polygony). To znamená, že změnou polohy jednoho ř́ıdićıho bodu se nezměńı tvar celého
Coonsova kubického B-spline. Změńı se tvar pouze těch d́ılč́ıch Coonsových kubik, v jejichž
rovnici se př́ıslušný ř́ıdićı bod vyskytuje (tj. maximálně čtyř). Tato vlastnost je obzvlášt’

výhodná při modelováńı tvaru křivky zadané velkým počtem ř́ıdićıch bod̊u.

• Každá d́ılč́ı Coonsova kubika Coonsova kubického B-spline má stejnou (jednotkovou) délku
oboru parametrizace t ∈ [0, 1]. Pokud má segmentovaná křivka tuto vlastnost, ř́ıkáme, že
je uniformńı nebo že má uniformńı parametrizaci.

Z praktických d̊uvod̊u se v CAD/CAM systémech použ́ıvá pouze uzavřený Coons̊uv kubický
B-spline, nikoliv otevřený. Důvod je následuj́ıćı: při použit́ı otevřeného Coonsova kubického B-
spline by se vlastńı křivka začala vykreslovat až po zadáńı prvńıch tř́ı ř́ıdićıch bod̊u a nav́ıc
by jej́ı počátečńı bod ležel mimo tyto zadané ř́ıdićı body. To je z uživatelského hlediska zcela
nepř́ıpustné, jak dokazuje př́ıklad 2.14.

■ Př́ıklad 2.14 Předpokládejte, že křivky k∗ i k, kterými je modelován znak @ v př́ıkladu
2.6, je Coons̊uv kubický B-spline.

Určete konstrukćı i výpočtem polohu ř́ıdićıch bod̊u Coonsova kubického B-spline k∗ a k
a křivky načrtněte.

Řešeńı. Konstrukce je provedena na obr. 2.25.

Při konstrukci vnitřńıch ř́ıdićıch bod̊u Coonsova kubického B-spline (P∗
1, . . . ,P

∗
4

a P1, . . .P7 na obr. 2.25) využijeme skutečnost, že vnitřńı ramena ř́ıdićıch polygon̊u jednot-
livých Bézierových kubik tvoř́ı prostředńı třetinu vnitřńıch ramen ř́ıdićıho polygonu Coonsova
kubického B-spline.

Krajńı ř́ıdićı body Coonsova kubického B-spline (P∗
0, P∗

5 a P0, P8) zkonstruujeme jako
vrcholy trojúhelńık̊u, v jejichž

”
antitěžǐst́ıch“ krajńı body Coonsova kubického B-spline lež́ı

(v obr. 2.25 neńı tato konstrukce uvedena).

Abychom určili výpočtem polohu ř́ıdićıch bod̊u Coonsova kubického B-spline, uvědomı́me si,
že Coons̊uv kubický B-spline je složen z Coonsových kubik. Vzhledem k tomu, že křivky k∗

a k v př́ıkladu 2.6 jsou Bézierovy kubiky, použijeme rov. (2.50), kterými je definován převodńı
vztah mezi ř́ıdićımi body Bézierovy a Coonsovy kubiky.

Ř́ıdićı body Coonsova kubického B-spline k∗ označ́ıme P∗
i . Podle (2.50) dostaneme ř́ıdićı

body Coonsovy kubiky k∗0:

P∗
0 = 6V∗

0 − 7V∗
1 + 2V∗

2 = 6(47, 46)− 7(29, 53) + 2(23, 42) = (125,−11),

P∗
1 = 2V∗

1 −V∗
2 = 2(29, 53)− (23, 42) = (35, 64),

P∗
2 = 2V∗

2 −V∗
1 = 2(23, 42)− (29, 53) = (17, 31),

P∗
3 = 2V∗

1 − 7V∗
2 + 6V∗

3 = 2(29, 53)− 7(23, 42) + 6(22, 34) = (29, 16).
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⊚ Ř́ıdićı body Coonsova kubického B-spline,

• Krajńı body ř́ıdićıho polygonu Bézierových kubik, které jsou

totožné s krajńımi body ř́ıdićıch polygon̊u Coonsových kubik,

◦ Vnitřńı body ř́ıdićıch polygon̊u Bézierových kubik,

⋆ Body ve třetinách krajńıch ramen ř́ıdićıho polygonu

Coonsova kubického B-spline.

Obrázek 2.25: Modelováńı znaku @ Coonsovým kubickým B-spline
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Coonsova kubika k∗1 je dána ř́ıdićımi body P∗
1, P

∗
2, P

∗
3, P

∗
4, z nichž je třeba určit pouze bod

P∗
4 = 2V∗

4 − 7V∗
5 + 6V∗

6 = 2(21, 26)− 7(25, 21) + 6(31, 20) = (53, 25),

nebot’ ř́ıdićı body P∗
1, P

∗
2 a P∗

3 jsou stejné jako u Coonsovy kubiky k∗0. Podobně z ř́ıdićıch
bod̊u P∗

2, P
∗
3, P

∗
4, P

∗
5 Coonsovy kubiky k∗2 je třeba určit pouze bod

P∗
5 = 2V∗

7 − 7V∗
8 + 6V∗

0 = 2(37, 19)− 7(45, 22) + 6(47, 46) = (41, 160).

Obdobným zp̊usobem bychom určili ř́ıdićı body Pi Coonsova kubického B-spline k:
P0 = (54, 172, P1 = (42, 22), P2 = (60, 16), P3 = (66, 34), P4 = (60, 58), P5 = (24, 70),
P6 = (0, 28), P7 = (30,−14), P8 = (162, 70). □

■ Cvičeńı 2.17 Nalezněte parametrické vyjádřeńı Coonsovy kubikyR(s), s ∈ [0, 1], z obr. 2.22
a ověřte C2 spojitost jej́ıho napojeńı na Coonsovu kubiku P(t), t ∈ [0, 1].

■ Cvičeńı 2.18 Coons̊uv kubický B-spline je zadán ř́ıdićım polygonem

P0 = (0,−6), P1 = (−6, 0), P2 = (−6, 6), P3 = (6, 6), P4 = (6, 0), P5 = (12, 0).

Zobrazte ř́ıdićı body, sestrojte ř́ıdićı polygon, zkonstruujte krajńı body jednotlivých segment̊u
Coonsova kubického B-spline a tečné vektory v těchto bodech. Coons̊uv kubický B-spline
načrtněte. Z kolika segment̊u se Coons̊uv kubický B-spline skládá? S jakou spojitost́ı jsou
jeho jednotlivé segmenty napojeny?

■ Cvičeńı 2.19 Coons̊uv kubický B-spline je zadán ř́ıdićım polygonem

P0 = (0, 0), P1 = (0, 6), P2 = (6, 6), P3 = (6, 0), P4 = (0, 0), P5 = (0, 6), P6 = (6, 6).

Zobrazte ř́ıdićı body, sestrojte ř́ıdićı polygon, zkonstruujte krajńı body jednotlivých segment̊u
Coonsova kubického B-spline a tečné vektory v těchto bodech. Coons̊uv kubický B-spline
načrtněte. Z kolika segment̊u se Coons̊uv kubický B-spline skládá? S jakou spojitost́ı jsou
jeho jednotlivé segmenty napojeny?

■ Cvičeńı 2.20 Bézierova kubika k je dána ř́ıdićımi body

V0 = (−3, 0), V1 = (−2, 2), V2 = (2, 2), V3 = (3, 0).

Zobrazte ř́ıdićı body, sestrojte ř́ıdićı polygon a Bézierovu kubiku načrtněte. Předpokládejte,
že Bézierova kubika k je Coonsova kubika. Určete konstrukćı a výpočtem polohu jej́ıch ř́ıdićıch
bod̊u P0, P1, P2, P3.

Upravte ř́ıdićı polygon P0P1P2P3 tak, abyste vytvořili uzavřený Coons̊uv kubický B-spline.
Určete počet jeho Coonsových kubik a jejich ř́ıdićı polygony. Předpokládejte, že tyto Coon-
sovy kubiky jsou Bézierovy kubiky. Určete konstrukćı polohu jejich ř́ıdićıch bod̊u.

Jaký je minimálńı počet segment̊u, ze kterých může být uzavřený Coons̊uv kubický B-spline
složen? Jaký muśı mı́t tvar ř́ıdićı polygon takového uzavřeného Coonsova kubického B-spline?

■ Cvičeńı 2.21 Bézierova kubika k je dána ř́ıdićımi body

V0 = (1, 5), V1 = (2, 6), V2 = (4, 6), V3 = (6, 5).

Zkonstruujte nezbytně nutný počet ř́ıdićıch polygon̊u daľśıch Bézierových kubik tak, abyste
vytvořili uzavřenou křivku tvořenou C2 spojitě napojenými Bézierovými kubikami.

Nápověda: využijte souvislost mezi Bézierovou kubikou, Coonsovou kubikou a Coonsovým
kubickým B-spline.
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■ Cvičeńı 2.22 Coons̊uv kubický B-spline je zadán ř́ıdićımi body
P0 = (3, 9), P1 = (9, 3), P2 = (3,−3), P3 = (0, 0), P4 = (3, 3), P5 = (9,−3), P6 = (3,−9),
P7 = (−3,−3), P8 = (0, 0), P9 = (3,−3), P10 = (−3,−9), P11 = (−9,−3), P12 = (−3, 3),
P13 = (0, 0), P14 = (−3,−3), P15 = (−9, 3), P16 = (−3, 9), P17 = (3, 3), P18 = (0, 0),
P19 = (−3, 3), P20 = (3, 9).

Zobrazte ř́ıdićı body, sestrojte ř́ıdićı polygon, zkonstruujte krajńı body jednotlivých segment̊u
Coonsova kubického B-spline a tečné vektory v těchto bodech. Coons̊uv kubický B-spline
načrtněte. Z kolika segment̊u se Coons̊uv kubický B-spline skládá? S jakou spojitost́ı jsou
jeho jednotlivé segmenty napojeny?

■ Cvičeńı 2.23 Upravte ř́ıdićı polygon Coonsova kubického B-spline z cvičeńı 2.22 tak, abyste
vytvořili uzavřený Coons̊uv kubický B-spline.

Sestrojte ř́ıdićı polygon uzavřeného Coonsova kubického B-spline, zkonstruujte krajńı body
jednotlivých segment̊u a tečné vektory v těchto bodech. Uzavřený Coons̊uv kubický B-spline
načrtněte. Z kolika segment̊u se uzavřený Coons̊uv kubický B-spline skládá? S jakou spojitost́ı
jsou jeho jednotlivé segmenty napojeny?

2.4.2 Coons̊uv kubický B-spline v Rhinu

Otevřený Coons̊uv kubický B-spline nelze v Rhinu vytvořit př́ımo.

Uzavřený Coons̊uv kubický B-spline – Př́ıkaz:Křivka zadávaná ř́ıdićımi body →V př́ıkazovém
řádku zadat stupeň 3→ Počátek křivky: zadat počátečńı bod ř́ıdićıho polygonu uzavřeného
Coonsova kubického B-spline→Daľśı bod: zadat vnitřńı body ř́ıdićıho polygonu uzavřeného
Coonsova kubického B-spline → Daľśı bod: kliknout pobĺıž počátečńıho bodu vykreslované
křivky. Křivka se automaticky uzavře s C2 spojitost́ı a vytvoř́ı se uzavřený Coons̊uv ku-
bický B-spline. Posledńı dva body ř́ıdićıho polygonu se nezadávaj́ı.

Poznámky:

1) Př́ıkazy pro ř́ıdićı body a ř́ıdićı polygon uzavřeného Coonsova kubického B-spline jsou
stejné jako pro Bézierovu křivku, viz část 2.2.5.

2) Pravidla pro modifikaci tvaru uzavřeného Coonsova kubického B-spline jsou stejná jako
pro Bézierovu křivku, viz část 2.2.5.

Krajńı body Coonsových kubik – Př́ıkaz:Vı́ce bod̊u →Umı́stěńı bodu: zapnoutUchopováńı
uzl̊u, př́ıpadně vypnout Krok ; zaměřovačem pohybovat podél uzavřeného Coonsova ku-
bického B-spline a kliknout, jakmile se zobraźı u zaměřovače informace Uzel. V krajńıch
bodech jednotlivých Coonsových kubik se nakresĺı body jako samostatné entity.

Pozor! V krajńıch bodech (uzlech) Coonsových kubik se měńı analytické vyjádřeńı Coon-
sova kubického B-spline. Jakmile použijeme př́ıkazy Vložit uzel a Odstranit uzel, změńı se
uzavřený Coons̊uv kubický B-spline na neuniformńı uzavřenou B-spline křivku 3. stupně.
Tyto př́ıkazy proto použ́ıváme pouze tehdy, pokud si přesně uvědomujeme jejich d̊usledky.

■ Cvičeńı 2.24 V Rhinu nakreslete uzavřený Coons̊uv kubický B-spline z př́ıkladu 2.13, vy-
tvořte jeho ř́ıdićı polygon a krajńı body Coonsových kubik. V každém krajńım bodě Coonsovy
kubiky sestrojte tečnu. Ověřte konstrukćı vlastnosti Coonsovy kubiky, které jsou uvedeny
v části 2.3.1.

■ Cvičeńı 2.25 Do souboru z př́ıkladu 2.6 doplňte konstrukci ř́ıdićıch bod̊u otevřeného Co-
onsova kubického B-spline podle př́ıkladu 2.14. Zjistěte kartézské souřadnice zkonstruovaných
ř́ıdićıch bod̊u Coonsova kubického B-spline a porovnejte je s vypočtenými hodnotami v př́ıkladu 2.14.
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■ Cvičeńı 2.26 Konstrukce požadované ve cvičeńıch 2.20 a 2.21 proved’te v Rhinu.

■ Cvičeńı 2.27 V Rhinu nakreslete řešeńı cvičeńı 2.23.

2.5 Uniformńı ukotvená B-spline křivka 3. stupně

Uživatelskou nepř́ıvětivost otevřeného Coonsova kubického B-spline řeš́ı křivka, která interpoluje
počátečńı a koncový ř́ıdićı bod a ostatńı ř́ıdićı body aproximuje. My se seznámı́me se speciálńım
př́ıpadem takové křivky – uniformńı ukotvenou B-spline křivkou 3. stupně, kterou budeme nadále
nazývat stručně ukotvená křivka. Jej́ı matematický popis opět přesahuje rámec publikace, ale
my vystač́ıme pouze se znalost́ı Bézierovy, popř. Coonsovy kubiky, nebot’ ukotvená křivka je
z těchto kubik šikovně složena.

Na obr. 2.26 je nakreslena ukotvená křivka k, která je totožná s otevřeným Coonsovým
kubickým B-spline z př́ıkladu 2.13. Ř́ıdićı body ukotvené křivky jsou označeny P0, . . . ,P6, ř́ıdićı
body p̊uvodńıho Coonsova kubického B-spline jsou označeny P0, . . . ,P6.

Obrázek 2.26: Ukotvená křivka

Všimněme si, že ř́ıdićı polygon Coonsova kubického B-spline a ukotvené křivky se lǐśı pouze
ve dvou počátečńıch a ve dvou koncových ř́ıdićıch bodech. K určeńı polohy dvou krajńıch ř́ıdićıch
bod̊u ukotvené křivky dospějeme následuj́ıćımi úvahami:

1. Jestliže má křivka interpolovat počátečńı a koncový ř́ıdićı bod, muśı zač́ınat v
”
antitěžǐsti“

Q0 trojúhelńıka P0P1P2 vzhledem k bodu P1 a končit v
”
antitěžǐsti“ Q4 trojúhelńıka

P4P5P6 vzhledem k bodu P5.

2. Ze vztahu mezi Coonsovou, Bézierovou a Fergusonovou kubikou odvod́ıme polohu ř́ıdićıho
bodu P1, který muśı ležet v jedné třetině tečného vektoru q0, tedy, jak vyplývá z vlastnost́ı
Coonsovy kubiky, na rameni P1P2 v jedné třetině od bodu P1. Obdobně ř́ıdićı bod P5

muśı ležet na rameni P4P5 v jedné třetině od bodu P5.
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Z polohy ř́ıdićıch bod̊u ukotvené křivky je zřejmé, že dva počátečńı a dva koncové seg-
menty ukotvené křivky již nemůžeme považovat za Coonsovy kubiky, ale za Bézierovy kubiky.
Konkrétně ukotvená křivka na obr. 2.26 je tvořena pouze z Bézierových kubik, jejichž ř́ıdićı
polygony jsou následuj́ıćı:

k0 : P0P11Q1, k1 : Q11
∗2Q2, k2 : Q22

∗3Q3, k3 : Q33
∗P5P6.

Pro úplnost uved’me převodńı vztahy mezi ř́ıdićımi body P0, . . . ,Pn otevřeného Coonsova
kubického B-spline a ř́ıdićımi body ukotvené křivky P0, . . . ,Pn:

P0 = Q0 =
1
6P0 +

2
3P1 +

1
6P2,

P1 = 2
3P1 +

1
3P2,

Pi = Pi, i = 2, . . . , n− 2,

Pn−1 = 1
3Pn−2 +

2
3Pn−1,

Pn = Qn−2 =
1
6Pn−2 +

2
3Pn−1 +

1
6Pn.

(2.52)

2.5.1 Vlastnosti ukotvené křivky

Z předchoźıho výkladu je zřejmé, že vlastnosti ukotvené křivky jsou souhrnem vlastnost́ı všech
model̊u křivek, se kterými jsme se doposud seznámili (at’ už se jedná o Fergusonovu, Bézierovu
nebo Coonsovu kubiku či Coons̊uv kubický B-spline), nebot’ ze všech těchto křivek se může
ukotvená křivka skládat. Ze kterých křivek bude konkrétńı ukotvená křivka složena, zálež́ı na
počtu bod̊u ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky. Pod́ıvejme se nyńı na jednotlivé situace.

n = 3: Protože uvažujeme pouze ukotvenou křivku 3. stupně, nemůže být počet ř́ıdićıch bod̊u
menš́ı než čtyři. Ukotvená křivka je potom tvořena jediným segmentem – Bézierovou kubikou,
jej́ıž ř́ıdićı polygon je shodný s ř́ıdićım polygonem P0P1P2P3 ukotvené křivky.

n = 4: Př́ıklad ukotvené křivky určené ř́ıdićım polygonem P0P1P2P3P4 je uveden na
obr. 2.27 a). Ukotvená křivka se skládá ze dvou segment̊u k0 a k1. Oba segmenty jsou Bézierovy
kubiky s ř́ıdićımi polygony k0: P0P11Q1 a k1: Q11

∗P3P4. Bod Q1, který od sebe obě Bézierovy
kubiky odděluje, lež́ı ve středu úsečky 11∗. Bod 1, resp. 1∗ děĺı na poloviny druhé, resp. třet́ı
(předposledńı) rameno ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky.

n = 5: Ukotvená křivka je určena ř́ıdićım polygonem P0P1P2P3P4P5 a skládá se ze tř́ı
segment̊u k0, k1 a k2, viz obr. 2.27 b). Všechny tři segmenty jsou Bézierovy kubiky s ř́ıdićımi
polygony k0: P0P11Q1, k1: Q11

∗2Q2, k2: Q22
∗P4P5.

Konstrukce vnitřńıch krajńıch bod̊u Q1 a Q2 je následuj́ıćı: druhé a čtvrté (předposledńı)
rameno ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky rozděĺıme na poloviny; dostaneme body 1 a 2∗. Třet́ı
rameno rozděĺıme na třetiny; dostaneme body 1∗ a 2. Bod Q1, resp. Q2 lež́ı ve středu úsečky
11∗, resp. 22∗.

n = 6: Ukotvená křivka je určena ř́ıdićım polygonem P0P1P2P3P4P5P6 a skládá se ze čtyř
segment̊u k0, k1, k2, k3, viz obr. 2.27 c). Všechny čtyři segmenty jsou Bézierovy kubiky s ř́ıdićımi
polygony k0: P0P11Q1, k1: Q11

∗2Q2, k2: Q22
∗3Q3, k3: Q33

∗P5P6.

Konstrukce vnitřńıch krajńıch bod̊uQ1, Q2 a Q3 je následuj́ıćı: druhé a předposledńı rameno
ř́ıdićıho polygonu rozděĺıme na poloviny; dostaneme body 1 a 3∗. Zbývaj́ıćı vnitřńı ramena
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ř́ıdićıho polygonu rozděĺıme na třetiny; dostaneme body 1∗, 2, 2∗, 3. Bod Q1, resp. Q2, resp.
Q3 lež́ı ve středu úsečky 11∗, resp. 22∗, resp. 33∗.

n = 7: Ukotvená křivka je určena ř́ıdićım polygonem P0P1P2P3P4P5P6P7 a skládá se z pěti
segment̊u k0, k1, k2, k3, k4. Všechny segmenty jsou Bézierovy kubiky s ř́ıdićımi polygony k0:
P0P11Q1, k1: Q11

∗2Q2, k2: Q22
∗3Q3, k3: Q33

∗4Q4, k4: Q44
∗P6P7. Prostředńı segment k2 je

zároveň Coonsova kubika, jej́ıž ř́ıdićı polygon je P2P3P4P5.
Konstrukce vnitřńıch krajńıch bod̊u Q1, Q2, Q3 a Q4 je obdobná jako v předešlém př́ıpadě

a je patrná z obr. 2.27 d).

a) n = 4 b) n = 5

c) n = 6 d) n = 7

Obrázek 2.27: Ukotvená křivka určená r̊uzným počtem ř́ıdićıch bod̊u
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n > 7: Ukotvená křivka s ř́ıdićım polygonem, který obsahuje v́ıce než osm ř́ıdićıch bod̊u
P0, . . . ,Pn, je tvořena n − 2 segmenty k0, . . . , kn−3. Prvńı dva a posledńı dva segmenty jsou
Bézierovy kubiky. Zbývaj́ıćıch n − 6 vnitřńıch segment̊u jsou C2 spojitě napojené Coonsovy
kubiky, které tvoř́ı otevřený Coons̊uv kubický B-spline určený ř́ıdićım polygonem P2 . . .Pn−2.
Př́ıklad takové křivky je uveden na obr. 2.28.

Je tedy zřejmé, že při jakémkoliv počtu ř́ıdićıch bod̊u n ≥ 3 lze ukotvenou křivku složit z C2

spojitě napojených Bézierových kubik. C2 spojitost vyplývá z polohy ř́ıdićıch bod̊u každých
dvou sousedńıch Bézierových kubik, které splňuj́ı podmı́nky (2.35), (2.36) i (2.37).

2.5.2 Konstrukce krajńıch bod̊u jednotlivých segment̊u ukotvené křivky

Pro n > 7 je konstrukce krajńıch bod̊u jednotlivých segment̊u ukotvené křivky následuj́ıćı (sle-
dujme obr. 2.28):

1. Počátečńı bod Q0 je totožný s počátečńım bodem P0 ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky.

2. Koncový bod Qn−2 je totožný s posledńım bodem Pn ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky.

3. Prvńı, resp. posledńı rameno ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky neděĺıme v̊ubec.

4. Druhé, resp. předposledńı rameno ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky děĺıme nap̊ul – do-
staneme bod 1, resp. (n− 3)∗.

5. Zbývaj́ıćı vnitřńı ramena ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky děĺıme na třetiny – dostaneme
body 1∗,2,2∗,3,3∗, . . .

6. Sestroj́ıme úsečky 11∗, 22∗, . . .

7. Krajńı bod Q1, Q2, . . . lež́ı ve středu úsečky 11∗, 22∗, . . .

Obrázek 2.28: Konstrukce krajńıch bod̊u jednotlivých segment̊u ukotvené křivky

■ Př́ıklad 2.15 – Modelováńı znaku @ ukotvenou křivkou. Předpokládejte, že křivky
k∗ i k, kterými je modelován znak @ v př́ıkladu 2.6, jsou ukotvené křivky.
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Určete konstrukćı polohu jejich ř́ıdićıch bod̊u, sestrojte př́ıslušné ř́ıdićı polygony a ukotvené
křivky načrtněte.

Řešeńı. Konstrukce je patrná z obr. 2.29.

Obrázek 2.29: Modelováńı znaku @ ukotvenou křivkou □

■ Př́ıklad 2.16 Na čtverečkovaný paṕır (velikost čtverečk̊u 0.5 cm, formát A4 na š́ı̌rku, počátek
souřadného systému přibližně 2 cm od levého i spodńıho okraje paṕıru) sestrojte ř́ıdićı poly-
gony následuj́ıćıch křivek (pro stručnost zápisu jsou ř́ıdićı body uvedeny pouze souřadnicemi
v centimetrech, označeńı ř́ıdićıch bod̊u si zvolte):
k0: (3.5, 10), (1, 10), (0, 8.5), (1, 7), (4, 7), (6.5, 8.5), (7, 10), (5.5, 10.5), (3.5, 9.5), (2, 7.5),

(2, 4.5), (3, 3.5), (4.5, 3.5), (5.5, 4.5), (6, 6), (5.5, 4.5), (5.5, 2.5), (4.5, 1), (3, 1), (3.5, 3),
(6.5, 4), (7.5, 6);

k1: (7.5, 6), (7, 4.5), (8.5, 6);
k2: (8.5, 6), (7.5, 3.5), (8.5, 3), (9.5, 5), (10.5, 6), (12.5, 6);
k3: (12.5, 6), (10.5, 6), (9.5, 5), (9.5, 3), (11.5, 3.5), (12.5, 6);
k4: (12.5, 6), (11.5, 3.5), (12.5, 3), (14.5, 6), (16, 7.5), (16.5, 10), (16, 10.5), (15, 8.5),

(14, 3.5), (12.5, 0), (14, 0), (14, 4), (13.5, 4), (13.5, 3.5), (14.5, 3.5), (15.5, 4.5),
(16.5, 6);

k5: (16.5, 6), (15.5, 3.5), (16.5, 3), (18, 6), (19.5, 7.5), (20, 10), (19.5, 10.5), (18.5, 8.5),
(18, 6), (17.5, 3.5);

k6: (17.5, 3.5), (18, 6), (19, 6), (19.5, 5.5), (19, 4.5), (18, 4.5);
k7: (18, 4.5), (18.5, 4.5), (18.5, 4), (19, 3), (20, 5), (21, 6), (23, 6);
k8: (23, 6), (21, 6), (20, 5), (20, 3), (22, 3.5), (23, 6);
k9: (23, 6), (22, 3.5), (23, 3), (24, 5), (25, 6);
k10: (17, 7).

Je-li počet ř́ıdićıch bod̊u křivky menš́ı než 4, považujte danou křivku za Bézierovu křivku;
v opačném př́ıpadě považujte danou křivku za ukotvenou křivku.
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Obrázek 2.30: Modelováńı ṕısma
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Sestrojte krajńı body jednotlivých segment̊u všech křivek a křivky k0, . . . , k10 načrtněte. Jaký
je stupeň křivek k0, . . . , k10? Z kolika segment̊u se křivky k0, . . . , k10 skládaj́ı? S jakou spojitost́ı
jsou jednotlivé segmenty křivek k0, . . . , k10 napojeny? S jakou spojitost́ı jsou křivky k0, . . . , k10
napojeny?

Řešeńı. Na obr. 2.30 jsou nakresleny jednotlivé křivky včetně svých ř́ıdićıch polygon̊u.
Vlastńı řešeńı a odpovědi na otázky ponecháváme na čtenáři. □

■ Cvičeńı 2.28 Ř́ıdićı polygony ukotvených křivek na obr. 2.27 jsou následuj́ıćı:
a) P0 = (1, 1), P1 = (3, 1), P2 = (5, 7), P3 = (7, 1), P4 = (9, 4);
b) P0 = (4, 1), P1 = (1, 3), P2 = (1, 7), P3 = (7, 7), P4 = (7, 3), P5 = (10, 1);
c) P0 = (3, 1), P1 = (1, 3), P2 = (3, 7), P3 = (6, 1), P4 = (9, 7), P5 = (7, 7), P6 = (6, 5);
d) P0 = (4, 5), P1 = (3, 7), P2 = (1, 7), P3 = (4, 1), P4 = (7, 7), P5 = (10, 1), P6 = (8, 1),

P7 = (7, 3).

Předpokládejte, že tyto ukotvené křivky jsou složeny výhradně z Bézierových kubik. Určete
konstrukćı a výpočtem polohu ř́ıdićıch bod̊u těchto Bézierových kubik a nalezněte jejich
vektorové rovnice. Ověřte výpočtem C2 spojitost napojeńı jednotlivých Bézierových kubik,
ze kterých jsou ukotvené křivky složeny.

■ Cvičeńı 2.29 Předpokládejte, že ukotvené křivky na obr. 2.27, jejichž ř́ıdićı body jsou uve-
deny ve cvičeńı 2.28, jsou Coonsovy kubické B-spline. Určete konstrukćı polohu ř́ıdićıch bod̊u
Pi těchto Coonsových kubických B-spline. Nalezněte vektorové rovnice jednotlivých Coon-
sových kubik, ze kterých jsou Coonsovy kubické B-spline složeny a porovnejte je s vektorovými
rovnicemi Bézierových kubik z cvičeńı 2.28.

■ Cvičeńı 2.30 Inspirujte se př́ıkladem 2.16 a vytvořte pomoćı známých model̊u křivek obecného
tvaru své iniciály, př́ıpadně celé jméno a př́ıjmeńı.

2.5.3 Napojeńı ukotvených křivek

Vzhledem k tomu, že se ukotvená křivka skládá z Bézierových kubik, lze podmı́nky pro C0,
C1 a C2 spojité napojeńı dvou Bézierových křivek, které jsme odvodili v části 2.2.4, využ́ıt
a formulovat podmı́nky C0, C1 a C2 spojitého napojeńı dvou ukotvených křivek.

Uvažujme ukotvenou křivku k s ř́ıdićım polygonem P0P1 . . .Pn, k jej́ımuž koncovému bodu
chceme C0, C1 a C2 spojitě připojit ukotvenou křivku l s ř́ıdićım polygonem R0R1 . . .Rm.

Spojitost nultého řádu. Je zřejmé, že ukotvené křivky k a l budou napojeny s C0 spojitost́ı,
bude-li platit

Pn = R0, (2.53)

tj. budou-li totožné ř́ıdićı body v mı́stě napojeńı. Poloha ostatńıch ř́ıdićıch bod̊u obou ukotvených
křivek je libovolná.

Spojitost 1. řádu. Ukotvené křivky k a l budou napojeny s C1 spojitost́ı, bude-li platit
podmı́nka (2.53) a budou-li totožné tečné vektory v bodě napojeńı. Znamená to, že vektor
určený počátečńım ramenem ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky l muśı být shodný s vektorem
určeným koncovým ramenem ukotvené křivky k:

Pn −Pn−1 = R1 −R0. (2.54)

Ř́ıdićı bod Pn = R0 je potom střed úsečky Pn−1R1. Poloha ostatńıch ř́ıdićıch bod̊u obou ukot-
vených křivek je libovolná.
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Spojitost 2. řádu. Ukotvené křivky k a l budou napojeny s C2 spojitost́ı, budou-li splněny

podmı́nky (2.53) a (2.54) a bude-li vektor
−−−→
S0S1 roven čtyřnásobku vektoru

−−−−−→
Pn−1Pn:

S1 − S0 = 4(Pn −Pn−1), (2.55)

kde bod S0 je střed předposledńıho ramene Pn−2Pn−1 ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky k a bod
S1 je střed druhého ramene R1R2 ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky l, viz obr. 2.34. Poloha
ostatńıch ř́ıdićıch bod̊u obou ukotvených křivek je libovolná.

Obdobné podmı́nky plat́ı pro C0, C1 a C2 spojité napojeńı v počátečńım bodě ukotvené
křivky k, jenom muśıme respektovat opačnou orientaci ř́ıdićıch bod̊u.

■ Př́ıklad 2.17 – Napojeńı ukotvených křivek. Ukotvená křivka k je určena ř́ıdićım poly-
gonem P0 = (−5, 4), P1 = (−7, 6), P2 = (−9, 4), P3 = (−6,−2), P4 = (−3, 4), P5 = (−1, 0),
P6 = (0, 0). Ukotvená křivka l je určena R0 = (4, 0), R1 = (4, 5), R2 = (0,−5), R3 = (6,−2),
R4 = (9, 4), R5 = (7, 6), R6 = (5, 4).

Zobrazte ř́ıdićı polygony ukotvených křivek k a l. Konstrukćı určete polohu krajńıch bod̊u
jednotlivých segment̊u a křivky k, l načrtněte. Určete konstrukćı takovou polohu ř́ıdićıch bod̊u
ukotvené křivky l, abyste zajistili C0, C1 a C2 spojitost napojeńı počátečńıho bodu křivky
l na koncový bod křivky k. Modifikovaný tvar křivky l načrtněte. Které segmenty ukotvené
křivky l změńı sv̊uj tvar při modifikaci ř́ıdićıho polygonu?

Řešeńı. Na obr. 2.31 jsou zobrazeny ukotvené křivky k a l včetně svých ř́ıdićıch polygon̊u.
Krajńı body jednotlivých segment̊u jsou vyznačeny symbolem •.

Obrázek 2.31: Ukotvené křivky k, l

Ukotvená křivka l se skládá ze čtyř segment̊u. Pro zajǐstěńı C0 spojitosti je třeba podle (2.53)
změnit polohu pouze jediného ř́ıdićıho bodu R0 tak, aby R0 = (0, 0). T́ım se změńı tvar
segmentu l0, tvar ostatńıch segment̊u křivky l z̊ustane zachován, viz obr. 2.32.
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Pro zajǐstěńı C1 spojitosti je třeba, aby R0 = (0, 0) a podle (2.54) je třeba změnit polohu
ř́ıdićıho bodu R1 tak, aby R1 = (1, 0), viz obr. 2.33. T́ım se změńı tvar segment̊u l0 a l1, tvar
ostatńıch segment̊u ukotvené křivky l z̊ustává beze změn.
C2 spojitost zajist́ı poloha R0 = (0, 0), R1 = (1, 0) a dále podle (2.55) změna polohy ř́ıdićıho
bodu R2 tak, aby R2 = (3, 4), viz obr. 2.34. Nyńı se změńı tvar segment̊u l0, l1 a l2, tvar
posledńıho segmentu l3 ukotvené křivky l z̊ustane zachován.

Obrázek 2.32: Napojeńı ukotvených křivek s C0 spojitost́ı

Vı́me, že ukotvená křivka je složena z C2 spojitě napojených segment̊u. Je tedy zřejmé, že
C2 spojité napojeńı dvou ukotvených křivek lze zajistit i jedinou ukotvenou křivkou určenou
modifikovaným ř́ıdićım polygonem. Touto modifikaćı se zabývá následuj́ıćı př́ıklad.

■ Př́ıklad 2.18 – Konstrukce ř́ıdićıho polygonu ukotvené křivky složené ze dvou C2

spojitě napojených ukotvených křivek. Upravte konstrukćı ř́ıdićı polygony C2 spojitě
napojených ukotvených křivek k a l z obr. 2.34 tak, aby jejich segmenty patřily jediné ukotvené
křivce k∗. Tvar jednotlivých segment̊u i jejich spojitost muśı z̊ustat zachována.

Řešeńı. Označme P∗
i , i = 0, 1, . . . , n+m−2, ř́ıdićı body křivky k∗. Konstrukce jejich polohy

je patrná z obr. 2.35. Poloha ř́ıdićıch bod̊u P∗
0, P

∗
2, P

∗
3 a P∗

4 je shodná s polohou ř́ıdićıch bod̊u
P0, P2, P3 a P4 z obr. 2.34. Bod P∗

5 źıskáme, prodlouž́ıme-li p̊uvodńı rameno P4P5 o jednu
polovinu délky za bod P5 nebo prodlouž́ıme-li p̊uvodńı rameno R1R2 o jednu polovinu délky
za bod R1. Poloha ř́ıdićıch bod̊u P∗

6, . . . ,P
∗
10 je shodná s polohou ř́ıdićıch bod̊u R2, . . . ,R6

z obr. 2.34.

2.5.4 Ukotvená křivka v Rhinu

Uniformńı ukotvená B-spline křivka p-tého stupně s n+1 ř́ıdićımi body, kde p < n, představuje
v Rhinu (i v převážné většině CAD/CAM systémů) základńı modelovaćı nástroj, kterým lze
velmi pohodlně a intuitivně vytvářet křivky zcela obecného tvaru. Matematický popis takových
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Obrázek 2.33: Napojeńı ukotvených křivek s C1 spojitost́ı

křivek je však poměrně komplikovaný. Abychom přesto pronikli do zákonitost́ı, kterými se ř́ıd́ı
modifikace jejich tvaru, věnovali jsme se v kapitole 2 nejprve křivkám s jednoduchou analytickou
reprezentaćı a vysvětlili jsme si jejich vztah k uniformńı ukotvené B-spline křivce 3. stupně, která
je v praxi nejrozš́ı̌reněǰśı.

Při vytvářeńı křivek obecného tvaru se tedy v žádném př́ıpadě nemuśıme spoléhat jen na
metodu

”
pokus a omyl“, jej́ıž výsledky jsou nepředv́ıdatelné. Právě naopak – můžeme aplikovat

všechny poznatky o křivkách, se kterými pracujeme a využ́ıvat všechny jejich známé geometrické
vlastnosti, aby naše práce byla efektivńı a zaj́ımavá.

Ukotvená křivka 3. stupně – Př́ıkaz:Křivka zadávaná ř́ıdićımi body → Počátek křivky: v př́ıkazovém
řádku zadat stupeň 3; zadat postupně všechny ř́ıdićı body → Enter.

Poznámky:

1) Př́ıkazy pro ř́ıdićı body a ř́ıdićı polygon ukotvené křivky jsou stejné jako pro Bézierovu
křivku, viz část 2.2.5.

2) Pravidla pro modifikaci tvaru ukotvené křivky jsou stejná jako pro Bézierovu křivku,
viz část 2.2.5.

Krajńı body segment̊u ukotvené křivky – Př́ıkaz: Vı́ce bod̊u → Umı́stěńı bodu: zapnout
Uchopováńı uzl̊u, př́ıpadně vypnout Krok ; zaměřovačem pohybovat podél ukotvené křivky
a kliknout, jakmile se zobraźı u zaměřovače informace Uzel. V krajńıch bodech jednotlivých
segment̊u ukotvené křivky se nakresĺı body jako samostatné entity.

Pozor! Krajńı body jednotlivých segment̊u ukotvené křivky jsou právě ty body, které
lze uchopit režimem Uchopováńı uzl̊u. Proto ani k modifikaci tvaru ukotvené křivky ne-
použ́ıváme př́ıkazy Vložit uzel a Odstranit uzel, protože se po takovém zásahu stane
z p̊uvodně uniformńı ukotvené B-spline křivky 3. stupně neuniformńı ukotvená B-spline
křivka 3. stupně.
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Obrázek 2.34: Napojeńı ukotvených křivek s C2 spojitost́ı □

Obrázek 2.35: Řešeńı C2 spojitosti jedinou ukotvenou křivkou □

Napojováńı ukotvených křivek – Pravidla pro usnadněńı práce při konstrukci polohy ř́ıdićıch
bod̊u zajǐst’uj́ıćıch požadovanou spojitost jsou obdobná jako tomu bylo při napojováńı
Bézierových kubik (sledujme obr. 2.31, obr. 2.33 a obr. 2.34).

C0 spojitost: totožnost krajńıch bod̊u ř́ıdićıch polygon̊u zajist́ıme přemı́stěńım ř́ıdićıho
bodu R0 na obr. 2.31 do ř́ıdićıho bodu P6 se zapnutým režimem Uchopováńı koncových
bod̊u.

C1 spojitost: polohu ř́ıdićıho bodu R1 na obr. 2.33 urč́ıme jako volný koncový bod úsečky
kreslené př́ıkazem Úsečka z bodu v polovině → Střed úsečky: kliknout do bodu P6 → Konec
úsečky: kliknout do bodu P5. Tak bude společný ř́ıdićı bod P6 = R0 středem úsečky P5R1.

C2 spojitost: polohu ř́ıdićıho bodu R2 na obr. 2.34 urč́ıme následuj́ıćım postupem:

Nejprve se zapnutým nástrojem Uchopováńı koncových bod̊u nakresĺıme rameno P4P5

př́ıkazem Samostatné úsečky → Počátek úsečky → kliknout do bodu P4 → Konec úsečky:
kliknout do bodu P5.

Potom dvakrát zkoṕırujeme úsečku P5R1 (která představuje dvojnásobek vektoru
−−−→
P5P6)
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př́ıkazem Koṕırovat → Vyberte objekty ke koṕırováńı: kliknout na úsečku P5R1 → Enter
→ Výchoźı bod koṕırováńı: kliknout do boduP5 zapnout režim Uchopováńı bod̊u v polovině
objekt̊u → Ćılový bod koṕırováńı: kliknout do středu úsečky P4P5, tedy do bodu S0 →
Ćılový bod koṕırováńı: kliknout do volného koncového bodu C zkoṕırované úsečky →
Enter. Vektor

−−−→
S0S1 je nyńı čtyřnásobkem vektoru

−−−→
P5P6 a bod S1 dle obr. 2.34 určuje

střed ramene R1R2.

Nakonec urč́ıme polohu ř́ıdićıho bodu R2 jako volný koncový bod úsečky kreslené př́ıkazem
Úsečka z bodu v polovině → Střed úsečky: kliknout do bodu S1 → Konec úsečky: kliknout
do bodu R1.

Výpis struktury ukotvené křivky – Př́ıkaz: Výpis databáze objektu → Vyberte objekty pro
výpis podrobných informaćı: kliknout na ukotvenou křivku → Enter. Zobraźı se dialogové
okno Výpis, ve kterém se zobrazuj́ı podrobné informace. Pro nás jsou užitečné následuj́ıćı
informace (uvažujme např. ukotvenou křivku k z př́ıkladu 2.17):

• order = 4: křivka je 4. řádu, tedy 3. stupně,

• cv_count = 7: počet ř́ıdićıch bod̊u je 7,

• index value: výpis ř́ıdićıch bod̊u a jejich globálńıch kartézských souřadnic, např.:

index value

CV[0] (-5,4,0)

CV[1] (-7,6,0)

CV[2] (-9,4,0)

CV[3] (-6,-2,0)

CV[4] (-3,4,0)

CV[5] (-1,0,0)

CV[6] (0,0,0)

Poznámky:

1) Informace je možné z dialogového okna zkoṕırovat do schránky Windows a vložit do
výpočetńıho systému (Maple, Mathematica, . . .), kde je lze (po nezbytné editaci) použ́ıt
jako vstupńı data výpočtu.

2) Podrobné informace lze źıskat pro libovolný objekt Rhina, tedy i pro křivky, kterými
jsme se zabývali v předcházej́ıćıch částech této kapitoly.

■ Cvičeńı 2.31 V Rhinu nakreslete ř́ıdićı polygony ukotvených křivek z obr. 2.27 (vstupńı
data jsou uvedena ve cvičeńı 2.28). Určete konstrukćı polohu ř́ıdićıch bod̊u jednotlivých
Bézierových kubik, ze kterých jsou ukotvené křivky složeny, a Bézierovy kubiky nakreslete.
Zobrazte grafy křivosti Bézierových kubik.

Jinou barvou nakreslete ukotvené křivky a krajńı body jednotlivých segment̊u (se zapnutým
režimem Uchopováńı uzl̊u). Zobrazte grafy křivosti ukotvených křivek.

Porovnejte tvar Bézierových a ukotvených křivek, polohu krajńıch bod̊u segment̊u a grafy
křivosti.

■ Cvičeńı 2.32 V Rhinu vymodelujte znak @ ukotvenými křivkami podle obr. 2.29. Ř́ıdićı
body ukotvených křivek jsou následuj́ıćı:
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k∗: P∗
0 = (47, 46), P∗

1 = (29, 53), P∗
2 = (17, 31), P∗

3 = (29, 16), P∗
4 = (45, 22), P∗

5 = (47, 46),

k: P0 = (47, 46), P1 = (48, 20), P2 = (60, 16), P3 = (66, 34), P4 = (60, 58), P5 = (24, 70),

P6 = (0, 28), P7 = (20, 0), P8 = (47, 7).

Nakreslete krajńı body jednotlivých segment̊u obou ukotvených křivek a ověřte jejich polohu
konstrukćı.

■ Cvičeńı 2.33 V Rhinu nakreslete křivky k0 až k10 z př́ıkladu 2.16. Ověřte si pomoćı nástroj̊u
Rhina své odpovědi na otázky uvedené v př́ıkladu 2.16.

■ Cvičeńı 2.34 V Rhinu nakreslete uzavřený Coons̊uv kubický B-spline k, jehož ř́ıdićı body
jsou následuj́ıćı (pro stručnost zápisu uvád́ıme pouze souřadnice v mm zaokrouhlené na 3 de-
setinná mı́sta):

k: (0.360,0.000,10.176), (-0.720,3.165,9.649), (-3.184,4.938,8.306),

(-5.899,5.136,6.504), (-8.176,4.104,4.440), (-9.664,2.245,2.261),

(-9.992,0.765,0.729), (-10.000,0.000,0.000), (-9.991,-0.765,-0.729),

(-9.663,-2.244,-2.261), (-8.176,-4.104,-4.440), (-5.900,-5.136,-6.504),

(-3.184,-4.938,-8.306), (-0.720,-3.165,-9.649), (0.360,0.000,-10.176),

(-0.720,3.165,-9.649), (-3.184,4.938,-8.306), (-5.900,5.136,-6.504),

(-8.176,4.104,-4.440), (-9.664,2.245,-2.261), (-9.992,0.765,-0.729),

(-10.000,0.000,0.000), (-9.991,-0.765,0.729), (-9.666,-2.244,2.261),

(-8.176,-4.104,4.440), (-5.900,-5.136,6.504), (-3.184,-4.938,8.306),

(-0.720,-3.165,9.649), (0.360,0.000,10.176).

Z kolika segment̊u se křivka k skládá? Jaká je spojitost podél křivky k?

Vymodelujte dále kouli (př́ıkaz Koule: střed a poloměr → Střed koule: 0,0,0 → Poloměr: 10)
a válec (př́ıkaz Válec → Dolńı podstava válce: w-5,0,-15 → Poloměr: 5 → Horńı podstava
válce: w-5,0,15.)

Jaký je vztah křivky k ke kouli a válci (nepřesnosti zp̊usobené zaokrouhleńım vstupńıch dat
neuvažujte)?
Křivka k je pojmenovaná podle jednoho italského matematika a fyzika (1622-1703). Znáte
jeho jméno?

■ Cvičeńı 2.35 Realizujte cvičeńı 2.30 v Rhinu.

■ Cvičeńı 2.36 Realizujte př́ıklad 2.17 a 2.18 v Rhinu.



Kapitola 3

Modelováńı ploch

Při matematickém modelováńı ploch obecného tvaru máme v́ıce možnost́ı než tomu bylo u mo-
delováńı křivek. Kromě bod̊u mohou být plochy zadány i křivkami, které na ploše lež́ı, a dále
geometrickými podmı́nkami, které maj́ı být v zadaných bodech nebo podél zadaných křivek
splněny. Je-li plocha zadána body, hovoř́ıme o śıti bod̊u, a to v př́ıpadě aproximace o śıti ř́ıdićıch
bod̊u, nebo-li ř́ıdićı śıti, v př́ıpadě interpolace o śıti definičńıch bod̊u, nebo-li definičńı śıti. Je-
li plocha zadána křivkami, které na ploše lež́ı, hovoř́ıme o systému definičńıch křivek a vždy
vytvář́ıme interpolačńı plochu.

Plochy složitěǰśıch tvar̊u jsou zadány śıt́ı mnoha bod̊u, př́ıpadně systémem mnoha křivek. Zde
se omeźıme na podrobný výklad matematických model̊u popisuj́ıćıch jediný plát a seznámı́me se
s pravidly a zákonitostmi plátováńı, tj. napojováńı plát̊u se zajǐstěńım předem dané spojitosti.
Z interpolačńıch plát̊u se budeme věnovat těm nejjednodušš́ım, které jsou určené pouze svými
rohy nebo okraji. Z aproximačńıch plát̊u se zaměř́ıme předevš́ım na pláty určené śıt́ı s dev́ıti,
dvanácti a šestnácti ř́ıdićımi body.

3.1 Vektorová rovnice plochy

Vektorová rovnice plochy je lineárńı kombinaćı bázových funkćı, kterými jsou polynomy dvou
proměnných (u, v) ∈ [0, 1]2. Součinitelé jednotlivých bázových funkćı jsou zadaná vstupńı data –
definičńı body, okrajové křivky nebo ř́ıdićı body. Jsou-li vstupńımi daty okraje plátu, které jsou
už samy o sobě funkćı proměnné u, resp. v, jsou bázovými funkcemi pouze jednoparametrické
polynomy druhé proměnné v, resp. u.

Vzhledem ke čtvercové oblasti oboru parametrizace [0, 1]2 je logické uspořádat vstupńı data
do matice, tzv. mapy plochy M. Označme obecně Mi,j , i = 0, 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n, prvky
mapy plochy, které jsou r̊uzné podle zvoleného matematického modelu. Vždy ale obsahuj́ı tři
souřadnicové složky, tedy Mi,j = (xi,j , yi,j , zi,j), i = 0, 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n.

Dvouparametrické bázové funkce vytvoř́ıme vynásobeńım dvou jednoparametrických bázových
funkćı. Označme obecně Hi(u), u ∈ [0, 1], i = 0, 1, . . . ,m, bázovou funkci parametru u a Hj(v),
v ∈ [0, 1], j = 0, 1, . . . , n, bázovou funkci parametru v. Ve výsledné lineárńı kombinaci bude
prvek Mi,j součinitelem dvouparametrické bázové funkce Hi,j(u, v) vytvořené součinem jedno-
parametrických bázových funkćı př́ıslušných index̊u, tedy

Hi,j(u, v) = Hi(u)Hj(v), (u, v) ∈ [0, 1]2, i = 0, 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n. (3.1)

Ř́ıkáme, že bázová funkce Hi,j(u, v) je asociována s prvkem Mi,j .

V definićıch matematických model̊u ploch určených v́ıce vstupńımi daty budeme upřednostňovat
maticovou formu vektorové rovnice plochy, kterou dostaneme, uspořádáme-li jednoparametrické

83
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bázové funkce do vektor̊u

H(u) = (H0(u), H1(u), . . . ,Hm(u)) , HT(v) = (H0(v), H1(v), . . . ,Hn(v))
T ,

kterými zleva a zprava vynásob́ıme mapu plochy, tj.

P(u, v) = H(u) ·M ·H(v) =

= (H0(u), H1(u), . . . ,Hm(u)) ·


M0,0 M0,1 . . . M0,n

M1,0 M1,1 . . . M1,n

...
...

...

Mm,0 Mm,1 . . . Mm,n

 ·


H0(v)

H1(v)
...

Hn(v)

 ,

(u, v) ∈ [0, 1]2. (3.2)

Roznásobeńım matic dostáváme vektorovou rovnici plochy ve formě lineárńı kombinace bázových
funkćı

P(u, v) = H0(u)H0(v)M0,0+H0(u)H1(v)M0,1+ . . .+Hm(u)Hn(v)Mm,n, (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.3)

Tuto formu vektorové rovnice plochy použijeme v př́ıpadě ploch určených méně vstupńımi daty.
Pokud je vstupńıch dat v́ıce, je lineárńı kombinace bázových funkćı nepřehledná, a proto v těchto
př́ıpadech použijeme již zmı́něnou maticovou formu.

V literatuře se často vyjadřuje vektorová rovnice také ve formě dvou sumaćı

P(u, v) =
m∑
i=0

n∑
j=0

Hi(u)Hj(v)Mi,j , (u, v) = [0, 1]2, (3.4)

kterou zde ale použ́ıvat nebudeme.
Všechny tři formy vektorové rovnice – maticová, lineárńı kombinace bázových funkćı i vyjádřená

sumacemi – jsou ekvivalentńı.
Parametrické vyjádřeńı plochy dostaneme, pokud za vstupńı data Mi,j dosad́ıme konkrétńı

souřadnicové složky xi,j , yi,j , zi,j (v maticové formě):

x(u, v) = (H0(u), H1(u), . . . ,Hm(u)) ·


x0,0 x0,1 . . . x0,n

x1,0 x1,1 . . . x1,n
...

...
...

xm,0 xm,1 . . . xm,n

 ·


H0(v)

H1(v)
...

Hn(v)

 , (u, v) ∈ [0, 1]2,

y(u, v) = (H0(u), H1(u), . . . ,Hm(u)) ·


y0,0 y0,1 . . . y0,n

y1,0 y1,1 . . . y1,n
...

...
...

ym,0 ym,1 . . . ym,n

 ·


H0(v)

H1(v)
...

Hn(v)

 , (u, v) ∈ [0, 1]2,

z(u, v) = (H0(u), H1(u), . . . ,Hm(u)) ·


z0,0 z0,1 . . . z0,n

z1,0 z1,1 . . . z1,n
...

...
...

zm,0 zm,1 . . . zm,n

 ·


H0(v)

H1(v)
...

Hn(v)

 , (u, v) ∈ [0, 1]2,

a provedeme př́ıslušné úkony, tj. vynásob́ıme matice a uprav́ıme výrazy. Máme-li souřadnicové
funkce, můžeme sestavit vektorovou rovnici plochy P(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).
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3.2 Př́ımková přechodová plocha

Přechodová plocha interpoluje dva zadané protilehlé okraje – křivky, jejichž analytickou repre-
zentaćı je vektorová funkce jedné proměnné. Př́ımkovou přechodovou plochu, jej́ıž analytickou re-
prezentaćı je vektorová funkce dvou proměnných, dostaneme lineárńı interpolaćı mezi zadanými
okraji. Lineárńı interpolace mezi zadanými okraji znamená, že urč́ıme body okraj̊u odpov́ıdaj́ıćı
stejné hodnotě parametru a tyto body spoj́ıme úsečkami. Množina všech těchto úseček tvoř́ı
př́ımkovou přechodovou plochu.

Nadále budeme použ́ıvat následuj́ıćı stručné označeńı pro zadané rohy a okraje plátu:

P0,0, P0,1, P1,0, P1,1 . . . zadané rohy plátu P(0, 0), P(0, 1), P(1, 0), P(1, 1),

P0(u), P1(u), P0(v), P1(v) . . . zadané okraje plátu P(u, 0), P(u, 1), P(0, v), P(1, v).

■ Definice 3.1 Př́ımková přechodová plocha. Necht’ jsou dány okraje ve směru u, které
jsou tvořeny jednosegmentovými křivkami P0(u) a P1(u), u ∈ [0, 1]. Potom je př́ımková
přechodová plocha určená okraji ve směru u tvořena jediným plátem s vektorovou rovnićı

P(u, v) = (1− v)P0(u) + vP1(u), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.5)

Zadané okraje jsou funkćı u, proto jsou bázové funkce jednoparametrické lineárńı polynomy
proměnné v: 1− v a v.
Podobně, necht’ jsou dány okraje ve směru v, které jsou tvořeny jednosegmentovými křivkami
P0(v) a P1(v), v ∈ [0, 1]. Potom je př́ımková přechodová plocha určená okraji ve směru
v tvořena jediným plátem, jehož vektorová rovnice je

P(u, v) = (1− u)P0(v) + uP1(v), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.6)

Zadané okraje jsou funkćı v, proto jsou bázové funkce jednoparametrické lineárńı polynomy
proměnné u: 1− u a u. □

■ Př́ıklad 3.1 – Př́ımková přechodová plocha určená okraji ve směru u. Jsou dány
okraje P0(u) = (2u, 0,−u2 + 2), P1(u) = (2u, 2, 2u2 − 4u+ 2), u ∈ [0, 1].

Nalezněte parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici př́ımkové přechodové plochy P(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2. Dále nalezněte vektorovou rovnici tečných vektor̊u Pu(u, v), Pv(u, v) para-
metrických křivek a zkrutu Puv(u, v). Pro hodnoty parametr̊u u, v = 0, 1 určete rohy plátu,
okraje plátu, tečné vektory parametrických křivek v roźıch plátu a zkruty v roźıch plátu.

Řešeńı. Souřadnicové funkce x(u, v), y(u, v), z(u, v) plochy P(u, v) dostaneme, dosad́ıme-li
do (3.5) př́ıslušné souřadnicové funkce zadaných okraj̊u:

x(u, v) = (1− v) · 2u+ v · 2u = 2u,

y(u, v) = (1− v) · 0 + v · 2 = 2v,

z(u, v) = (1− v)(−u2 + 2) + v(2u2 − 4u+ 2) = 3u2v − u2 − 4uv + 2, (u, v) ∈ [0, 1]2.

Vektorová rovnice př́ımkové přechodové plochy je

P(u, v) = (2u, 2v, 3u2v − u2 − 4uv + 2), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.7)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.7), dostaneme rohy plátu

P(0, 0) = (0, 0, 2), P(0, 1) = (0, 2, 2), P(1, 0) = (2, 0, 1), P(1, 1) = (2, 2, 0).

Dosad́ıme-li u = 0, u = 1, v = 0, v = 1 do (3.7), dostaneme okraje plátu



86 MODELOVÁNÍ PLOCH

P(u, 0) = (2u, 0,−u2 + 2), u ∈ [0, 1] . . . . . . . . . . zadaný okraj P0(u),
P(u, 1) = (2u, 2, 2u2 − 4u+ 2), u ∈ [0, 1] . . . . . . zadaný okraj P1(u),
P(0, v) = (0, 2v, 2), v ∈ [0, 1] . . . . . . . . . . . . . . . . . úsečka v rovině x = 0,
P(1, v) = (2, 2v,−v + 1), v ∈ [0, 1] . . . . . . . . . . . . úsečka v rovině x = 2.

Na obr. 3.1 a) jsou nakresleny zadané okraje, výsledná př́ımková přechodová plocha (3.7) je
nakreslena na obr. 3.1 b).

a) Zadáńı b) Výsledná plocha

Obrázek 3.1: Př́ımková přechodová plocha určená okraji ve směru u

Vektorová rovnice tečných vektor̊u parametrických křivek je dle (1.42) a (1.43)

Pu(u, v) = (2, 0, 6uv − 2u− 4v), (u, v) ∈ [0, 1]2,

Pv(u, v) = (0, 2, 3u2 − 4u), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.8)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.8), dostaneme tečné vektory v roźıch plátu

Pu(0, 0) = (2, 0, 0), Pu(0, 1) = (2, 0,−4), Pu(1, 0) = (2, 0,−2), Pu(1, 1) = (2, 0, 0),

Pv(0, 0) = (0, 2, 0), Pv(0, 1) = (0, 2, 0), Pv(1, 0) = (0, 2,−1), Pv(1, 1) = (0, 2,−1).

Vektorová rovnice zkrutu je dle (1.49)

Puv(u, v) = (0, 0, 6u− 4), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.9)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.9), dostaneme zkruty v roźıch plátu

Puv(0, 0) = (0, 0,−4), Puv(0, 1) = (0, 0,−4), Puv(1, 0) = (0, 0, 2), Puv(1, 1) = (0, 0, 2).

Na obr. 3.2 a) jsou nakresleny tečné vektory (3.8) parametrických křivek a na obr. 3.2 b) jsou
nakresleny zkruty (3.9) v několika bodech př́ımkové přechodové plochy (3.7). Pro zachováńı
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a) Tečné vektory parametrických křivek b) Zkruty

Obrázek 3.2: Př́ımková přechodová plocha určená okraji ve směru u □

čitelnosti obrázku je délka nakreslených vektor̊u zkrácena (délka tečných vektor̊u na 1/5,
délka zkrut̊u na 1/3 své skutečné délky).
Dvojice tečných vektor̊u parametrických křivek v každém bodě plochy určuje tečnou rovinu
v tomto bodě. Zkrut potom mı́ru odchýleńı plochy od tečné roviny, tedy křivost plochy.

■ Př́ıklad 3.2 – Př́ımková přechodová plocha určená okraji ve směru v. Jsou dány
okraje P0(v) = (0, 2v, 4v2 − 4v + 2), P1(v) = (2, 2v, v2 − 2v + 1), v ∈ [0, 1].

Nalezněte parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici př́ımkové přechodové plochy P(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2. Dále nalezněte vektorovou rovnici tečných vektor̊u Pu(u, v), Pv(u, v) para-
metrických křivek a zkrutu Puv(u, v). Pro hodnoty parametr̊u u, v = 0, 1 určete rohy plátu,
okraje plátu, tečné vektory parametrických křivek v roźıch plátu a zkruty v roźıch plátu.

Řešeńı. Souřadnicové funkce x(u, v), y(u, v), z(u, v) plochy P(u, v) dostaneme, dosad́ıme-li
do (3.6) př́ıslušné souřadnicové funkce zadaných okraj̊u:

x(u, v) = (1− u) · 0 + u · 2 = 2u,

y(u, v) = (1− u) · 2v + u · 2v = 2v,

z(u, v) = (1− u)(4v2 − 4v + 2) + u(v2 − 2v + 1) =

= −3uv2 + 2uv − u+ 4v2 − 4v + 2, (u, v) ∈ [0, 1]2.

Vektorová rovnice př́ımkové přechodové plochy je

P(u, v) = (2u, 2v,−3uv2 + 2uv − u+ 4v2 − 4v + 2), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.10)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.10), dostaneme rohy plátu

P(0, 0) = (0, 0, 2), P(0, 1) = (0, 2, 2), P(1, 0) = (2, 0, 1), P(1, 1) = (2, 2, 0).

Dosad́ıme-li u = 0, u = 1, v = 0, v = 1 do (3.10), dostaneme okraje plátu
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P(u, 0) = (2u, 0,−u+ 2), u ∈ [0, 1] . . . . . . . . . . . úsečka v rovině y = 0,
P(u, 1) = (2u, 2,−2u+ 2), u ∈ [0, 1] . . . . . . . . . . úsečka v rovině y = 2,
P(0, v) = (0, 2v, 4v2 − 4v + 2), v ∈ [0, 1] . . . . . . zadaný okraj P0(v),
P(1, v) = (2, 2v, v2 − 2v + 1), v ∈ [0, 1] . . . . . . . zadaný okraj P1(v).

Na obr. 3.3 a) jsou nakresleny zadané okraje, výsledná př́ımková přechodová plocha (3.10)
je nakreslena na obr. 3.3 b).

a) Zadáńı b) Výsledná plocha

Obrázek 3.3: Př́ımková přechodová plocha určená okraji ve směru v

Vektorová rovnice tečných vektor̊u parametrických křivek je dle (1.42) a (1.43)

Pu(u, v) = (2, 0,−3v2 + 2v − 1), (u, v) ∈ [0, 1]2,

Pv(u, v) = (0, 2,−6uv + 2u+ 8v − 4), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.11)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.11), dostaneme tečné vektory v roźıch plátu

Pu(0, 0) = (2, 0,−1), Pu(0, 1) = (2, 0,−2), Pu(1, 0) = (2, 0,−1), Pu(1, 1) = (2, 0,−2),

Pv(0, 0) = (0, 2,−4), Pv(0, 1) = (0, 2, 4), Pv(1, 0) = (0, 2,−2), Pv(1, 1) = (0, 2, 0).

Vektorová rovnice zkrutu je dle (1.49)

Puv(u, v) = (0, 0,−6v + 2), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.12)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.12), dostaneme zkruty v roźıch plátu

Puv(0, 0) = (0, 0, 2), Puv(0, 1) = (0, 0,−4), Puv(1, 0) = (0, 0, 2), Puv(1, 1) = (0, 0,−4).

Na obr. 3.4 a) jsou nakresleny tečné vektory (3.11) parametrických křivek a na obr. 3.4 b)
jsou nakresleny zkruty (3.12) v několika bodech př́ımkové přechodové plochy (3.10). Pro
zachováńı čitelnosti obrázku je délka nakreslených vektor̊u zkrácena (délka tečných vektor̊u
na 1/5, délka zkrut̊u na 1/3 své skutečné délky). □
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a) Tečné vektory parametrických křivek b) Zkruty

Obrázek 3.4: Př́ımková přechodová plocha určená okraji ve směru v

3.2.1 Vlastnosti př́ımkové přechodové plochy

Př́ımo z definice 3.1, ale i z obrázk̊u př́ımkových přechodových ploch v př́ıkladech 3.1 a 3.2
vyplývaj́ı následuj́ıćı geometrické vlastnosti př́ımkové přechodové plochy:

• Př́ımková přechodová plocha interpoluje zadané okraje.

• Okraje ve směru v př́ımkové přechodové plochy určené okraji ve směru u jsou úsečky.
Okraje ve směru u př́ımkové přechodové plochy určené okraji ve směru v jsou úsečky.

3.2.2 Plátováńı – pláty z př́ımkové přechodové plochy

S ohledem na vlastnosti př́ımkové přechodové plochy je zřejmé, že pomoćı plát̊u z př́ımkové
přechodové plochy určené okraji ve směru u lze zajistit pouze C0 spojité plátováńı ve směru v.
Spojitost plátováńı ve směru u je závislá na typu souřadnicových funkćı daných okraj̊u ve
směru u. Naopak, pomoćı plát̊u z př́ımkové přechodové plochy určené okraji ve směru v lze
zajistit pouze C0 spojité plátováńı ve směru u. Spojitost plátováńı ve směru v je závislá na typu
souřadnicových funkćı daných okraj̊u ve směru v.

■ Cvičeńı 3.1 Jsou dány okraje

P0(u) = (3u, 0, 7u3 − 12u2 + 3u+ 2), P1(u) = (3u, 3, 3u3 − 9u2 + 6u), u ∈ [0, 1].

Nalezněte parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici př́ımkové přechodové plochy P(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2. Dále nalezněte vektorovou rovnici tečných vektor̊u Pu(u, v), Pv(u, v) para-
metrických křivek a zkrutu Puv(u, v). Pro hodnoty parametr̊u u, v = 0, 1 určete rohy plátu,
okraje plátu, tečné vektory parametrických křivek v roźıch plátu a zkruty v roźıch plátu.

■ Cvičeńı 3.2 Jsou dány okraje

P0(v) = (0, 3v,−2v3 + 2), P1(v) = (3, 3v,−3v3 + 3v2), v ∈ [0, 1].
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Nalezněte parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici př́ımkové přechodové plochy P(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2. Dále nalezněte vektorovou rovnici tečných vektor̊u Pu(u, v), Pv(u, v) para-
metrických křivek a zkrutu Puv(u, v). Pro hodnoty parametr̊u u, v = 0, 1 určete rohy plátu,
okraje plátu, tečné vektory parametrických křivek v roźıch plátu a zkruty v roźıch plátu.

3.2.3 Př́ımková přechodová plocha v Rhinu

Před vytvořeńım př́ımkové přechodové plochy je třeba mı́t nakreslené dva okraje. Vzhledem
k tomu, že směr parametru v př́ımkové přechodové plochy v Rhinu je vždy podél zadaných
okraj̊u a směr u je vždy podél úseček, lze vytvořit pouze př́ımkovou přechodovou plochu určenou
okraji ve směru v. Pokud si ale uvědomı́me, že okraji mohou být v prostoru libovolně umı́stěné
dvě rovinné nebo prostorové křivky, viz př́ıklad 3.3, nejsme touto skutečnost́ı při modelováńı
př́ımkových přechodových ploch nijak omezeni.

Př́ımková přechodová plocha – Př́ıkaz: Plocha ze 2, 3 nebo 4 hraničńıch křivek → Vy-
berte 2, 3 nebo 4 hraničńı křivky: kliknout na oba okraje → Enter. Nakresĺı se př́ımková
přechodová plocha určená danými okraji.

Poznámka: Orientace vytvořené př́ımkové přechodové plochy je dána systémem. Snadno
ji zjist́ıme postupem uvedeným pod heslem Bod plochy P(α, β), viz část 1.4.1, když
zvoĺıme α ̸= β, viz př́ıklad 3.3.

■ Př́ıklad 3.3 Př́ımková přechodová plocha v Rhinu. Jsou dány ř́ıdićı polygony dvou
prostorových Bézierových kubikP0(v) aP1(v), v ∈ [0, 1], které tvoř́ı okraje př́ımkové přechodové
plochy.

V Rhinu nakreslete obě Bézierovy kubiky a de Casteljau algoritmem1 na nich sestrojte
body pro v = 1

2 . Vytvořte př́ımkovou přechodovou plochu. Na př́ımkové přechodové ploše
nakreslete body pro hodnoty parametr̊u u = 0, v = 0, 0.2, . . . , 1 a v = 0, u = 0, 0.2, . . . , 1 a
jimi procházej́ıćı parametrické křivky.

Řešeńı proved’te pro následuj́ıćı varianty ř́ıdićıch polygon̊u Bézierových kubik:

a) P0(v): V0 = (1, 0, 1), V1 = (2, 1, 1), V2 = (3, 0, 0), V3 = (4, 1, 0),

P1(v): W0 = (0, 3, 2), W1 = (0, 4, 1), W2 = (2, 3, 0), W3 = (3, 4,−1),

b) P0(v): V0 = (−1, 4, 1), V1 = (−2, 2, 2), V2 = (−1, 1,−1), V3 = (−1, 0, 2),

P1(v): W0 = (3, 0, 3), W1 = (5, 1, 0), W2 = (4, 3,−1), W3 = (2, 1,−1).

Řešeńı. Na obr. 3.5 a) je zobrazena př́ımková přechodová plocha určená prostorovými
Bézierovými kubikami ze zadáńı a), na obr. 3.5 b) je zobrazena př́ımková přechodová plocha
určená prostorovými Bézierovými kubikami ze zadáńı b). Parametrické křivky pro u, v = 1

2 ,
které se v Rhinu zobrazuj́ı automaticky, jsou vyznačeny středně tlustou čarou, body na
okraj́ıch sestrojené de Casteljau algoritmem jsou vyznačeny symbolem •.
Ř́ıdićı polygony okrajových Bézierových kubik ani konstrukce pomoćı de Casteljau algoritmu
neńı z d̊uvod̊u zachováńı čitelnosti obrázku nakreslena.

1De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na prostorové Bézierově křivce prob́ıhá naprosto stejně jako na
rovinné Bézierově křivce.
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a) b)

Obrázek 3.5: Př́ımková přechodová plocha v Rhinu □

■ Cvičeńı 3.3 K plátu z př́ımkové přechodové plochy podle zadáńı a) i b) v př́ıkladu 3.3
připojte dva daľśı pláty z př́ımkové přechodové plochy, které budou mı́t společný vždy jeden
okraj ve směru u; okraje ve směru v jsou Bézierovy kubiky. Konstrukćı určete polohu ř́ıdićıch
bod̊u těchto Bézierových kubik tak, abyste zajistili

a) C0 spojité napojeńı podél obou okraj̊u ve směru v,

b) C1 spojité napojeńı podél obou okraj̊u ve směru v,

c) C2 spojité napojeńı podél obou okraj̊u ve směru v.

Souřadnice ř́ıdićıch bod̊u Bézierových kubik, jejichž poloha požadovanou spojitost neovlivńı,
vhodně zvolte. Nakreslete parametrické v-křivky připojených plát̊u (se zapnutým režimem
Uchopováńı koncových bod̊u. Požadovanou spojitost ověřte grafem křivosti parametrických
křivek a zebř́ımi pruhy.

3.3 Plocha hyperbolického paraboloidu

Plocha hyperbolického paraboloidu je interpolačńı plocha tvořená jediným plátem, který je
lineárńı interpolaćı mezi čtyřmi zadanými body – rohy plátu.

■ Definice 3.2 – Plocha hyperbolického paraboloidu. Necht’ jsou dány rohy plátu P0,0,
P0,1, P1,0 a P1,1. Potom je plocha hyperbolického paraboloidu tvořena jediným plátem, jehož
vektorová rovnice je následuj́ıćı

P(u, v) = (1− u)(1− v)P0,0 + (1− u)vP0,1 + u(1− v)P1,0 + uvP1,1, (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.13)

Bázové funkce jsou dvouparametrické polynomy, které dostaneme vynásobeńım jednopara-
metrických lineárńıch polynomů. □

■ Př́ıklad 3.4 – Plocha hyperbolického paraboloidu. Jsou dány rohy plátu P0,0 =
(0, 0, 2), P0,1 = (0, 2, 2), P1,0 = (2, 0, 1), P1,1 = (2, 2, 0).
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Nalezněte parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici plochy hyperbolického paraboloidu
P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2. Dále nalezněte vektorovou rovnici tečných vektor̊u Pu(u, v), Pv(u, v)
parametrických křivek a zkrutu Puv(u, v). Pro hodnoty parametr̊u u, v = 0, 1 určete rohy
plátu, okraje plátu, tečné vektory parametrických křivek v roźıch plátu a zkruty v roźıch
plátu.

Řešeńı. Souřadnicové funkce x(u, v), y(u, v), z(u, v) plochy P(u, v) dostaneme, dosad́ıme-li
do (3.13) př́ıslušné souřadnice zadaných roh̊u:

x(u, v) = (1− u)(1− v) · 0 + (1− u)v · 0 + u(1− v) · 2 + uv · 2 = 2u,

y(u, v) = (1− u)(1− v) · 0 + (1− u)v · 2 + u(1− v) · 0 + uv · 2 = 2v,

z(u, v) = (1− u)(1− v) · 2 + (1− u)v · 2 + u(1− v) · 1 + uv · 0 =

= −uv − u+ 2, (u, v) ∈ [0, 1]2.

Vektorová rovnice plochy hyperbolického paraboloidu je

P(u, v) = (2u, 2v,−uv − u+ 2), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.14)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.14), dostaneme rohy plátu

P(0, 0) = (0, 0, 2) . . . zadaný roh P0,0,

P(0, 1) = (0, 2, 2) . . . zadaný roh P0,1,

P(1, 0) = (2, 0, 1) . . . zadaný roh P1,0,

P(1, 1) = (2, 2, 0) . . . zadaný roh P1,1.

Dosad́ıme-li u = 0, u = 1, v = 0, v = 1 do (3.14), dostaneme okraje plátu

P(u, 0) = (2u, 0,−u+ 2), u ∈ [0, 1] . . . . . úsečka v rovině y = 0,
P(u, 1) = (2u, 2,−2u+ 2), u ∈ [0, 1] . . . . úsečka v rovině y = 2,
P(0, v) = (0, 2v, 2), v ∈ [0, 1] . . . . . . . . . . . . úsečka v rovině x = 0,
P(1, v) = (2, 2v,−v + 1), v ∈ [0, 1] . . . . . . úsečka v rovině x = 2.

Na obr. 3.6 a) jsou nakresleny zadané rohy plátu, výsledná plocha hyperbolického parabo-
loidu (3.14) je nakreslena na obr. 3.6 b).
Vektorová rovnice tečných vektor̊u parametrických křivek je dle (1.42) a (1.43)

Pu(u, v) = (2, 0,−v − 1), (u, v) ∈ [0, 1]2,

Pv(u, v) = (0, 2,−u), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.15)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.15), dostaneme tečné vektory parametrických křivek v roźıch
plátu

Pu(0, 0) = (2, 0,−1), Pu(0, 1) = (2, 0,−2), Pu(1, 0) = (2, 0,−1), Pu(1, 1) = (2, 0,−2),

Pv(0, 0) = (0, 2, 0), Pv(0, 1) = (0, 2, 0), Pv(1, 0) = (0, 2,−1), Pv(1, 1) = (0, 2,−1).

Vektorová rovnice zkrutu je dle (1.49)

Puv(u, v) = (0, 0,−1), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.16)

Podle (3.16) je zkrut konstantńı v celém plátu, tedy i v jeho roźıch. Konstantńı zkrut znamená,
že odchylka plochy od tečné roviny je ve všech bodech plochy stejná.
Na obr. 3.7 a) jsou nakresleny tečné vektory (3.15) parametrických křivek a na obr. 3.7 b) jsou
nakresleny zkruty (3.16) v několika bodech plochy hyperbolického paraboloidu (3.14). Pro
zachováńı čitelnosti obrázku je délka nakreslených vektor̊u zkrácena (délka tečných vektor̊u
na 1/5, délka zkrut̊u na 1/3 své skutečné délky).
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a) Zadáńı b) Výsledná plocha

Obrázek 3.6: Plocha hyperbolického paraboloidu

a) Tečné vektory parametrických křivek b) Zkruty

Obrázek 3.7: Plocha hyperbolického paraboloidu □

3.3.1 Vlastnosti plochy hyperbolického paraboloidu

Z principu vytvořeńı plochy hyperbolického paraboloidu jako lineárńı interpolace mezi čtyřmi
body vyplývaj́ı následuj́ıćı geometrické vlastnosti:

• Plocha hyperbolického paraboloidu interpoluje zadané rohy plátu.

• Parametrické křivky obou soustav jsou úsečky, proto jsou i všechny čtyři okraje úsečky.

• Plocha hyperbolického paraboloidu je totožná s př́ımkovou přechodovou plochou, jsou-li
zadané okraje př́ımkové přechodové plochy úsečky.
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3.3.2 Plátováńı – pláty z plochy hyperbolického paraboloidu

Plocha hyperbolického paraboloidu se nehod́ı k vytvářeńı segmentovaných ploch složitého tvaru
zadaných śıt́ı definičńıch bod̊u, nebot’ v obou směrech umožňuje pouze C0 spojité plátováńı.

■ Cvičeńı 3.4 Jsou dány rohy plátu

P0,0 = (0, 0, 2), P0,1 = (0, 3, 0), P1,0 = (3, 0, 0), P1,1 = (3, 3, 0).

Nalezněte parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici plochy hyperbolického paraboloidu
P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2. Dále nalezněte vektorovou rovnici tečných vektor̊u Pu(u, v), Pv(u, v)
parametrických křivek a zkrutu Puv(u, v). Pro hodnoty parametr̊u u, v = 0, 1 určete rohy
plátu, okraje plátu, tečné vektory parametrických křivek v roźıch plátu a zkruty v roźıch
plátu.

3.3.3 Plocha hyperbolického paraboloidu v Rhinu

Plocha hyperbolického paraboloidu – Př́ıkaz: Plocha ze 3 nebo 4 rohových bod̊u → Prvńı
roh plochy: postupně zadat všechny 4 rohy → Enter. Nakresĺı se plocha hyperbolického
paraboloidu.

Poznámky:

1) Rohy je třeba zadat např. v pořad́ı P0,0, P0,1, P1,1, P1,0 (tedy po obvodu čtyřúhelńıka),
aby nevznikla překroucená plocha.

2) Směr a orientace parametr̊u na ploše je určena systémem. Tyto informace zjist́ıme
postupem uvedeným pod heslem Bod plochy P(α, β), viz část 1.4.1, když zvoĺıme α ̸= β.

■ Cvičeńı 3.5 VRhinu vytvořte plochy hyperbolického paraboloidu z př́ıkladu 3.4 a ze cvičeńı 3.4.
Na ploše hyperbolického paraboloidu nakreslete body pro hodnoty parametr̊u
u = 0, v = 0, 0.2, . . . , 1 a v = 0, u = 0, 0.2, . . . , 1 a jimi procházej́ıćı parametrické křivky.

3.4 Coonsova bilineárńı plocha

Coonsova bilineárńı plocha je interpolačńı plocha tvořená jediným plátem, který interpoluje
čtyři zadané okraje se společnými krajńımi body v roźıch plátu. S ohledem na tuto podmı́nku
považujeme rohy plátu za součást zadáńı, i když jejich souřadnice většinou vypočteme dosazeńım
krajńıch hodnot oboru parametrizace do zadaných vektorových rovnic okrajových křivek.

■ Definice 3.3 – Coonsova bilineárńı plocha.Necht’ jsou dány okrajeP0(u),P1(u),P0(v),
P1(v), které maj́ı společné krajńı body v roźıch plátu P0,0, P0,1, P1,0, P1,1. Vektorová rovnice
Coonsovy bilineárńı plochy je

P(u, v) = (1− u, 1, u) ·


−P0,0 P0(v) −P0,1

P0(u) 0 P1(u)

−P1,0 P1(v) −P1,1

 ·


1− v

1

v

 , (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.17)

■ Př́ıklad 3.5 – Coonsova bilineárńı plocha. Jsou dány okraje:

P0(u) = (2u, 0,−u2 + 2), P1(u) = (2u, 2, 2u2 − 4u+ 2), u ∈ [0, 1],

P0(v) = (0, 2v, 4v2 − 4v + 2), P1(v) = (2, 2v, v2 − 2v + 1), v ∈ [0, 1].
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Nalezněte parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici Coonsovy bilineárńı plochy P(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2. Dále nalezněte vektorovou rovnici tečných vektor̊u Pu(u, v), Pv(u, v) para-
metrických křivek a zkrutu Puv(u, v). Pro hodnoty parametr̊u u, v = 0, 1 určete rohy plátu,
okraje plátu, tečné vektory parametrických křivek v roźıch plátu a zkruty v roźıch plátu.

Řešeńı. Nejprve vypočteme rohy plátu tak, že bud’ do vektorových rovnic okraj̊u P0(u),
P1(u) dosad́ıme u = 0, 1 nebo do vektorových rovnic okraj̊u P0(v), P1(v) dosad́ıme v = 0, 1.
V obou př́ıpadech dostaneme následuj́ıćı rohy plátu:

P0,0 = (0, 0, 2), P0,1 = (0, 2, 2), P1,0 = (2, 0, 1), P1,1 = (2, 2, 0),

které jsou součást́ı vstupńıch dat Coonsovy bilineárńı plochy. Výpočet souřadnic roh̊u plátu
můžeme považovat za kontrolu, zda zadané okraje skutečně maj́ı společné krajńı body v roźıch
plátu.

Souřadnicové funkce x(u, v), y(u, v), z(u, v) plochy P(u, v) dostaneme, dosad́ıme-li do (3.17)
př́ıslušné souřadnice vypočtených roh̊u a př́ıslušné souřadnicové funkce zadaných okraj̊u:

x(u, v) = (1− u, 1, u) ·


0 0 0

2u 0 2u

−2 2 −2

 ·


1− v

1

v

 = 2u,

y(u, v) = (1− u, 1, u) ·


0 2v −2

0 0 2

0 2v −2

 ·


1− v

1

v

 = 2v,

z(u, v) = (1− u, 1, u) ·


−2 4v2 − 4v + 2 −2

−u2 + 2 0 2u2 − 4u+ 2

−1 v2 − 2v + 1 0

 ·


1− v

1

v

 =

= 3u2v − u2 − 3uv2 − uv + 4v2 − 4v + 2, (u, v) ∈ [0, 1]2.

Vektorová rovnice Coonsovy bilineárńı plochy tedy je

P(u, v) = (2u, 2v, 3u2v − u2 − 3uv2 − uv + 4v2 − 4v + 2), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.18)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.18), dostaneme rohy plátu

P(0, 0) = (0, 0, 2) . . . roh P0,0,

P(0, 1) = (0, 2, 2) . . . roh P0,1,

P(1, 0) = (2, 0, 1) . . . roh P1,0,

P(1, 1) = (2, 2, 0) . . . roh P1,1.

Dosad́ıme-li u = 0, u = 1, v = 0, v = 1 do (3.18), dostaneme okraje plátu

P(u, 0) = (2u, 0,−u2 + 2), u ∈ [0, 1] . . . . . . . . . . zadaný okraj P0(u),
P(u, 1) = (2u, 2, 2u2 − 4u+ 2), u ∈ [0, 1] . . . . . . zadaný okraj P1(u),
P(0, v) = (0, 2v, 4v2 − 4v + 2), v ∈ [0, 1] . . . . . . zadaný okraj P0(v),
P(1, v) = (2, 2v, v2 − 2v + 1), v ∈ [0, 1] . . . . . . . zadaný okraj P1(v).
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a) Zadáńı b) Výsledná plocha

Obrázek 3.8: Coonsova bilineárńı plocha

Na obr. 3.8 a) jsou nakresleny zadané okraje a rohy plátu, výsledná Coonsova bilineárńı
plocha je nakreslena na obr. 3.8 b).

Vektorová rovnice tečných vektor̊u parametrických křivek je dle (1.42) a (1.43)

Pu(u, v) = (2, 0, 6uv − 2u− 3v2 − v), (u, v) ∈ [0, 1],

Pv(u, v) = (0, 2, 3u2 − 6uv − u+ 8v − 4), (u, v) ∈ [0, 1]. (3.19)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.19), dostaneme tečné vektory parametrických křivek v roźıch
plátu

Pu(0, 0) = (2, 0, 0), Pu(0, 1) = (2, 0,−4), Pu(1, 0) = (2, 0,−2), Pu(1, 1) = (2, 0, 0),

Pv(0, 0) = (0, 2,−4), Pv(0, 1) = (0, 2, 4), Pv(1, 0) = (0, 2,−2), Pv(1, 1) = (0, 2, 0).

Vektorová rovnice zkrutu je dle (1.49)

Puv(u, v) = (0, 0, 6u− 6v − 1), (u, v) ∈ [0, 1]. (3.20)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.20), dostaneme zkruty v roźıch plátu

Puv(0, 0) = (0, 0,−1), Puv(0, 1) = (0, 0,−7), Puv(1, 0) = (0, 0, 5), Puv(1, 1) = (0, 0,−1).

Na obr. 3.9 a) jsou nakresleny tečné vektory (3.19) parametrických křivek a na obr. 3.9 b) jsou
nakresleny zkruty (3.20) v několika bodech Coonsovy bilineárńı plochy (3.18). Pro zachováńı
čitelnosti obrázku je délka nakreslených vektor̊u zkrácena (délka tečných vektor̊u na 1/5,
délka zkrut̊u na 1/3 své skutečné délky).
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a) Tečné vektory parametrických křivek b) Zkruty

Obrázek 3.9: Coonsova bilineárńı plocha □

3.4.1 Vlastnosti Coonsovy bilineárńı plochy

Následuj́ıćı geometrické vlastnosti Coonsovy bilineárńı plochy vyplývaj́ı z definice 3.3 a jsou
patrné z př́ıklad̊u 3.1, 3.2, 3.4 a 3.5, viz také část 3.4.2.

• Coonsova bilineárńı plocha interpoluje všechny čtyři zadané okraje.

• Coonsova bilineárńı plocha interpoluje rohy plátu.

Při speciálńıch okraj́ıch Coonsovy bilineárńı plochy je zřejmé, že:

• Př́ımková přechodová plocha určená okraji ve směru u je totožná s Coonsovou bilineárńı
plochou, jej́ıž zadané okraje ve směru v jsou úsečky.

• Př́ımková přechodová plocha určená okraji ve směru v je totožná s Coonsovou bilineárńı
plochou, jej́ıž zadané okraje ve směru u jsou úsečky.

• Plocha hyperbolického paraboloidu je totožná s Coonsovou bilineárńı plochou, jej́ıž všechny
čtyři zadané okraje jsou úsečky.

3.4.2 Odvozeńı vektorové rovnice Coonsovy bilineárńı plochy

Poněkud zvláštńı tvar mapy Coonsovy bilineárńı plochy i bázových funkćı v definici 3.3 bude
zřejmý, pokud si uvědomı́me, že Coonsova bilineárńı plocha je zadána nejen dvěma dvojicemi
protilehlých okraj̊u, kterými jsou určeny dvě př́ımkové přechodové plochy, ale ještě rohy plátu,
kterými je určena plocha hyperbolického paraboloidu. Označme

S(u, v) = (1− v)P0(u) + vP1(u), (u, v) ∈ [0, 1]2

př́ımkovou přechodovou plochu určenou okraji Coonsovy bilineárńı plochy ve směru u,

T(u, v) = (1− u)P0(v) + uP1(v), (u, v) ∈ [0, 1]2



98 MODELOVÁNÍ PLOCH

př́ımkovou přechodovou plochu určenou okraji Coonsovy bilineárńı plochy ve směru v a

R(u, v) = (1− u)(1− v)P0,0 + (1− u)vP0,1 + u(1− v)P1,0 + uvP1,1, (u, v) ∈ [0, 1]2

plochu hyperbolického paraboloidu určenou rohy Coonsovy bilineárńı plochy.
Sečteme-li obě př́ımkové přechodové plochy S(u, v)+T(u, v), viz obr. 3.10, dostaneme plochu,

která kromě Coonsovy bilineárńı plochy určené okraji obsahuje nav́ıc plochu hyperbolického
paraboloiduR(u, v) určenou rohy plátu. Důvodem je

”
zdvojeńı“ roh̊u, ke kterému docháźı proto,

že zadané okraje maj́ı společné body v roźıch a obor parametrizace každého z okraj̊u je [0, 1], tj.
včetně roh̊u. Coonsovu bilineárńı plochu P(u, v) tedy dostaneme, pokud od součtu př́ımkových
přechodových ploch nadbytečnou plochu hyperbolického paraboloidu určenou zdvojenými rohy
odečteme:

P(u, v) = S(u, v) +T(u, v)−R(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.21)

P(u, v) = S(u, v) + T(u, v) − R(u, v)

Obrázek 3.10: K odvozeńı vektorové rovnice Coonsovy bilineárńı plochy

Ověřeńı provedeme jednoduše – vynásob́ıme matice v rov. (3.17) a dostaneme

P(u, v) = (1− v)P0(u) + vP1(u)︸ ︷︷ ︸
S(u,v)

+(1− u)P0(v) + uP1(v)︸ ︷︷ ︸
T(u,v)

−

−[(1− u)(1− v)P0,0 + (1− u)vP0,1 + u(1− v)P1,0 + uvP1,1︸ ︷︷ ︸
R(u,v)

] =

= S(u, v) +T(u, v)−R(u, v), (u, v) = [0, 1]2.

3.4.3 Plátováńı – pláty z Coonsovy bilineárńı plochy

Coonsova bilineárńı plocha se k plátováńı př́ılǐs nehod́ı, nebot’ automaticky zajǐst’uje pouze C0

spojitost podél napojovaného okraje, a to i v př́ıpadě, kdy souřadnicové funkce všech okrajových
křivek umožňuj́ı spojitost vyšš́ı, viz př́ıklad 3.7. Přesto jsou pláty z Coonsovy bilineárńı plochy
z praktického hlediska nesmı́rně d̊uležité, nebot’ situace, kdy máme zadané právě okrajové křivky
(nebo o nich máme dostatek informaćı, abychom je mohli matematicky modelovat), je velmi
častá. V daľśım textu se setkáme s řadou př́ıklad̊u využit́ı plát̊u z Coonsovy bilineárńı plochy
určené speciálńımi okraji k vytvořeńı segmentované C2 spojité plochy složitého obecného tvaru.

■ Cvičeńı 3.6 Podle vstupńıch dat určete typ zadané plochy P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, a na-
lezněte jej́ı parametrické (př́ıpadně explicitńı) vyjádřeńı a vektorovou rovnici. Určete para-
metrické křivky P(u, 12), P(12 , v) a bod P(12 ,

1
2).
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V kosoúhlém promı́táńı (ω = 135, q = 2
√
2 : 3, jednotka = 6 cm) načrtněte okrajové křivky

P0(u), P1(u), P0(v), P1(v), parametrické křivky P(u, 12), P(12 , v) a zobrazte bod P(12 ,
1
2).

Řešeńı proved’te pro následuj́ıćı varianty zadaných okraj̊u:

a) P0(u) = (u, 0, 1− u), P1(u) = (u, 1, 0),

P0(v) = (0, v, 1− v), P1(v) = (1, v, 0),

b) P0(u) = (u, 0, 1− u2), P1(u) = (u, 1, 0),

P0(v) = (0, v, 1− v), P1(v) = (1, v, 0),

c) P0(u) = (u, 0, 1− u), P1(u) = (u, 1, 0),

P0(v) = (0, v, 1− v2), P1(v) = (1, v, 0),

d) P0(u) = (u, 0, 1), P1(u) = (u, 1, 0),

P0(v) = (0, v, 1− v2), P1(v) = (1, v, v2 − 2v + 1),

e) P0(u) = (u, 0, 1− u2),

P1(u) = (u, 1, 0),

P0(v) = (0, v, 1− v2),

P1(v) = (1, v, 0),

f) P0(u) = (u, 0, u2),

P1(u) = (u, 1, u2 − 2u+ 1),

P0(v) = (0, v, v2),

P1(v) = (1, v, v2 − 2v + 1).

■ Cvičeńı 3.7 Využijte zadáńı i řešeńı př́ıklad̊u 3.1, 3.2 a 3.4 a nalezněte vektorovou rov-
nici Coonsovy bilineárńı plochy podle (3.21). Výsledek ověřte nalezeńım vektorové rovnice
Coonsovy bilineárńı plochy podle definice (3.3).

3.4.4 Coonsova bilineárńı plocha v Rhinu

Před vytvořeńım Coonsovy bilineárńı plochy je třeba mı́t nakreslené čtyři okraje, kterými mohou
být i prostorové křivky. Okraje muśı mı́t společné krajńı body v roźıch budoućıho plátu.

Coonsova bilineárńı plocha – Př́ıkaz: Plocha ze 2, 3 nebo 4 hraničńıch křivek → Vyberte 2,
3 nebo 4 křivky: kliknout na okraje v tomto pořad́ı: P0(v), P1(v), P0(u), P1(u) → Enter.
Vytvoř́ı se Coonsova bilineárńı plocha určená zadanými okraji.

Poznámky:

1) Pokud dodrž́ıme pořad́ı zadávaných okraj̊u, má vytvořená plocha směr i orientaci obou
parametr̊u podle očekáváńı, viz př́ıklad 3.6.

2) Coonsova bilineárńı plocha se vytvoř́ı i tehdy, pokud zadáme okraje v libovolném pořad́ı.
V takovém př́ıpadě je však směr i orientace parametr̊u u a v na ploše určena systémem.
Tyto informace lze zjistit postupem uvedeným pod heslem Bod plochy P(α, β), viz
část 1.4.1, když zvoĺıme α ̸= β.

■ Př́ıklad 3.6 Coonsova bilineárńı plocha v Rhinu. Coonsova bilineárńı plocha je dána
ř́ıdićımi polygony okrajových Bézierových kubik:

P0(u): V0,0 = (0, 0, 2), V1,0 = (1, 0, 0), V2,0 = (2, 0, 0), V3,0 = (3, 0, 1),

P1(u): V0,3 = (0, 3, 1), V1,3 = (1, 3, 0), V2,3 = (2, 3, 1), V3,3 = (3, 3, 1),

P0(v): V0,0 = (0, 0, 2), V0,1 = (0, 1, 2), V0,2 = (0, 2, 0), V0,3 = (0, 3, 1),

P1(v): V3,0 = (3, 0, 1), V3,1 = (3, 1, 0), V3,2 = (3, 2, 1), V3,3 = (3, 3, 1).

V Rhinu nakreslete jednotlivé okraje a vytvořte Coonsovu bilineárńı plochu, nakreslete body
pro hodnoty parametr̊u u = 0, v = 0, 0.2, . . . , 1 a v = 0, u = 0, 0.2, . . . , 1 a jimi procházej́ıćı
parametrické křivky.

Řešeńı. Na obr. 3.11 je zobrazena Coonsova bilineárńı plocha. Parametrické křivky pro
u, v = 1

2 , které se zobrazuj́ı automaticky, jsou vyznačeny středně tlustou čarou.
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Obrázek 3.11: Coonsova bilineárńı plocha určená okrajovými Bézierovými kubikami □

■ Př́ıklad 3.7 – Plátováńı – pláty z Coonsovy bilineárńı plochy. K plátu z Coonsovy
bilineárńı plochy P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, z př́ıkladu 3.6 připojte v kladném směru osy y daľśı
plát z Coonsovy bilineárńı plochy R(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, jehož okraje jsou rovinné Bézierovy
kubiky. Konstrukćı určete polohu ř́ıdićıch bod̊u Bézierových kubik R0(v) a R1(v) tak, abyste
zajistili C2 spojitost napojeńı těchto okraj̊u. Společný okraj obou plát̊u je R0(u) = P1(u),
volný okraj R1(u) plátu R(u, v) je úsečka v rovině (x, y).

Na připojeném plátu nakreslete navazuj́ıćı parametrické v-křivky (se zapnutým režimem
Uchopováńı koncových bod̊u), body pro hodnoty parametr̊u u = 0, v = 0, 0.2, . . . , 1 a parame-
trické u-křivky procházej́ıćı těmito body. Analyzujte spojitost napojeńı plát̊u zebř́ımi pruhy
a grafy křivost́ı navazuj́ıćıch parametrických v-křivek i okraj̊u plát̊u.

Jaká je spojitost napojeńı plát̊u podél společného okraje P1(u) = R0(u)?

Řešeńı. Na obr. 3.12 a) jsou zobrazeny oba pláty včetně ř́ıdićıch polygon̊u okrajových
křivek, nakreslených bod̊u pro zadané hodnoty parametr̊u a jimi procházej́ıćıch paramet-
rických křivek. I když jsou navazuj́ıćı okraje P0(v), R0(v) a P1(v), R1(v) napojeny s C2

spojitost́ı, je dosažená spojitost napojených plát̊u podél společného okraje P1(u) = R0(u)
pouze nultého řádu, jak je patrné z pr̊uběhu zebř́ıch pruh̊u na obr. 3.12 b). Grafy křivosti
okrajových a parametrických křivek na plochách nejsou zobrazeny.

Neschopnost zajistit C2 spojitost podél společného okraje dvou plát̊u z Coonsovy bilineárńı
plochy, se kterou jsme se setkali v př́ıkladu 3.7, lze skutečně považovat za velice závažnou
překážku při vytvářeńı složitých ploch obecného tvaru, u kterých je zmı́něná spojitost vyžadována.
Určitým možnostem odstraněńı tohoto nedostatku se budeme věnovat v části 3.5.5.
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a) Okrajové a parametrické křivky b) Kontrola spojitosti zebř́ımi pruhy

Obrázek 3.12: Plátováńı pláty z Coonsovy bilineárńı plochy □

Pokud si ale uvědomı́me, že samotné pláty z Coonsovy bilineárńı plochy P(u, v) i R(u, v)
určené okrajovými Bézierovými kubikami jsou C2 spojité v celém oboru parametrizace
(u, v) ∈ [0, 1]2 jak lze usuzovat z tvaru zebř́ıch pruh̊u (a matematicky snadno ověřit), př́ımo
se nab́ıźı následuj́ıćı řešeńı: Spoj́ıme-li Bézierovy kubiky P0(v), v ∈ [0, 1], a R0(v), v ∈ [0, 1],
do jediné křivky S0(v), v ∈ [0, 1], můžeme tuto segmentovanou křivku považovat za jeden
z okraj̊u nového plátu z Coonsovy bilineárńı plochy S(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2. Rovněž tak spoj́ıme-
li Bézierovy kubiky P1(v), v ∈ [0, 1], a R1(v), v ∈ [0, 1], do jediné křivky S1(v), v ∈ [0, 1],
můžeme tuto segmentovanou křivku považovat za daľśı z okraj̊u plátu S(u, v). Zbývaj́ıćı dva
okraje plátu S(u, v) ve směru u budou totožné s p̊uvodńımi okraji plát̊u P(u, v) i R(u, v) takto:
S0(u) = P0(u), S1(u) = R1(u).

Matematicky bychom
”
spojeńı dvou křivek do jediné křivky“ zajistili změnou parametrizace

p̊uvodńıch křivek, což přesahuje rámec tohoto učebńıho textu. My provedeme požadované spojeńı
př́ıslušných okraj̊u v Rhinu (viz př́ıklad 3.8) př́ıkazem Spojit → Vyberte objekty pro spojeńı:
kliknout na okrajové křivky, které maj́ı být spojeny → Enter. Zadané křivky vytvoř́ı jedinou
entitu, jejich tvar se nezměńı.

Podrobněji se Coonsovým bilineárńım plochám s okrajovými segmentovanými křivkami bu-
deme věnovat v části 3.6.

■ Př́ıklad 3.8 Coonsova bilineárńı plocha určená okrajovými segmentovanými křivkami.
Uvažujte zadáńı z př́ıkladu 3.7. Spojeńım okraj̊u P0(v) a R0(v) vytvořte okraj S0(v), spo-
jeńım okraj̊u P1(v), R1(v) vytvořte okraj S1(v). Pro zbývaj́ıćı okraje plat́ı: S0(u) = P0(u),
S1(u) = R1(u).

Vytvořte Coonsovu bilineárńı plochu S0(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2. Nakreslete body pro hod-
noty parametr̊u u = 0, v = 0, 0.2, . . . , 1 a v = 0, u = 0, 0.2, . . . , 1 a parametrické křivky
procházej́ıćı těmito body. Analyzujte spojitost napojeńı plát̊u zebř́ımi pruhy a grafy křivost́ı
parametrických křivek i okraj̊u plát̊u.
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Řešeńı. Na obr. 3.13 a) je zobrazen plát S(u, v) včetně ř́ıdićıch polygon̊u okrajových křivek,
nakreslených bod̊u pro zadané hodnoty parametr̊u a jimi procházej́ıćıch parametrických
křivek. Jak lze usuzovat z pr̊uběhu zebř́ıch pruh̊u na obr. 3.13 b), je celá plocha C2 spo-
jitá. Grafy křivosti okrajových a parametrických křivek na ploše nejsou zobrazeny.

a) Okrajové a parametrické křivky b) Kontrola spojitosti zebř́ımi pruhy

Obrázek 3.13: Coonsova bilineárńı plocha určená okrajovými segmentovanými křivkami □

Je třeba si však uvědomit, že p̊uvodńı společný okraj P1(u) = R0(u) z př́ıkladu 3.7 na ploše
S(u, v) v př́ıkladu 3.8 už nelež́ı. V obr. 3.13 a) je tento okraj vyznačen tlustou tečkovanou čarou.
Tvarová odchylka ploch vytvořených v př́ıkladech 3.7 a 3.8 je minimálńı, rozd́ıl v dosažené
spojitosti však značný. Tento zp̊usob řešeńı voĺıme v takových př́ıpadech, kdy C2 spojitost
výsledné plochy má z praktického hlediska větš́ı význam než přesná interpolace všech zadaných
okraj̊u.

■ Cvičeńı 3.8 K plátu z Coonsovy bilineárńı plochy P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, z př́ıkladu 3.6
připojte v kladném směru osy x daľśı plát z Coonsovy bilineárńı plochy R(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2, jehož okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Konstrukćı určete polohu ř́ıdićıch
bod̊u Bézierových kubik R0(u) a R1(u) tak, abyste zajistili C2 spojitost napojeńı těchto
okraj̊u. Společný okraj obou plát̊u je R0(v) = P1(v), volný okraj R1(v) plátu R(u, v) je
úsečka v rovině (x, y).

Na připojeném plátu nakreslete navazuj́ıćı parametrické u-křivky (se zapnutým režimem
Uchopováńı koncových bod̊u), body pro hodnoty parametr̊u u = 0, 0.2, . . . , 1, v = 0 a parame-
trické v-křivky procházej́ıćı těmito body. Analyzujte spojitost napojeńı plát̊u zebř́ımi pruhy
a grafy křivost́ı navazuj́ıćıch parametrických u-křivek i okraj̊u plát̊u.

Jaká je spojitost napojeńı plát̊u podél společného okraje P1(v) = R0(v)?

■ Cvičeńı 3.9 Uvažujte zadáńı z cvičeńı 3.8. Spojeńım okraj̊u P0(u) a R0(u) vytvořte okraj
S0(u), spojeńım okraj̊u P1(u), R1(u) vytvořte okraj S1(u). Pro zbývaj́ıćı okraje plat́ı:
S0(v) = P0(v), S1(v) = R1(v).
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Vytvořte Coonsovu bilineárńı plochu S0(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2. Nakreslete body pro hod-
noty parametr̊u u = 0, v = 0, 0.2, . . . , 1 a u = 0, 0.2, . . . , 1, v = 0 a parametrické křivky
procházej́ıćı těmito body. Analyzujte spojitost napojeńı plát̊u zebř́ımi pruhy a grafy křivost́ı
parametrických křivek i okraj̊u plát̊u.

3.5 Bézierova plocha

Bézierova plocha je plocha určená śıt́ı (m + 1) × (n + 1) ř́ıdićıch bod̊u Vi,j , i = 0, 1, . . . ,m,
j = 0, 1, . . . , n, uspořádaných do mapy plochy:

M =


V0,0 V0,1 . . . V0,n

V1,0 V1,1 . . . V1,n

...
...

...

Vm,0 Vm,1 . . . Vm,n

 . (3.22)

Ř́ıdićı body jsou uspořádány ve dvou směrech – ve směru parametru u do sloupc̊u a ve směru
parametru v do řádk̊u. Bézierova plocha tuto śıt’ aproximuje jediným plátem.

Ř́ıdićı body V0,0, V0,n, Vm,0, Vm,n nazýváme rohy śıtě, spojnici dvou po sobě následuj́ıćıch
ř́ıdićıch bod̊u v řádku nebo ve sloupci nazýváme rameno, čtyřúhelńık tvořený čtyřmi sousedńımi
ř́ıdićımi body Vi,jVi,j+1Vi+1,jVi+1,j+1, i = 0, 1, . . . ,m− 1, j = 0, 1, . . . , n− 1, nazýváme okem
śıtě, polygony Vi,0Vi,1 . . .Vi,n, i = 0, 1, . . . ,m, nazýváme řádkové ř́ıdićı polygony, polygony
V0,jV1,j . . .Vm,j , j = 0, 1, . . . , n, nazýváme sloupcové ř́ıdićı polygony. Řádkové i sloupcové ř́ıdićı
polygony určené prvńım a posledńım řádkem, resp. sloupcem ř́ıdićıch bod̊u nazýváme okrajové
ř́ıdićı polygony.

■ Definice 3.4 – Bézierova plocha. Necht’ je dána mapa plochy (3.22). Vektorová rovnice
Bézierovy plochy je

P(u, v) = B(u) ·M ·B(v), (u, v) ∈ [0, 1]2, (3.23)

kde B(u) = (B0,m(u), B1,m(u), . . . , Bm,m(u)), resp. BT(v) = (B0,n(v), B1,n(v), . . . , Bn,n(v))
T

jsou vektory bázových funkćı – Bernsteinových polynomů. Bi,m(u), i = 0, 1, . . . ,m, resp.
Bj,n(v), j = 0, 1, . . . , n, jsou Bernsteinovy polynomy m-tého, resp. n-tého stupně

Bi,m(u) =
( m
i
)
ui(1− u)m−i, u ∈ [0, 1], i = 0, . . . ,m,

resp.
Bj,n(v) =

( n
j
)
vj(1− v)n−j , v ∈ [0, 1], j = 0, . . . , n.

□

Bézierova plocha je tedy tvořena jediným plátem, jehož analytickou reprezentaćı je po-
lynomiálńı vektorová funkce dvou proměnných: m-tého stupně proměnné u a n-tého stupně
proměnné v. Je-li mapa M (3.22) čtvercová matice, je stupeň obou proměnných stejný. V ta-
kovém př́ıpadě rozlǐsujeme Bézierovu plochu bilineárńı (m = n = 1, ř́ıdićı śıt’ je tvořena čtyřmi
ř́ıdićımi body), bikvadratickou (m = n = 2, ř́ıdićı śıt’ je tvořena dev́ıti ř́ıdićımi body) a bikubic-
kou (m = n = 3, ř́ıdićı śıt’ je tvořena šestnácti ř́ıdićımi body). Bézierovými plochami určenými
vyšš́ım počtem ř́ıdićıch bod̊u se zde nebudeme zabývat, nebot’ jejich využit́ı v praxi je minimálńı.

Je-li mapa M (3.22) obdélńıková matice, je stupeň obou proměnných r̊uzný. V takovém
př́ıpadě může být Bézierova plocha např. kvadraticko-kubická (m = 2, n = 3, ř́ıdićı śıt’ je
tvořena dvanácti ř́ıdićımi body uspořádanými do tř́ı řádk̊u a čtyř sloupc̊u), apod.
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■ Př́ıklad 3.9 – Bézierova bilineárńı plocha. Je dána mapa Bézierovy plochy

M =

(
V0,0 V0,1

V1,0 V1,1

)
=

(
(0, 0, 1) (0, 3, 0)

(2, 0, 0) (2, 3, 1)

)
.

Nalezněte parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici Bézierovy plochy P(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2. Dále nalezněte vektorovou rovnici tečných vektor̊u Pu(u, v), Pv(u, v) pa-
rametrických křivek a zkrutu Puv(u, v). Pro hodnoty parametr̊u u, v = 0, 1 určete rohy plátu,
okraje plátu, tečné vektory parametrických křivek v roźıch plátu a zkruty v roźıch plátu.

Řešeńı. Bézierova plocha je určena śıt́ı obsahuj́ıćı 2×2 ř́ıdićı body, viz obr. 3.14 a). Do (3.23)
tedy dosad́ıme lineárńı Bernsteinovy polynomy Bi,1(u), i = 0, 1, a Bj,1(v), j = 0, 1. Výsledná
plocha bude bilineárńı. Souřadnicové funkce x(u, v), y(u, v), z(u, v) této plochy dostaneme,
dosad́ıme-li do (3.23) př́ıslušné souřadnice ř́ıdićıch bod̊u.

x(u, v) = (B0,1(u), B1,1(u)) ·

(
0 0

2 2

)
·

(
B0,1(v)

B1,1(v)

)
= (1− u, u) ·

(
0 0

2 2

)
·

(
1− v

v

)
= 2u,

y(u, v) = (B0,1(u), B1,1(u)) ·

(
0 3

0 3

)
·

(
B0,1(v)

B1,1(v)

)
= (1− u, u) ·

(
0 3

0 3

)
·

(
1− v

v

)
= 3v,

z(u, v) = (B0,1(u), B1,1(u)) ·

(
1 0

0 1

)
·

(
B0,1(v)

B1,1(v)

)
= (1− u, u) ·

(
1 0

0 1

)
·

(
1− v

v

)
=

= 2uv − u− v + 1, (u, v) ∈ [0, 1]2.

Vektorová rovnice Bézierovy bilineárńı plochy je

P(u, v) = (2u, 3v, 2uv − u− v + 1), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.24)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.24), dostaneme rohy plátu

P(0, 0) = (0, 0, 1) . . . zadaný ř́ıdićı bod V0,0,
P(0, 1) = (0, 3, 0) . . . zadaný ř́ıdićı bod V0,1,
P(1, 0) = (2, 0, 0) . . . zadaný ř́ıdićı bod V1,0,
P(1, 1) = (2, 3, 1) . . . zadaný ř́ıdićı bod V1,1.

Dosad́ıme-li u = 0, u = 1, v = 0, v = 1 do (3.24), dostaneme okraje plátu

P(u, 0) = (2u, 0,−u+ 1), u ∈ [0, 1] . . . . . úsečka V0,0V1,0,
P(u, 1) = (2u, 3, u), u ∈ [0, 1] . . . . . . . . . . . úsečka V0,1V1,1,
P(0, v) = (0, 3v,−v + 1), v ∈ [0, 1] . . . . . . úsečka V0,0V0,1,
P(1, v) = (2, 3v, v), v ∈ [0, 1] . . . . . . . . . . . úsečka V1,0V1,1.

Vektorová rovnice tečných vektor̊u parametrických křivek je

Pu(u, v) = (2, 0, 2v − 1), (u, v) ∈ [0, 1]2, Pv(u, v) = (0, 3, 2u− 1), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.25)

Dosad́ıme-li do (3.25) u, v = 0, 1, dostaneme tečné vektory v roźıch plátu

Pu(0, 0) = (2, 0,−1), Pu(0, 1) = (2, 0, 1), Pu(1, 0) = (2, 0,−1), Pu(1, 1) = (2, 0, 1),

Pv(0, 0) = (0, 3,−1), Pv(0, 1) = (0, 3,−1), Pv(1, 0) = (0, 3, 1), Pv(1, 1) = (0, 3, 1).
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a) Zadáńı b) Výsledná plocha

c) Tečné vektory parametrických křivek d) Zkruty

Obrázek 3.14: Bézierova bilineárńı plocha

Vektorová rovnice zkrutu je

Puv(u, v) = (0, 0, 2), (u, v) ∈ [0, 1]2, (3.26)

což znamená, že zkrut je konstantńı v celém plátu, tedy i v jeho roźıch.

Na obr. 3.14 a) jsou nakresleny zadané ř́ıdićı body, výsledná Bézierova bilineárńı plocha je
nakreslena na obr. 3.14 b). Na obr. 3.14 c) jsou nakresleny tečné vektory (3.25) parametrických
křivek a na obr. 3.14 d) jsou nakresleny zkruty (3.26) v několika bodech Bézierovy bilineárńı
plochy (3.24). Pro zachováńı čitelnosti obrázku je délka nakreslených vektor̊u zkrácena (délka
tečných vektor̊u na 1/5, délka zkrut̊u na 1/3 své skutečné délky). □
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3.5.1 Bézierova plocha určená śıt́ı nad jednotkovou čtvercovou mř́ıžkou

Ve většině daľśıch př́ıklad̊u v této části budeme uvažovat pouze takové Bézierovy plochy, jejichž
ř́ıdićı body lež́ı nad vrcholy jednotkových čtverc̊u v rovině (x, y), tedy určené śıt́ı nad jednot-
kovou čtvercovou mř́ıžkou. T́ım se zjednoduš́ı výpočet souřadnicových funkćı x(u, v) a y(u, v).
Předpokládejme, že ř́ıdićı śıt’ je umı́stěna v prvńım oktantu souřadného systému. Potom má
mapa Bézierovy plochy tvar

M =


V0,0 V0,1 . . . V0,n

V1,0 V1,1 . . . V1,n

...
...

...

Vm,0 Vm,1 . . . Vm,n

 =


(0, 0, z0,0) (0, 1, z0,1) . . . (0, n, z0,n)

(1, 0, z1,0) (1, 1, z1,1) . . . (1, n, z1,n)
...

...
...

(m, 0, zm,0) (m, 1, zm,1) . . . (m,n, zm,n)

 .

Pro x-ovou a y-ovou souřadnicovou funkci dostáváme

x(u, v) = (B0,m(u), B1,m(u), . . . , Bm,m(u)) ·


0 0 . . . 0

1 1 . . . 1
...

...
...

m m . . . m

 ·


B0,n(v)

B1,n(v)
...

Bn,n(v)

 =

= mu, (u, v) ∈ [0, 1]2,

y(u, v) = (B0,m(u), B1,m(u), . . . , Bm,m(u)) ·


0 1 . . . n

0 1 . . . n
...

...
...

0 1 . . . n

 ·


B0,n(v)

B1,n(v)
...

Bn,n(v)

 =

= nv, (u, v) ∈ [0, 1]2,

jak se můžeme snadno přesvědčit dosazeńım Bernsteinových polynomů pro libovolné m i n.

Vektorová rovnice Bézierovy plochy určené śıt́ı nad jednotkovou čtvercovou mř́ıžkou je

P(u, v) = (mu, nv, z(u, v)), (u, v) ∈ [0, 1]2, (3.27)

a jej́ı nalezeńı se redukuje na určeńı souřadnicové funkce z(u, v).

■ Př́ıklad 3.10 – Bézierova bikvadratická plocha. Je dána mapa Bézierovy plochy

M =

 V0,0 V0,1 V0,2

V1,0 V1,1 V1,2

V2,0 V2,1 V2,2

 =

 (0, 0, 2) (0, 1, 1) (0, 2, 3)

(1, 0, 3) (1, 1, 0) (1, 2, 0)

(2, 0, 1) (2, 1, 0) (2, 2, 0)

 .

Nalezněte parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici Bézierovy plochy P(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2. Dále nalezněte vektorovou rovnici tečných vektor̊u Pu(u, v), Pv(u, v) pa-
rametrických křivek a zkrutu Puv(u, v). Pro hodnoty parametr̊u u, v = 0, 1 určete rohy plátu,
okraje plátu, tečné vektory parametrických křivek v roźıch plátu a zkruty v roźıch plátu.

Řešeńı. Bézierova plocha je určena śıt́ı nad jednotkovou čtvercovou mř́ıžkou, viz obr. 3.15 a),
obsahuj́ıćı 3×3 ř́ıdićı body. Do (3.23) tedy dosad́ıme Bernsteinovy polynomy 2. stupně Bi,2(u),
i = 0, 1, 2, a Bj,2(v), j = 0, 1, 2. Výsledná plocha bude bikvadratická.
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Souřadnicové funkce jsou x(u, v) = 2u, y(u, v) = 2v a

z(u, v) = (B0,2(u), B1,2(u), B2,2(u)) ·

 2 1 3

3 0 0

1 0 0

 ·

B0,2(v)

B1,2(v)

B2,2(v)

 =

=
(
(1− u)2, 2u(1− u), u2

)
·

 2 1 3

3 0 0

1 0 0

 ·

 (1− v)2

2v(1− v)

v2

 =

= −2u2v2 + 8u2v − 8uv − 3u2 + 2u+ 3v2 − 2v + 2, (u, v) ∈ [0, 1]2.

Vektorová rovnice Bézierovy bikvadratické plochy, tečných vektor̊u parametrických u-křivek,
tečných vektor̊u parametrických v-křivek a zkrutu je

P(u, v) = (2u, 2v,−2u2v2 + 8u2v − 8uv − 3u2 + 2u+ 3v2 − 2v + 2),

(u, v) ∈ [0, 1]2, (3.28)

Pu(u, v) = (2, 0,−4uv2 + 16uv − 6u− 8v + 2), (u, v) ∈ [0, 1]2, (3.29)

Pv(u, v) = (0, 2,−4u2v + 8u2 − 8u+ 6v − 2), (u, v) ∈ [0, 1]2, (3.30)

Puv(u, v) = (0, 0,−8uv + 16u− 8), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.31)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.28), (3.29), (3.30) a (3.31), dostaneme rohy plátu, tečné vektory
parametrických u-křivek v roźıch plátu, tečné vektory parametrických v-křivek v roźıch plátu
a zkruty v roźıch plátu, viz následuj́ıćı tabulka.

u = 0, v = 0 u = 0, v = 1 u = 1, v = 0 u = 1, v = 1

P(u, v) (0, 0, 2) (0, 2, 3) (2, 0, 1) (2, 2, 0)

Pu(u, v) (2, 0, 2) (2, 0,−6) (2, 0,−4) (2, 0, 0)

Pv(u, v) (0, 2,−2) (0, 2, 4) (0, 2,−2) (0, 2, 0)

Puv(u, v) (0, 0,−8) (0, 0,−8) (0, 0, 8) (0, 0, 0)

Všimněme si, že rohy plátu P(0, 0), P(0, 1), P(1, 0) a P(1, 1) jsou zadané ř́ıdićı body V0,0,
V0,2, V2,0 a V2,2 – rohy ř́ıdićı śıtě. Dosad́ıme-li u = 0, u = 1, v = 0, v = 1 do (3.28),
dostaneme okraje plátu

P(u, 0) = (2u, 0,−3u2 + 2u+ 2), u ∈ [0, 1],

P(u, 1) = (2u, 2, 3u2 − 6u+ 3), u ∈ [0, 1],

P(0, v) = (0, 2v, 3v2 − 2v + 2), v ∈ [0, 1],

P(1, v) = (2, 2v, v2 − 2v + 1), v ∈ [0, 1],

což jsou Bézierovy křivky 2. stupně určené okrajovými polygony śıtě ř́ıdićıch bod̊u.

Na obr. 3.15 a) je nakreslena zadaná ř́ıdićı śıt’, výsledná Bézierova bikvadratická plocha je
nakreslena na obr. 3.15 b). Na obr. 3.15 c) jsou nakresleny tečné vektory (3.29) a (3.30)
parametrických křivek a na obr. 3.15 d) jsou nakresleny zkruty (3.31) v několika bodech
plochy (3.28). Pro zachováńı čitelnosti obrázku je délka nakreslených vektor̊u zkrácena na
1/5 své skutečné délky.
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a) Ř́ıdićı śıt’ b) Výsledná plocha

c) Tečné vektory parametrických křivek d) Zkruty

Obrázek 3.15: Bézierova bikvadratická plocha
□

■ Př́ıklad 3.11 – Bézierova kvadraticko-kubická plocha. Je dána mapa Bézierovy plochy

M =

 V0,0 V0,1 V0,2 V0,3

V1,0 V1,1 V1,2 V1,3

V2,0 V2,1 V2,2 V2,3

 =

 (0, 0, 5) (0, 1, 5) (0, 2, 2) (0, 3, 5)

(1, 0, 2) (1, 1, 1) (1, 2, 0) (1, 3, 2)

(2, 0, 5) (2, 1, 2) (2, 2, 2) (2, 3, 2)

 .

Nalezněte parametrické vyjádřeńı a vektorovou rovnici Bézierovy plochy P(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2. Dále nalezněte vektorovou rovnici tečných vektor̊u Pu(u, v), Pv(u, v) pa-
rametrických křivek a zkrutu Puv(u, v). Pro hodnoty parametr̊u u, v = 0, 1 určete rohy plátu,
okraje plátu, tečné vektory parametrických křivek v roźıch plátu a zkruty v roźıch plátu.
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Řešeńı. Bézierova plocha je určena śıt́ı nad jednotkovou čtvercovou mř́ıžkou, viz obr. 3.16 a),
obsahuj́ıćı 3×4 ř́ıdićı body. Do (3.23) tedy dosad́ıme Bernsteinovy polynomy 2. stupně Bi,2(u),
i = 0, 1, 2, a Bernsteinovy polynomy 3. stupně Bj,3(v), j = 0, 1, 2, 3. Výsledná plocha bude
kvadraticko-kubická.

Souřadnicové funkce jsou x(u, v) = 2u, y(u, v) = 3v a

z(u, v) = (B0,2(u), B1,2(u), B2,2(u)) ·

 5 5 2 5

2 1 0 2

5 2 2 2

 ·


B0,3(v)

B1,3(v)

B2,3(v)

B3,3(v)

 =

=
(
(1− u)2, 2u(1− u), u2

)
·

 5 5 2 5

2 1 0 2

5 2 2 2

 ·


(1− v)3

3v(1− v)2

3v2(1− v)

v3

 =

= −3u2v + 6u2 − 12uv3 + 18uv2 − 6uv − 6u+ 9v3 − 9v2 + 5, (u, v) ∈ [0, 1]2.

Vektorová rovnice Bézierovy bilineárńı plochy, tečných vektor̊u parametrických u-křivek,
tečných vektor̊u parametrických v-křivek a zkrutu je

P(u, v) = (2u, 3v,−3u2v + 6u2 − 12uv3 + 18uv2 − 6uv − 6u+ 9v3 − 9v2 + 5),

(u, v) ∈ [0, 1]2, (3.32)

Pu(u, v) = (2, 0,−6uv + 12u− 12v3 + 18v2 − 6v − 6), (u, v) ∈ [0, 1]2, (3.33)

Pv(u, v) = (0, 3,−36uv2 + 36uv − 3u2 − 6u+ 27v2 − 18v), (u, v) ∈ [0, 1]2, (3.34)

Puv(u, v) = (0, 0,−6u− 36v2 + 36v − 6), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.35)

Dosad́ıme-li u, v = 0, 1 do (3.32), (3.33), (3.34) a (3.35), dostaneme rohy plátu, tečné vektory
parametrických u-křivek v roźıch plátu, tečné vektory parametrických v-křivek v roźıch plátu
a zkruty v roźıch plátu, viz následuj́ıćı tabulka.

u = 0, v = 0 u = 0, v = 1 u = 1, v = 0 u = 1, v = 1

P(u, v) (0, 0, 5) (0, 3, 5) (2, 0, 5) (2, 3, 2)

Pu(u, v) (2, 0,−6) (2, 0,−6) (2, 0, 6) (2, 0, 0)

Pv(u, v) (0, 3, 0) (0, 3, 9) (0, 3,−9) (0, 3, 0)

Puv(u, v) (0, 0,−6) (0, 0,−6) (0, 0,−12) (0, 0,−12)

Všimněme si, že rohy plátu P(0, 0), P(0, 1), P(1, 0) a P(1, 1) jsou zadané ř́ıdićı body V0,0,
V0,3, V2,0 a V2,3 – rohy ř́ıdićı śıtě. Dosad́ıme-li u = 0, u = 1, v = 0, v = 1 do (3.32),
dostaneme okraje plátu

P(u, 0) = (2u, 0, 6u2 − 6u+ 5), u ∈ [0, 1],

P(u, 1) = (2u, 3, 3u2 − 6u+ 5), u ∈ [0, 1],

P(0, v) = (0, 3v, 9v3 − 9v2 + 5), v ∈ [0, 1],

P(1, v) = (2, 3v,−3v3 + 9v2 − 9v + 5), v ∈ [0, 1],

což jsou Bézierovy křivky 2. stupně ve směru u a Bézierovy kubiky ve směru v určené okra-
jovými polygony ř́ıdićı śıtě.
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a) Ř́ıdićı śıt’ b) Výsledná plocha

c) Tečné vektory parametrických křivek d) Zkruty

Obrázek 3.16: Bézierova kvadraticko-kubická plocha
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Na obr. 3.16 a) je nakreslena zadaná ř́ıdićı śıt’, výsledná Bézierova kvadraticko-kubická plocha
je nakreslena na obr. 3.16 b). Na obr. 3.16 c) jsou nakresleny tečné vektory (3.33) a (3.34)
parametrických křivek a na obr. 3.16 d) jsou nakresleny zkruty (3.35) v několika bodech
plochy (3.32). Pro zachováńı čitelnosti obrázku je délka nakreslených vektor̊u zkrácena na
1/5 své skutečné délky. □

3.5.2 Vlastnosti Bézierovy plochy

Bézierova plocha má zaj́ımavé geometrické vlastnosti, s některými z nich jsme se už setkali při
řešeńı př́ıklad̊u 3.9, 3.10 a 3.11. Protože největš́ı využit́ı v praxi má Bézierova bikubická plocha,
budou některé dále uvedené vlastnosti konkretizovány právě pro tuto plochu.

• Bézierova plocha interpoluje rohy ř́ıdićı śıtě a žádnými jinými ř́ıdićımi body neprocháźı.

• Okraje plátu tvořeného Bézierovou plochou jsou Bézierovy křivky.

• Tečné vektory parametrických u-křivek v roźıch plátu jsou m-násobkem krajńıch ramen
okrajových ř́ıdićıch polygon̊u ve směru u; tečné vektory parametrických v-křivek v roźıch
plátu jsou n-násobkem krajńıch ramen okrajových ř́ıdićıch polygon̊u ve směru v. Pro
Bézierovu bikubickou plochu je to konkrétně

Pu(0, 0) = 3(V1,0 −V0,0),

Pu(1, 0) = 3(V3,0 −V2,0),

Pv(0, 0) = 3(V0,1 −V0,0),

Pv(1, 1) = 3(V3,3 −V3,2),

Pu(0, 1) = 3(V1,3 −V0,3),

Pu(1, 1) = 3(V3,3 −V2,3),

Pv(0, 1) = 3(V0,3 −V0,2),

Pv(1, 0) = 3(V3,1 −V3,0).

(3.36)

Tato vlastnost vyplývá z předchoźı vlastnosti a z vlastnost́ı Bézierových křivek uvedených
v části 2.2.1. Povšimněme si, že tečné vektory parametrických křivek v roźıch plátu jsou
určeny výhradně ř́ıdićımi body okrajových ř́ıdićıch polygon̊u a že tečné roviny v roźıch plátu
tvořeného Bézierovou plochou jsou určeny krajńımi rameny okrajových ř́ıdićıch polygon̊u.

• Zkruty v roźıch plátu tvořeného Bézierovou plochou určenou śıt́ı (m+1)× (n+1) ř́ıdićıch
bod̊u, m,n ≤ 3, lze vyjádřit jako mn-násobek vektorového součtu vektor̊u určených pro-
tilehlými rameny rohových ok śıtě. Pro Bézierovu bikubickou plochu je to konkrétně

Puv(0, 0) = 9[(V0,0 −V1,0) + (V1,1 −V0,1)] = 9[(V0,0 −V0,1) + (V1,1 −V1,0)],

Puv(0, 1) = 9[(V0,2 −V1,2) + (V1,3 −V0,3)] = 9[(V0,2 −V0,3) + (V1,3 −V1,2)],

Puv(1, 0) = 9[(V2,0 −V3,0) + (V3,1 −V2,1)] = 9[(V2,0 −V2,1) + (V3,1 −V3,0)],

Puv(1, 1) = 9[(V2,2 −V3,2) + (V3,3 −V2,3)] = 9[(V2,2 −V2,3) + (V3,3 −V3,2)].

(3.37)

O tom se můžeme snadno přesvědčit, dosad́ıme-li do (3.23) namı́sto Bernsteinových po-
lynomů 3. stupně funkčńı hodnoty jejich prvńıch derivaćı pro u, v = 0, 1. Povšimněme si
také, že zkrut v rohu plátu je určen výhradně ř́ıdićımi body př́ıslušného rohového oka śıtě.

• Je-li rohové oko śıtě ř́ıdićıch bod̊u rovnoběžńık, je zkrut v tomto rohu nulový.

Je-li rohové oko rovnoběžńık, je př́ımo část́ı tečné roviny v rohu plátu, a protože zkrut
v rohu plátu udává mı́ru odchylky plochy od tečné roviny v rohu plátu, muśı být v tomto
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př́ıpadě nulový. Jinými slovy: vektory určené protilehlými okraji rovnoběžńıkového ro-
hového oka v rov. (3.37) jsou vektory opačně orientované a jejich vektorový součet je
roven nule. Zkrut v rohu plátu tedy také udává mı́ru odchylky rohového oka śıtě od rov-
noběžńıku.

• Bézierova plocha určená śıt́ı obsahuj́ıćı pouze čtyři ř́ıdićı body je totožná s plochou hyper-
bolického paraboloidu určeného stejnými ř́ıdićımi body – rohy plátu.

■ Př́ıklad 3.12 – Bézierova kvadraticko-kubická plocha. Je dána mapa M Bézierovy
plochy P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2.

M =

 V0,0 V0,1 V0,2 V0,3

V1,0 V1,1 V1,2 V1,3

V2,0 V2,1 V2,2 V2,3

 =

 (0, 0, 2) (0, 1, 0) (0, 2, 0) (0, 3, 1)

(1, 0, 2) (1, 1, 0) (1, 2, 0) (1, 3, 0)

(2, 0, 0) (2, 1, 0) (2, 2, 0) (2, 3, 0)

 .

V kosoúhlém promı́táńı (ω = 135, q = 2
√
2 : 3, jednotka = 3 cm) sestrojte śıt’ ř́ıdićıch bod̊u

uspořádaných do mapy M. De Casteljau algoritmem sestrojte body P(12 , 0), P(12 , 1), P(0, 12),
P(1, 12) na okrajových křivkách plátu z Bézierovy plochy P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2. Okrajové
křivky načrtněte. Vyznačte tečné roviny τ0,0, τ0,1, τ1,0 a τ1,1 v roźıch plátu.

Řešeńı. Bézierova plocha je zadána śıt́ı obsahuj́ıćı 3× 4 ř́ıdićı body, jde tedy o kvadraticko-
kubickou plochu, viz obr. 3.17.

Obrázek 3.17: Bézierova kvadraticko-kubická plocha □

■ Př́ıklad 3.13 – Bézierova bikubická plocha. Je dána mapa M Bézierovy plochy P(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2.

M =


V0,0 V0,1 V0,2 V0,3

V1,0 V1,1 V1,2 V1,3

V2,0 V2,1 V2,2 V2,3

V3,0 V3,1 V3,2 V3,3

 =


(0, 0, 2) (0, 1, 2) (0, 2, 0) (0, 3, 2)

(1, 0, 2) (1, 1, 0) (1, 2, 0) (1, 3, 0)

(2, 0, 2) (2, 1, 0) (2, 2, 0) (2, 3, 0)

(3, 0, 1) (3, 1, 0) (3, 2, 0) (3, 3, 0)

 .
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V kosoúhlém promı́táńı (ω = 135, q = 2
√
2 : 3, jednotka = 3 cm) sestrojte śıt’ ř́ıdićıch bod̊u

uspořádaných do mapy M. De Casteljau algoritmem sestrojte body P(12 , 0), P(12 , 1), P(0, 12),
P(1, 12) na okrajových křivkách plátu z Bézierovy plochy P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2. Okrajové
křivky načrtněte. Vyznačte tečné roviny τ0,0, τ0,1, τ1,0 a τ1,1 v roźıch plátu.

Řešeńı. Bézierova plocha je zadána śıt́ı obsahuj́ıćı 4 × 4 ř́ıdićı body, jde tedy o bikubickou
plochu, viz obr. 3.18.

Obrázek 3.18: Bézierova bikubická plocha □

Vztah Bézierovy bikubické plochy a Coonsovy bilineárńı plochy

Vı́me, že Coonsova bilineárńı plocha je určena čtyřmi okrajovými křivkami, které maj́ı společné
body v roźıch plátu. Dále v́ıme, že okraje plátu tvořeného Bézierovou bikubickou plochou jsou
Bézierovy kubiky, a že Bézierova plocha interpoluje rohy plátu. Naskýtá se tedy otázka, zda
existuje nějaká souvislost mezi Coonsovou bilineárńı plochou určenou okrajovými Bézierovými
kubikami a Bézierovou bikubickou plochou se stejnými okraji.

Okrajové ř́ıdićı polygony ovlivňuj́ı tvar okrajových Bézierových kubik, které vystupuj́ı ve
vektorové rovnici Coonsovy bilineárńı plochy. Tvar Bézierovy bikubické plochy je nav́ıc ovlivněn
polohou vnitřńıch ř́ıdićıch bod̊u. Ve skutečnosti existuje nekonečně mnoho Bézierových ploch,
které maj́ı shodné okraje, ale odlǐsný tvar vlastńı plochy právě d́ıky odlǐsné poloze vnitřńıch
ř́ıdićıch bod̊u. Při vhodné poloze vnitřńıch ř́ıdićıch bod̊u je jedna z těchto ploch totožná s Co-
onsovou bilineárńı plochou, jak ř́ıká následuj́ıćı věta.

■ Věta 3.1 – Vztah Bézierovy bikubické a Coonsovy bilineárńı plochy. Necht’ je
Coonsova bilineárńı plocha P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, určena okrajovými Bézierovými kubikami,
jejichž ř́ıdićı polygony jsou následuj́ıćı

P0(u): V0,0V1,0V2,0V3,0, P1(u): V0,3V1,3V2,3V3,3,

P0(v): V0,0V0,1V0,2V0,3, P1(v): V3,0V3,1V3,2V3,3.
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Potom je tato Coonsova bilineárńı plocha totožná s Bézierovou bikubickou plochou určenou
śıt́ı ř́ıdićıch bod̊u uspořádaných do mapy

M =


V0,0 V0,1 V0,2 V0,3

V1,0 V1,1 V1,2 V1,3

V2,0 V2,1 V2,2 V2,3

V3,0 V3,1 V3,2 V3,3

 ,

pro jej́ıž vnitřńı ř́ıdićı body plat́ı

V1,1 = V0,0 +
1
3P

u(0, 0) + 1
3P

v(0, 0) + 1
9P

uv(0, 0),

V1,2 = V0,3 +
1
3P

u(0, 1)− 1
3P

v(0, 1)− 1
9P

uv(0, 1),

V2,1 = V3,0 − 1
3P

u(1, 0) + 1
3P

v(1, 0)− 1
9P

uv(1, 0),

V2,2 = V3,3 − 1
3P

u(1, 1)− 1
3P

v(1, 1) + 1
9P

uv(1, 1),

(3.38)

kde Pu(0, 0), Pu(0, 1), Pu(1, 0) a Pu(1, 1) jsou tečné vektory parametrických u-křivek v roźıch
plátu z Coonsovy bilineárńı plochy, Pv(0, 0), Pv(0, 1), Pv(1, 0) a Pv(1, 1) jsou tečné vektory
parametrických v-křivek v roźıch plátu z Coonsovy bilineárńı plochy a Puv(0, 0), Puv(0, 1),
Puv(1, 0) a Puv(1, 1) jsou zkruty v roźıch plátu z Coonsovy bilineárńı plochy.

Důkaz (pouze naznač́ıme): Vztahy (3.38) jsou řešeńım soustavy rovnic (3.37), dosad́ıme-li za
ř́ıdićı body okrajových ř́ıdićıch polygon̊u z (3.36). □

■ Př́ıklad 3.14 – Vztah Bézierovy bikubické a Coonsovy bilineárńı plochy. Jsou dány
ř́ıdićı polygony Bézierových kubik


V0,0 V0,1 V0,2 V0,3

V1,0 V1,3

V2,0 V2,3

V3,0 V3,1 V3,2 V3,3

 =


(0, 0, 4) (0, 1, 4) (0, 2, 1) (0, 3, 1)

(1, 0, 1) (1, 3, 1)

(2, 0, 1) (2, 3, 1)

(3, 0, 4) (3, 1, 1) (3, 2, 1) (3, 3, 1)

 ,

které tvoř́ı okraje Coonsovy bilineárńı plochy PC(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2.

Nalezněte vektorovou rovnici Coonsovy bilineárńı plochy PC(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2.

Předpokládejte, že Coonsova bilineárńı plocha PC(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2 je Bézierova biku-
bická plocha PB(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, určená śıt́ı nad jednotkovou čtvercovou mř́ıžkou. Určete
vnitřńı ř́ıdićı body Bézierovy bikubické plochy PB(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, nalezněte jej́ı vekto-
rovou rovnici. Výsledky porovnejte.

Řešeńı. Nejprve urč́ıme vektorové rovnice okrajových Bézierových kubik:

P0(u) = (3u, 0, 9u2 − 9u+ 4), u ∈ [0, 1],

P1(u) = (3u, 3, 1), u ∈ [0, 1],

P0(v) = (0, 3v, 6v3 − 9v2 + 4), v ∈ [0, 1],

P1(v) = (3, 3v,−3v3 + 9v2 − 9v + 4), v ∈ [0, 1].



3.5 Bézierova plocha 115

Parametrické vyjádřeńı Coonsovy bilineárńı plochy je podle (3.17)

xC(u, v) = (1− u, 1, u) ·

 0 0 0

3u 0 3u

−3 3 −3

 ·

1− v

1

v

 = 3u, (u, v) ∈ [0, 1]2,

yC(u, v) = (1− u, 1, u) ·

 0 3v −3

0 0 3

0 3v −3

 ·

1− v

1

v

 = 3v, (u, v) ∈ [0, 1]2,

zC(u, v) = (1− u, 1, u) ·

 −4 6v3 − 9v2 + 4 −1

9u2 − 9u+ 4 0 1

−4 −3v3 + 9v2 − 9v + 4 −1

 ·

1− v

1

v

 =

= −9u2v + 9u2 − 9uv3 + 18uv2 − 9u+ 6v3 − 9v2 + 4, (u, v) ∈ [0, 1]2.

Vektorová rovnice Coonsovy bilineárńı plochy je

PC(u, v) = (3u, 3v,−9u2v+9u2−9uv3+18uv2−9u+6v3−9v2+4), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.39)

Na obr. 3.19 a) jsou nakresleny zadané okrajové ř́ıdićı polygony a jimi určené Bézierovy
kubiky, kterými je určena Coonsova bilineárńı plocha (3.39).

a) Zadané okrajové Bézierovy kubiky
Coonsovy bilineárńı plochy

b) Výsledná plocha a śıt’ ř́ıdićıch bod̊u
Bézierovy bikubické plochy

Obrázek 3.19: Vztah Bézierovy bikubické a Coonsovy bilineárńı plochy

Vektorová rovnice tečných vektor̊u parametrických křivek Coonsovy bilineárńı plochy je

Pu
C(u, v) = (3, 0,−18uv + 18u− 9v3 + 18v2 − 9), (u, v) ∈ [0, 1]2,

Pv
C(u, v) = (0, 3,−9u2 − 27uv2 + 36uv + 18v2 − 18v), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.40)
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Dosad́ıme-li do (3.40) u, v = 0, 1, dostaneme tečné vektory parametrických křivek v roźıch
plátu z Coonsovy bilineárńı plochy

Pu
C(0, 0) = (3, 0,−9), Pu

C(0, 1) = (3, 0, 0), Pu
C(1, 0) = (3, 0, 9), Pu

C(1, 1) = (3, 0, 0),

Pv
C(0, 0) = (0, 3, 0), Pv

C(0, 1) = (0, 3, 0), Pv
C(1, 0) = (0, 3,−9), Pv

C(1, 1) = (0, 3, 0).

Vektorová rovnice zkrutu Coonsovy bilineárńı plochy je

Puv
C (u, v) = (0, 0,−18u− 27v2 + 36v), (u, v) ∈ [0, 1]2. (3.41)

Dosad́ıme-li do (3.41) u, v = 0, 1, dostaneme zkruty v roźıch plátu z Coonsovy bilineárńı
plochy

Puv
C (0, 0) = (0, 0, 0), Puv

C (0, 1) = (0, 0, 9), Puv
C (1, 0) = (0, 0,−18),Puv

C (1, 1) = (0, 0,−9).

Nyńı můžeme podle (3.38) určit vnitřńı ř́ıdićı body Bézierovy bikubické plochy PB(u, v):

V1,1 = (0, 0, 4) + 1
3(3, 0,−9) + 1

3(0, 3, 0) +
1
9(0, 0, 0) = (1, 1, 1),

V1,2 = (0, 3, 1) + 1
3(3, 0, 0)−

1
3(0, 3, 0)−

1
9(0, 0, 9) = (1, 2, 0),

V2,1 = (3, 0, 4)− 1
3(3, 0, 9) +

1
3(0, 3,−9)− 1

9(0, 0,−18) = (2, 1, 0),

V2,2 = (3, 3, 1)− 1
3(3, 0, 0)−

1
3(0, 3, 0) +

1
9(0, 0,−9) = (2, 2, 0),

a doplnit mapu M Bézierovy bikubické plochy PB(u, v):

M =


V0,0 V0,1 V0,2 V0,3

V1,0 V1,1 V1,2 V1,3

V2,0 V2,1 V2,2 V2,3

V3,0 V3,1 V3,2 V3,3

 =


(0, 0, 4) (0, 1, 4) (0, 2, 1) (0, 3, 1)
(1, 0, 1) (1, 1, 1) (1, 2, 0) (1, 3, 1)
(2, 0, 1) (2, 1, 0) (2, 2, 0) (2, 3, 1)
(3, 0, 4) (3, 1, 1) (3, 2, 1) (3, 3, 1)

 .

Vzhledem k tomu, že Bézierova bikubická plocha PB(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2 je určena śıt́ı nad
jednotkovou čtvercovou mř́ıžkou, jsou jej́ı souřadnicové funkce xB(u, v) = 3u, yB(u, v) = 3v a

zB(u, v) = (B0,3(u), B1,3(u), B2,3(u), B3,3(u)) ·


4 4 1 1
1 1 0 1
1 0 0 1
4 1 1 1

 ·


B0,3(v)
B1,3(v)
B2,3(v)
B3,3(v)

 =

=
(
(1− u)3, 3u(1− u)2, 3u2(1− u), u3

)
·


4 4 1 1
1 1 0 1
1 0 0 1
4 1 1 1

 ·


(1− v)3

3v(1− v)2

3v2(1− v)
v3

 =

= −9u2v + 9u2 − 9uv3 + 18uv2 − 9u+ 6v3 − 9v2 + 4, (u, v) ∈ [0, 1]2.

Vektorová rovnice Bézierovy bikubické plochy PB(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, je

PB(u, v) = (3u, 3v,−9u2v + 9u2 − 9uv3 + 18uv2 − 9u+ 6v3 − 9v2 + 4), (u, v) ∈ [0, 1]2.

Výsledná Bézierova bikubická plocha je nakreslena na obr. 3.19 b) včetně śıtě ř́ıdićıch bod̊u.
Protože xB(u, v) = xC(u, v), yB(u, v) = yC(u, v) a zB(u, v) = zC(u, v), jsou obě plochy
totožné. □
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3.5.3 Odvozeńı vektorové rovnice Bézierovy plochy

Vektorovou rovnici (3.23) Bézierovy plochy můžeme odvodit dvoj́ım zp̊usobem – bud’ budeme
respektovat

”
plošnou“ podstatu Bézierovy plochy a jej́ı vektorovou rovnici odvod́ıme postupnou

lineárńı interpolaćı mezi čtyřmi body nebo můžeme preferovat jej́ı
”
křivkovou“ podstatu a vek-

torovou rovnici vyjádřit jako rovnici Bézierovy křivky, jej́ıž ř́ıdićı body nejsou konstantńı, ale
proměnné. Oba př́ıstupy jsou rovnocenné a vedou ke stejnému výsledku.

Postupná lineárńı interpolace mezi čtyřmi body

Tento postup odvozeńı vektorové rovnice Bézierovy plochy je adekvátńı postupu odvozeńı Bern-
steinových polynomů (a t́ım i vektorové rovnice Bézierovy křivky) z části 2.2.2, který byl založen
na postupné lineárńı interpolaci mezi dvěma body – krajńımi body ramene ř́ıdićıho polygonu.
Rameni ř́ıdićıho polygonu křivky odpov́ıdá oko ř́ıdićı śıtě plochy. V př́ıpadě, že je ř́ıdićı śıt’

tvořena čtyřmi ř́ıdićımi body, je výsledná Bézierova plocha totožná s plochou hyperbolického
paraboloidu (viz vlastnosti uvedené v části 3.5.2). Plocha hyperbolického paraboloidu vzniká
právě lineárńı interpolaćı mezi zadanými čtyřmi body.

Jestliže je počet ř́ıdićıch bod̊u Bézierovy plochy vyšš́ı, muśıme lineárńı interpolaci mezi čtyřmi
body opakovat. Princip postupné lineárńı interpolace je naznačen na obr. 3.20 a), kde je zob-
razena śıt’ ř́ıdićıch bod̊u Bézierovy bikvadratické plochy. Tato śıt’ je složena ze čtyř ok, jejichž
mapy jsou:

M0 =

(
V0,0 V0,1

V1,0 V1,1

)
, M1 =

(
V0,1 V0,2

V1,1 V1,2

)
, M2 =

(
V1,0 V1,1

V2,0 V2,1

)
, M3 =

(
V1,1 V1,2

V2,1 V2,2

)
. (3.42)

Každé oko śıtě považujeme za plochu hyperbolického paraboloidu. Bod pro hodnoty para-
metr̊u (u, v) = (α, β) ∈ [0, 1]2 v každém oku śıtě vyjádř́ıme jako bod na ploše hyperbolického
paraboloidu (na obr. 3.20 a) je naznačen postup pro α = β = 1

2):

W00 = (1− α)(1− β)V0,0 + (1− α)βV0,1 + α(1− β)V1,0 + αβV1,1,

W01 = (1− α)(1− β)V0,1 + (1− α)βV0,2 + α(1− β)V1,1 + αβV1,2,

W10 = (1− α)(1− β)V1,0 + (1− α)βV1,1 + α(1− β)V2,0 + αβV2,1,

W11 = (1− α)(1− β)V1,1 + (1− α)βV1,2 + α(1− β)V2,1 + αβV2,2. (3.43)

Body W00, W01, W10, W11 považujeme za rohy nového oka redukované śıtě ř́ıdićıch bod̊u
(v obr. 3.20 a) je toto oko vytečkováno). Bod P(α, β) na Bézierově bikvadratické ploše vyjádř́ıme
jako bod na ploše hyperbolického paraboloidu určeného rohy W00, W01, W10 a W11:

P(α, β) = (1− α)(1− β)W0,0 + (1− α)βW0,1 + α(1− β)W1,0 + αβW1,1. (3.44)

Uvažujeme-li hodnoty parametr̊u u a v v celém oboru parametrizace a dosad́ıme-li do rov. (3.44)
za W00, W01, W10, W11 z rov. 3.43, dostaneme po úpravách vektorovou rovnici Bézierovy
bikvadratické plochy.

Stejným zp̊usobem bychom postupovali při odvozeńı vektorové rovnice Bézierovy plochy
určené śıt́ı obsahuj́ıćı libovolný počet řádk̊u a sloupc̊u ř́ıdićıch bod̊u. V př́ıpadě, že je počet řádk̊u
a sloupc̊u shodný (čtvercová mapa), redukuje se v posledńı fázi p̊uvodńı ř́ıdićı śıt’ na jediné oko.
V př́ıpadě, že je počet řádk̊u a sloupc̊u r̊uzný (obdélńıková mapa), redukuje se v posledńı fázi
p̊uvodńı ř́ıdićı śıt’ na jediné rameno ř́ıdićıho polygonu.
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a) Postupná lineárńı interpolace
mezi čtyřmi body

b) Bézierova křivka
s proměnnými ř́ıdićımi body

Obrázek 3.20: K odvozeńı vektorové rovnice Bézierovy plochy

Bézierova křivka s proměnnými ř́ıdićımi body

Princip tohoto postupu odvozeńı vektorové rovnice Bézierovy plochy je naznačen na obr. 3.20 b).
Uvažujeme Bézierovu křivku Q(u), u ∈ [0, 1], jej́ıž ř́ıdićı body nejsou konstantńı, ale funkćı v:

Q(u) = B0,2(u)V0,0(v) +B1,2(u)V1,0(v) +B2,2(u)V2,0(v), u ∈ [0, 1]. (3.45)

Situaci si můžeme představit tak, že se ř́ıdićı bod V0,0 pohybuje po Bézierově křivce R(v), ř́ıdićı
bod V1,0 se pohybuje po Bézierově křivce S(v) a ř́ıdićı bod V2,0 se pohybuje po Bézierově křivce
T(v):

V0,0(v) = R(v) = B0,2(v)V0,0 +B1,2(v)V0,1 +B2,2(v)V0,2, v ∈ [0, 1],

V1,0(v) = S(v) = B0,2(v)V1,0 +B1,2(v)V1,1 +B2,2(v)V1,2, v ∈ [0, 1],

V2,0(v) = T(v) = B0,2(v)V2,0 +B1,2(v)V2,1 +B2,2(v)V2,2, v ∈ [0, 1]. (3.46)

Dosad́ıme-li do (3.45) za V0,0(v), V1,0(v) a V2,0(v) z (3.46), obdrž́ıme po úpravách vektoro-
vou rovnici Bézierovy bikvadratické plochy. Stejně bychom postupovali v př́ıpadě libovolného
počtu řádk̊u a sloupc̊u śıtě ř́ıdićıch bod̊u, pouze bychom museli uvažovat odpov́ıdaj́ıćı stupeň
Bernsteinových polynomů.

3.5.4 De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na Bézierově ploše

Tak jako k odvozeńı vektorové rovnice Bézierovy plochy, můžeme i ke konstrukci bodu na
Bézierově ploše de Casteljau algoritmem přistupovat dvoj́ım zp̊usobem. Pokud budeme vycházet
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z
”
plošné“ podstaty Bézierovy plochy, budeme stručně hovořit o de Casteljau algoritmu pro plo-

chy, pokud budeme vycházet z
”
křivkové“ podstaty Bézierovy plochy, budeme stručně hovořit

o de Casteljau algoritmu pro křivky.

De Casteljau algoritmus pro plochy

Geometrickou interpretaćı postupné lineárńı interpolace mezi čtyřmi body je př́ımo de Casteljau
algoritmus konstrukce bodu P(α, β), (α, β) ∈ [0, 1]2, na Bézierově ploše P(u, v), viz obr. 3.21 a).

a) pro plochy b) pro křivky

Obrázek 3.21: De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na Bézierově ploše

1. Zvoĺıme (α, β) ∈ [0, 1]2; na obr. 3.21 a) α = β = 1
2 .

2. Ramena śıtě ve směru u děĺıme v poměru α : (1− α), obdrž́ıme body 1, 1′, 2, 2′, 3, 3′.

3. Ramena śıtě ve směru v děĺıme v poměru β : (1− β), obdrž́ıme body 4, 4′, 5, 5′, 6, 6′.

4. Rohy nového oka redukované śıtě lež́ı v následuj́ıćıch pr̊useč́ıćıch:

W0,0 = 12 ∩ 45, W0,1 = 23 ∩ 4′5′, W1,0 = 1′2′ ∩ 56, W1,1 = 2′3′ ∩ 5′6′.

5. Kroky 2) až 4) opakujeme vždy pro redukovanou śıt’ ř́ıdićıch bod̊u a konč́ıme, jakmile
dostaneme jediné oko (při čtvercové mapě), resp. jediné rameno ř́ıdićıho polygonu (při
obdélńıkové mapě).

Podle obr. 3.21 a) tedy děĺıme ramena W00W10 a W01W11 v poměru α : (1−α), obdrž́ıme
body A0, A1. Ramena W00W01 a W10W11 děĺıme v poměru β : (1− β), obdrž́ıme body
B0, B1.



120 MODELOVÁNÍ PLOCH

Obrázek 3.22: De Casteljau algoritmus pro plochy
(Bézierova plocha je určená obdélńıkovou mapou)

6. V př́ıpadě čtvercové mapy lež́ı bod Bézierovy plochy P(α, β) v pr̊useč́ıku úseček spojuj́ıćıch
dělićı body posledńıho oka, na obr. 3.21 a) v pr̊useč́ıku úseček A0A1 a B0B1. Tyto úsečky
určuj́ı tečny k parametrickým křivkám v bodě P(α, β).

V př́ıpadě obdélńıkové mapy lež́ı bod Bézierovy plochy P(α, β) v dělićım bodě posledńıho
ramene ř́ıdićıho polygonu, které zároveň určuje tečnu jedné parametrické křivky, viz obr. 3.22.
Tečnu druhé parametrické křivky je třeba zkonstruovat podle de Casteljau algoritmu pro
křivky.

De Casteljau algoritmus pro křivky

V tomto př́ıpadě aplikujeme pouze de Casteljau algoritmus pro křivky z části 2.2.3, viz obr. 3.21 b).

1. Zvoĺıme (α, β) ∈ [0, 1]2; na obr. 3.21 b) α = β = 1
2 .

2. Pro u = α zkonstruujeme de Casteljau algoritmem body na Bézierových křivkách určených
ř́ıdićımi polygony ve směru u. Obdrž́ıme body W0, W1, W2.

3. Pro v = β zkonstruujeme de Casteljau algoritmem bod na Bézierově křivce určené ř́ıdićım
polygonem W0W1W2. Tento bod je bodem Bézierovy plochy pro u = α, v = β. Posledńı
rameno (na obr. 3.21 b) je to rameno A0A1) určuje tečnu parametrické v-křivky v bodě
P(α, β).

4. Pro v = β zkonstruujeme de Casteljau algoritmem body na Bézierových křivkách určených
ř́ıdićımi polygony ve směru v. Obdrž́ıme body U0, U1, U2.
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5. Pro u = α zkonstruujeme de Casteljau algoritmem bod na Bézierově křivce určené ř́ıdićım
polygonem U0U1U2. Tento bod je opět bodem Bézierovy plochy pro u = α, v = β.
Posledńı rameno (na obr. 3.21 b) je to rameno B0B1) určuje tečnu parametrické u-křivky
v bodě P(α, β).

Na obr. 3.21 jsou doplněny i konstrukce bod̊u na okrajových křivkách. Zde použijeme de Cas-
teljau algoritmus pro křivky jak ho známe z části 2.2.3.

Uvědomme si, že úsečky A0A1 a B0B1 určuj́ıćı tečny parametrických křivek v bodě P(α, β)
na obr. 3.21 a) jsou stejné jako úsečky A0A1 a B0B1 na obr. 3.21 b).

■ Př́ıklad 3.15 – De Casteljau algoritmus konstrukce bodu na Bézierově ploše. Je
dána mapa Bézierovy plochy P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2,

M =


V0,0 V0,1 V0,2

V1,0 V1,1 V1,2

V2,0 V2,1 V2,2

 =


(0, 0, 2) (0, 1, 0) (0, 2, 1)

(1, 0, 0) (1, 1, 0) (1, 2, 0)

(2, 0, 1) (2, 1, 0) (2, 2, 0)

 .

V kosoúhlém promı́táńı (ω = 135, q = 2
√
2 : 3, jednotka = 3 cm), zobrazte śıt’ ř́ıdićıch bod̊u

a de Casteljau algoritmem zkonstruujte body pro hodnoty parametru u, v = 0, 1
2 , 1. Pro

konstrukci bodu na ploše použijte a) de Casteljau algoritmus pro plochy, b) de Casteljau al-
goritmus pro křivky. Načrtněte okrajové Bézierovy křivky a parametrické křivky procházej́ıćı
bodem P(12 ,

1
2). Vyznačte tečné roviny v roźıch.

Řešeńı. Konstrukce bodu na Bézierově ploše de Casteljau algoritmem pro plochy je zob-
razena na obr. 3.23 a), na obr. 3.23 b) je nakreslena konstrukce téhož bodu de Casteljau
algoritmem pro křivky. □

3.5.5 Plátováńı – pláty z Bézierovy plochy

Budeme uvažovat dva pláty z Bézierovy bikubické plochy a vyšetř́ıme podmı́nky jejich C0, C1

a C2 spojitého napojeńı. Prvńı plát označ́ıme P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, a předpokládáme, že je
určen známými ř́ıdićımi body. K jeho okraji P(u, 1), u ∈ [0, 1], připoj́ıme druhý plát, který
označ́ıme R(s, t), (s, t) ∈ [0, 1]2, jehož ř́ıdićı body jsou neznámé. Vektorové rovnice obou plát̊u
jsou následuj́ıćı:

P(u, v) = B(u) ·M ·B(v), (u, v) ∈ [0, 1]2, (3.47)

R(s, t) = B(s) ·N ·B(t), (s, t) ∈ [0, 1]2, (3.48)

kde B(w), w = u, v, s, t, jsou vektory Bernsteinových polynomů 3. stupně a M, resp. N je mapa
prvńıho, resp. druhého plátu

M =


V0,0 V0,1 V0,2 V0,3

V1,0 V1,1 V1,2 V1,3

V2,0 V2,1 V2,2 V2,3

V3,0 V3,1 V3,2 V3,3

 , resp. N =


W0,0 W0,1 W0,2 W0,3

W1,0 W1,1 W1,2 W1,3

W2,0 W2,1 W2,2 W2,3

W3,0 W3,1 W3,2 W3,3

 .
(3.49)

Preferujme nyńı
”
křivkovou“ podstatu Bézierovy plochy a považujme oba pláty za Bézierovy

kubiky ve směru u s proměnnými ř́ıdićımi body, které se pohybuj́ı po Bézierových kubikách
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Obrázek 3.23: Konstrukce bodu na Bézierově ploše de Casteljau algoritmem
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určených ř́ıdićımi polygony ve směru v. Je zřejmé, že k zajǐstěńı spojitosti plát̊u ve směru v stač́ı
zajistit spojitost Bézierových kubik určených ř́ıdićımi polygony ve směru v, tedy řádkovými
ř́ıdićımi polygony. K tomu můžeme využ́ıt podmı́nek C0, C1 a C2 spojitosti napojeńı dvou
Bézierových kubik jak jsme si je odvodili v části 2.2.4.

Mapu N plátu R(s, t) lze pomoćı zadaných ř́ıdićıch bod̊u mapy M plátu P(u, v) vyjádřit
takto:

N =


W0,0 = V0,3 W0,1 = 2V0,3 −V0,2 W0,2 = 4(V0,3 −V0,2) +V0,1 W0,3

W1,0 = V1,3 W1,1 = 2V1,3 −V1,2 W1,2 = 4(V1,3 −V1,2) +V1,1 W1,3

W2,0 = V2,3 W2,1 = 2V2,3 −V2,2 W2,2 = 4(V2,3 −V2,2) +V2,1 W2,3

W3,0 = V3,3 W3,1 = 2V3,3 −V3,2 W3,2 = 4(V3,3 −V3,2) +V3,1 W3,3

 .

(3.50)
Spojitost dvou Bézierových ploch napojovaných ve směru v je tedy dána spojitost́ı napojeńı
Bézierových kubik určených řádkovými ř́ıdićımi polygony, tj.:

• Požadujeme-li C0 spojitost obou plát̊u, muśı mı́t ř́ıdićı body Wi,0, i = 0, 1, 2, 3, polohu
určenou nultým sloupcem mapy (3.50), poloha ostatńıch ř́ıdićıch bod̊u může být libovolná.

• Požadujeme-li C1 spojitost obou plát̊u, muśı mı́t ř́ıdićı body Wi,0, i = 0, 1, 2, 3, polohu
určenou nultým sloupcem mapy (3.50), ř́ıdićı body Wi,1, i = 0, 1, 2, 3, polohu určenou
prvńım sloupcem mapy (3.50) a poloha ostatńıch ř́ıdićıch bod̊u je libovolná.

• Požadujeme-li C2 spojitost obou plát̊u, muśı mı́t ř́ıdićı body Wi,0, i = 0, 1, 2, 3, polohu
určenou nultým sloupcem mapy (3.50), ř́ıdićı body Wi,1, i = 0, 1, 2, 3, polohu určenou
prvńım sloupcem mapy (3.50), ř́ıdićı body Wi,2, i = 0, 1, 2, 3, polohu určenou druhým
sloupcem mapy (3.50) a pouze poloha ř́ıdićıch bod̊u Wi,3, i = 0, 1, 2, 3, je libovolná.

Snadno lze také ověřit, že splňuj́ı-li ř́ıdićı body mapy N polohu vyjádřenou v (3.50), je auto-
maticky zajǐstěna totožnost zkrut̊u podél společného okraje, tedy že plat́ı Puv(u, 1) = Rst(s, 0).

Obdobně bychom odvodili podmı́nky spojitosti při napojováńı dvou plát̊u z Bézierových
bikubických ploch ve směru parametru u. Zde by požadovaná spojitost plát̊u byla dána spojitost́ı
napojeńı Bézierových kubik určených sloupcovými ř́ıdićımi polygony.

Obecně lze ř́ıci, že spojitost podél libovolného společného okraje dvou plát̊u z Bézierovy
plochy je vždy dána spojitost́ı Bézierových kubik určených řádkovými, resp. sloupcovými ř́ıdićımi
polygony.

Lze dokázat, že výše stanovené podmı́nky pro zajǐstěńı C0, C1 a C2 spojitosti dvou plát̊u
z Bézierovy bikubické plochy plat́ı pro C0, C1 i C2 spojité napojeńı dvou plát̊u z Bézierových
ploch libovolného stupně.

■ Př́ıklad 3.16 – Plátováńı – pláty z Bézierovy plochy. Je dána mapaM plátu z Bézierovy
kvadraticko-kubické plochy P(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, určené śıt́ı nad jednotkovou čtvercovou
mř́ıžkou

M =


V0,0 V0,1 V0,2 V0,3

V1,0 V1,1 V1,2 V1,3

V2,0 V2,1 V2,2 V2,3

 =


(0, 0, 1) (0, 1, 0) (0, 2, 2) (0, 3, 3)

(1, 0, 2) (1, 1, 0) (1, 2, 0) (1, 3, 0)

(2, 0, 2) (2, 1, 0) (2, 2, 0) (2, 3, 0)

 .

Podél okraje V0,3V1,3V2,3 je připojen s C2 spojitost́ı plát z Bézierovy kvadraticko-kubické
plochy R(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2 a podél okraje V2,0V2,1V2,2V2,3 je připojen s C1 spojitost́ı
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plát z Bézierovy kvadraticko-kubické plochy S(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2. Oba připojené pláty jsou
určeny śıt́ı nad jednotkovou čtvercovou mř́ıžkou.

V kosoúhlém promı́táńı (ω = 135, q = 2
√
2 : 3, jednotka = 3 cm) sestrojte śıt’ ř́ıdićıch bod̊u

plátu P(u, v). Určete konstrukćı a výpočtem polohu ř́ıdićıch bod̊u obou připojených plát̊u tak,
abyste zajistili požadovanou spojitost podél obou společných okraj̊u. z-ové souřadnice ř́ıdićıch
bod̊u, jejichž poloha požadovanou spojitost neovlivńı, volte nulové. De Casteljau algoritmem
sestrojte body na okrajových křivkách všech plát̊u pro hodnotu př́ıslušného parametru 1

2 .
Okrajové křivky všech plát̊u načrtněte.

Řešeńı. Na obr. 3.24 je provedeno konstrukčńı řešeńı.

Obrázek 3.24: Plátováńı – pláty z Bézierovy plochy

Ř́ıdićı body plátuR(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, označ́ımeWi,j , i = 0, 1, 2, j = 0, 1, 2, 3. Z podmı́nky
C0 spojitosti plyne:

W0,0 = V0,3 = (0, 3, 3), W1,0 = V1,3 = (1, 3, 0), W2,0 = V2,3 = (2, 3, 0).

Z podmı́nky C1 spojitosti plyne:

W0,1 = 2V0,3 −V0,2 = 2(0, 3, 3)− (0, 2, 2) = (0, 4, 4),

W1,1 = 2V1,3 −V1,2 = 2(1, 3, 0)− (1, 2, 0) = (1, 4, 0),

W2,1 = 2V2,3 −V2,2 = 2(2, 3, 0)− (2, 2, 0) = (2, 4, 0).
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Z podmı́nky C2 spojitosti plyne:

W0,2 = 4(V0,3 −V0,2) +V0,1 = 4((0, 3, 3)− (0, 2, 2)) + (0, 1, 0) = (0, 5, 4),

W1,2 = 4(V1,3 −V1,2) +V1,1 = 4((1, 3, 0)− (1, 2, 0)) + (1, 1, 0) = (1, 5, 0),

W2,2 = 4(V2,3 −V2,2) +V2,1 = 4((2, 3, 0)− (2, 2, 0)) + (2, 1, 0) = (2, 5, 0).

Mapa plátu R(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, je
W0,0 W0,1 W0,2 W0,3

W1,0 W1,1 W1,2 W1,3

W2,0 W2,1 W2,2 W2,3

 =


(0, 3, 3) (0, 4, 4) (0, 5, 4) (0, 6, 0)

(1, 3, 0) (1, 4, 0) (1, 5, 0) (1, 6, 0)

(2, 3, 0) (2, 4, 0) (2, 5, 0) (2, 6, 0)

 .

z-ové souřadnice ř́ıdićıch bod̊u W0,3, W1,3 a W2,3 jsou nulové, nebot’ poloha těchto ř́ıdićıch
bod̊u požadovanou spojitost neovlivňuje.
Ř́ıdićı body plátu S(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, označ́ıme Ui,j , i = 0, 1, 2, 3, j = 0, 1, 2. Z podmı́nky
C0 spojitosti plyne:

U0,0 = V2,0 = (2, 0, 2), U0,1 = V2,1 = (2, 1, 0),

U0,2 = V2,2 = (2, 2, 0), U0,3 = V2,3 = (2, 3, 0).

Z podmı́nky C1 spojitosti plyne:

U1,0 = 2V2,0 −V1,0 = 2(2, 0, 2)− (1, 0, 2) = (3, 0, 2),

U1,1 = 2V2,1 −V1,1 = 2(2, 1, 0)− (1, 1, 0) = (3, 1, 0),

U1,2 = 2V2,2 −V1,2 = 2(2, 2, 0)− (1, 2, 0) = (3, 2, 0),

U1,3 = 2V2,3 −V1,3 = 2(2, 3, 0)− (1, 3, 0) = (3, 3, 0).

Mapa plátu S(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, je
U0,0 U0,1 U0,2 U0,3

U1,0 U1,1 U1,2 U1,3

U2,0 U2,1 U2,2 U2,3

 =


(2, 0, 2) (2, 1, 0) (2, 2, 0) (2, 3, 0)

(3, 0, 2) (3, 1, 0) (3, 2, 0) (3, 3, 0)

(4, 0, 0) (4, 1, 0) (4, 2, 0) (4, 3, 0)

 .

z-ové souřadnice ř́ıdićıch bod̊u U2,0, U2,1, U2,2 a U2,3 jsou nulové, nebot’ poloha těchto
ř́ıdićıch bod̊u požadovanou spojitost neovlivňuje. □

3.5.6 Bézierova plocha v Rhinu

Už v́ıme, že směr parametr̊u u a v plochy v Rhinu je dán systémem. Po vytvořeńı plochy již nelze
směry parametr̊u měnit a v řadě př́ıpad̊u je nelze ani předem nijak ovlivnit. U Bézierovy plochy
však můžeme vhodným pořad́ım zadávaných vstupńıch dat rozhodnout o směru parametr̊u u a v
sami. Předpokládejme dále, že v souladu s definićı 3.4 je parametr u Bézierovy plochy stupně
m a parametr v je stupně n.

Bézierova plocha stupně m× n – Př́ıkaz: Plocha z mř́ı̌zky ř́ıdićıch bod̊u → v př́ıkazovém
řádku zvolit Stupeň: zadat stupeň m Bézierovy plochy ve směru u → Počet bod̊u v řádku:
zadat m + 1 (tj. počet řádk̊u mapy) → v př́ıkazovém řádku zvolit Stupeň: zadat stupeň
n Bézierovy plochy ve směru v → Počet bod̊u ve sloupci: zadat n + 1 (tj. počet sloupc̊u
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mapy) → Bod(1 z m + 1, 1 z n + 1): zadat V0,0 → Enter → Bod(1 z m + 1, 2 z n + 1):
zadat V0,1 → . . . → Bod(m+ 1 z m+ 1, n+ 1 z n+ 1): zadat Vm,n → Enter. Nakresĺı se
Bézierova plocha určená śıt́ı (m+1)×(n+1) ř́ıdićıch bod̊u se směrem a orientaćı parametr̊u
u a v podle očekáváńı, tj. parametr u roste s přibývaj́ıćım indexem řádk̊u, parametr v roste
s přibývaj́ıćım indexem sloupc̊u, viz obr. 3.25 a).

Poznámky:

1) Uvědomme si, že vstupńı data se v tomto př́ıpadě úmyslně nezadávaj́ı v souladu s vý-
zvami v př́ıkazovém řádku. Záměrně zadáváme data z transponované matice (mapy plo-
chy) namı́sto p̊uvodńı, abychom zajistili směr parametr̊u u a v podle definice 3.4 a podle
zvyklost́ı.

2) Na obr. 3.25 b) je uvedena část výpisu struktury (viz dále) takto zadané Bézierovy
plochy, konkrétně kartézské souřadnice jednotlivých ř́ıdićıch bod̊u. Je zřejmé, že uspořádáńı
ř́ıdićıch bod̊u přesně odpov́ıdá mapě Bézierovy plochy z definice 3.4.

Bézierova plocha stupně n×m – Př́ıkaz: Plocha z mř́ı̌zky ř́ıdićıch bod̊u → v př́ıkazovém
řádku zvolit Stupeň: zadat stupeň n Bézierovy plochy ve směru v → Počet bod̊u v řádku:
zadat n + 1 (tj. počet sloupc̊u mapy) → v př́ıkazovém řádku zvolit Stupeň: zadat stupeň
m Bézierovy plochy ve směru u → Počet bod̊u ve sloupci: zadat m + 1 (tj. počet řádk̊u
mapy) → Bod(1 z n+1, 1 z m+1): zadat V0,0 → Enter Bod(1 z n+1, 2 z m+1): zadat
V1,0 → . . . → Bod(n+1 z n+1, m+1 z m+1): zadat Vm,n → Enter. Nakresĺı se Bézierova
plocha určená śıt́ı (n+1)× (m+1) ř́ıdićıch bod̊u s prohozeným směrem parametr̊u u a v,
tj. parametr u roste podél sloupc̊u, parametr v roste podél řádk̊u, viz obr. 3.26 a).

Poznámky:

1) V tomto př́ıpadě přesně odpov́ıdaj́ı zadávaná data výzvám v př́ıkazovém řádku.

2) Na obr. 3.26 b) je uvedena část výpisu struktury (viz dále) takto zadané Bézierovy
plochy, konkrétně kartézské souřadnice jednotlivých ř́ıdićıch bod̊u. Je zřejmé, že uspořádáńı
ř́ıdićıch bod̊u neodpov́ıdá mapě Bézierovy plochy z definice 3.4, ale mapě, která představuje
transponovanou matici.

Śıt’ ř́ıdićıch bod̊u – Śıt’ ř́ıdićıch bod̊u (body i ramena) Bézierovy plochy lze zobrazit/skrýt
př́ıkazem Zapnout ř́ıdićı body/Vypnout ř́ıdićı body →Vyberte objekty pro zobrazeńı ř́ıdićıch
bod̊u: kliknout na plochu. Ř́ıdićı body se zobraźı jako dočasně viditelné body, ramena se
zobraźı jako dočasně viditelné úsečky tečkovanou čarou. Zobrazené ř́ıdićı body lze uchopit
s režimem Uchopováńı bod̊u.

Ř́ıdićı body lze nav́ıc kreslit současně při vytvářeńı Bézierovy plochy př́ıkazem Plocha
z mř́ı̌zky ř́ıdićıch bod̊u, zvoĺıme-li v př́ıkazovém řádku ZachovatBody=Ano. Po dokončeńı
př́ıkazu se ř́ıdićı body nakresĺı jako tečky a dohromady tvoř́ı společnou samostatnou entitu,
tzv. mrak bod̊u.

Poznámka: Śıt’ ř́ıdićıch bod̊u nakreslené Bézierovy plochy lze vytvořit př́ıkazem Vyjmout śıt’

z ř́ıdićıho polygonu NURBS (→ Vyberte křivky nebo plochy pro vyjmut́ı ř́ıdićıho polygonu:
kliknout na plochu → Enter), ale výsledek tohoto př́ıkazu nesplńı očekáváńı. Nakresĺı
se polygonová śıt’, tj. plocha složená z uzavřených polygon̊u, která přesně interpoluje śıt’

ř́ıdićıch bod̊u Bézierovy plochy. Jej́ı vrcholy lež́ıćı v ř́ıdićıch bodech lze uchopit se zapnutým
režimem Uchopováńı bod̊u. S hranami nelze pracovat jako s úsečkami, nebot’ polygonovou
śıt’ nelze rozložit.

Řádkové a sloupcové ř́ıdićı polygony – Potřebujeme-li pracovat s jednotlivými rameny řád-
kových a sloupcových ř́ıdićıch polygon̊u jako s úsečkami (např. při konstrukci bodu na
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a) Směr a orientace parametr̊u u a v

CV[0][0] (0,0,1)

CV[0][1] (0,1,0)

CV[0][2] (0,2,2)

CV[0][3] (0,3,3)

CV[1][0] (1,0,2)

CV[1][1] (1,1,0)

CV[1][2] (1,2,0)

CV[1][3] (1,3,0)

CV[2][0] (2,0,2)

CV[2][1] (2,1,0)

CV[2][2] (2,2,0)

CV[2][3] (2,3,0)

b) Výpis struktury

Obrázek 3.25: Bézierova plocha stupně m× n

a) Směr a orientace parametr̊u u a v

CV[0][0] (0,0,1)

CV[0][1] (1,0,2)

CV[0][2] (2,0,2)

CV[1][0] (0,1,0)

CV[1][1] (1,1,0)

CV[1][2] (2,1,0)

CV[2][0] (0,2,2)

CV[2][1] (1,2,0)

CV[2][2] (2,2,0)

CV[3][0] (0,3,3)

CV[3][1] (1,3,0)

CV[3][2] (2,3,0)

b) Výpis struktury

Obrázek 3.26: Bézierova plocha stupně n×m
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Bézierově ploše de Casteljau algoritmem), lze řádkové a sloupcové ř́ıdićı polygony vytvořit
jako ř́ıdićı polygon předem nakreslené Bézierovy křivky postupem uvedeným v části 2.2.5.
Pro daľśı práci nepotřebné Bézierovy křivky po vytvořeńı ř́ıdićıch polygon̊u vymažeme.

Ramena śıtě ř́ıdićıch bod̊u lze také nakreslit př́ıkazem Samostatné úsečky se zapnutým
režimem Uchopováńı bod̊u.

Modifikace tvaru Bézierovy plochy – Tvar Bézierovy plochy lze modifikovat následuj́ıćımi
doporučenými zp̊usoby:

1) Přemı́stěńım zobrazených ř́ıdićıch bod̊u. Ćılovou polohu ř́ıdićıho bodu lze zadat pouze
kliknut́ım (nikoliv např. zadáńım nových souřadnic z klávesnice), proto je vhodné nejprve
nakreslit v ćılové poloze bod jako samostatnou entitu a ř́ıdićı bod přesně přemı́stit do
ćılové polohy se zapnutým režimem Uchopováńı bod̊u. Ř́ıdićı body Bézierovy plochy nelze
vymazat (na rozd́ıl od ř́ıdićıch bod̊u Bézierovy křivky) ani je nelze přidávat.

2) Editaćı tečen v bodě Bézierovy plochy př́ıkazem Editor tečen → Vyberte křivku nebo
plochu pro úpravy: kliknout na plochu. Zobraźı se dvě tečny k parametrickým křivkám
v bodě kliknut́ı. Přemı́stěńım jejich koncových bod̊u lze změnit tvar Bézierovy plochy. Śıt’

ř́ıdićıch bod̊u se editaćı tečen změńı automaticky.

Pozor! Pro úpravu tvaru Bézierovy plochy nepouž́ıváme př́ıkazy Vložit uzel a Odstranit
uzel, jejichž d̊usledkem je segmentace plochy a neuniformńı parametrizace plochy (obor
parametrizace jednotlivých plát̊u plochy je r̊uzný, nikoliv [0, 1]2). Nepouž́ıváme také př́ıkaz
Změnit váhu, který vede na racionálńı parametrizaci plochy. Po těchto úpravách již neńı
p̊uvodńı plocha Bézierovou plochou, ale obecně NURBS plochou, viz [10].

De Casteljau algoritmus – De Casteljau algoritmus pro křivky lze realizovat podle postupu
uvedeném v části 2.2.5. De Casteljau algoritmus pro plochy předpokládá, že jsou vytvořená
všechna ramena śıtě ř́ıdićıch bod̊u jako samostatné úsečky. Samotná konstrukce potom
prob́ıhá přesně podle postupu uvedeném v části 3.5.4.

Napojováńı plát̊u z Bézierových ploch – Konstrukci polohy ř́ıdićıch bod̊u napojovaného
plátu z Bézierovy plochy si můžeme usnadnit postupem uvedeným v části 2.2.5, který
aplikujeme na jednotlivé řádkové nebo sloupcové ř́ıdićı polygony.

Vztah Bézierovy bikubické plochy a Coonsovy bilineárńı plochy – Předpokládejme, že
je nakreslena Coonsova bilineárńı plocha určená okrajovými Bézierovými kubikami. Śıt’

ř́ıdićıch bod̊u této Coonsovy bilineárńı plochy je totožná se śıt́ı ř́ıdićıch bod̊u Bézierovy
bikubické plochy, která má stejnou vektorovou rovnici jako výchoźı Coonsova bilineárńı
plocha.

Śıt’ ř́ıdićıch bod̊u Coonsovy bilineárńı plochy zobraźıme př́ıkazem Zapnout ř́ıdićı body
(stejně jako śıt’ Bézierovy plochy). Kartézské souřadnice jednotlivých ř́ıdićıch bod̊u můžeme
zjistit př́ıkazem Vyhodnotit bod, viz 1.4.1. Kartézské souřadnice všech ř́ıdićıch bod̊u zjist́ıme
ve výpisu struktury plochy, viz dále.

Výpis struktury Bézierovy plochy – Př́ıkaz: Výpis databáze objektu → Vyberte objekty
pro výpis podrobných informaćı: kliknout na Bézierovu plochu → Enter. Zobraźı se di-
alogové okno Výpis, ve kterém se zobrazuj́ı podrobné informace. Pro nás jsou užitečné
následuj́ıćı informace (předpokládáme výpis Bézierovy plochy z obr. 3.25):

• order = (m+1)x(n+1): plocha je řádu (m + 1), tedy m-tého stupně ve směru para-
metru u, a řádu (n+ 1), tedy n-tého stupně ve směru parametru v,
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• cv_count = (m+1)x(n+1): počet řádk̊u ř́ıdićıch bod̊u je m+1, počet sloupc̊u ř́ıdićıch
bod̊u je n+ 1,

• Control Points = (m+1)x(n+1) non-rational points: celkový počet ř́ıdićıch bod̊u
je (m+ 1)× (n+ 1),

• index value . . výpis ř́ıdićıch bod̊u a jejich globálńıch kartézských souřadnic, např.:

index value

CV[0][0] (0,0,1)

CV[0][1] (0,1,0)

CV[0][2] (0,2,2)

CV[0][3] (0,3,3)

CV[1][0] (1,0,2)

CV[1][1] (1,1,0)

CV[1][2] (1,2,0)

CV[1][3] (1,3,0)

CV[2][0] (2,0,2)

CV[2][1] (2,1,0)

CV[2][2] (2,2,0)

CV[2][3] (2,3,0)

Poznámky:

1) Informace je možné z dialogového okna zkoṕırovat do schránky Windows a vložit do
výpočetńıho systému (Maple, Mathematica, . . .), kde je lze (po nezbytné editaci) použ́ıt
jako vstupńı data výpočtu.

2) Podrobné informace lze źıskat pro libovolný objekt Rhina, tedy i pro plochy, kterými
jsme se zabývali v předcházej́ıćıch částech této kapitoly.

■ Cvičeńı 3.10 Nakreslete v Rhinu Bézierovy plochy z obr. 3.25 a z obr. 3.26 přesně podle
uvedených postup̊u. Nakreslete body ploch pro hodnoty parametr̊u u = 0, v = 0, 0.1, . . . , 1
a u = 0, 0.1, . . . , 1, v = 0, a jimi procházej́ıćı parametrické křivky. Dobře si uvědomte rozd́ıl
mezi oběma zp̊usoby zadáńı Bézierovy plochy a nadále použ́ıvejte pouze prvńı zp̊usob, tj.
podle obr. 3.25.

■ Cvičeńı 3.11 – Vztah Bézierovy bikubické a Coonsovy bilineárńı plochy. Nakres-
lete v Rhinu Coonsovu bilineárńı plochu PC(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, z př́ıkladu 3.14.

Zobrazte ř́ıdićı śıt’ této plochy a zjistěte kartézské souřadnice vnitřńıch ř́ıdićıch bod̊u. Porov-
nejte je s vypočtenými hodnotami.

Nakreslete Bézierovu plochuPB(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, př́ıkazem Plocha z mř́ı̌zky ř́ıdićıch bod̊u,
jej́ıž ř́ıdićı body zadávejte kliknut́ım (se zapnutým režimem Uchopováńı bod̊u) do zobrazených
ř́ıdićıch bod̊u plochy PC(u, v).

Přesvědčte se o tom, že plochy PC(u, v) a PB(u, v) jsou totožné (změňte barvu jedné z ploch
a zapněte St́ınované zobrazeńı).

■ Př́ıklad 3.17 – Využit́ı vztahu Bézierovy bikubické a Coonsovy bilineárńı plo-
chy při C2 spojitém plátováńı. Nakreslete plát z Coonsovy bilineárńı plochy P(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2, z př́ıkladu 3.6.

a) K plátu P(u, v) připojte podél okraje P1(u) plát z Coonsovy bilineárńı plochy R(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2, jehož okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Konstrukćı určete polohu ř́ıdićıch
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bod̊u Bézierových kubik R0(v) a R1(v) tak, abyste zajistili C2 spojitost jejich napojeńı na
okraje P0(v) a P1(v). Volný okraj R1(u) je úsečka v rovině (x, y).

K plátu P(u, v) připojte podél okraje P1(v) plát z Coonsovy bilineárńı plochy S(u, v),
(u, v) ∈ [0, 1]2, jehož okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Konstrukćı určete polohu ř́ıdićıch
bod̊u Bézierových kubik S0(u) a S1(u) tak, abyste zajistili C2 spojitost jejich napojeńı na
okraje P0(u) a P1(u). Volný okraj S1(v) je úsečka v rovině (x, y).

K plát̊um S(u, v) a R(u, v) připojte podél okraje S1(u) a R1(v) plát z Coonsovy bilineárńı
plochy T(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, jehož okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Konstrukćı určete
polohu ř́ıdićıch bod̊u Bézierových kubik T1(u) a T1(v) tak, abyste zajistili C

2 spojitost jejich
napojeńı na okraje S1(v) a R1(v). z-ové souřadnice ř́ıdićıch bod̊u, jejichž poloha C2 spojitost
okraj̊u neovlivńı, jsou nulové.

Určete ř́ıdićı body okrajových Bézierových kubik plátu T(u, v), jejichž poloha neovlivńı
požadovanou C2 spojitost okraj̊u.

Analyzujte dosaženou spojitost napojeńı plát̊u zebř́ımi pruhy.

b) Využijte vztah mezi Bézierovou bikubickou a Coonsovou bilineárńı plochou (viz část 3.5.2)
a konstrukćı určete takovou polohu vnitřńıch ř́ıdićıch bod̊u plát̊u R(u, v), S(u, v) a T(u, v),
která zajist́ı C2 spojitost celé plochy tvořené všemi čtyřmi pláty. Přemı́stěte vnitřńı ř́ıdićı
body plát̊u R(u, v), S(u, v) a T(u, v) do jejich nových poloh a dosaženou spojitost ověřte
zebř́ımi pruhy.

Lze po této úpravě považovat pláty R(u, v), S(u, v) a T(u, v) stále ještě za pláty z Coonsovy
bilineárńı plochy?
Řešeńı. a) Na obr. 3.27 a) jsou nakresleny okrajové křivky plát̊u P(u, v), R(u, v), S(u, v)
aT(u, v) z Coonsových bilineárńıch ploch. Zároveň jsou zobrazeny śıtě ř́ıdićıch bod̊u Bézierových
bikubických ploch, které jsou totožné s Coonsovými bilineárńımi plochami. Parametrické
křivky, které se v Rhinu zobrazuj́ı automaticky, jsou vyznačeny středně silnou čarou.
Pláty z Coonsovy bilineárńı plochy jsou napojeny pouze s C0 spojitost́ı, viz př́ıklad 3.7.
Tato spojitost je velmi dobře patrná na obr. 3.27 a) v bodě napojeńı parametrické u-křivky
R(u, 12) na parametrickou u-křivku T(u, 12) a v bodě napojeńı parametrické v-křivky S(12 , v)
na parametrickou v-křivku T(12 , v). Zřetelně se C

0 spojitost potvrzuje i při zobrazeńı zebř́ıch
pruh̊u, jak je patrné z obr. 3.27 b).
Ř́ıdićı body okrajové Bézierovy kubiky T0(v), resp. T0(u) jsou plně určeny okrajovým
ř́ıdićım polygonem plátu R(u, v), resp. S(u, v). Poloha prvńıch tř́ı ř́ıdićıch bod̊u okrajové
Bézierovy kubiky T1(v), resp. T1(u) vyplývá z podmı́nek C0, C1 a C2 spojitosti napojeńı
těchto Bézierových kubik na kubiky S1(v), resp. R1(u). Pouze poloha posledńıho ř́ıdićıho
bodu Bézierovy kubiky T1(v), který je totožný s posledńım ř́ıdićım bodem Bézierovy kubiky
T1(u), je libovolná.

b) Na obr. 3.28 a) jsou nakresleny okrajové křivky plát̊u P(u, v), R(u, v), S(u, v) a T(u, v)
s modifikovanou polohou vnitřńıch ř́ıdićıch bod̊u. Všechny čtyři pláty jsou z Bézierových
bikubických ploch, jejichž śıtě ř́ıdićıch bod̊u jsou na obr. 3.28 a) také zobrazeny.
Spojitost plát̊u podél všech společných okraj̊u je C2, jak je patrné z tvaru zebř́ıch pruh̊u na
obr. 3.28 b).
Pláty na obr. 3.28 již nelze považovat za pláty z Coonsovy bilineárńı plochy, nebot’ vnitřńı
ř́ıdićı body jejich śıt́ı nesplňuj́ı podmı́nku (3.38) vzhledem k tečným vektor̊um parametrických
křivek v roźıch plátu a zkrut̊um v roźıch plátu z Coonsovy bilineárńı plochy. □

■ Cvičeńı 3.12 Nakreslete v Rhinu Bézierovy plochy z př́ıklad̊u 3.9, 3.10 a 3.11. Nakreslete
body ploch pro hodnoty parametr̊u u = 0, v = 0, 0.1, . . . , 1 a u = 0, 0.1, . . . , 1, v = 0, a jimi
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ři
v
k
y
a
śı
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ić
ıc
h
b
o
d̊
u

b
)
K
on

tr
ol
a
sp
o
ji
to
st
i
ze
b
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Obrázek 3.27: C0 spojité plátováńı pláty z Coonsovy bilineárńı plochy
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Obrázek 3.28: C2 spojité plátováńı pláty z Bézierovy bikubické plochy
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procházej́ıćı parametrické křivky. Sestrojte tečné roviny v roźıch plát̊u z Bézierových ploch
a určete, zda je roh plátu eliptický, hyperbolický nebo parabolický bod Bézierovy plochy.

■ Cvičeńı 3.13 Realizujte v Rhinu př́ıklady 3.12 a 3.13.

■ Cvičeńı 3.14 V Rhinu nakreslete Coonsovu bilineárńı plochu podle zadáńı z př́ıkladu 3.14.
Zjistěte kartézské souřadnice vnitřńıch ř́ıdićıch bod̊u a porovnejte je s vypočtenými hodno-
tami.

■ Cvičeńı 3.15 V Rhinu nakreslete Bézierovu plochu z př́ıkladu 3.15. Zkonstruujte de Cas-
teljau algoritmem pro plochy i pro křivky bod P(12 ,

1
2) a přesvědčte se, že lež́ı v pr̊useč́ıku

př́ıslušných parametrických křivek.

Vyzkoušejte i pro jiné zvolené hodnoty parametr̊u u a v.

■ Cvičeńı 3.16 Realizujte př́ıklad 3.16 v Rhinu. Nakreslete body na Bézierových plochách
pro hodnoty parametr̊u u = 0, v = 0, 0.1, . . . , 1 a v = 0, u = 0, 0.1, . . . , 1 a jimi procházej́ıćı
parametrické křivky. Požadovanou spojitost ověřte grafy křivost́ı navazuj́ıćıch parametrických
křivek a zebř́ımi pruhy.

■ Cvičeńı 3.17 Nakreslete plát z Coonsovy bilineárńı plochyP(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, z př́ıkladu
3.14.

a) K plátu P(u, v) připojte podél okraje P0(u) (tj. ve směru záporné osy y) plát z Coon-
sovy bilineárńı plochy R(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, jehož okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky.
Konstrukćı určete polohu ř́ıdićıch bod̊u Bézierových kubik R0(v) a R1(v) tak, abyste zajistili
C2 spojitost jejich napojeńı na okraje P0(v) a P1(v). Volný okraj R1(u) je úsečka v rovině
(x, y).

K plátu P(u, v) připojte podél okraje P0(v) (tj. ve směru záporné osy x) plát z Coonsovy
bilineárńı plochy S(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, jehož okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Kon-
strukćı určete polohu ř́ıdićıch bod̊u Bézierových kubik S0(u) a S1(u) tak, abyste zajistili C2

spojitost jejich napojeńı na okraje P0(u) a P1(u). Volný okraj S1(v) je úsečka v rovině (x, y).

K plát̊um S(u, v) a R(u, v) připojte podél okraje S1(u) a R1(v) plát z Coonsovy bilineárńı
plochy T(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2, jehož okraje jsou rovinné Bézierovy kubiky. Konstrukćı určete
polohu ř́ıdićıch bod̊u Bézierových kubik T1(u) a T1(v) tak, abyste zajistili C

2 spojitost jejich
napojeńı na okraje S1(v) a R1(v). z-ové souřadnice ř́ıdićıch bod̊u, jejichž poloha C2 spojitost
okraj̊u neovlivńı, jsou nulové.

Určete ř́ıdićı body okrajových Bézierových kubik plátu T(u, v), jejichž poloha neovlivńı
požadovanou C2 spojitost okraj̊u.

Nakreslete body na všech Coonsových bilineárńıch plochách pro hodnoty parametr̊u u = 0,
v = 0, 0.1, . . . , 1 a v = 0, u = 0, 0.1, . . . , 1 a jimi procházej́ıćı parametrické křivky. Dosaženou
spojitost analyzujte grafy křivost́ı navazuj́ıćıch parametrických křivek a zebř́ımi pruhy.

b) Využijte vztah mezi Bézierovou bikubickou a Coonsovou bilineárńı plochou (viz část 3.5.2)
a konstrukćı určete takovou polohu vnitřńıch ř́ıdićıch bod̊u plát̊u R(u, v), S(u, v) a T(u, v),
která zajist́ı C2 spojitost celé plochy tvořené všemi čtyřmi pláty. Přemı́stěte vnitřńı ř́ıdićı
body plát̊u R(u, v), S(u, v) a T(u, v) do jejich nových poloh.

Nakreslete body na všech Bézierových plochách pro hodnoty parametr̊u u = 0, v = 0, 0.1, . . . , 1
a v = 0, u = 0, 0.1, . . . , 1 a jimi procházej́ıćı parametrické křivky. Požadovanou spojitost
ověřte grafy křivost́ı navazuj́ıćıch parametrických křivek a zebř́ımi pruhy.
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3.6 Uniformńı ukotvená bikubická B-spline plocha

Uniformńı ukotvená bikubická B-spline plocha má v hierarchii matematických model̊u ploch
podobné postaveńı jako uniformńı ukotvená B-spline křivka 3. stupně v hierarchii matema-
tických model̊u křivek. Matematický popis uniformńı ukotvené bikubické B-spline plochy, kte-
rou budeme nadále nazývat stručně jen ukotvená plocha, přesahuje rámec tohoto učebńıho textu.
Z uživatelského hlediska je však ukotvená plocha natolik významná, že ji nemůžeme vynechat.
Nebudeme si zde uvádět definice ani početńı př́ıklady, ze kterých by vyplynuly zaj́ımavé geo-
metrické vlastnosti ukotvené plochy. Zvoĺıme uživatelský př́ıstup, kdy si nejprve všechny tyto
d̊uležité vlastnosti vyjmenujeme a o jejich platnosti a významu se přesvědč́ıme prostřednictv́ım
modelováńı v Rhinu.

3.6.1 Vlastnosti ukotvené plochy

• Ukotvená plocha je určena śıt́ı (m+1)×(n+1),m,n > 4, ř́ıdićıch bod̊uVi,j , i = 0, 1, . . . ,m,
j = 0, 1, . . . , n, uspořádaných do mapy plochy.

• Ukotvená plocha interpoluje rohy śıtě V0,0, V0,n, Vm,0, Vm,n ř́ıdićıch bod̊u. Ostatńımi
ř́ıdićımi body neprocháźı.

• Okrajové křivky ukotvené plochy jsou ukotvené křivky.

• Z přecházej́ıćıch dvou vlastnost́ı vyplývá, že Coonsova bilineárńı plocha určená okrajovými
ukotvenými křivkami je speciálńı př́ıpad ukotvené plochy.

Zřejmě existuje nekonečně mnoho ukotvených ploch, které maj́ı totožné okrajové ukotvené
křivky, ale d́ıky odlǐsné poloze vnitřńıch ř́ıdićıch bod̊u maj́ı odlǐsný tvar vlastńı plochy. Po-
kud vnitřńı ř́ıdićı body śıtě ukotvené plochy splňuj́ı určité podmı́nky (které zde nebudeme
odvozovat), je ukotvená plocha totožná s Coonsovou bilineárńı plochou určenou okrajovými
ukotvenými křivkami.

• Ukotvená plocha je segmentovaná, protože počet řádk̊u i sloupc̊u ř́ıdićıch bod̊u je větš́ı než
4, což je počet právě nutný k vytvořeńı plochy 3. stupně ve směru parametru u i v.

• Ukotvená plocha je složena z (m − 2) × (n − 2) segment̊u – plát̊u z Bézierovy bikubické
plochy.

• Všechny pláty z Bézierovy bikubické plochy jsou automaticky C2 spojitě napojené, proto
je ukotvená plocha C2 spojitá v celém oboru parametrizace.

• Změnou polohy libovolného vnitřńıho ř́ıdićıho bodu se změńı tvar ukotvené plochy, ale
nezměńı se C2 spojitost ukotvené plochy.

3.6.2 Plátováńı – pláty z ukotvené plochy

Vzhledem ke skutečnosti, že ukotvená plocha je složena z plát̊u z Bézierových bikubických ploch,
lze při C0, C1 a C2 spojitém napojováńı plát̊u z ukotvené plochy využ́ıt podmı́nky C0, C1 a C2

spojitého napojeńı plát̊u z Bézierových bikubických ploch odvozené v části 3.5.5. Rovněž tak
můžeme využ́ıt podmı́nek C0, C1 a C2 spojitého napojeńı dvou ukotvených křivek, nebot’ –
podobně jako u Bézierovy plochy – při respektováńı

”
křivkové“ podstaty plochy můžeme na

ukotvenou plochu pohĺıžet jako na ukotvenou křivku s proměnnými ř́ıdićımi body. Pokud za-
jist́ıme C0, C1 nebo C2 spojitost ukotvených křivek určených řádkovými, resp. sloupcovými
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ř́ıdićımi polygony, je t́ım automaticky zajǐstěna C0, C1 nebo C2 spojitost napojeńı plát̊u z ukot-
vených ploch v př́ıslušném směru.

I když by se mohlo zdát, že napojováńı plát̊u z ukotvené plochy poněkud postrádá smysl
(ukotvená plocha je už přece složena z C2 spojitě napojených plát̊u z Bézierovy bikubické plo-
chy), neńı tomu tak. V technické praxi se můžeme setkat s plochami natolik tvarově složitými,
že je muśıme ve fázi návrhu rozdělit do menš́ıch část́ı, modelovat nejprve tvar těchto část́ı a řešit
problémy s jejich napojeńım. Př́ıpadné spojeńı d́ılč́ıch část́ı do jediného celku – plochy složené
z velkého množstv́ı plát̊u – lze provést až v konečné fázi návrhu. Ukázka takového př́ıstupu je
uvedena v př́ıkladu 3.18.

■ Př́ıklad 3.18 Modelováńı části lidského obličeje. Část lidského obličeje, která má být
vymodelována C2 spojitou plochou, je určena dvěma soustavami definičńıch křivek k0, . . . , k6
a l0, . . . , l5, viz obr. 3.29. Tyto definičńı křivky jsou ukotvené křivky, které maj́ı na výsledné
ploše ležet. Obě soustavy křivek jsou souměrné podle roviny (y, z) procházej́ıćı ř́ıdićım poly-
gonem křivky k3.

Řešeńı. Je zřejmé, že v tomto př́ıpadě nelze požadovanou plochu modelovat jako ukotvenou
plochu určenou pouze okrajovými ukotvenými křivkami k0, k6, l0, l5, nebot’ tvarová odchylka
výsledné plochy od vnitřńıch definičńıch křivek, které maj́ı na ploše ležet, by byla zcela
nepř́ıpustná.
Ani pokud rozděĺıme křivky l0 a l5 v pr̊useč́ıku s křivkou k3 na dvě části a vytvoř́ıme dva
souměrné pláty z ukotvené plochy, nedostaneme uspokojivý výsledek. Oba pláty by byly
napojeny pouze s C0 spojitost́ı a tvarová odchylka výsledné plochy od definičńıch křivek by
byla značná. Nav́ıc – tvar plochy by v̊ubec nevystihoval tvar lidského obličeje.
Abychom splnili zadáńı, tj. aby definičńı křivky ležely na modelované ploše, je třeba křivky
k0, . . . , k6 rozdělit v pr̊useč́ıćıch s křivkami l0, . . . , l5 a křivky l0, . . . , l5 rozdělit v pr̊useč́ıćıch
s křivkami k0, . . . , k6. T́ım dostaneme soustavu šesti řádk̊u o šesti sloupćıch částečných ukot-
vených křivek li a soustavu pěti řádk̊u o sedmi sloupćıch částečných ukotvených křivek ki.
Můžeme tedy vytvořit celkem třicet plát̊u z ukotvené plochy určené částečnými okrajovými
křivkami dotýkaj́ıćımi se v roźıch.

Obrázek 3.29: Definičńı křivky
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Obrázek 3.30: Část lidského obličeje modelovaného C2 spojitě napojenými pláty z ukotvené
plochy

I když jsou navazuj́ıćı okraje C2 spojitě napojeny, pláty jsou podél společných okraj̊u na-
pojeny pouze s C0 spojitost́ı. C2 spojité napojeńı však můžeme dosáhnout přemı́stěńım
vnitřńıch ř́ıdićıch bod̊u plát̊u do takové polohy, která požadovanou spojitost zajist́ı. Nárys,
p̊udorys a levý bokorys śıt́ı takto modifikovaných ř́ıdićıch bod̊u jednotlivých plát̊u jsou na-
kresleny na obr. 3.30 vlevo, výsledná C2 spojitá plocha složená z třiceti C2 spojitě napojených
plát̊u je nakreslena na tomtéž obrázku vpravo.

Konečnou úpravu, kterou provedeme, je spojeńı všech třiceti plát̊u z ukotvených ploch
do jediné ukotvené plochy. Uvažujeme-li vždy pouze řádkové nebo sloupcové ř́ıdićı poly-
gony, můžeme polohu ř́ıdićıch bod̊u jediné ukotvené plochy určit konstrukćı naznačenou na
obr. 2.35. Nárys, p̊udorys a levý bokorys výsledné śıtě ř́ıdićıch bod̊u této ukotvené plochy
jsou zobrazeny na obr. 3.31 vlevo, výsledná plocha je na tomtéž obrázku vpravo.

Porovnáme-li śıtě ř́ıdićıch bod̊u na obr. 3.30 a obr. 3.31, vid́ıme, že vstupńı data jediné
ukotvené plochy na obr. 3.31 jsou mnohem úsporněǰśı než vstupńı data třiceti plát̊u z obr. 3.30.
To je daľśı z d̊uvod̊u a výhod, proč se ukotvené plochy použ́ıvaj́ı k modelováńı velmi obecných
tvar̊u.

Plocha, kterou jsme modelovali část lidského obličeje v př́ıkladu 3.18, je část plochy, kterou
byla modelována umělá lidská hlava vyrobená do zař́ızeńı pro měřeńı kvality a testováńı elek-
troakustických soustav, viz [9] a [8]. Zař́ızeńı se využ́ıvá k vědeckým a pedagogickým účel̊um na
katedře radioelektroniky a fyziky Fakulty elektrotechnické ČVUT v Praze.
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Obrázek 3.31: Část lidského obličeje modelovaná jedinou ukotvenou plochou

3.6.3 Ukotvená plocha v Rhinu

Ukotvená plocha určená śıt́ı ř́ıdićıch bod̊u – Jak již bylo řečeno, směr parametr̊u u i v
je dán systémem. Pro pořad́ı zadávaných vstupńıch dat plat́ı u ukotvené plochy stejná
pravidla jako tomu bylo u Bézierovy plochy, viz část 3.5.6. Zde se budeme věnovat pouze
prvńımu zp̊usobu zadáváńı, kdy parametr u roste s přibývaj́ıćım indexem řádk̊u a parametr
v roste s přibývaj́ıćım indexem sloupc̊u.

Př́ıkaz: Plocha z mř́ı̌zky ř́ıdićıch bod̊u → v př́ıkazovém řádku zvolit stupeň: zadat 3 →
Počet bod̊u v řádku: zadat m + 1 (tj. počet řádk̊u mapy plochy) → v př́ıkazovém řádku
zvolit Stupeň: zadat 3 → Počet bod̊u ve sloupci: zadat n+ 1 (tj. počet sloupc̊u mapy) →
Bod(1 z m + 1,1 z n + 1): zadat V0,0 → Enter → Bod(1 z m + 1,2 z n + 1): zadat V0,1

→ . . . → Bod(m + 1 z m + 1,n + 1 z n + 1): zadat Vm,n → Enter. Nakresĺı se ukotvená
plocha určena śıt́ı (m+ 1)× (n+ 1) ř́ıdićıch bod̊u se směrem a orientaćı parametr̊u u a v
podle očekáváńı, tj. parametr u roste s přibývaj́ıćım indexem řádk̊u a parametr v roste
s přibývaj́ıćım indexem sloupc̊u.

Poznámka: Na ukotvené ploše se automaticky zobrazuj́ı parametrické křivky, které od sebe
odděluj́ı jednotlivé segmenty – pláty z Bézierovy bikubické plochy, viz dále.

Śıt’ ř́ıdićıch bod̊u – Śıt’ ř́ıdićıch bod̊u (body i ramena) ukotvené plochy lze zobrazit/skrýt
př́ıkazem Zapnout ř́ıdićı body/Vypnout ř́ıdićı body →Vyberte objekty pro zobrazeńı ř́ıdićıch
bod̊u: kliknout na plochu. Ř́ıdićı body se zobraźı jako dočasně viditelné body, ramena se
zobraźı jako dočasně viditelné úsečky tečkovanou čarou. Zobrazené ř́ıdićı body lze uchopit
s režimem Uchopováńı bod̊u.
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Ukotvená plocha určená okrajovými ukotvenými křivkami – Před vytvořeńım ukotvené
plochy určené okrajovými ukotvenými křivkami je třeba mı́t okrajové křivky nakreslené.

Př́ıkaz: Plocha ze 2, 3 nebo 4 hraničńıch křivek → Vyberte 2, 3 nebo 4 křivky: klik-
nout na okraje v tomto pořad́ı: P0(v), P1(v), P0(u), P1(u) → Enter. Nakresĺı se Coon-
sova bilineárńı plocha určená zadanými okraji. Tato Coonsova bilineárńı plocha je totožná
s ukotvenou plochou určenou právě tou śıt́ı ř́ıdićıch bod̊u, která se zobraźı př́ıkazem Za-
pnout ř́ıdićı body → Vyberte objekty pro zobrazeńı ř́ıdićıch bod̊u: kliknout na Coonsovu
bilineárńı plochu.

Pozor! Je zřejmé, že obráceně tento vztah mezi ukotvenou a Coonsovou bilineárńı plo-
chou neplat́ı. Pokud nakresĺıme ukotvenou plochu př́ıkazem Plocha z mř́ı̌zky ř́ıdićıch bod̊u,
a potom nakresĺıme Coonsovu bilineárńı plochu určenou okrajovými ukotvenými křivkami
ukotvené plochy, nemuśıme obecně dostat totožné plochy.

Modifikace tvaru ukotvené plochy – Pro modifikaci tvaru ukotvené plochy plat́ı stejná pra-
vidla jako u Bézierovy plochy, viz část 3.5.6. Z uživatelského hlediska lze za nejvýznamněǰśı
vlastnost ukotvené plochy považovat schopnost automaticky zachovat okraje i C2 spojitosti
celé plochy po změně polohy vnitřńıho ř́ıdićıho bodu.

Pozor! Ani u ukotvené plochy nepouž́ıváme k modifikaci tvaru př́ıkazy Vložit uzel a Od-
stranit uzel, jejichž d̊usledkem se změńı uniformńı parametrizace plochy na neuniformńı
a př́ıkaz Změnit váhu, který vede na racionálńı parametrizaci.

Rozděleńı ukotvené plochy na pláty z Bézierovy bikubické plochy – Př́ıkaz: Rozdělit
plochu izočarou → v př́ıkazovém řádku zvolit Izočára → Vyberte objekty pro rozděleńı:
kliknout na ukotvenou plochu → v př́ıkazovém řádku zvolit Zmenšit=Ano → Rozdělit
v bodě: postupně kliknout do koncových bod̊u všech parametrických u-křivek→ v př́ıkazovém
řádku zvolit Přepnout → postupně kliknout do koncových bod̊u všech parametrických v-
křivek → Enter. V př́ıkazovém řádku se zobraźı informace, že plocha byla rozdělena na
(m− 2)× (n− 2) kus̊u – plát̊u z Bézierových bikubických ploch.

Pozor! Přemı́stěńım libovolného ř́ıdićıho bodu libovolného plátu z Bézierovy plochy se ruš́ı
C2 spojitost mezi pláty.

■ Př́ıklad 3.19 – Ukotvená plocha. Uvažujte zadáńı a řešeńı př́ıkladu 3.17.

Určete konstrukćı polohu ř́ıdićıch bod̊u okrajových ukotvených křivek ukotvené plochy
P∗(u, v), (u, v) ∈ [0, 1]2. Okrajové ukotvené křivky P∗

0(u), resp. P
∗
0(v) jsou složeny z C2 spo-

jitě napojených okrajových Bézierových kubikP0(u) a S0(u), resp.P0(v) aR0(v) z př́ıkladu 3.17.
Okraje P∗

1(u), resp. P
∗
1(v) jsou úsečky v rovině (x, y).

Dále nakreslete ukotvenou plochu jako Coonsovu bilineárńı plochu určenou okrajovými ukot-
venými křivkami P∗

0(u), P
∗
1(u), P

∗
0(v), P

∗
1(v). Potom zobrazte jej́ı śıt’ ř́ıdićıch bod̊u a nakres-

lete daľśı ukotvenou plochu určenou touto śıt́ı ř́ıdićıch bod̊u (se zapnutým režimem Ucho-
pováńı bod̊u). Přesvědčte se, že obě ukotvené plochy jsou totožné (změňte barvu jedné z ploch
a zapněte St́ınované zobrazeńı).

Řešeńı. Na obr. 3.32 jsou zobrazeny okrajové ukotvené křivky, parametrické křivky a śıt’

ř́ıdićıch bod̊u ukotvené plochy. Původńı ř́ıdićı body okrajových Bézierových kubik jsou na
obr. 3.32 vyznačeny symbolem •. Rekonstrukce ř́ıdićıch bod̊u ukotvené křivky složené ze
dvou C2 spojitě napojených Bézierových kubik je provedena podle postupu v př́ıkladu 2.18.
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Obrázek 3.32: Ukotvená plocha □

■ Př́ıklad 3.20 – Rozděleńı ukotvené plochy na jednotlivé pláty z Bézierovy biku-
bické plochy. Jsou dány ř́ıdićı polygony okrajových ukotvených křivek ukotvené plochy:

P0(u) : V0,0 = (0, 0, 3), V1,0 = (1, 0, 4), V2,0 = (2, 0, 3), V3,0 = (3, 0, 0), V4,0 = (4, 0, 2),

P1(u) : V0,5 = (0, 5, 4), V1,5 = (1, 5, 0), V2,5 = (2, 5, 0), V3,5 = (3, 5, 0), V4,5 = (4, 5, 0),

P0(v) : V0,0 = (0, 0, 3), V0,1 = (0, 1, 3), V0,2 = (0, 2, 3), V0,3 = (0, 3, 1), V0,4 = (0, 4, 1),

V0,5 = (0, 5, 4),

P1(v) : V4,0 = (4, 0, 2), V4,1 = (4, 1, 0), V4,2 = (4, 2, 0), V4,3 = (4, 3, 2), V4,4 = (4, 4, 2),

V4,5 = (4, 5, 0).

Nakreslete okrajové ukotvené křivky a ukotvenou plochu jimi určenou. Zkoṕırujte vytvořenou
plochu. Kopii ukotvené plochy rozdělte na jednotlivé pláty z Bézierových bikubických ploch.
Porovnejte spojitost takto vzniklé plochy se spojitost́ı p̊uvodńı ukotvené plochy. Přesvědčte
se, že přemı́stěńım libovolného vnitřńıho ř́ıdićıho bodu libovolného plátu z Bézierovy biku-
bické plochy se ruš́ı C2 spojitost mezi pláty.

Řešeńı. Na obr. 3.33 a) je zobrazena ukotvená plocha včetně śıtě ř́ıdićıch bod̊u. Parametrické
křivky, podél nichž dojde k rozděleńı na jednotlivé pláty z Bézierovy bikubické plochy, a které
se zobrazuj́ı automaticky, jsou vyznačeny středně silnou čarou. Na obr. 3.33 b) jsou zobrazeny
zebř́ı pruhy ukotvené plochy.
Vzhledem k tomu, že ukotvená plocha je určena śıt́ı 6 × 5 ř́ıdićıch bod̊u (m = 5, n =
4), je složena z šesti ((m − 2) × (n − 2) = 6) plát̊u z Bézierovy bikubické plochy. Na
obr. 3.34 a) jsou zobrazeny jednotlivé pláty z Bézierovy bikubické plochy (před modifikaćı
tvaru přemı́stěńım ř́ıdićıho bodu) včetně jejich śıt́ı ř́ıdićıch bod̊u. Z tvaru zebř́ıch pruh̊u těchto
plát̊u na obr. 3.34 b) i zebř́ıch pruh̊u p̊uvodńı ukotvené plochy na obr. 3.33 b) lze usuzovat
na stejnou (tj. C2) spojitost napojeńı podél všech společných okraj̊u.
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Obrázek 3.33: Ukotvená plocha
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Obrázek 3.34: Jednotlivé pláty z Bézierovy bikubické plochy
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■ Cvičeńı 3.18 Jednu z ukotvených ploch z př́ıkladu 3.19 vymažte, aby z̊ustala nakreslena
pouze jediná ukotvená plocha. Zobrazte jej́ı ř́ıdićı body a změňte tvar ukotvené plochy
přemı́stěńım libovolného vnitřńıho ř́ıdićıho bodu (popř. bod̊u). Přesvědčte se (zobrazeńım
zebř́ıch pruh̊u), že modifikovaná plocha je stále C2 spojitá.

Nakreslete znovu Coonsovu bilineárńı plochu určenou okrajovými křivkami modifikované
ukotvené plochy. Přesvědčte se, že nyńı již obě plochy totožné nejsou.

■ Cvičeńı 3.19 Rozdělte ukotvenou plochu, která je řešeńım př́ıkladu 3.19 na jednotlivé pláty
z Bézierových bikubických ploch a zjistěte kartézské souřadnice jejich ř́ıdićıch vrchol̊u. Na-
lezněte vektorové rovnice těchto plát̊u a ověřte výpočtem C2 spojitost podél společných
okraj̊u.



Př́ıloha A

Rhino – seznam použitých př́ıkaz̊u

V následuj́ıćım seznamu jsou uvedeny abecedně setř́ıděné př́ıkazy Rhina, se kterými jsme se
setkali v předcházej́ıćıch kapitolách. Jako prvńı je uveden název př́ıkazu, který se zobrazuje
v bublinové nápovědě tlač́ıtka a v závorce název nástrojové palety, na které se tlač́ıtko nacháźı.
Dále je uveden obrázek tlač́ıtka, kterým lze př́ıkaz zadat a nakonec postup zadáńı př́ıkazu z menu.
Zkratka PTM (Pravé Tlač́ıtko Myši) znamená, že př́ıkaz je třeba volit stisknut́ım pravého tlač́ıtka
myši v nástrojové paletě tlač́ıtek, př́ıpadně v titulkovém pruhu pohledu.

Nástrojovou paletu zobraźıme volbou z menu Nástroje → Rozvržeńı nástrojových palet →
zaškrtnout požadovanou nástrojovou paletu.

Analýza křivosti (Analýza) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Analýza → Plocha → Analýza křivosti

Analýza pomoćı pruh̊u zebry (Analýza plochy) . . . . . . . . . . . .Analýza → Plocha → Zebra

Anuloid (Těleso) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Těleso → Anuloid

Bod (Bod) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Bod

Bod z UV souřadnic (Analýza plochy) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Analýza → Plocha → Bod z UV souřadnic

Duplikovat hranici (Křivka z jiného objektu) . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Křivka z jiných objekt̊u → Duplikovat
hranici

Duplikovat hranu (Křivka z jiného objektu). . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Křivka z jiných objekt̊u → Duplikovat
hranu

Elipsa: střed (Elipsa) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Elipsa → Střed

Editor tečen (Úpravy bod̊u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Úpravy → Ř́ıdićı body → Editor tečen

Geometrická spojitost 2 křivek (Analýza) . . . . . . . . . . . . . . . . . .Analýza → Křivka → Geometrická spojitost

Graf křivosti zapnout (Analýza) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Analýza → Křivka → Zapnout graf křivosti

Hlavńı křivosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .NENÍ . . . . Analýza → Hlavńı křivosti

Koṕırovat (Transformace) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Transformace → Koṕırovat

Kružnice: kolem křivky (Kružnice) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .NENÍ

Křivka zadávaná ř́ıdićımi body (Křivka) . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Volný tvar → Ř́ıdićı body

Lomená čára (Úsečky). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Lomená čára → Lomená čára

Označit konec křivky (Bod) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . PTM..Křivka → Bod → Označit konec křivky

Označit počátek křivky (Bod) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Bod → Označit počátek křivky

Plocha ze 2, 3 nebo 4 hraničńıch křivek (Plocha) . . . . . . . . . . Plocha → Hraničńı křivky

143
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Plocha ze 3 nebo 4 rohových bod̊u (Plocha) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Plocha → Rohové body

Plocha z mř́ıžky ř́ıdićıch bod̊u (Plocha) . . . . . . . . . . . . . . . . PTM..NENÍ

Plocha z rovinných křivek (Plocha) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Plocha → Rovinné křivky

Poloměr (Analýza) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Analýza → Poloměr

Prodloužit křivku obloukem do bodu (Prodloužit) . . . . . . . . . . . . .Křivka → Prodloužit křivku → Obloukem do
bodu

Pr̊useč́ık objekt̊u (Křivka z jiného objektu). . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Křivka z jiných objekt̊u → Pr̊useč́ık

Přepnout silné hrany (Pokročilé zobrazeńı) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .NENÍ

Přesunout (Transformace) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Transformace → Přesunout

Rozdělit křivku počtem segment̊u (Bod) . . . . . . . . . . . . . . . PTM..Křivka → Bod → Rozdělit křivku → Počtem seg-
ment̊u

Rozpojit (Hlavńı2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Úpravy → Rozpojit

Samostatné úsečky (Úsečky) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . PTM..Křivka → Úsečka → Samostatné úsečky

St́ınované zobrazeńı (Standardńı) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . PTM v titulkovém pruhu pohledu → St́ınované
zobrazeńı

Uchopováńı objekt̊u: Na křivce (Uchopováńı objekt̊u) . . . . . . . . .Nástroje → Uchopováńı objekt̊u → Na křivce

Uchopováńı objekt̊u: Na ploše (Uchopováńı objekt̊u) . . . . . . . . . .Nástroje → Uchopováńı objekt̊u → Na ploše

Úsečka: kolmice z křivky (Úsečky) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Úsečka → Kolmice ke křivce

Úsečka: normály plochy (Úsečky) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Úsečka → Normála plochy

Úsečka: tečna z křivky (Úsečky). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Úsečka → Tečna ke křivce

Úsečka: z bodu v polovině (Úsečky) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .NENÍ

UV souřadnice bodu (Analýza plochy) . . . . . . . . . . . . . . . . . PTM..Analýza → Plocha → UV souřadnice bodu

Vı́ce bod̊u (Bod) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Bod → Vı́ce bod̊u

Vyhodnotit bod (Analýza) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Analýza → Bod

Vytáhnout př́ımo (Vytáhnout) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Plocha → Vytáhnout křivku → Př́ımo

Vyjmout izočáru (Křivka z jiného objektu) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Křivka → Křivka z jiných objekt̊u → Vyjmout
izočáru

Vyjmout drátový model (Křivka z jiného objektu) . . . . . . . . . . . .Křivka → Křivka z jiných objekt̊u → Vyjmout
drátový model

Vyjmout śıt’ z ř́ıdićıho polygonu NURBS (Polygonová
śıt’) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

PTM..Nástroje → Polygonová śıt’ → Z ř́ıdićıho polygonu
NURBS

Výpis databáze objektu (Analýza) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Analýza → Diagnostika → Vypsat strukturu

Vypnout editačńı body (Úpravy bod̊u) . . . . . . . . . . . . . . . . . PTM..Úpravy → Ř́ıdićı body → Vypnout

Vypnout ř́ıdićı body (Úpravy bod̊u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . PTM..Úpravy → Ř́ıdićı body → Vypnout

Vytáhnout podél křivky (Vytáhnout) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Plocha → Vytáhnout křivku → Podél křivky

Zapnout ř́ıdićı body (Úpravy bod̊u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Úpravy → Ř́ıdićı body → Zapnout

Zobrazit editačńı body (Úpravy bod̊u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Úpravy → Ř́ıdićı body → Zobrazit editačńı body
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