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Uvod

Metoda konecnych prvku je velice univerzalni metoda feSeni nejruznéjsich inzenyr-
skych tloh a tloh matematické fyziky. Je velice cenéna nejen pro své siroké uplatnéni,
ale prinasi také mnoho dulezitych teoretickych vysledku. Je velice hezka i pro svou
eleganci.

Metoda konecnych prvku byla poprvé prihlasena na patentovém uradé ve ctyticatych
letech v USA. Vétsi pozornosti se ji ale dostalo az v padesatych letech diky po-
zvolnému rozvoji pocitacu a urychleni velkého mnozstvi vypocti. V Sedesatych le-
tech byl k této puvodné inzenyrské metodé dopracovan i teoreticky matematicky
zéklad, viz [4]. Prvni uplatnéni nalezla metoda predevdim v teorii pruznosti, ale
béhem dalsich let byla diky své oblibé a uziteénosti pouzita i pii feseni SirsSiho spek-
tra uloh, napftiklad je velice ocenovana v problémech proudéni tekutin. Mezi dalsi
uplatnéni patii jeji vyuziti v aeroelasticité, teplotnim poli a teorii parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic obecné, viz napt. [12].

Zakladem metody je myslenka rozdéleni problému na mensi celky (konecné prvky)
a vyhodnoceni bilance mezi témito prvky. Rozdéleni tlohy na mensi celky docilime
napiiklad triangulaci zkoumaného télesa. Na trojihelnicich aproximujeme ptesné
feSeni hodnotami nalezeného numerického teseni v jeho vrcholech. Numerické feseni
ziskame vyfesenim soustavy linearnich rovnic s matici soustavy, kde jeji prvky od-
povidaji vzajemnému pusobeni sousednich uzli. Pro dostateénou presnost volime
velmi jemnou triangulaci s velkym mnozstvim trojihelniki, a proto sestavena sou-
stava Casto dosahuje zna¢nych rozmeéru, neziidka i v fadech 10° a vice. Kouzlo me-
tody konec¢nych prvku tkvi v tom, Ze pti spravném sestaveni soustavy je jeji vysledna
matice Tidka, casto diagonalné dominantni nebo pozitivné definitni. Takova matice
je pak pomérné dobte a rychle fesitelnd, viz [13].

K masovému rozsiteni metody konec¢nych prvku pomohl rozvoj pocitacu a speci-
alizovanych vypocetnich programi, které dokazi mnoho kroku vytesit samy. Jejich
vyvoj je vysledkem mnohaleté prace celych univerzitnich védeckych tymu. Stale vsak
nelze tlohu pouze zadat k vyfeseni a ocekavat vysledek, nybrz je tfeba mit alespon
elementarni znalost jejich matematickych zakladu. Na konci vypoctu je nutné ovérit
souhlas predpokladaného a nalezeného feseni. V programu se totiz muze vyskytnout
chyba nebo nalezené feSeni nemusi byt z mnoha dalsich pii¢in spravné.

V této praci se zaméiime predevsim na sestaveni zakladniho algoritmu feseni meto-
dou kone¢nych prvkua pro tlohu pruznosti. Cilem préce bylo:



e seznamit se s literaturou, ktera se zabyva varia¢nim principem a zaklady me-
tody konec¢nych prvki,

e ziskat prehled pouzivanych matematickych modelu a numerickych metod,

e vyvoj vlastniho programu pro aplikaci numerické metody zalozené na metodé
konecnych prvku,

e ovéfeni spravnosti numerické metody a jeji realizace vyvinutym programem,

e aplikace na vybrany problém.

V prvni kapitole jsou uvedeny zaklady fyzikalni teorie pruznosti. Do druhé kapitoly
zarazujeme pro vétsi prehlednost potfebny matematicky aparat. Ve tieti kapitole je
odvozena formulace slabého feSeni a popsana modelova metoda koneénych prvku.
Ve ¢tvrté kapitole jsou pak vysvétleny principy pro tlohu rovinné pruznosti. Imple-
mentace numerickho schématu je popsana v paté kapitole. Do Sesté kapitole jsou
shrnuty numerické vysledky a v zavéru je zhodnoceni dosazenych vysledku.



Kapitola 1

Matematicko-fyzikalni model

V této kapitole se blize sezndmime s matematickou teorii elastickych téles, viz napi.
[2],]7]. Nasim cilem je ziskat rovnice popisujici statickou rovnovahu poddajného
télesa a z nich nasledné urcit deformaci zkoumaného télesa. Poddajné téleso budeme
modelovat kontinuem. Na zacatku tedy predpokladame, ze mame danou oblast €2,
kterd je totozna s nasim télesem. V této oblasti jsou polohy bodu, deformace, napéti
a sily definovany jako funkce prostorovych soutradnic.

1.1 Objemové a plosné sily

Uvazujme téleso reprezentované oblasti 2 C R®. Na néj mohou piisobit sily dvojiho
druhu. Prvnim druhem jsou sily objemové. To jsou sily, které ptisobi uvniti celého
objemu télesa, a jsou umeérné velikosti a hmotnosti kazdého elementu. To ndam do-
voluje zavést objemovou hustotu sil F, silu vztazenou na jednotku objemu, kde
pusobi. Jeji slozky budeme znacit F;. Piiklady objemovych sil jsou sily gravitaéni
nebo odstredivé.

Druhym druhem jsou sily plosné. Piiklad predstavuji ruzné tahové ¢i tlakové sily,
které vznikaji na povrchu kontinua ve styku s okolnim kontinuem. Z povrchu se pak
ucinek téchto sil $iti dovnitt celého télesa po ploskach prostiednictvim vzajemného
pusobeni jednotlivych vrstev molekul.

Néasledné prozkoumame pusobeni plosnych sil na zadany plosny element dS. Jejich
vliv, pfimo umeérny velikosti plochy dS, muzeme popsat pomoci vektoru napéti T
jako dF = TdS. Necht nase plogka uzavird urcity koneény objem dV z kontinua.
Pak za orientaci T zvolime vnéjsi normélu plochy dS. Pro zduraznéni se nékdy tato
zavislost znac¢i T, kde n je jednotkova norméla dS. Vétsinou je vSak orientace T
jasna a n vynechavame.

Déle budeme vyuzivat Einsteinovu sumac¢ni konvenci. To znamena, ze vyskytnou-li
se ve vyrazu dva stejné indexy, pak pres né automaticky s¢itdme pres vSechny mozné
hodnoty opakujiciho se indexu. Z kontextu by mél byt vzdy ziejmy rozsah.



V této kapitole sc¢itame do tii. Slozky T; vektoru napéti T muzeme nyni vyjadrit
pomoci tenzoru napéti 7;;, tedy

ﬂ = Tij le (Z,j = 1,2,3), (11)

kde n; jsou slozky jednotkového normalového vektoru n. Slozky 7;; jsou tedy praméty
slozek vektoru napéti T; do os x;. Tenzor 7;; je symetrickym tenzorem druhého radu.
Jeho diagonalni slozky predstavuji normalova napéti, mimodiagondlni slozky maji
vyznam smykovych napéti.

1.2 Podminky rovnovahy

Aby kontinuum mohlo dosdhnout rovnovahy, musi byt kazdy jeho element v rov-
novazném stavu, kdy se ucinky jednotlivych sil vyrovnaji. Vezméme si libovolné
velkou ¢éast kontinua a zformulujme pro néj podminky rovnovahy. To znamena, ze
soucet sil objemovych F a plosnych T, pusobicich na povrchu vybrané ¢éasti, se musi
vyrovnat

/FdV+/TdS =0, (1.2)
1% S
rozepsano ve slozkach

/FidV—l— /ﬂdS =0, 1=1,2,3. (1.3)
v 5
Pouzitim vztahu (1.1) a Gaussovy véty na druhy integral dostavame

8’7’,"
S %4

S

Z podminky (1.4)) tedy ziskdme vztah

/(Fi + %)dv =0, (1.5)

ktery musi platit pro libovolny objem V. Vztah (1.5) muze byt splnén pro libovolny
objem V jen tehdy, pokud je roven nule integrand. Odvodili jsme tak tfi rovnice
rovnovahy pro elastické téleso.

871-]-

ij

F; + =0, (=123 v (1.6)
Kromé podminky rovnovahy sil, musi byt téz zachovana podminka rovnovahy mo-
mentu sil. Jak je ukdzéno napt. v [2], podminka je splnéna pro symetricky tenzor
napéti 7;;.
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Obrazek 1.1: Deformace bodu P a () vuci vztaznému bodu O.

1.3 Deformace télesa

Uvazujme téleso reprezentované oblasti 2 C R? v nedeformovaném stavu. Kazdy bod
télesa v nedeformovaném stavu je popsan polohovym vektorem se slozkami x, x5, 3.
Ptisobenim vnéjsich sil se bod posune do novych soutradnic yi,s,y3. Probéhlou
deformaci popiseme vektorovou funkei u(xy, 29, x3), pro kterou plati

Y = x; + ui(xj), (1.7)

kde wu; jsou slozky u. Predpokladame, ze funkce wu; jsou spojité a maji spojité
parcialni derivace potiebnych radu v oblasti (2. Lokalni deformaci kontinua v daném
bodé P vyjadiime pomoci posunuti nekonecné blizkého bodu () v nedeformovaném
stavu, viz obrdzek [I.1] Bod P je popsdn souradnicemi z;, () pak ma soufadnice
x; + dx;. Deformaci prejdou body P, Q na body P’, ), uréenymi soufadnicemi y;
a y; + dy;.

Pro dy; pak dostdvame (pii pouziti Einsteinova sumac¢niho pravidla)

dyi = dgpz + dul($j) = d(El + a—x]dIJ = (5” + 8_117]) dl‘j. (18)

Porovnédnim kvadratu vzddlenosti obou bodu v puvodnim dsi a v deformovaném
stavu ds? ziskdme (j a k jsou scitaci indexy):

dsi = dr - dr = dx;dx; = jkdxjdxy, (1.9)

* ) )
ds? = dy - dy = dydy; = ( 65 + 22 ) (64 + 22 ) sy, 1.10
s* =dy - dy = dy;dy (]+a$j><k+8$k zjdy (1.10)

5



Upravou vztahu l} ziskame

ou; ou;  Ou; Ou;
ds? = [ 8.:6; il A ¢ L2 Vdoad
s (%5@19 + 0y r + 52k8$]~ + oz, 8$k> zdxy,
<8uj our,  Ou; Ou;

dz;dxy.
Oxy, * Oz, * Oz, 8xk) LIk

(1.11)

Nyni zadefinujeme novou veli¢inu vztahem pro jeji slozky:

(an 8uk 8ul Quz
ij =

L k=1,2.3 1.12
M+%+%%J<% 2.3) (1.12)

kterou nazveme tenzorem konecné deformace. Tento tenzor vyjadiuje zménu vzajem-
né vzdalenosti bodu P a ). Pokud budeme uvazovat pouze malé vychylky, miizeme
¢len se smiSsenymi derivacemi zanedbat a ziskame tak tenzor malych deformact

€ik = 5(8—3% + a_l’]> (1.13)

Tenzor malych deformaci je symetricky tenzor druhého fadu. Jeho diagonélni slozky
vyjadiuji relativni prodlouzeni zkoumaného elementu podél soutadnicovych os a
slozky mimodiagonalni maji vyznam poloviny smykovych tihla sevienych mezi soutrad-
nymi osami danych indexu.

1.4 Hookeuv zakon

V této praci budeme uvazovat pripad malych deformaci elastického télesa. V tomto
pripadé popisuje realitu dostateéné presné linearni zavislost slozek tenzoru defor-
mace na slozkich tenzoru napéti. Pro tiirozmérny ptipad je tedy kazda ze 6 slozek
tenzoru napéti linedrni funkci 6 slozek tenzoru deformace. Vektorové zapsan tak-
zvany zobecnény Hookeuv zdkon vypada takto:

Tij = Cijkl €kl (1-14)

kde 735, ew jsou tenzory druhého fadu, k, [ scitaci indexy. Tenzor ctvrtého rddu
Ciji je symetricky v indexech ¢ a j, k a [. Veliciny Cyjp; nazyvame elastickymi
koeficienty. Obecné jsou funkeci soutadnic, ale pokud jsou vlastnosti télesa ve vsech
bodech stejné, pak se koeficienty Cj;i; stanou konstantami charakterizujici téleso.
Takové téleso nazyveme homogenni. Podobné, budou-li vlastnosti télesa ve vSech
smérech stejné, nazyva se téleso izotropni. Jak je odvozeno v napt. [2], maximalni
pocet nezavislych koeficientu pro pripad homogenniho anizotropniho télesa je 15. Pro
pripad izotropniho télesa se pocet nezavislych koeficientu redukuje na dva. Izotropni
télesa lze popsat napiiklad pomoci tzv. Lamého konstant A a p. Zobecnény Hookeuv
zakon pro izotropni homogenni téleso lze pak zapsat

’7'1']‘ = )\5,] 9 + 2,&61']‘, (115)



kde invariant 6 = e;; = e11 + €99 + €33 = div u predstavuje kubickou dilataci télesa.
Lamého koeficienty lze urcit ze znamych materialovych konstant — Youngova modulu
pruznosti E' a Poissonovy konstanty o, podle vztahu

FEo FE

A A=) “Taire)

(1.16)

1.5 Rovinna pruznost

V této préaci budeme fesit rovinnou deformaci télesa. To znamenad, ze budeme hle-
dat funkce posunuti v kazdém bodé télesa na zdkladé zadanych objemovych sil a
okrajovych podminek, viz dale. Navic budeme predpokladat, ze deformace ve sméru
osy z budou nulové ¢i nezadbatelné a funkce posunuti ve smérech os x, y nebudou
funkci soutadnice z. Toho je dosazeno u téles s prevladajicimi rozmeéry v ose z, jako
napiiklad dlouhd deska ¢i dlouha tlustosténna trubka. Vysledna deformace bude
zachovavat rovinny prutrez kolmy na osu z. Ze soustavy rovnic ale nakonec vyjde
nenulové napéti v ose z, jez je dano jako funkce napéti ve smérech os = a y.

Jak je ukdzéno v [3], snadnou ipravou soustavy rovnic se problém rovinné deformace
prevede na problém rovinné pruznosti, a tamtéz — [3] je dokdzana ekvivalence Feseni
obou tloh.

1.6 Okrajové podminky

Pro tplnou matematickou formulaci problému je tteba rovnici (1.6) doplnit prede-
psanim okrajovych podminek. RozliSujeme dva zdkladni typy zadani okrajovych
podminek:

Dirichletovy podminky — na hranici zkoumaného télesa jsou predepsany funkce
posunuti
U_’FDir = UDjr- (117)

To odpovida situaci, kdy je napiiklad nosnik pevné ukotven ve sténé, nebo vime,
ze nasledkem pusobebni vnéjsich sil je téleso v rovnovazném stavu pii urcitém,
predepsaném tvaru deformace jeho okraju.

Neumannovy podminky — na hranici zkoumaného télesa je zaddano pusobeni
vnéjsich plosnych sil pomoci tenzoru napéti

Tij le|FNeu = ;- (118)

Prikladem této podminky muze byt zatizeni jednoho konce nosniku zavazim. Toto
zavazi pusobi plosnymi silami na body svého uchytu. Dalsim piikladem je tah za
jeden konec tyce.

obé podminky na disjunktnich ¢astech hranice I'p;y a I'New, kde I'pir U I'new = OS2



Kapitola 2

Matematicky aparat

V dalsim textu budeme vychazet z nékolika pojmu z funkcionalni analyzy, které v
tomto odstavci uvedeme.

2.1 Zavedeni pouzitych prostori a norem

Pro vlastnosti funkénich prostoru, které budeme definovat, je dulezité, nad jakou
oblasti jsou sestrojeny:

Definice: 1 (viz [7]). Necht Q@ C R? je omezend oblast. Rekneme, Ze hranice oblasti
00 je lipschitzovsky spojitd, kdyz spliuje ndsledujici podminku: Pro libovolné z €
o) existuge okoli U = U(z) takové, Ze mnozinu U N IS lze v néjakém kartézském
souradnicovém systému (xy1,- -+ ,xq) vyjadrit ve tvaru

xg=F(x1, - ,24-1), (2.1)
a mnozinu U N Q lze vyjadrit nerovnosti

xg < F(x1, -+ ,24-1), (2.2)
kde F' je lipschitzovsky spojitd funkce.
Poznamka. Oblast s lipschitzovsky spojitou hranici ma definovany jednotkovy vek-
tor vnéjsi normaly skoro vsude na 0f2.
Pro zjednoduseni budeme dale pouzivat znaceni.

Definice: 2. Derivaci podle multiinderu o = (v, ..., aq), kde oy € Ny rozumime

s . a . oll _ d
parcidlni derivace D* = T kde || = >0 .

Mezi zakladni prostory funkei patii prostor LP(Q2), kde 1 < p < oo. Tyto prostory
jsou definovéany pomoci Lebesqueovy miry a integralu. Prostor LP(Q2) obsahuje ta-
kové funkce f: ) +— R, pro které plati

/\f|p dr < 0. (2.3)
Q
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Prostory L”(Q2) jsou Banachovy prostory s normou

el = llull, = ( / uf? da:> | (2.4)

pro 1 < p < c0. Pro p = oo je norma volena jako esssupf, viz [1].

Poznamka. Obdobné pracujeme s prostory LF(02), kde 0L2 je hranice oblasti .

Pro k e Na 1l <p < oo muzeme definovat Sobolevuv prostor
WE2(Q) = {f € L7()] Vo, |o] < K, D*f € L(Q)}, (2.5)

kde symbolem D% je oznacena derivace podle multiindexu a.. Normu na tomto pro-
storu zavadime jako

1
lullweney = lullopn = 3 ( [ dx) . (2.6)

o<k

Kromé normy pracujeme na tomto prostoru také se seminormou

1
o = lilep = 3 ([ 1D ac ) 27)

la|=k

Bude- 1li z kontextu jasné, pies jakou oblast integrujeme, budeme tento index )
vynechavat.

O hodnoté funkce na hranici oblasti 2 C R? mtizeme mluvit pouze v pripadé, kdy je
2k > d a ze Sobolevovych vét plyne vnotenif W*?(Q) do C(Q), viz [4]. V ostatnich
pripadech pouzivame vétu o stopach, zde uvedenou bez dukazu:

Véta: 1. Necht je oblast Q C R? s lipschitzovsky spojitou hranici. Pak existuje pr e
jeden omezeny linedrni operdtor T : WFP(Q) w L2*(0R) takovy, Ze Yu € C>®(Q)
plati, Ze Tu = u|agq.

Znéni a dukaz viz [§].

Nyni, kdyz ma smysl hodnota funkce na hranici, muzeme zavést prostor V' se stejnou
normou jako na prostoru W12(Q) takto

V={feW"Q)|f=0mnaTp;} Cc W-3(Q) (2.8)

Pokud budeme pozadovat intergovatelnost i vyssich derivaci, lze tento prostor jesté
zobecnit na

VO = {f € WH(Q)|f =0 na Dpi,} € WH(Q) (2.9)

Prostor vSech omezenych linearnich funkcionélu definovanych na prostoru V' oznacime
jako V*, mluvime pak o tzv. dualnim prostoru. Na tomto prostoru definujme normu
pro F' € V* vztahem

|F'(w)]

Tl (2.10)

|F]l, = max
ueV
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Pro teseni tlohy rovinné pruznosti zavedeme znaceni kartézského souc¢inu Sobole-
vovych prostort jako V.=V x V = [{f € W"(Q)|f = 0 na 'p;}]*. Na tomto
prostoru definujeme normu vztahem

[ullv = \/Ilullﬁ,z + [Juz? 2 (2.11)

Z teorie Sobolevovych prostoru vyuzijeme i prostor funkci s kompaktnim nosi¢em,
Wy (Q) = C’{)’O(Q)”'HV, tj. uzaver nekonecéné hladkych funkei s kompaktnim nosi¢em
na oblasti 2 v normé prostoru V', viz napt. [I1].

2.2 Daulezité vztahy

Déle budeme pouzivat nasledujici vztahy.

Véta: 2 (o substituci). Necht P,R C RY a f je prosté spojité requldrni zobrazeni
oteviené mnoziny P na R, které md nenulovy jakobidnem |f'()|. Necht M C R.
Pak pro libovolnou funkci meéritelnou g plati

/ g(x)dz = / o(F(2))|f'(2)|d (2.12)
i i)
Znéni a dukaz viz [6].

Véta: 3 (Greenova véta). Nechtt Q C R? je oblast s lipschitzovskou hranici 9S) a
necht funkce f,g € WY2(Q). Pak plati

of B dg
/ axigda:— / fgnidS / f 8xidx (2.13)
[2/9] Q

Q

kde n; je i-ta souradnice jednotkového vektoru vnéjsi normadly.

Znéni a dukaz viz [7].

Véta: 4 (Friedrichsova nerovnost). Necht Q C R" je oblast s lipschitzovskou hra-
nici 0 a I' C 0N) je jeji édst s kladnou Lebesgueovou mirou. Pak existuje kladnd
konstanta Cr zdvisld jen na Q a T takovd, Ze pro kazdou funkciu € W12(Q) plati:

d 2
0
lullys < Cr /u2dx+§ /(as) d (2.14)
T i=1 g ¢

Znéni a dukaz viz [§].

Véta: 5 (Kornova nerovnost). Necht 'V je uzavieny podprostor [W1H23(Q)|?, kde
[WOM(QHQ C V C [Wh(Q)]2. Nechf Py = PNV a Qy je ortogondlni doplnek
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mnoziny Py v prostoru 'V, tedy V = Py ®Qy . Pak ezistuje kladnd konstanta Cx > 0,
ze plati

2
D ey(u)? > Cx Yy <gZ) dz Vue Qy, (2.15)

i, 1]
kde e;; je tenzor malych deformaci a P je podprostor rotacf| v prostoru [W'2()]2.
Znéni a dukaz viz [7].
Véta: 6 (Lax - Milgram). Necht V je Hilbertiv prostor, a(-,-) je bilinedrni forma
na V a necht L je linedrni omezeny funkciondl na V. Necht ddle plati:
1. na V omezend, tj. (3K > 0), Ze (|a(u,v)| < K||ull12/|v|12 Vu,v € V)

2. na V koercivni, nebo-li (3o > 0,) ze (Vv € V)(la(v,v)| > o v|3,)

Pak ezistuje prdvé jedna funkce u € V takovd, Ze L(v) = a(u,v) ¥Yv € V. Navic
plati |al] < 2Ll

Znéni a dukaz viz [§].

To jsou takové funkce v € [W2(Q)]?, ze v = a+b x v a tudiz je pro né e;;(v) = 0, vice v [7].
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Kapitola 3

Numericky model

Pro zjednoduseni vysvétlime pojem slabého feseni na modelové tloze a nasledné
odvozeni metody koneé¢nych prvki.

3.1 Modelova uloha

V této kapitole se budeme zabyvat modelovou jednorozmérnou ulohou na oblasti
Q C R% Tedy hleddme funkci u : Q — R, kterd splituje nasledujici rovnici. Déle
predpoklddame, ze funkce f € C(2), a fesime
—Au=fvQ (3.1)
u =0 na 0f)

Tato okrajova uloha je tzv. Poissonova tloha a na jeji feSeni vedle jednorozmérného
pripadu linearni pruznosti vedou téz problémy pienosu tepla ¢i elektrostatiky.

Definice: 3. Klasickym resenim rovnice nazveme funkci u € C(Q)NCH(Q)
splnugict parcidlni diferencidlni rovnici spolu s okrajovou podminkou v kaZdém
bodé oblasti 2.

3.2 Slaba formulace

Modelovou tlohu prevedeme do slabé formulace. Nejprve rovnici (3.1)) vyndsobime
funkci v z prostoru V', zavedeného v ptredchozi kapitole. Naslednou rovnost zinte-
grujeme pres celou oblast €2

—/Au-vd:c:/f'vdx (3.2)
Q Q

Prvni ¢len upravime pomoci Greenovy veéty

/Au vdr=— /— vdx—l—/Vu-Vvdx. (3.3)
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Protoze je testovaci funkce v nulovd na hranici oblasti Q, je i vyraz |, 50 g—ﬁ -v dx
roven nule. Ziskavame tak vyslednou rovnost

/Vu-Vvdx:/f-vdx. (3.4)
Q Q

Definice: 4. Slabym tesenim rovnice nazveme takovou funkci uw € V, kterd
splniuge rovnost (3.4) pro kazdou funkci v € W&’Z(Q).

3.3 Diskrétni formulace

V metodé konecénych prvku budeme hledat numerické feseni problému , tedy
numerickou aproximaci slabého feseni tlohy tak, ze si zvolime prostor V}, tes-
tovacich funkei s konecnou dimenzi Nj,. Numerické feseni u;, hleddme v prostoru V,,
tedy hledame u;, € Vj, takové, ze pro vsechny funkce v, z V}, plati

/Vuh -V, do = /f -y, dx. (3.5)
Q Q

V prostoru V;, muzeme zvolit koneéné-¢lennou bazi. Prvky béze budeme nazyvat
bazové funkce prostoru V}, a budeme je oznacovat jako ¢1,-- - , ¢, . Potom muzeme
kazdou funkci a tedy i feSeni lohy (3.5) vyjadiit pomoci linedrni kombinace:

Np,
m=1

Vsechny funkce na konecné rozmérném prostoru se daji nakombinovat z baze, proto
lIze podminku (3.5) preformulovat tak, Ze musi byt splnéna pro vSechny bézové
funkce ¢,, z prostoru V},

/Vuh -V, dr = /f oy dx, (3.7)
Q

Q

kde n € {1,2,..., Ny}. Po dosazeni

Np
Z ozm/Vgpngon dz = /fcpn daz. (3.9)
m=l 9 Q
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Zmame-li nyni bazové funkce, muzeme spocitat intergaly na pravé i na levé strané a
ziskdme soustavu rovnic pro neznamy vektor koeficientu v,

Np, Np, Np,
Z U, Z/Vgpngon dr = Z /fgpn dx . (3.10)
m=0 n=0 Q n=0 Q
Zkracené
ATa =1b, (3.11)

kde jsou jednotlivé prvky soustavy dany témito vztahy

G, = /VgpmV<pn dx (3.12)

Q
/

Poznamka. Matice soustavy se ¢asto nazyva matici tuhosti, podle prvnich aplikaci
metody koneénych prvku. Tato matice je symetrickd a pozitivné definitni, tedy i
reguldrni. Resen{ této linedrni soustavy rovnic jednoznaéné uréuje numerické Fesent
uy, jako linearni kombinaci bazovych funkei ¢, z prostoru Vj,.

3.4 Metoda kone¢nych prvku

Potizi pti feseni vzniklé soustavy je, ze matice soustavy A je obecné plna.
Protoze dimenze prostoru V}, je obvykle velkd, neni jednoduché tuto soustavu rovnic
vytesit. Proto se v nasledujicim postupu budeme snazit prevést problém do diskrétni
formulace s co nejjednodussi matici. Nejprve vSak vysvétleme, jaké vlastnosti musi
mit triangulace dané oblasti.

3.4.1 Triangulace

Definice: 5. Méjme ddnu omezenou polygondlni oblast Q C R2. Triangulaci T3,
nazyvame pripustnou pokud plati:

o Triangulace 1, je tvorena koneénym poctem uzavrenych trojiuhelniku K.

hd ﬁh - UKETh K

e Necht K, K; € 7, K; # K. Pak jsou pro K; N K i moznosti — bud jsou
disjunktni - ), nebo magi spolecnyj vrchol, anebo maji spolecnou hranu.

Mezi pripustné triangulace nepatii naptiklad situace z nasledujicitho obrazku 3.1}

14



Obrazek 3.1: Ukéazky nepiipustnych triangulaci

Definice: 6. O systému triangulact (Th)ne(,hy) dané oblasti Q Fikame, Ze je requldrni
prave, kdyz existuje kladnd konstanta c, kterd splnuje nasledugici podminku
hi

— < ¢ pro vsechna K € ,, h € (0, ho), (3.14)
PK

kde hg je délka nejdelsi strany trojuhelnika K a px je polomér kruZnice vepsané
do K. Ddle polozime Nyqp = MaxXger, hx a pripadné ho budeme nazyvat parametr
triangulace.

3.4.2 Konecné prvky

Nyni vysvétlime, co myslime konetnym prvkem, viz téz [4]. Formdlné mizZeme
konecny prvek v RY definovat jako trojici (K, 2, P), kde

o K je uzaviend podmnozina R? s lipschitzovsky spojitou hranici a neprdzdnim
vnitrkem.

e X je konecnd mnoZina spojitych linedrnich forem definovaniych na C*(K),
které nazyvame stupné volnosti. Jejich pocet oznacme N a jednotlivé formy
L;.

e P je prostor funkcip : K — RY takovijch, ze ¥ je P-unisolventni. Tzn. pro
kazdou N-tici cy...ay existuje prdvé jedna funkce p z P, Ze L;(p) = «;.

Ukazky nejjednodussich koneénych prvku jsou znazornény na néasledujicich obrazcich
5.2 a [3.51 Mimo né existuji i dalsf slozit&jsi prvky, kdy jsou bud vyuzity

slozitéjsi geometrické ttvary nebo je za mnozinu ¥ volena mnozina dand hodnotami
nejen funkce, ale i jejich derivaci ve zvolenych bodech.
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C K - trojuhelnik s vrcholy A, B, C
J - je dana tfemi linedrnimi formami L; :
Ly(f) = f(A) Ly(f) = f(B) L5(f) = f(C)
P - volime jako prostor polynomu

prvniho stupné

A B

Obrazek 3.2: Langrangeovsky linedrni trojihelnikovy prvek.
K - trojuhelnik s vrcholy A, B, Ca

stfedy stran S, , Sz, S¢

2 - je dana Sesti linedrnimi formami L; :
L,(f) = f(A) Ly(f) = f(B) Ls(f) = f(C)

La(f) = 1(Sa) Ls(f) = (Sg) L(f) = f(Sc)

P - volime jako prostor polynom?U

druhého stupné

Obréazek 3.3: Langrangeovsky kvadraticky trojuhelnikovy prvek.
K - trojuhelnik s vrcholy A, B, Ca

body D, E, F, G, H, | a tézistém S;

J - je dana desiti linedrnimi formami L; :

Ly(f) = f(A) L,(f) = f(B) Ls(f) = £(C)

Ly(f) = f(D) Ls(f) = f(F) Le(f) = f(H)

L(f) = (E) Lg(f) = £(G) Lo(f) = f(1) L1o(f) = f(S7)

P - volime jako prostor polynom tfetiho

stupné

Obréazek 3.4: Kubicky konecény prvek.
K - obdélnik s vrcholy A, B, C, D

D C
> - je dana ¢tyrmi linearnimi
formami L; :
L,(f) = f(A) Ly(f) = f(B) Ls(f) = f(C)
Ly(f) = f(D)
P - volime jako prostor funkci
A B

tvaru [1, x, y, xyl,

Obrazek 3.5: Obdélnikovy piiklad koneéného pvrku.
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X LN
<<= 0

Obréazek 3.6: Volba bazovych funkci - na levé strané je vySrafovan nosi¢ bazové
funkce od vrcholu X, napravo graf jejtho prubéhu na nosici.

3.4.3 Volba bazovych funkci

V numerickém schématu jsme oblast Q C R? pokryli trojtihelniky a za koneéné
prvky jsme zvolili Langrangeovské linearni trojuhelniky. Prostor testovacich funkci
ziskdme z prostoru Hy, tvofeného po ¢édstech linedrnimi funkcemi. Tj. H, = {p €
C(Q)| ¢lx € Pi(K), VK € 7,}, kde P,(K) budeme znacit prostor polynomi ma-
ximalné k-tého stupné nad mnozinou K. Funkce z prostoru Hj jsou pak jedno-
znacné urceny hodnotami ve vrcholech, kterych je N,. Bazové funkce potom na
téchto trojuhelnicich maji tvar

Vi=1,...,Np je pi(x;) = d;, (3.15)

kde z; je j-ty vrchol. V ostatnich bodech trojihelniku K klesd dand bazova funkce
@; linedrné az k nule, kterou nabyva na protilehlé strané j-tého vrcholu. Mimo
trojuhelniky obsahujici j-ty bod je bazova funkce ¢; nulova, jak je zndzornéno na
obrazku (3.6l Prostor testovacich funkci Vj, dostaneme jako podprostor V, C Hy,
jehoz béazové funkce v bodech na hranici oblasti €2 jsou nulové.

Protoze volba V), je dulezitd nejen z praktického pohledu zahrnujicim implementaci
a slozitost vypoctu, ale téz kvuli teoretickému pozadi umocnéného otéazkou konver-
gence, je tfeba vzit v tivahu nésledujici body:

e Volba lokélniho prostoru C*(K) - prostory polynomt jsou praktické pro im-
plementaci a maji vypracovanu teorii konvergence.

e Spojitost konec¢nych prvku Vj, C VVO1 2(Q) - je zarucena volbou bazovych funkei.

e Volba prostoru bazovych funkci z prostoru V;, s malym nosicem - podstatné
pro sestaveni matice a jeji fidkou strukturu.

e Volba afinné ekvivalentnich prvku - vyhodné pro snadnou implementaci. Potieb-
né vztahy lze pak ziskat transformaci z referenc¢niho prvku na libovolny kone¢ny
prvek, viz déle.
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Obrézek 3.7: Afinn{ zobrazen{ trojihelnika K na K.

Dalsi odstavce se vénuji odvozenim potiebnych vztahu pro naslednou implementaci.

3.5 Prace se zvolenymi bazovymi funkcemi

3.5.1 Transformace referen¢niho trojihelniku

Referencnim trojihelnikem nazveme trojihelnik Ks vrcholy fl, B , C' z obrazku .
Nyni muzeme libovolny trojihelnik triangulace 73, ziskat jako obraz referencniho
trojihelniku K pomoci afinniho zobrazeni. Toto zobrazeni 1ze definovat predpisem:

Fx:K— K, Fg(X)=Bgk+ck, (3.16)
kde Bx je regularni matice a cx je konstantni vektor.

Nyni odvodime hodnotu prvku matice Bx pro libovolné zvoleny trojuhelnik K s
vrcholy A = [ay, as], B = [b1, bs], C' = [c1, ca]. M&-li se vrchol A = [0,0] zobrazit na

vrchol A, pak
(al) — cx + By (O) a tudiz musi byt cx = (‘“) : (3.17)
a9 0 a9

Pro vrchol B musi platit, ze je obrazem vrcholu B: (bl) = (al) +Bx ((1)) Odtud

ba 5]
b - s 7 . , 7z
bl Zl . Zopakovanim stejné podminky
2 — 2

pro vrchol C dostaneme jiz hodnotu vSech prvku matice By

By = (b1 TG az ‘“) . (3.18)

je pak prvni sloupec matice roven By, . =

by —ay co—as
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Poznamka. 7Z matice By je patrné, ze splyvap li dva body nebo lezi-li vSechny tii
body na jedné piimce (a tedy vektor AC je nasobkem vektoru AB) pak je matice
By singularni a naopak.

3.5.2 Vypocet obsahu trojuhelniku

Zde dokazeme, ze obsah trojuhelniku K je roven %det Bx. Obsah trojihelniku K
spocitdme jako Sk = [[ ldzdy s pomoci véty o substituci. Tu zvolime jako
K

Fr: Ko K (y) — (z) —cx + By (‘5) . (3.19)

Pak je jakobian zobrazeni

O(a1+br118+br199)  9(a1+br113+bK127)

bKll bK12

F.| =
| Kl bKQl bK22

— detBg.  (3.20)

0% a9y
O(aztbro1T+br999)  9(a2+br113+bK907)
0% o7

Po dosazeni tedy ziskame

B
Sk = / / dedy = / / detBdidj = detBy / / 1didj = deg K (3.21)
K

K K

3.5.3 Odvozeni gradientu bazovych funkci

Za béazové funkce jsme zvolili linedrni polynomy dvou proménnych. Jedna bazova
funkce prislusejici vybranému vrcholu je nenulovéd na vsech trojihelnicich, kde lezi
dany vrchol. V tomto vrcholu je rovna jedné a linedrné klesa az ke zbylym dvéma
vrcholtim, kde je jiz nulovd. Necht tedy mame vybrany trojihelnik K a bdzova
funkce prislusnd vrcholu A na ném nabyva hodnoty jedna a linedrné klesa, az na-
byde hodnoty nula ve vrcholech B, C. Analogicky tvar pozadujeme i na referenénim
trojihelniku K. Proto musi platit ¢ (#,4) = 1 — & — §j. Protoze je ale

QOA(ZE,y) - @A(‘%ag)v kde (Zj) = FK <g> )

@A(x(ia 3))7 y(fa g)) = @A(£> Q)
Ze znalosti 0,04, 0yp 4 1ze pak vyjadiit i 0,04, Oypa. Tedy

a proto

061 _ 0pads | Opady
o  Ox 0% Oy 0%
0pa _ Opadz  Dpady
oy 0x 9y 0Oy 0y

(3.22)
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Ale protoze je

(% %) _ (bKll sz1) _ BT (3.23)
g—g a—‘z b1 broo K
Celkem pak
Orpa (%SOA)
BL = . 3.24
K (ay%OA) (aﬁSOA ( )
A nakonec
Orpa 7y-1 ((%SOA) 1 ( br2o —me) (@e%x)
= (B = . 3.25
(8yS0A) ( K> Dypa det B \—bxi2 bx11 Dy (3:25)

Stejny vztah plati i pro bazové funkce pro vrcholy B a C' trojuhelniku K.

Poznamka. Protoze jsme za bazové funkce zvolili prostor polynomu prvniho stupné,
jsou jejich derivace konstantni funkce. Proto se lze pii sestavovani matice tuhosti
vyhnout numerické integraci a jednotlivé prvky spocitat presné.

3.6 Konvergence metody koneé¢nych prvki

Zékladem vét o konvergenci metody koneénych prvki je Céovo lemma.

Lemma 1 (Ceo). Necht u je presné reseni Galerkinova/Ritzova problémim a uy je
jeho diskrétni reseni. Pak

K
lu — uplly < EHU — ||y pro vsechny v, € V, (3.26)
kde K, resp. a je koeficient omezenosti, resp. koercivity z Lax - Milgramovy véty.

Dikaz: viz [4]

Pokud se nyni omezime na polygondlni oblast Q C R?, a necht je dale K trojihelnik,
Y urcena hodnotami ve vrcholech a P polynomy prvniho stupné. Pak lze pro kon-
vergenci dokazat nasledujici vétu a odhad:

Véta: 7. Necht systém triangulaci (11,) je requldrni, Vj, je definovdn jako podprostor
Vi, C V po ¢édstech spojitijch funkei P na triangulaci 7, a necht zndme veseni u €
V2(Q). Pak existuje konstanta C > 0, Ze pro pFiblizné reseni Galerkinova/Ritzova
problému uy, plati odhad chyby v normé prostoru V :

HU — UhHLQ S Ch’U|272 (327)

Poznamka. Za predpokladu v € V*+1 plati pro volbu polynomi k-tého stupné -
tj. Py odhad  |ju — up||12 < CR*|ulji1 0.

'bude vysvétleno v navazujici kapitole, zde to lze chdpat jako slabé feseni problému z (3.4)
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Disledek. Pro volbu Langrangeovskych linedrnich trojihelniku pak je konvergence
|lu — upll12 = O(R).

Poznamka. Pouzitim Aubin - Nietscheho triku a za dodate¢ného predpokladu re-
gularity dudlni dlohy, viz [10], 1ze pro polynomy prvniho stupné ukézat

lu —un |2 < Ch?|ul (3.28)

Dusledek. Pak pii splnéni tohoto predpokladu dostdvame odhad konvergence ||u—
unllo2 = O(h?).
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Kapitola 4

Variacni princip ulohy rovinné
pruznosti

Déle budeme fesit dvourozmérny piipad, tj. u : Q — R2 V prvni kapitole jsme z
teorie pruznosti ziskali Lamého rovnice popisujici statickou rovnovahu vysetrovaného
télesa. Z Hookeova zdkona mame implicitné zadanu funkei u pomoci funkce 7;;(u)
a ey(u). Navic predpokladejme, ze plati f; € C(Q) a ze mame zaddny okrajové
podminky smiseného typu, kdy plati, ze funkce up; € [C(I'pi))?, ¢ € C(T'xen)- O
omezené oblasti Q C R? predpokldddme, Ze m4 lipschitzovsky spojitou hranici 9 s
neprazdnou c¢asti I'p;,.

Resime tedy okrajovou tilohu

(97',-]»
5 =i v (4.1
u|FDir = UDir (41b)
Tij . nj|FNeu = q; (41C)

Za klasické resend rovnic (4.1)), (4.1b)) a (4.1c) povazujeme funkei u = (uy, up),
kde uy,up € C?(Q) N CH(Q) sphitujici rovnici (4.1)) spolu s podminkami (4.1b} c)
v kazdém bodé.

Poznamka. Pozadavek up;, € [C(I'py)]? 1ze nahradit pozadavkem up;, € [W12(Q)]?,
kdy predpokladame, ze okrajovou podminku lze rozsitit na celou oblast 2 tak, ze
vyslednd funkce bude z [IW12(Q)]?.

4.1 Slabé reSeni

Pro metodu koneénych prvku budeme formulovat problém (4.1]) ve slabém smyslu.
Mluvime o tzv. slabém resend.

Nejdifve vyndsobime rovnici (4.1)) funkei v = (v1,v2) € V|, kde vy, v2 € V a zinte-
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grujeme pres celou oblast €2

gTU v; do = / fi v do.

Pouzijeme Greenovu vétu a ziskdme

(97'1" (%i
— 837]]1}2 dx = /Tija_xj dz — /Tij n; v; dzx.
Q Q

o0

Z definice prostoru V a z okrajovych podminek (4.1c|) dostavame

/Tijnjvidl’:/ﬂ‘jnjvidx_/qi?}idl'.

o0 I'pir I'Neu
-

7

NV
=0

Zaroven muzeme vyuzit symetrie tenzoru 7;; a dale upravime f i ( g”’) dz

ov; (1 ov; ov; B
/Tw<a—x]) dz = / 2(713 o, +7’Ua ) dz = /Tl]el](v) dz.
Q Q Q

S pouzitim Hookeova zdkona rozepiseme 7;;

/Tijeij(V) dx = /C’ijklekl(u)eij(v) dzx.
Q

Q

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Nyni pfevedeme vyraz s Neumannovou okrajovou podminkou na pravou stranu rov-

nice a upravime do konec¢né podoby

/CZJklekl< )613( d[L’ — /fz U; d[L‘—f- / q; U; dz.
Q

FNeu

(4.5)

Timto postupem jsme pievedli rovnici do integralni podoby, ¢im jsme i oslabili
potfebné pocatecni predpoklady. Nyni postacuje ke korektnosti rovnice vyse, aby

Oijkl < LOO(Q), fz < LQ(Q) aqg; € L2(8Q)

Slabgm resenim nyni nazveme takovou funkci u € [W(Q)"?]2, pro kterou plati:

e U=WwW-+12Z
® Wlr,, =up;, W€ [W(Q)1’2]2 azéec V.

e funkce u spliuje rovnost (4.5)) pro vsechna v € V.

Tvrzeni: 1. Klasické teseni rovnice je také slabym reSenim (a tedy splriuje

4-9))-
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Dukaz: Je-li splnéna rovnice (4.1), provadénim vyse uvedenych tprav zustavé za-
chovéna rovnost az do kone¢ného tvaru (4.5)). c.b.d.

Poznamka. 7 poslednich uprav je vidét, ze doslo k oslabeni predpokladu kladenych
na funkce f, qy.,. Nyni staci pouze £ € L?(Q), qyew € L*(Tvew)-

4.2 Variacéni princip

Na prostoru funkef [W?(Q2)]? definujeme bilinearni formu a(-, -) predpisem

a(u,v) = / Comera(Wess (v) de. (4.6)

O této bilinearni formé nejprve ukazeme, ze je omezena na prostoru V:

Lemma 2. Necht existuje konstanta K > 0 takovd, Ze (Vi,j,k,1)(|Cijul < K).
Pak pro viechna u,v € V je vjraz [ Cimen(u)e;;(v) dz omezeny.
Q

Dukaz:
Zvétsenim absolutni hodnoty a pouzitim konstanty A dostaneme

/kalek‘l( Jeij(v)da </|kalezy( Jer(v)|dr < ZK/|61J )lew(v)|dz.

Q 1,5,k,l

Nyni na tento soucin pouzijeme Schwartzovu nerovnost a ziskame

2

%
K/]ew Mew@)ldr < 3 K /|ew )2 /|ekl(v)\2dx @
Q

2,7,k,l ,9,k,1

Vicenasobnym pouzitim aritmicko - geometrické nerovnosti dostaneme platnost
nerovnosti

: :
S K / es(u [l az (48)
1,7,k,1 Q
} :
<KL} / eP dr )| (3 / lew(V)P dz )
g kl g

kde L > 2 je jista kladna konstanta. Celkem pak po odhadnuti obou vyrazu
v absolutni hodnoté normou prostoru V dostavame

/Cijkzeu(u)eij(\f) dz| < KL[lufy2[v]l1.2- (4.9)
Q

c.b.d.
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Budeme-li nyni uvazovat homogenni a izotropni téleso, bude mit tenzoru ¢tvrtého
fadu Cjjp specidlni tvar. Pro néj dokdzeme nésledujici lemma:

Lemma 3. Necht pro i = j je Cijmer(u) = N\ + 2ue;(u), a pak pro i # j necht

Cijmern(u) = pe;;(u), kde 6 = err(u) + ex(u), a A, p jsou kladné konstanty. Pro

vSechnau € V je pak forma a(-, -) koercivitng, tj. (3K > 0), Ze ([ Cijmen(u)e;j(u)dz
Q

> KHUH%Q)

Dukaz:
Vyjadiime nejprve vyraz a odhadneme

Cismer(0)eg; (1) = Aerr(u) + es2(1))? + 2u(e11(w)® + e22(1)?) + p(ern(u)® + €21 (u)?)
> BZ eij(w)? B =min{\ u}. (4.10)

Déle pouzijeme Kornovu nerovnost. Tu pouzit muZeme, nebot mame na ¢4sti hranice
0f) predepsanu Dirichletovu okrajovou podminku, a proto podprostor posunuti a
rotac{ Py = (). Pak obdrzime

/ Ciimen(w)es;(u) do > BCx / Z (gl) (4.11)
Q

kde C' je kladna konstanta z Kornovy nerovnosti. K takto odhadnuté pravé strané
nyn{ pricteme integral BCx [ u?dS. Ten je rovny nule, nebot integrujeme pres ¢dst

I'pir
hranice I'p;,. s kladnou mirou, kde plati Dirichletova podminka a testovaci funkce

u € V jsou zde nulové. Pak muzeme pouzit Friedrichsovo lemma a ziskame koneény

odhad
BC /Z Ou; )" dx+/u2dS > K||ul? (4.12)
K > Gzz:j - L2 '
Q b

Dir

kde K = % a CF je konstanta z daného lemmatu. c.b.d.

Poznamka. Pii této specidlni volbé Cjj je forma a(-, -) téz symetricka.
Daéle zavedeme linearni funkcional L(-) na prostoru V jako

/fz v; do + / q; v; d. (4.13)

1—‘Neu

Je ziejmé, zZe se jednd o funkcional. Dokazeme, Ze je i omezeny:

V)| < / fi v da|+ / a: v da| < €] lIvil s+l ae e 1V,

1—‘Neu

(4.14)
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kde jsme vyuzili Schwartzovu nerovnost na prostoru L*(€) a L?*(T'yeu). Pro funkce
z prostoru V plati ||v| 2 < [[v]|12. Z véty o stopach miizeme dile odhadnout
omezeny operator stop konstantou Cr a tedy

VI E2(rgen) < [VIIE200) < Crllvl|12- (4.15)
Navic, protoze je qnen € C?(Inew) a f € C?(Q), existuji konstanty Cy, Cr >0
takové, ze ||gnen||r2(ryen) < Cq a [[f]|22() < Cf. Pak muzeme psét

1_‘Ncu

]2 VIiz2 @) + [laNeu |22 (ne) IV 22(0nen) < CrllVIie + CoCrlv]li2  (4.16)
= (Cy + C,Cr)|[v]1,2-

c.b.d.

Galerkinovou formulaci pak nazyvame problém (4.1)) pfepsany ve slabém smyslu
pomoci (4.6) a (4.13) takto: Hleddme takovou funkci u € V, ze u = w + z,
wir,., = up; € [W(Q)"?]? az €V, aby

a(u,v) =L(v) proVv e V. (4.17)

Problém (4.17) lze alternativné formulovat pomoci minimalizace funkcionalu F'.
Poznatek, ze fesent (4.1)) minimalizuje funkcionél F', je variacni princip ilohy rovinné
pruznosti.

Hleddme tedy takovou funkci u = w+z, wlr i = up;, € [W(Q)?]%, Ze funkcez € V
je minimem funkciondlu F(z) = 1 a(z,z) — L(z) + a(w, z). Ritzovou formulaci pak
nazyvame hledani takového z se stejné zadanymi podminkami jako vyse, pro které
plati

F(z) < F(v) pro vSechny v z prostoru V, (4.18)
Poznamka. Podminka F(z) < F(v) Vv € V je ekvivalentni s podminkou, ze funkce
u minimalizuje funkciondl na linedrni varieté, tj. F'(u) < F(v) Vv € up; + V.
Reseni obou problémi jsou ekvivalentni, jak popisuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2. Funkce u tesi Galerkinuv problém pravé tehdy, kdyz tesi i Ritzuv
problém.
Dikaz podle [10]:

1. Necht u tesi Galerkinuv problém. Pak plati a(z,v) = L(v) — a(w,Vv) pro
libovolné v z V. Vezméme tedy libovolné y € V a polozme jej y = z+ v. Pak

Fly)=F(z+v) = %a(zjtv,z—{—v) —L(z+v)+alw,z+v) =
= %a(z, z) — L(z) + a(w,z) + a(z,v) — L(v) + a(w,v) + 1a(v,v) =

2
(4.19)

J

= F(z) + a(z,v) — L(v) + a(w, V) +%a(v,v) > F(z).

-

=0
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2. Necht u fesf Ritzuv problém. Pak plati F'(z) < F(v) pro vSechny v. Zavedeme
redlnou funkei p(t) vztahem @(t) = F(z + tv). Potom muzeme psét

o(t)=F(z+tv) = %a(z +tv,z+tv) — L(z+tv) +a(w,z+tv) =
= %a(z, z) — L(z) + a(w,z) + ta(z,v) — tL(v) + ta(w,v) + %tZa(v, v) =
(4.20)
_ Fz) + t(a(z,v) — L(v) + a(w, v)) + %tza(v, V).

Kvadratickd funkce ¢(t) nabyva svého minima v bodé ¢ = 0, nebot z definice
ma funkciondl F' mininum na funkci z. Proto musi byt i jeji prvni derivace
rovna v bodé 0 nule:

!(0) = @/(t)]i=0 = a(z,v) = L(v) + a(w,v) +ta(v, v)|i=o =
=a(z,v) — L(v)+a(w,v)=0 (4.21)

Tim jsme ukazali, ze funkce u fesi Galerkinuv problém. c.b.d.

4.3 Existence a jednoznacnost reseni

Existenci a jednoznacnost tlohy ve slabé formulaci pro specialni tvar tenzoru,
jak byl zvolen v lemmatu [3, a tedy i Galerkinova a Ritzova problému, je zarucena

Lax - Milgramovovou vétou. Protoze jsme jiz ovérili predpoklady této véty v predcho-
zich lemmatech, vime, Ze existuje pravé jedno feseni u, které fesi problém a

tedy i (4.18).
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Kapitola 5

Implementace

Tato kapitola obsahuje ctyfi ¢asti. Nejprve predstavime program pro triangulaci plo-
chy. Pak popiSseme strukturu vyvinutého programu véetné popisu datovych struktur
a funkci jednotlivych ¢asti. Nasledné uvedeme piiklad programu vhodného pro vizu-
alizaci vysledku. Na zaveér jsou jesté diskutovany rozdily v implementaci pro tlohu
rovinné pruznosti.

5.1 Triangulace

Triangulaci oblasti €2 vygenerujeme v programu Gmsh. Tento program je dostupny
v licenci GNU General Public License, lze ho ziskat naptiklad z internetové adresy
geuz.org [5] i s potiebnou dokumentaci. M4 interaktivni prostiedi, napt. viz obrézek
5.1 podporuje vytvéreni siti ve 2D i ve 3D a obsahuje zabudovany CAD engine pro

vvvvvv

Zkoumany objekt je mozno sestavit pomoci mysi ptimo v editoru nebo napsat
ve formatu .geo do poznamkového bloku a ten pak nacist, viz napiiklad obrazek
[.2] Béhem editace muzeme oznacit jednotlivé geometrické utvary. Toto oznacenf je
pak zachovano i ve vystupnim souboru. Toho vyuzijeme pro odliSeni ruznych hran.
Nasledné muzeme na kazdé predepsat jinou okrajovou podminku. Pred vlastni tri-
angulaci 1ze nastavit i parametr velikosti sité kazdému objektu zvlast, piitom je
zajisténa navaznost triangulaci mezi jednotlivymi sousedicimi oblastmi. Program
vygeneruje triangulaci s pozadavanou hustotou a ulozi ji ve forméatu .msh. Ukazka
formatu .msh je popsana napiiklad na obrazku Pred dalsimi kroky je vhodné
jesté v programu ovérit spravnou orientaci vSech vygenerovanych trojuhelniku.

Tento program fesi velkou cast praktické aplikace metody koneénych prvku, kterd
je jinak velmi pracna.
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Obrazek 5.1: Gmsh: Zobrazeni vygenerované sité a kontrola orientace jednotlivych
trojuhelnik.

Line Loop(5)={2, 3, 4, 1};

Plane Surface(6) = {5}; /*plocha*/
/* oznaéeni fyzikalnich atvara */
Physical Line(100) = {1, 4};
Physical Line(300) = {2, 3};
Physical Surface(1000) = {6};

Obrazek 5.2: Ukazka formétu .geo.

SElements /* prvky */

8 /* poéet prvki */

1131001012 /*dseéky */

2133022023

3133033034 5
4131004041

523100060512 /*trojuhelniky */ 1 7
623100060534 i

723100060415

823100060235

$EndElements

Obrazek 5.3: Ukdazka formatu .msh.
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5.2 Vyvinuty program

Program tesici odvozené numerické schéma pro modelovou tlohu je napsan v pro-
gramovacim jazyku C. Vytvofeny program umi naéist sit ze souboru ve formatu
.msh, vyplnit fidkou matici tuhosti a vektor pravé strany, vzniklou soustavu vyftesit

a Teseni ulozit do souboru ve formatu .vtk. V dal$im jsou jednotlivé ¢asti programu
popsany podrobnéji.

5.2.1 Nacteni triangulace

Zakladni datova struktura, do které nacteme triangulaci, vypadé takto:

typedef struct {

long NPoints; /* poZet bodu */

long NTriangles; /* poCet trojihelniku */

long NBoundarySides; /* polet okrajovych hran */

double *x, *y; /* soufradnice bodu */

short *PointMark; /* index oznamujici polohu bodu na hranici */
long *SideA, *SideB; /* body, tvofici tseZku */

short *SideMark; /* index oznatujici typ hranice */

long *ElementA, *ElementB, *ElementC; /*vrcholy tvofici trojihelnikx*/
short *ElementMark; /* index oblasti, kde se trojdhelnik nachazi */
} mesh2D;

Nacteni probiha ve tfech krocich:

e Procedura ReadNumbGEQO(const char *fname, mesh2D *P) nacte z prislus-
nych radek vstupniho souboru pocet bodu. Pocet trojuhelniktu a okrajovych
hran zjisti projitim seznamu objektu a tudaje zapise do mesh2D. Vhodné je
zkontrolovat, ze soucet poctu hrani¢nich stén a trojnasobku poctu trojihelnika
je délitelny dvéma.

e Ve druhém kroku procedura AllocateGEQO (mesh2D *P) naalokuje pole o potieb-
nych velikostech zbylych proménnych struktury mesh2D a zkontroluje, ze k
jejich alokaci doslo (a nepretekla operacni pamét).

e Nakonec procedura ReadGEQO(const char *fname, mesh2D *P) nacte sourad-
nice bodu a ulozi je do dynamicky alokovanych proménnych x, y. Misto toho,
abychom si ukladali do dalsi proménné potradi bodu, sta¢i ndm k tomu vyuzit
pristupovy index pole, na ktery se budeme ptes dalsi proménné odvolavat. Do
proménné PointMark ulozime index bodu z .msh, ktery znaci, zda dany bod
lezi na hranici oblasti €2 nebo ne.

Pak vyplnime pole ElementA, ElementB, ElementC a SideA, SideB, kam pod
1-ty index oznacujici i-ty trojuhelnik, resp. okrajovou hranu, zapiseme, které
body je tvori. Pti tom vyuzivame ocislovani vrcholu pomoci indext.
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Do proménnych ElementMark a SideMark ulozime index, ktery oznacuje,

v jakych oblastech nebo sténdch se dany trojuhelnik, resp. okrajova hrana
nachézi. To je kromé rozliSeni okrajovych podminek vyhodné i pro piipad,
kdy je téleso nehomogenni a jeho jednotlivé oblasti se odlisuji fyzikalnimi
konstantami (napfiklad vystupujicimi v Hookeové zdkoné).

Po ispésném nacteni triangulace dané oblasti je vhodné jednak zkontrolovat spravnou
orientaci trojuhelniku danou poradim jejich bodu a jednak pro ovéreni spocitat cel-
kovou plochu oblasti a porovnat jeji shodu se souctem ploch vSech trojihelniku
provedené triangulace. K tomu lze vyuzit funkci SpoctiObsah(mesh2D *P), kde v
cyklu pres trojihelniky pocitame jejich obsah jako polovinu determinantu jejich
pridruzeného afinniho zobrazeni.

Poznamka. Dynamické alokovani ma vyhodu vyvarovani se na jedné strané pouziti
prilis mnoho nepotiebné operacni pameéti a na strané druhé odstranuje nezbezpeci
prace s nedostatecné velkymi strukturami a piipadnou hrozbu jejich preteceni pii
nastaveni pevnych rozmeéru pouzitych poli.

5.2.2 Dalsi datové struktury

Protoze numerické feseni hleddme ve vSech bodech triangulace dané oblasti, pouzije-
me pro jeho reprezentaci alokované pole PStrana, kde se budeme opét ptes indexy
odvolavat na potradi bodu. Toto pole vytvoiime v proceduie AllocPStrana(PStrana
*B, mesh2D *P). Datova struktura feseni a pravé strany je nasledujici:

typedef struct{
double *VAL; /* pole hodnot */
} PStrana;

Do stejné datové struktury ulozime i vektor pravych stran. Opét je alokujeme pomoci
procedury AllocPStrana(PStrana *B, mesh2D *P) a vyplnime v proceduie
VyplnPStrana(PStrana *B, mesh2D *P).

Slozky pravé strany odpovidajici prvni ¢asti vyrazu

/fsond:ch/qsondx
Q

FNeu

postupné vyplnujeme v cyklu pfes vSechny trojihelniky a na nich nenulové bazové
funkce. Slozky pravé strany pocitdme pomoci numerické integrace. Jako dostatecné
presna aproximace pro nas piipad se osvédcil prumér hodnot dané funkce ve vrcho-
lech trojuhelniku

[ £ 0w de m IRIF) + £(B) + FO),

kde |K| je obsah trojuhelniku K.
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Druhou ¢ést tvoti prispévék od bodu na hranici s Neumannovou podminkou. Proto
tuto ¢ast spocitame v cyklu ptes vsechny body s testem na podminku, zda se bod
nachézi na dané ¢asti hranice. To zjistime z ulozeného indexu PointMark. Pak jed-
notlivé ptrispévky vyjadiime pomoci podobné numerické integrace takto

[ o dox3ISIal) + a(B)

SNeu
kde |S| znac¢ime délku okrajové hrany. Vysledek pak pricteme k dané slozce vektoru.

Posledni datovou strukturu, kterou vyuzijeme pro reprezentaci fidké matice tuhosti,
nazveme Triplet:

typedef struct{

long nz; /* polet pifisps&vku */
long *I, *J; /* indexy pIispé&vku */
double *VAL; /* hodnota pfisp&vku */
} triplet;

Nenulové prvky ridké matice do Tripletu ulozime tak, ze zapiSeme jejich indexy do I,
J a hodnotu daného prvku do alokovaného seznamu VAL. Tento format se oznacuje
CCS (Compressed Column Storage). Do proménné nz si ulozime pocet platnych
zaznamu v Tripletu. V proceduie AllocTriplet(triplet *M, mesh2D *P) aloku-
jeme mnohem vice paméti, protoze tim zjednodusime nasledné vyplnéni matice tu-
hosti, jak bude vysvétleno dale.

5.2.3 Vyplnéni matice tuhosti

Matici sestavime v procedufe VYPLNtriplet(triplet *M, mesh2D *P, PStrana
xB). Jak vime z teoretické casti, jednotlivé prvky matice spocitame jako

/Vg&ngon dz.
Q

Prednosti konecnych prvku obecné je, ze bazové funkce jsou nenulové pouze na
nékolika trojihelnicich. Pak staci prvky matice tuhosti vypocitat v cyklu pres vSechny
trojihelniky, podrobnosti dale.

Dalsi vyhodou pri volbé linearnich Langrangeovskych prvku je, ze jejich gradient
je roven konstantni funkci. Potom lze tento integral spocitat presné (nebereme-

yyyyyy

odvozeni je integral roven

1
/Vg&ngon dxr =V¢,,.Vo, / det Bidz = 5 det BkVp,,.V,,
4 /

K

kde posledni vyraz je soucinu tii realnych cisel urcenych z geometrie 1ilohy a zvo-
lenych bazovych funkei z kapitoly 3.5.
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Nenulovy prvek matice tuhosti vznikne souc¢tem vice prispévku integrace pres trojuhel-
niky, a proto by bylo velmi neefektivni ¢astecné vyplnény seznam nenulovych prvkua
prochézet a hledat, obsahuje-li jiz dany prvek ¢i nikoliv. Proto budeme zapisovat
vSechny vypocitané piispévky od Tripletu a az dodateéné seznam setiidime. Na to
potfebujeme dostatecné velkou strukturu Triplet, tj. za kazdy trojihelnik naalo-
kujeme devét mist a za kazdou okrajovou hranu dvé mista Tripletu. Takto mame
zaruceno, ze nedojde k preteceni.

Pak postupujeme nasledovné: v cyklu projdeme vSechny trojuhelniky a spocitame
prispévky od vSech jeho kombinaci bazovych funkci ve vrcholech, zapiseme je do
Tripletu a zvysime pocitadlo platnych zdznamu nz.

5.2.4 Zavedeni Dirichletovych okrajovych podminek

Dalsiho vylepseni programu dosdhneme tim, ze jiz behem této procedury VYPLNtrip-
let budeme testovat, lezi-li prvni vrchol na hranici s Dirichletovou okrajovou podmin-
kou. Tuto informaci mame ulozenu v indexu PointMark. Lezi-li tam, pak nic neza-
pisujeme, tj. pokladame ho rovny nule. Lezi-li na hranici s Dirichletovou okrajo-
vou podminkou i druhy vrchol, pak téz nezapisujeme piispévek k prvku matice,
ale rovnou odecteme od vektoru pravych stran soucin hodnoty Dirichletovy okra-
jové podminky ve druhém vrcholu a vypoctenou, ale nezapsanou hodnotu ptispévku
prvku matice odpovidajici souc¢inu gradientu bazovych funkei prvniho a druhého
vrcholu.

Tomuto postupu odpovida stav, kdy mame singuldrni matici soustavy s pravou
stranou a navic mame predepsany dostatecny pocet hodnot feseni v nékolika bo-
dech na to, aby soustava byla regularni. Ekvivalentnimi tpravami odeliminujeme
proménné s danymi feSenimi a vzniklou reguldrni soustavu pak muzeme standardné
vytesit. Na§ postup je takovy, ze tuto jiz ur¢enou proménnou v soustavé nechame
a matici nezmensime, ale v Tadku uré¢eném prvnim vrcholem nevypliujeme prvky
matice, a az dodatecné polozime diagondlni prvek roven jedné. Sloupec odpovidajici
prvnimu vrcholu pak téz nevypliiujeme, ale od pravé strany odec¢teme jeho nasobek
bez diagonélni slozky s hodnotou Dirichletovy okrajové podminky v prvnim bodé.
Nésledné prepiseme slozku vektoru pravé strany odpovidajici prvnimu vrcholu na
hodnotu jeho Dirichletovy okrajové podminky.

Prvni ¢ast vylepseni jesté provedeme testovanim podminky na hodnotu PointMarku
v cyklu pres vSechny trojihelniky v procedute VYPLNtriplet, zbylé tpravy pak v
procedute Dirichlet(mesh2D *P, PStrana *B, triplet *M). V této proceduie
tedy prochazime vsechny body a kontrolujeme, zda lezi na hranici s Dirichletovou
okrajovou podminkou. V kladném piipadé pak do Tripletu priddame ¢len odpovidajici
diagonalnimu prvku matice od tohoto bodu a polozime ho rovny jedné. Nasledné
slozku vektoru pravé strany vztahujici se k tomuto bodu prepiseme hodnotou Di-
richletovy podminky v tomto bodé.
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5.2.5 Setridéni ridké matice

Po vyplnéni Tripletu je tieba ho dale pripravit pro doreseni. Jednotlivé prispévky do
jednoho prvku matice soustavy jsou rozptyleny do vice zdznamu seznamu Triplet.
Je tfeba je secist. To je provedeno nasledovné.

V prvnim kroku v proceduie Quicksort(triplet *M) pomoci rekurzivniho algo-
ritmu setfidime seznam ptispévku v Tripletu od nejmensi po nejvétsi podle prvniho
indexu I piispévku do matice tuhosti. V pripadé rovnosti sefadime ptispévky i podle
druhého indexu J.

Po settidéni se tedy v seznamu objevuje nékolik prispévku stejného prvku matice tu-
hosti za sebou. Proto na takto setfidény Triplet pouzijeme proceduru Zhusteni (trip-
let #M). Tato procedura postupné prochézi cely Triplet. Pouziva dvé pomocné
proménné 7, 7. V proménné i je zapsana aktudlni pozice béhem prochézeni Tripletu
a j oznacuje dalsi pozici pouzitou pro srovnani s aktualni pozici.

Jsou-li indexy prispévku na mistech i a j v tripletu shodné, pricteme hodnotu VAL
z vyssiho indexu j do pozice na misté ¢ a zvySime j. Nejsou-li indexy prispévku
na pozicich ¢ a j shodné, pak zvysime i, prepiSeme indexy a hodnotu na misté ¢
odpovidajicimi hodnotami z pozice j. Nasledné zvysime 7. Tento cyklus ukonéime, az
index 7 dosahne hodnoty nz udédvajici pocet zaznamu v Tripletu. Ten pak upravime
na aktualni pozici i. Takto v Tripletu nejen poscitame stejné prispévky do jednoho
prvku matice, ale i prepiSeme nepotiebné pozice a cely Triplet zkratime.

Mezi jednotlivymi procedurami pracujicimi s Tripletem je vhodné kontrolné secist
vSechny jeho slozky. Takto 1ze zjistit mnoho ptipadnych chyb odvozené implemen-
tace.

5.2.6 Reseni vzniklé soustavy

Nyni na settidény a zkraceny Triplet, ktery predstavuje soustavu linearnich alge-
braickych rovnic s pravou stranou, muzeme pouzit Gauss-Seidlovu metodu. Toto je
iteracni metoda, kterd postupné zmensuje reziduum. Metoda skoné¢i pii zmenseni
rezidua pod zadanou hodnotu - parametr epsilon. To jsou spolu s pocateéni aproxi-
maci feSeni jediné dva parametry, které je tfeba pred zacatkem procedury nastavit.
Konvergence je zajisténa pro symetrické a pozitivné definitni matice [I3]. Jedinou
zménou implementace oproti klasickému algoritmu zde bude prace s reprezentaci
fidké matice.

Postupujeme nésledovné: Zactneme prochézet fadky matice ve struktute Triplet -
podle nich byl utiidén procedurou Quicksort. Budeme postupné od pravé strany
odecitat soucin mimodiagonalnich prvku s prislusnymi slozkami itera¢niho reseni.
Vysledek pak vydélime diagonalnim ¢lenem a prepiseme jim puvodni hodnotu dané
slozky iteracniho feseni. Takto projdeme vSechny tadky struktury Triplet. Na konci
cyklu pak testujeme, jestli vektor rozdilu pravé strany a soucinu matice soustavy
s itera¢nim feSenim je ve vhodné normé mensi nez zadand hodnota epsilon. Je-li
mensi kon¢ime, neni-li iterujeme dale.
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Obrazek 5.4: Zobrazovani v programu ParaView

POINTS 5 float /* body */
0.00000 0.00000 0.00000 /* souradnice */
1.00000 0.00000 0.00000

1.00000 1.00000 0.00000

0.00000 1.00000 0.00000 vectors X

0.50000 0.50000 0.00000

Obrézek 5.5: Ukazka formatu vtk.

5.2.7 Vystupni soubor

Po vyteseni soustavy je potieba vypsat dané feSeni do souboru pro dalsi zobrazeni.
Pro pouziti programu Paraview byla vytvorena procedura Tisk VTK, kterd ziskané
fesenf ulozi ve forméatu .vtk. ReSeni tedy vypiseme v proceduie Tisk_VTK(const
char *fname, const char *fnamel, mesh2D *P, PStrana *X) do vystupniho
souboru ve formatu .vtk, jehoz ptiklad je na obrazku [5.5, Ukazky ziskanych vizua-
lizaci jsou zafazeny v Sesté kapitole.

Pted koncem programu jesté dealokujeme vSechny dynamické datové struktury a
pak ukonéime program.
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5.3 Zobrazeni vysledku

K zobrazeni vysledku jsme zvolili program Paraview a format .vtk. Jedna se o fre-
eware program pro védecké a interaktivni vizualizace. Lze ho ziskat napiiklad z
internetové adresy http://www.paraview.org [9] i s potfebnou dokumentaci. Byl
navrzen pro paralelni préaci se soubory na velkych superpocitacich, ale 1ze ho spustit
i na osobnich pocitacich. Jeho vyhodou je, Ze dokéze pracovat s velmi velkymi ob-
jemy dat. Jeho zobrazovaci rezim poskytuje nastaveni mnoha detaili, jak je patrno

7 obrazku

5.4 QOdlisnosti implementace pro tilohu rovinné
pruznosti

Ptedchozi postup byl formulovan sice pro oblast 2 C R?, ale vystupem byla skaldrni
funkce na této oblasti. Pro popsani feseni tlohy rovinné pruznosti potfebujeme
vystup jako vektorovou funkci posunuti ve smérech = a y definovanou na této oblasti.
To vyzaduje obecné zvicendsobeni dimenze pouzitych datovych struktur. Vstupni
triangulace je shodnad, protoze jde o shodnou oblast. Nicméné je tfeba zménit zadani
okrajovych podminek, tj. skalarni funkce nahradime vektorovymi, které ale imple-
mentujeme jen prislusSnym poctem skalarnich.

Taktéz vektor feSeni a pravych stran, tj. datovou strukturu PStrana, zménime tak,
ze naalokujeme dvojnasobné pole hodnot. Prvni polovina bude predstavovat z-ovou
slozku feseni a druhd y-ovou.(Pracujeme s veli¢cinami s dvojndsobnymi rozmeéry ve-
lice podobné jako v modelové tloze, jen slozky druhé poloviny alokovaného pole
nyni chdpeme jako y slozku.) Podobné upravime i proceduru VyplnPStrana. Zde
vyplnime prvni ¢ast vektoru s pomoci z-ové slozky funkce na pravé strané, a dru-
hou, kterda odpovida y-ové slozce pravé strany, pomoci zadané funkce pro druhou
slozku.

Jisté zmény si vyzada i vytvareni matice soustavy. Bude nyni mit dvojnasobné
rozmeéry, tj. v reprezentaci ridké matice pomoci Tripletu je tieba ctyindsobny pocet
zaznamu oproti modelové tloze. Matice pak ziska strukturu, jaké je zobrazena na

obrazku (.6

Déle je potieba zménit procedury VYPLNtriplet a Dirichlet. Prvni z nich modi-
fikujeme tak, ze ve cyklu pres vSechny trojuhelniky pocitame prispévky

/ Cijt er(P) €ij(w,) d,
Q

kde @,,, @, jsou bazové funkce tvaru ¢,, = ((¢z)m (2, ), (¢y)m(z,v)) : R? — R2
Zde vyuzijeme toho, ze bazové funkce pro tento pripad volime stejné jako pro skalarni
feSeni, tj. x- ova i y-ova slozka maji stejny prubéh jako v predchozim piipadé. Ve
vyrazech e;;(¢) vystupuji jen prvni parcialni derivace linedrnich bazovych funkei.
Vyraz je pak roven konstanté. Tyto derivace umime vyjadfit pomoci transformace
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Obréazek 5.6: Struktura matice pro tlohu rovinné pruznosti, kde pismeno X znaci
¢ast matice odpovidajici soustavé rovnic pro x-ovou slozku feseni, podobné pro Y.
Modrou barvou jsou pfiblizné znazornény nenulové pasy v fidké matici.

na referencni trojuhelnik. Tenzor Cjjj; je pro tilohu rovinné pruznosti konstatni pro
celou oblast 2. Protoze vsak fesime dvourozmérnou ilohu, dostaneme od jedné kom-
binace bazovych funkel ¢,, = ((¢z)m, (©y)m): n = (Yz)n, (¢y)n) na trojihelniku
K celkem ¢tyfti prispévky

L
XY - |K|()\a(gz)m a(§;>n 1 ua(‘g;)m a(gzi)n)
VX - |K’()\a(‘§gy/)m a(g;% 4 Ma(g;)m a(g;)n)

YY | K[(\+ 2u)a(gz)’" 8<§;)” + ua(g;)m 8(;0;)"),

kde | K| znaci obsah tortjihelnika K a dvojice symbolu v levém sloupci pred vyrazem
znaci, do jaké submatice z obrazku [5.6] dany prispévék patii.

V proceduie Dirichlet doplnime jednicku na diagonalu nejen v misté pro z-ovou,
ale i pro y-ovou slozku.

Ostatni procedury zustavaji stejné, musime jen dbat na vhodné zvoleny datovy typ
proménnych, aby nedoslo k pteteceni, tj. naptiklad misto integeru volit typ long
integer.
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Kapitola 6

Vysledky numerické simulace

Konvergence odvozeného numerického schématu a funkénost vyvinutého programu
pro Teseni ulohy rovinné pruznosti byla ovéfena na testovacich tlohach.

6.1 Modelova uloha

Jako prvni ptiklad k otestovani spravné implementace numerického modelu byla
pouzita modelova tloha

—Au=fvQ (6.1)
u = g na 0f),
kde funkci v hleddme pro dané funkce f, g na rovinné oblasti Q C R2.

Tato rovnice naptiklad popisuje stacionarni rozvrstveni tepelného pole v oblasti 2.
Funkce f predstavuje tepelné zdroje a okrajova podminka g zadava pevnou teplotu
na okraji. V praxi muze jit napriklad o prenos tepla a ustdleni teplotniho toku v
mistnosti, kde mame vevniti zadanou teplotu kamen a na okraji teplotu studeného
okna.

6.1.1 R4&d konvergence

Pted konkrétnimi piiklady jesté objasnime pojem radu konvergence.

Koeficientem EOC (experimental order of convergence) nazveme ¢islo a dané podilem
En hTL “
— =1, (6.2)
En, b,

kde h,, je parametr triangulace a F,, je chyba urcend v nami vybrané normé.

Poznamka. Koeficient FOC' zavisi mimo jiné na dané uloze, na pouzité triangulaci
a jeji jemnosti dané h,,q..
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V nasledujicich tabulkédch budeme porovnévat chyby ve tfech norméch:

e maximova norma - tj. ||ullme: = max {|ui(z, )|, |ua(z,y)|}
(z,y)eQ

o 12 norma - 1. [ullze) = /01 (. 9) 3 20 + )3 00

o seminorma - . [ul 20 = | /Jur (2. )R o + 22, 9) R 2

6.1.2 Reseni tdlohy a konvergence metody

V tomto testovacim piipadé byl za oblast €2 zvolen ¢tverec (0, 1) x (0, 1). Oblast byla
triangulovéna v programu Gsmbh jako nepravidelnd sit. Na ¢tverci jsme piedepsali
okrajovou podminku a funkci f odpovidajici pfedem zvolenému analytickému feseni
tak, abychom mohli ovéfit spravnost vypoctu. Toto feSeni jsme postupné porovnavali
s numerickym na ruzné hustych triangulacich. Pritom jsme zadéavali tyto testovaci
ulohy:

L. Ugnatyticke(T,y) = sin(mz) sin(my), odtud pak plyne, ze funkce na pravé strané

je rovna f = 2x%sin(mz)sin(my) a Ze pro okrajovou podminku vychdzi g = 0.

2. Ugnayticke(®,y) = (1 — 2)y(1 — y), odtud je pak f =2(z(l —2) +y(l —vy)) a
g=0.

3. Ugnalyticke(®,y) = sin(mz) + sin(my), odtud pak f = 72(sin(rz) + sin(1y)) a
g = sin(mx) + sin(7y).

hmax Ema,x E OCmax
0,04275 | 0,001582 1,35840

0,02165 | 0,000617 1,96534
0,01082 | 0,000158

Tabulka 6.1: Velikost chyby a fad konvergence pro tlohu [1| pro ruzné triangulace.

NECONECO NECONECO
1.00017 0.000617
1

-0.0006
0.75 0.0004

0.5 0.0002
0.25 .

0 -0.000101

Obrazek 6.1: Zobrazené vypocitané feseni a chyba numerického feSeni pro ilohu
pro sit s fadové 5000 trojthelniky.
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hmaz Emaz EOCmaz
0,04275 | 7,408 — 05 44505

0,01082 | 1,30E — 05

Tabulka 6.2: Velikost chyby a tad konvergence pro tlohu 2| pro ruzné triangulace.

NECONECO NECONECO
0.062496 3.3e-005
o
o 1e-005

0.02 0
“-1e-005

0 -1.8e-005

Obréazek 6.2: Zobrazené vypocitané feseni a chyba numerického teseni pro ulohu
pro sit s fadové 5000 trojthelniky.

hmax Emaa: E Ocmam
0,04275 | 0,001425 1,45993

0,02165 | 0,000518 1,95071
0,01082 | 0,000134

Tabulka 6.3: Velikost chyby a tad konvergence pro tlohu [3] pro rizné triangulace.

NECONECO NECONECO
22000035 0.000518

0.0004

1 I0,0002
0

-0.0002
0] -0.000255

Obréazek 6.3: Zobrazené vypocitané feseni a chyba numerického teseni pro ulohu
pro sit s fddove 5000 trojiihelniky.
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Diky znalosti analytického feSeni muzeme chybu jednoduse uréit jako rozdil naseho
numerického feSeni a feseni presného. Tento rozdil vytiskneme do vystupniho sou-
boru ve forméatu .vtk a zobrazime pomoci programu Paraview. Nésledujici tabulky
6.1 - 6.3 a obrazky 6.1 - 6.3 vpravo zachycuji vysledné rozdily pro vyse popsané tes-
tovaci tlohy 1 - 3 pii volbé parametru epsilon = 10~% a nulové pocateéni aproximaci
v Gauss-Seidlové iteracni metodé. Obrazky 6.1 - 6.3 vlevo zobrazuji prubéh feseni
na dané rovinné oblasti.

Numerické teseni modelové tlohy ovéruje, ze vysledny algoritmus je dobfe naim-
plementovéan a tloha konverguje, nebot s klesajicim parametrem triangulace Aqq
klesa i chyba feseni (viz tabulky 6.1 - 6.3). Konvergence je pomalejsi, nez je teo-
retickd predpovéd, ale na husts{ siti se blizi predpovézené hodnoté o = 2, jak je
patrné z hodnot EOC' v tabulkach 6.1 - 6.3, coz odpovida asymptotickému odhadu
konvergence v kapitole 3.6.

6.2 Uloha rovinné pruznosti

Nyni ptrikro¢ime k hlavnimu cili nasi prace a to je ovéreni spravnosti vytvoreného
programu na uloze rovinné pruznosti a ovéreni rychlosti jeji konvergence. Resime
tedy soustavu parcialnich diferencidlnich rovnic spolu s okrajovymi podminkami

aTij(u>
_ e .
=g (63)
ulp = upp (6.2b)
Tij * Njlpge, = @ (6.2¢)

kde hleddme neznamou funkci posunuti u zadanou implicitné Hookeovym zakonem
skrze tenzor deformace 7;; a tenzor malych posunuti e;; pro rovinnou oblast
Q. Déle plati 0Q = I'pi U I'ews I'pir # 0 a n; jsou slozky normalového vektoru na
hranici 0€2. Zadané funkce f; predepisuji hustotu objemovych sil, funkce up;, udavaji
pocatecni posunuti a funkce ¢; zadavaji hustotu plosnych sil.

Tyto rovnice popisuji deformaci pruzného télesa predstavované oblasti €2 pod vli-
vem pusobicich sil. A¢ tuto tdlohu fesime pouze pro dvojrozmérny piipad, lze z
vysledného teseni odhadnout konec¢ny tvar deformace pro mnoho tiirozmérnych si-
tauci. K dplnému zadani tlohy musime urcit koeficienty tenzoru ¢tvrtého radu v
Hookeové zobecnéném zakoné. V tomto ptipadé z teorie pro izotropni homegenni
téleso vyplyva

A+ 2,u A 0 611(11)
Ty = Cymen(n) = [ A A+2u 0] [exn(u)], (6.4)
0 0 H er2(u)

kde jsme pro zkraceni zapisu vynechali ¢len ey (u), protoze tenzor deformace 7
je symetricky. Koeficienty A,z jsme uréili ze vztahu (1.16), kam jsme za hodnoty
Youngova modulu pruznosti a Poissonovy konstanty dosadili testovaci hodnoty -
E = 10 000 Pa a bezrozmérnou konstantu ¢ = 0,3 (odpovidajici pfiblizné lidské
slase).
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V praktickém pouziti predstavuje tedy uloha naptiklad prihyb nosniku pfi zatizeni
nebo namahani stény trubky pii vnitinim pretlaku. Funkce f zadavéa hustotu ob-
jemové pusobicich sil. Okrajova Dirichletova podminka popisuje pevné uchyceni
nosniku ve zdi, zatimco Neumannova podminka reprezentuje tucinek plosnych sil
pusobicich na povrchu télesa. Spojeni vSech tii podminek nastava napiiklad pro
nosnik v homogennim gravitaénim poli, jednou stranou ukotveny ve zdi a na druhé
strané zatizeny zavazim. Ale jak jiz bylo feceno v prvni kapitole, tyto rovnice popisuji
pouze relativné malé posunuti, na to se nesmi zapomenout.

Spravnost feSeni a rychlost konvergence byla testovédna na ctverci (0,1) x (0,1)
jakozto oblasti €2. Tentokrat jsme zvolili ruzné kombinace okrajovych podminek
na hranach ¢tverce a ovérovali numerické feseni oproti predepsanému analytickému
feseni Uanatyticke = (0, 7o) na rizné hustych nepravidelnych sitich, ziskanych progra-
mem Gmsh. Pfi popisu hran ¢tverce vychazime z ocislovani ¢tverce na obr. [5.2]

4. Bylo zadano Ugnaiyticke- Na celé hranici J€2 byla dana Dirichletova okrajova
podml'nka Upir = uanalyticke’ag-

5. Bylo zaddno ugpaiyticke- Na hrané 2, tj. spojnice bodu 2 a 3, byla ddna Neuman-
nova podminka odpovidajici analytickému fesenf qlo = (711, 721) = (3%, 44).
Na zbytku hranice €2 mimo hranu 2 byla pfedepsana Dirichletova okrajova

podminka stejné jako v predchozim pripadeé.

6. Bylo zaddno ugpnaiyticke- Na hrané 2 a hrané 3 byla ddna Neumannova podminka

hrana 2: qls = (711, 721) = ()1\_37 i)

A2u)x
hrana 3: q|3 = (712, To2) = (5%, ( +10u) )-

Na zbylé ¢ésti hranice OS2 byla opét predepsana Dirichletova okrajova podminka.

7. Bylo zadédno jiné analytické FeSeni ujjp. = (%,%ﬁn(”y)). Na hrané 2
byla ddna Neumannova podminka qls = (711,721) = 15((A + 2p)22y° +
A cos(mx) cos(my), u(3z%y* — mwsin(mx) sin(mry))). Na zbylé ¢dsti hranice 90

byla predepsana Dirichletova okrajova podminka.

Chybu opét urcime jako rozdil numerického a analytického feseni. Tento rozdil vy-
tiskneme do vystupniho souboru ve formétu .vtk a zobrazime pomoci programu Pa-
raview. Pro ovéreni rychlosti konvergence jsme chybu spocitali v nékolika normach
a shrnuli do nésledujicich tabulek 6.4 - 6.7 pro jednotlivé tlohy 4 - 7. Obrazky 6.4
- 6.7 vpravo zachycuji vysledné rozdily pro vyse popsané testovaci tulohy 4 - 7 pfi
volbé parametru epsilon = 107% a nulové pocateéni aproximaci v Gauss-Seidlove
iteracni metodé. Obrazky 6.4 - 6.7 vlevo zobrazuji prubéh feSeni na dané rovinné
oblasti.

Numerické teseni tlohy rovinné pruznosti ovéruji, ze vysledny algoritmus je spravné
naimplementovan. Uloha také konverguje, nebot s klesajicim parametrem triangu-
lace hyq. klesd i chyba feseni (viz tabulky 6.4 - 6.7). Konvergence metody postupné
roste pro jemnéjsi sité a na hustsich sitich se jiz blizi predpovézené hodnoté a = 2,
jak je vidét z hodnot EOC v tabulkach 6.4 - 6.7. To je v souladu s asymptotickym
odhadem konvergence v kapitole 3.6.
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h'maac

EVL2 Esemi Emaa: E‘OC(L2 EOCsemi EOOmaac

0,04275
0,02165
0,01082

3,40150E-06 0,001856 1,31611E-05 147112 0,94194  1,16880
3,09325E-07 0,000488 1,66052E-06

Tabulka 6.4: Velikost chyby a fad konvergence pro tlohu 4 pro ruzné triangulace.

vectors Magnitude Posunuti Magnitude
6.4e-006

6e-006

4e-006

2e-006

0.05
0.025

0 0

0.075 l

Obrazek 6.4: Zobrazené vypocitané feseni a chyba numerického teseni pro ulohu 4
pro sit s fadové 5000 trojuhelniky.

hmam EL2 Esem'i Emax EWOC’L2 EOOsemi EOCmaz
0,05815 | 8,32051FE-06 0,002580 2,66659F-05 1,85260  1,00230 1,45617
0,02907 | 2,30389F-06 0,001288 9, 71865FE-06 1,92505 1,00124 1,59163
0,01453 | 6,06644E£-07 0,000643 3,22443E-06

Tabulka 6.5: Velikost chyby a fad konvergence pro tlohu 5 pro ruzné triangulace.

vectors Magnitude Posunuti Magnitude
0.1 1.1e-005
:1e-005

10.075 l7.59—006

0.05 5e-006
0.025 12.5e-006

(0] (0]

Obrazek 6.5: Zobrazené vypocitané feseni a chyba numerického feseni pro tlohu 5
pro sit s fadoveé 5000 trojuhelniky.

43



hinar | B Bumi  Buas EOCy:  EOCumi  BOCpu
0,07356 | 6,57674E-05 0,00356 0,000505 106830 100203  L76776
0,03678 | 1,68062E-05 0,00178 0,000148 108554 1,00067 180671
0,01839 | 4,24407E-06 0,00088 4,24624E-05 | gog70 (00870  1.83102
0,00919 | 1,06862E-06 0,00044 1,19347E-05

Tabulka 6.6: Velikost chyby a fad konvergence pro tlohu 6 pro ruzné triangulace.

vectors Magnitude
0.1

0.075
0.05
0.025

(0]

Posunuti Magnitude

4.8e-005

;4e-005
3e-005
2e-005

*1e-005

0

Obréazek 6.6: Zobrazené vypocitané feseni a chyba numerického teseni pro ulohu 6

pro sit s fadové 5000 trojthelniky.

hmaz EL2 Esemi Emaa: EOCL2 EOCsemi EOCma:c
0,05815 | 9,51503FE£-05 0,010395 0,000289 1,96337  1,00080 1,50743
0,02907 | 2,43991F£-05 0,005194 0,000101 1,97399  1,00400 1,61157
0,01453 | 6,21074E-06 0,002590 3, 3352E-05

Tabulka 6.7: Velikost chyby a tad konvergence pro tlohu 7 pro ruzné triangulace.

vectors Magnitude
0.10084

0.1
0.075

0.05
0.025

0

Posunuti Magnitude

0.000103
0.0001
7.5e-005

5e-005
2.5e-005

(0]

Obrazek 6.7: Zobrazené vypocitané feseni a chyba numerického teseni pro ulohu 7

pro sit s fadové 5000 trojuhelniky.

44



Z.aver

V této praci jsme se sezndmili s problematikou teorie pruznosti a jejim matema-
tickym popisem. Pak jsme za vyuziti variacniho principu pomoci metody kone¢nych
prvki odvodili zakladni numerické schéma teseni tiloh rovinné linearni pruznosti. Pro
volbu Langrangeovskych linearnich trojihelnikovych prvka byly odvozeny vsechny
potiebné vztahy a schéma naimplementovano. Pro ovéreni spravné funkénosti vyvi-
nutého programu byly zvoleny jednoduché testovaci priklady, kterébyly numericky
feSeny vyvinutym programem. A¢ ma konvergence asymptoticky charakter, jiz na
pomérneé tidkych sitich numerické feseni uspokojivé konvergovalo a na jemnéjsich se
rad kovergence blizil teoretické hodnoté.

Na jemnéjsich sitich se jiz projevila casova narocnost této metody. Tuto naroénost
lze snizit dalsi optimalizaci programu, napiiklad pouzitim superrelaxaéni metody
misto Gauss-Seidlovy pro vyfeseni ziskané soustavy linedrnich algebraickych rovnic.

Vysledky obszené v praci ukazuji spravnou funkénost vyvinutého programu.

I kdyz byly feSeny relativné jednoduché piiklady, je provedend implementace v pro-
gramu zcela obecna pro feseni rovinnych tloh, provedena implementace jiz umoznila
seznamit se s obtiznosti obecné implementace pii feSeni praktickych tloh.

Resen{ problémiu teorie pruznosti jsou velmi pouzivand v technické praxi. Mezi
priklady aplikaci nastudovaného tématu a implementovaného programu mohou byt
ulohy deformace rovinnych utvaru, naptiklad prihyby nosniku, deformace trubek,
krouceni prutu, deformace membran, rozlozeni teplotniho pole, teplotni deformace
aj.

Dalsi prace v tomto zajimavém tématu by se mohla zaméfit na modélni analyzu
dané soustavy a do budoucna i vySetfeni ¢asového prubéhu feseni odpovidajicitho
dynamického problému.
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Priloha

Na prilozeném CD je text bakaldiské prace a text abstraktu. V adresaii Program
jsou zdrojové kdédy vytvorenych programu. Podadresat BC () obsahuje zadani a
programy modelové tlohy. Podadresai BC X obsahuje zadani a programy tlohy
rovinné pruznosti.
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