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Obor: Matematické inženýrstv́ı
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3.5.2 Výpočet obsahu trojúhelńıku . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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4.2 Variačńı princip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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5.2.6 Řešeńı vzniklé soustavy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Úvod

Metoda konečných prvk̊u je velice univerzálńı metoda řešeńı nejr̊uzněǰśıch inženýr-
ských úloh a úloh matematické fyziky. Je velice ceněna nejen pro své široké uplatněńı,
ale přináš́ı také mnoho d̊uležitých teoretických výsledk̊u. Je velice hezká i pro svou
eleganci.

Metoda konečných prvk̊u byla poprvé přihlášena na patentovém úřadě ve čtyřicátých
letech v USA. Větš́ı pozornosti se j́ı ale dostalo až v padesátých letech d́ıky po-
zvolnému rozvoji poč́ıtač̊u a urychleńı velkého množstv́ı výpočt̊u. V šedesátých le-
tech byl k této p̊uvodně inženýrské metodě dopracován i teoretický matematický
základ, viz [4]. Prvńı uplatněńı nalezla metoda předevš́ım v teorii pružnosti, ale
během daľśıch let byla d́ıky své oblibě a užitečnosti použita i při řešeńı širš́ıho spek-
tra úloh, např́ıklad je velice oceňována v problémech prouděńı tekutin. Mezi daľśı
uplatněńı patř́ı jej́ı využit́ı v aeroelasticitě, teplotńım poli a teorii parciálńıch dife-
renciálńıch rovnic obecně, viz např. [12].

Základem metody je myšlenka rozděleńı problému na menš́ı celky (konečné prvky)
a vyhodnoceńı bilance mezi těmito prvky. Rozděleńı úlohy na menš́ı celky doćıĺıme
např́ıklad triangulaćı zkoumaného tělesa. Na trojúhelńıćıch aproximujeme přesné
řešeńı hodnotami nalezeného numerického řešeńı v jeho vrcholech. Numerické řešeńı
źıskáme vyřešeńım soustavy lineárńıch rovnic s matićı soustavy, kde jej́ı prvky od-
pov́ıdaj́ı vzájemnému p̊usobeńı sousedńıch uzl̊u. Pro dostatečnou přesnost voĺıme
velmi jemnou triangulaci s velkým množstv́ım trojúhelńık̊u, a proto sestavená sou-
stava často dosahuje značných rozměr̊u, nezř́ıdka i v řádech 105 a v́ıce. Kouzlo me-
tody konečných prvk̊u tkv́ı v tom, že při správném sestaveńı soustavy je jej́ı výsledná
matice ř́ıdká, často diagonálně dominantńı nebo pozitivně definitńı. Taková matice
je pak poměrně dobře a rychle řešitelná, viz [13].

K masovému rozš́ı̌reńı metody konečných prvk̊u pomohl rozvoj poč́ıtač̊u a speci-
alizovaných výpočetńıch programů, které dokáž́ı mnoho krok̊u vyřešit samy. Jejich
vývoj je výsledkem mnohaleté práce celých univerzitńıch vědeckých týmů. Stále však
nelze úlohu pouze zadat k vyřešeńı a očekávat výsledek, nýbrž je třeba mı́t alespoň
elementárńı znalost jej́ıch matematických základ̊u. Na konci výpočtu je nutné ověřit
souhlas předpokládaného a nalezeného řešeńı. V programu se totiž může vyskytnout
chyba nebo nalezené řešeńı nemuśı být z mnoha daľśıch př́ıčin správné.

V této práci se zaměř́ıme předevš́ım na sestaveńı základńıho algoritmu řešeńı meto-
dou konečných prvk̊u pro úlohu pružnosti. Ćılem práce bylo:
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• seznámit se s literaturou, která se zabývá variačńım principem a základy me-
tody konečných prvk̊u,

• źıskat přehled použ́ıvaných matematických model̊u a numerických metod,

• vývoj vlastńıho programu pro aplikaci numerické metody založené na metodě
konečných prvk̊u,

• ověřeńı správnosti numerické metody a jej́ı realizace vyvinutým programem,

• aplikace na vybraný problém.

V prvńı kapitole jsou uvedeny základy fyzikálńı teorie pružnosti. Do druhé kapitoly
zařazujeme pro větš́ı přehlednost potřebný matematický aparát. Ve třet́ı kapitole je
odvozena formulace slabého řešeńı a popsána modelová metoda konečných prvk̊u.
Ve čtvrté kapitole jsou pak vysvětleny principy pro úlohu rovinné pružnosti. Imple-
mentace numerickho schématu je popsána v páté kapitole. Do šesté kapitole jsou
shrnuty numerické výsledky a v závěru je zhodnoceńı dosažených výsledk̊u.
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Kapitola 1

Matematicko-fyzikálńı model

V této kapitole se bĺıže seznámı́me s matematickou teoríı elastických těles, viz např.
[2],[7]. Naš́ım ćılem je źıskat rovnice popisuj́ıćı statickou rovnováhu poddajného
tělesa a z nich následně určit deformaci zkoumaného tělesa. Poddajné těleso budeme
modelovat kontinuem. Na začátku tedy předpokládáme, že máme danou oblast Ω,
která je totožná s naš́ım tělesem. V této oblasti jsou polohy bod̊u, deformace, napět́ı
a śıly definovány jako funkce prostorových souřadnic.

1.1 Objemové a plošné śıly

Uvažujme těleso reprezentované oblast́ı Ω ⊂ R3. Na něj mohou p̊usobit śıly dvoj́ıho
druhu. Prvńım druhem jsou śıly objemové. To jsou śıly, které p̊usob́ı uvnitř celého
objemu tělesa, a jsou úměrné velikosti a hmotnosti každého elementu. To nám do-
voluje zavést objemovou hustotu sil F, śılu vztaženou na jednotku objemu, kde
p̊usob́ı. Jej́ı složky budeme značit Fi. Př́ıklady objemových sil jsou śıly gravitačńı
nebo odstředivé.

Druhým druhem jsou śıly plošné. Př́ıklad představuj́ı r̊uzné tahové či tlakové śıly,
které vznikaj́ı na povrchu kontinua ve styku s okolńım kontinuem. Z povrchu se pak
účinek těchto sil š́ı̌ŕı dovnitř celého tělesa po ploškách prostřednictv́ım vzájemného
p̊usobeńı jednotlivých vrstev molekul.

Následně prozkoumáme p̊usobeńı plošných sil na zadaný plošný element dS. Jejich
vliv, př́ımo úměrný velikosti plochy dS, můžeme popsat pomoćı vektoru napět́ı T
jako dF = TdS. Necht’ naše ploška uzav́ırá určitý konečný objem dV z kontinua.
Pak za orientaci T zvoĺıme vněǰśı normálu plochy dS. Pro zd̊urazněńı se někdy tato
závislost znač́ı Tn, kde n je jednotková normála dS. Většinou je však orientace T
jasná a n vynecháváme.

Dále budeme využ́ıvat Einsteinovu sumačńı konvenci. To znamená, že vyskytnou-li
se ve výrazu dva stejné indexy, pak přes ně automaticky sč́ıtáme přes všechny možné
hodnoty opakuj́ıćıho se indexu. Z kontextu by měl být vždy zřejmý rozsah.
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V této kapitole sč́ıtáme do tř́ı. Složky Ti vektoru napět́ı T můžeme nyńı vyjádřit
pomoćı tenzoru napět́ı τij, tedy

Ti = τij nj (i, j = 1, 2, 3), (1.1)

kde nj jsou složky jednotkového normálového vektoru n. Složky τij jsou tedy pr̊uměty
složek vektoru napět́ı Ti do os xj. Tenzor τij je symetrickým tenzorem druhého řádu.
Jeho diagonálńı složky představuj́ı normálová napět́ı, mimodiagonálńı složky maj́ı
význam smykových napět́ı.

1.2 Podmı́nky rovnováhy

Aby kontinuum mohlo dosáhnout rovnováhy, muśı být každý jeho element v rov-
novážném stavu, kdy se účinky jednotlivých sil vyrovnaj́ı. Vezměme si libovolně
velkou část kontinua a zformulujme pro něj podmı́nky rovnováhy. To znamená, že
součet sil objemových F a plošných T, p̊usob́ıćıch na povrchu vybrané části, se muśı
vyrovnat ∫

V

FdV +

∫
S

TdS = 0, (1.2)

rozepsáno ve složkách ∫
V

FidV +

∫
S

TidS = 0, i = 1, 2, 3. (1.3)

Použit́ım vztahu (1.1) a Gaussovy věty na druhý integrál dostáváme∫
S

TidS =

∫
S

τijnjdS =

∫
V

∂τij
∂xj

dV (1.4)

Z podmı́nky (1.4) tedy źıskáme vztah∫
V

(Fi +
∂τij
∂xj

)dV = 0, (1.5)

který muśı platit pro libovolný objem V . Vztah (1.5) může být splněn pro libovolný
objem V jen tehdy, pokud je roven nule integrand. Odvodili jsme tak tři rovnice
rovnováhy pro elastické těleso.

Fi +
∂τij
∂xj

= 0, (i = 1, 2, 3) v Ω. (1.6)

Kromě podmı́nky rovnováhy sil, muśı být též zachována podmı́nka rovnováhy mo-
ment̊u sil. Jak je ukázáno např. v [2], podmı́nka je splněna pro symetrický tenzor
napět́ı τij.
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Obrázek 1.1: Deformace bod̊u P a Q v̊uči vztažnému bodu O.

1.3 Deformace tělesa

Uvažujme těleso reprezentované oblast́ı Ω ⊂ R3 v nedeformovaném stavu. Každý bod
tělesa v nedeformovaném stavu je popsán polohovým vektorem se složkami x1, x2, x3.
Působeńım vněǰśıch sil se bod posune do nových souřadnic y1, y2, y3. Proběhlou
deformaci poṕı̌seme vektorovou funkćı u(x1, x2, x3), pro kterou plat́ı

yi = xi + ui(xj), (1.7)

kde ui jsou složky u. Předpokládáme, že funkce ui jsou spojité a maj́ı spojité
parciálńı derivace potřebných řád̊u v oblasti Ω. Lokálńı deformaci kontinua v daném
bodě P vyjádř́ıme pomoćı posunut́ı nekonečně bĺızkého bodu Q v nedeformovaném
stavu, viz obrázek 1.1. Bod P je popsán souřadnicemi xi, Q pak má souřadnice
xi + dxi. Deformaćı přejdou body P , Q na body P ′, Q′, určenými souřadnicemi yi
a yi + dyi.

Pro dyi pak dostáváme (při použit́ı Einsteinova sumačńıho pravidla)

dyi = dxi + dui(xj) = dxi +
∂ui
∂xj

dxj =

(
δij +

∂ui
∂xj

)
dxj. (1.8)

Porovnáńım kvadrátu vzdálenost́ı obou bod̊u v p̊uvodńım ds2
0 a v deformovaném

stavu ds2 źıskáme (j a k jsou sč́ıtaćı indexy):

ds2
0 = dr · dr = dxidxi = δjkdxjdxk (1.9)

a

ds2 = dy · dy = dyidyi =

(
δij +

∂ui
∂xj

)(
δik +

∂ui
∂xk

)
dxjdxk. (1.10)
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Úpravou vztahu (1.10) źıskáme

ds2 =

(
δijδik + δij

∂ui
∂xk

+ δik
∂ui
∂xj

+
∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

)
dxjdxk

= δikdxjdxk +

(
∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

+
∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

)
dxjdxk.

(1.11)

Nyńı zadefinujeme novou veličinu vztahem pro jej́ı složky:

εjk =

(
∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

+
∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

)
, (j, k = 1, 2, 3), (1.12)

kterou nazveme tenzorem konečné deformace. Tento tenzor vyjadřuje změnu vzájem-
né vzdálenosti bod̊u P a Q. Pokud budeme uvažovat pouze malé výchylky, můžeme
člen se smı́̌senými derivacemi zanedbat a źıskáme tak tenzor malých deformaćı

ejk =
1

2

(
∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

)
. (1.13)

Tenzor malých deformaćı je symetrický tenzor druhého řádu. Jeho diagonálńı složky
vyjadřuj́ı relativńı prodloužeńı zkoumaného elementu podél souřadnicových os a
složky mimodiagonálńı maj́ı význam poloviny smykových úhl̊u sevřených mezi souřad-
nými osami daných index̊u.

1.4 Hooke̊uv zákon

V této práci budeme uvažovat př́ıpad malých deformaćı elastického tělesa. V tomto
př́ıpadě popisuje realitu dostatečně přesně lineárńı závislost složek tenzoru defor-
mace na složkách tenzoru napět́ı. Pro tř́ırozměrný př́ıpad je tedy každá ze 6 složek
tenzoru napět́ı lineárńı funkćı 6 složek tenzoru deformace. Vektorově zapsán tak-
zvaný zobecněný Hooke̊uv zákon vypadá takto:

τij = Cijkl ekl, (1.14)

kde τij, ekl jsou tenzory druhého řádu, k, l sč́ıtaćı indexy. Tenzor čtvrtého řádu
Cijkl je symetrický v indexech i a j, k a l. Veličiny Cijkl nazýváme elastickými
koeficienty. Obecně jsou funkćı souřadnic, ale pokud jsou vlastnosti tělesa ve všech
bodech stejné, pak se koeficienty Cijkl stanou konstantami charakterizuj́ıćı těleso.
Takové těleso nazýveme homogenńı. Podobně, budou-li vlastnosti tělesa ve všech
směrech stejné, nazývá se těleso izotropńı. Jak je odvozeno v např. [2], maximálńı
počet nezávislých koeficient̊u pro př́ıpad homogenńıho anizotropńıho tělesa je 15. Pro
př́ıpad izotropńıho tělesa se počet nezávislých koeficient̊u redukuje na dva. Izotropńı
tělesa lze popsat např́ıklad pomoćı tzv. Lamého konstant λ a µ. Zobecněný Hooke̊uv
zákon (1.14) pro izotropńı homogenńı těleso lze pak zapsat

τij = λδij θ + 2µeij, (1.15)
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kde invariant θ = eii = e11 + e22 + e33 = div u představuje kubickou dilataci tělesa.
Lamého koeficienty lze určit ze známých materiálových konstant – Youngova modulu
pružnosti E a Poissonovy konstanty σ, podle vztahu

λ =
Eσ

(1 + σ)(1− 2σ)
, µ =

E

2(1 + σ)
. (1.16)

1.5 Rovinná pružnost

V této práci budeme řešit rovinnou deformaci tělesa. To znamená, že budeme hle-
dat funkce posunut́ı v každém bodě tělesa na základě zadaných objemových sil a
okrajových podmı́nek, viz dále. Nav́ıc budeme předpokládat, že deformace ve směru
osy z budou nulové či nezadbatelné a funkce posunut́ı ve směrech os x, y nebudou
funkćı souřadnice z. Toho je dosaženo u těles s převládaj́ıćımi rozměry v ose z, jako
např́ıklad dlouhá deska či dlouhá tlustostěnná trubka. Výsledná deformace bude
zachovávat rovinný pr̊uřez kolmý na osu z. Ze soustavy rovnic ale nakonec vyjde
nenulové napět́ı v ose z, jež je dáno jako funkce napět́ı ve směrech os x a y.

Jak je ukázáno v [3], snadnou úpravou soustavy rovnic se problém rovinné deformace
převede na problém rovinné pružnosti, a tamtéž – [3] je dokázána ekvivalence řešeńı
obou úloh.

1.6 Okrajové podmı́nky

Pro úplnou matematickou formulaci problému je třeba rovnici (1.6) doplnit přede-
psáńım okrajových podmı́nek. Rozlǐsujeme dva základńı typy zadáńı okrajových
podmı́nek:

Dirichletovy podmı́nky – na hranici zkoumaného tělesa jsou předepsány funkce
posunut́ı

u|ΓDir
= uDir. (1.17)

To odpov́ıdá situaci, kdy je např́ıklad nosńık pevně ukotven ve stěně, nebo v́ıme,
že následkem p̊usobebńı vněǰśıch sil je těleso v rovnovážném stavu při určitém,
předepsaném tvaru deformace jeho okraj̊u.

Neumannovy podmı́nky – na hranici zkoumaného tělesa je zadáno p̊usobeńı
vněǰśıch plošných sil pomoćı tenzoru napět́ı

τij · nj|ΓNeu
= qi. (1.18)

Př́ıkladem této podmı́nky může být zat́ıžeńı jednoho konce nosńıku závaž́ım. Toto
závaž́ı p̊usob́ı plošnými silami na body svého úchytu. Daľśım př́ıkladem je tah za
jeden konec tyče.

Vedle těchto dvou typ̊u můžeme ještě řešit úlohu smı́̌senou, ve které jsou zadány
obě podmı́nky na disjunktńıch částech hranice ΓDir a ΓNeu, kde ΓDir ∪ ΓNeu = ∂Ω.
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Kapitola 2

Matematický aparát

V daľśım textu budeme vycházet z několika pojmů z funkcionálńı analýzy, které v
tomto odstavci uvedeme.

2.1 Zavedeńı použitých prostor̊u a norem

Pro vlastnosti funkčńıch prostor̊u, které budeme definovat, je d̊uležité, nad jakou
oblast́ı jsou sestrojeny:

Definice: 1 (viz [7]). Necht’ Ω ⊂ Rd je omezená oblast. Řekneme, že hranice oblasti
∂Ω je lipschitzovsky spojitá, když splňuje následuj́ıćı podmı́nku: Pro libovolné z ∈
∂Ω existuje okoĺı U = U(z) takové, že množinu U ∩ ∂Ω lze v nějakém kartézském
souřadnicovém systému (x1, · · · , xd) vyjádřit ve tvaru

xd = F (x1, · · · , xd−1), (2.1)

a množinu U ∩ Ω lze vyjádřit nerovnost́ı

xd < F (x1, · · · , xd−1), (2.2)

kde F je lipschitzovsky spojitá funkce.

Poznámka. Oblast s lipschitzovsky spojitou hranićı má definovaný jednotkový vek-
tor vněǰśı normály skoro všude na ∂Ω.

Pro zjednodušeńı budeme dále použ́ıvat značeńı.

Definice: 2. Derivaćı podle multiindexu α = (α1, . . . , αd), kde αi ∈ N0 rozumı́me

parciálńı derivace Dα = ∂|α|

∂
α1
x1
...∂

αd
xd

, kde |α| =
∑d

i=1 αi.

Mezi základńı prostory funkćı patř́ı prostor Lp(Ω), kde 1 ≤ p < ∞. Tyto prostory
jsou definovány pomoćı Lebesqueovy mı́ry a integrálu. Prostor Lp(Ω) obsahuje ta-
kové funkce f : Ω 7→ R, pro které plat́ı∫

Ω

|f |p dx <∞. (2.3)
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Prostory Lp(Ω) jsou Banachovy prostory s normou

‖u‖Lp(Ω) = ‖u‖p =

(∫
Ω

|u|p dx
) 1

p

, (2.4)

pro 1 ≤ p <∞. Pro p =∞ je norma volena jako ess supf , viz [1].

Poznámka. Obdobně pracujeme s prostory Lp(∂Ω), kde ∂Ω je hranice oblasti Ω.

Pro k ∈ N a 1 ≤ p ≤ ∞ můžeme definovat Sobolev̊uv prostor

W k,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω)| ∀α, |α| ≤ K,Dαf ∈ Lp(Ω)}, (2.5)

kde symbolem Dα je označena derivace podle multiindexu α. Normu na tomto pro-
storu zavád́ıme jako

‖u‖Wk,p(Ω) = ‖u‖k,p,Ω =
∑
|α|≤k

(∫
Ω

|Dαu|p dx
) 1

p

. (2.6)

Kromě normy pracujeme na tomto prostoru také se seminormou

|u|Wk,p(Ω) = |u|k,p,Ω =
∑
|α|=k

(∫
Ω

|Dαu|p dx
) 1

p

. (2.7)

Bude- li z kontextu jasné, přes jakou oblast integrujeme, budeme tento index Ω
vynechávat.

O hodnotě funkce na hranici oblasti Ω ⊂ Rd můžeme mluvit pouze v př́ıpadě, kdy je
2k > d a ze Sobolevových vět plyne vnořeńı W k,p(Ω) do C(Ω̄), viz [4]. V ostatńıch
př́ıpadech použ́ıváme větu o stopách, zde uvedenou bez d̊ukazu:

Věta: 1. Necht’ je oblast Ω ⊂ Rd s lipschitzovsky spojitou hranićı. Pak existuje právě
jeden omezený lineárńı operátor T : W k,p(Ω) 7→ L2(∂Ω) takový, že ∀u ∈ C∞(Ω)
plat́ı, že Tu = u|∂Ω.

Zněńı a d̊ukaz viz [8].

Nyńı, když má smysl hodnota funkce na hranici, můžeme zavést prostor V se stejnou
normou jako na prostoru W 1,2(Ω) takto

V = {f ∈ W 1,2(Ω)|f = 0 na ΓDir} ⊂ W 1,2(Ω) (2.8)

Pokud budeme požadovat intergovatelnost i vyšš́ıch derivaćı, lze tento prostor ještě
zobecnit na

V (k) = {f ∈ W k,2(Ω)|f = 0 na ΓDir} ⊂ W k,2(Ω) (2.9)

Prostor všech omezených lineárńıch funkcionál̊u definovaných na prostoru V označ́ıme
jako V ∗, mluv́ıme pak o tzv. duálńım prostoru. Na tomto prostoru definujme normu
pro F ∈ V ∗ vztahem

‖F‖∗ = max
u∈V

|F (u)|
‖u‖V

(2.10)
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Pro řešeńı úlohy rovinné pružnosti zavedeme značeńı kartézského součinu Sobole-
vových prostor̊u jako V = V × V = [{f ∈ W 1,2(Ω)|f = 0 na ΓDir}]2. Na tomto
prostoru definujeme normu vztahem

‖u‖V =
√
‖u1‖2

1,2 + ‖u2‖2
1,2 (2.11)

Z teorie Sobolevových prostor̊u využijeme i prostor funkćı s kompaktńım nosičem,

W 1,2
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

‖·‖V
, tj. uzávěr nekonečně hladkých funkćı s kompaktńım nosičem

na oblasti Ω v normě prostoru V , viz např. [11].

2.2 Důležité vztahy

Dále budeme použ́ıvat následuj́ıćı vztahy.

Věta: 2 (o substituci). Necht’ P,R ⊂ Rd a f je prosté spojité regulárńı zobrazeńı
otevřené množiny P na R, které má nenulový jakobiánem |f ′(x̂)|. Necht’ M ⊂ R.
Pak pro libovolnou funkci měřitelnou g plat́ı∫

M

g(x)dx =

∫
f−1(M)

g(f(x̂))|f ′(x̂)|dx̂ (2.12)

Zněńı a d̊ukaz viz [6].

Věta: 3 (Greenova věta). Nechtt’ Ω ⊂ Rd je oblast s lipschitzovskou hranićı ∂Ω a
necht’ funkce f, g ∈ W 1,2(Ω). Pak plat́ı∫

Ω

∂f

∂xi
gdx =

∫
∂Ω

fgnidS −
∫
Ω

f
∂g

∂xi
dx (2.13)

kde ni je i-tá souřadnice jednotkového vektoru vněǰśı normály.

Zněńı a d̊ukaz viz [7].

Věta: 4 (Friedrichsova nerovnost). Necht’ Ω ⊂ Rn je oblast s lipschitzovskou hra-
nićı ∂Ω a Γ ⊂ ∂Ω je jej́ı část s kladnou Lebesgueovou mı́rou. Pak existuje kladná
konstanta CF závislá jen na Ω a Γ taková, že pro každou funkci u ∈ W 1,2(Ω) plat́ı:

‖u‖2
1,2 ≤ CF

∫
Γ

u2dx+
d∑
i=1

∫
Ω

(
∂u

∂xi

)2

dx

 (2.14)

Zněńı a d̊ukaz viz [8].

Věta: 5 (Kornova nerovnost). Necht’ V je uzavřený podprostor [W 1,2(Ω)]2, kde
[W 1,2

0 (Ω)]2 ⊂ V ⊂ [W 1,2(Ω)]2. Necht’ PV = P ∩ V a QV je ortogonálńı doplněk
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množiny PV v prostoru V, tedy V = PV⊕QV . Pak existuje kladná konstanta CK > 0,
že plat́ı ∑

i,j

eij(u)2 ≥ CK
∑
i,j

(
∂ui
∂xj

)2

dx ∀u ∈ QV , (2.15)

kde eij je tenzor malých deformaćı a P je podprostor rotaćı1 v prostoru [W 1,2(Ω)]2.

Zněńı a d̊ukaz viz [7].

Věta: 6 (Lax - Milgram). Necht’ V je Hilbert̊uv prostor, a(·, ·) je bilineárńı forma
na V a necht’ L je lineárńı omezený funkcionál na V. Necht’ dále plat́ı:

1. na V omezená, tj. (∃K > 0), že (|a(u,v)| ≤ K‖u‖1,2‖v‖1,2 ∀u,v ∈ V )

2. na V koercivńı, nebo-li (∃α > 0, ) že (∀v ∈ V )(|a(v,v)| ≥ α‖v‖2
1,2)

Pak existuje právě jedna funkce u ∈ V taková, že L(v) = a(u,v) ∀v ∈ V . Nav́ıc
plat́ı ‖u‖ ≤ 1

α
‖L‖∗.

Zněńı a d̊ukaz viz [8].

1To jsou takové funkce v ∈ [W 1,2(Ω)]2, že v = a+b×v a tud́ıž je pro ně eij(v) = 0, v́ıce v [7].
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Kapitola 3

Numerický model

Pro zjednodušeńı vysvětĺıme pojem slabého řešeńı na modelové úloze a následně
odvozeńı metody konečných prvk̊u.

3.1 Modelová úloha

V této kapitole se budeme zabývat modelovou jednorozměrnou úlohou na oblasti
Ω ⊂ R2. Tedy hledáme funkci u : Ω 7→ R, která splňuje následuj́ıćı rovnici. Dále
předpokládáme, že funkce f ∈ C(Ω), a řeš́ıme

−∆u = f v Ω (3.1)

u = 0 na ∂Ω

Tato okrajová úloha je tzv. Poissonova úloha a na jej́ı řešeńı vedle jednorozměrného
př́ıpadu lineárńı pružnosti vedou též problémy přenosu tepla či elektrostatiky.

Definice: 3. Klasickým řešeńım rovnice (3.1) nazveme funkci u ∈ C(2)(Ω)∩C(1)(Ω)
splňuj́ıćı parciálńı diferenciálńı rovnici (3.1) spolu s okrajovou podmı́nkou v každém
bodě oblasti Ω.

3.2 Slabá formulace

Modelovou úlohu převedeme do slabé formulace. Nejprve rovnici (3.1) vynásob́ıme
funkćı v z prostoru V , zavedeného v předchoźı kapitole. Následnou rovnost zinte-
grujeme přes celou oblast Ω

−
∫
Ω

∆u · v dx =

∫
Ω

f · v dx (3.2)

Prvńı člen uprav́ıme pomoćı Greenovy věty

−
∫
Ω

∆u · v dx = −
∫
∂Ω

∂u

∂n
· v dx+

∫
Ω

∇u · ∇v dx. (3.3)
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Protože je testovaćı funkce v nulová na hranici oblasti Ω, je i výraz
∫
∂Ω

∂u
∂n
· v dx

roven nule. Źıskáváme tak výslednou rovnost∫
Ω

∇u · ∇v dx =

∫
Ω

f · v dx. (3.4)

Definice: 4. Slabým řešeńım rovnice (3.1) nazveme takovou funkci u ∈ V , která
splňuje rovnost (3.4) pro každou funkci v ∈ W 1,2

0 (Ω).

3.3 Diskrétńı formulace

V metodě konečných prvk̊u budeme hledat numerické řešeńı problému (3.1), tedy
numerickou aproximaci slabého řešeńı úlohy (3.4) tak, že si zvoĺıme prostor Vh tes-
tovaćıch funkćı s konečnou dimenźı Nh. Numerické řešeńı uh hledáme v prostoru Vh,
tedy hledáme uh ∈ Vh takové, že pro všechny funkce vh z Vh plat́ı∫

Ω

∇uh · ∇vh dx =

∫
Ω

f · vh dx. (3.5)

V prostoru Vh můžeme zvolit konečně-člennou bázi. Prvky báze budeme nazývat
bázové funkce prostoru Vh a budeme je označovat jako ϕ1, · · · , ϕNh . Potom můžeme
každou funkci a tedy i řešeńı úlohy (3.5) vyjádřit pomoćı lineárńı kombinace:

uh =

Nh∑
m=1

αmϕm (3.6)

Všechny funkce na konečně rozměrném prostoru se daj́ı nakombinovat z báze, proto
lze podmı́nku (3.5) přeformulovat tak, že muśı být splněna pro všechny bázové
funkce ϕn z prostoru Vh ∫

Ω

∇uh · ∇ϕn dx =

∫
Ω

f · ϕn dx, (3.7)

kde n ∈ {1, 2, . . . , Nh}. Po dosazeńı∫
Ω

∇uh∇ϕn dx =

∫
Ω

∇

(
Nh∑
m=1

αmϕm

)
∇ϕn dx =

∫
Ω

fϕn dx (3.8)

a vytknut́ı obdrž́ıme

Nh∑
m=1

αm

∫
Ω

∇ϕm∇ϕn dx =

∫
Ω

fϕn dx. (3.9)

13



Známe-li nyńı bázové funkce, můžeme spoč́ıtat intergály na pravé i na levé straně a
źıskáme soustavu rovnic pro neznámý vektor koeficient̊u αm

Nh∑
m=0

αm

Nh∑
n=0

∫
Ω

∇ϕm∇ϕn dx

︸ ︷︷ ︸
=anm

=

Nh∑
n=0

∫
Ω

fϕn dx

︸ ︷︷ ︸
=bn

. (3.10)

Zkráceně
AT ~α = ~b, (3.11)

kde jsou jednotlivé prvky soustavy dány těmito vztahy

anm =

∫
Ω

∇ϕm∇ϕn dx (3.12)

bn =

∫
Ω

fϕn dx. (3.13)

Poznámka. Matice soustavy se často nazývá matićı tuhosti, podle prvńıch aplikaćı
metody konečných prvk̊u. Tato matice je symetrická a pozitivně definitńı, tedy i
regulárńı. Řešeńı této lineárńı soustavy rovnic jednoznačně určuje numerické řešeńı
uh jako lineárńı kombinaci bázových funkćı ϕm z prostoru Vh.

3.4 Metoda konečných prvk̊u

Pot́ıž́ı při řešeńı vzniklé soustavy (3.10) je, že matice soustavy A je obecně plná.
Protože dimenze prostoru Vh je obvykle velká, neńı jednoduché tuto soustavu rovnic
vyřešit. Proto se v následuj́ıćım postupu budeme snažit převést problém do diskrétńı
formulace s co nejjednodušš́ı matićı. Nejprve však vysvětleme, jaké vlastnosti muśı
mı́t triangulace dané oblasti.

3.4.1 Triangulace

Definice: 5. Mějme dánu omezenou polygonálńı oblast Ω ⊂ R2. Triangulaci τh
nazýváme př́ıpustnou pokud plat́ı:

• Triangulace τh je tvořena konečným počtem uzavřených trojúhelńık̊u K.

• Ωh =
⋃
K∈τh K

• Necht’ Ki, Kj ∈ τh, Ki 6= Kj. Pak jsou pro Ki ∩ Kj tři možnosti – bud’ jsou
disjunktńı - ∅, nebo maj́ı společný vrchol, anebo maj́ı společnou hranu.

Mezi př́ıpustné triangulace nepatř́ı např́ıklad situace z následuj́ıćıho obrázku 3.1.
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Obrázek 3.1: Ukázky nepř́ıpustných triangulaćı

Definice: 6. O systému triangulaćı (τh)h∈(0,h0) dané oblasti Ω ř́ıkáme, že je regulárńı
právě, když existuje kladná konstanta c, která splňuje následuj́ıćı podmı́nku

hK
ρK
≤ c pro všechna K ∈ τh, h ∈ (0, h0), (3.14)

kde hK je délka nejdeľśı strany trojúhelńıka K a ρK je poloměr kružnice vepsané
do K. Dále polož́ıme hmax = maxK∈τh hK a př́ıpadně ho budeme nazývat parametr
triangulace.

3.4.2 Konečné prvky

Nyńı vysvětĺıme, co mysĺıme konečným prvkem, viz též [4]. Formálně m̊užeme
konečný prvek v Rd definovat jako trojici (K, Σ, P ), kde

• K je uzavřená podmnožina Rd s lipschitzovsky spojitou hranićı a neprázdným
vnitřkem.

• Σ je konečná množina spojitých lineárńıch forem definovaných na C∞(K),
které nazýváme stupně volnosti. Jejich počet označme N a jednotlivé formy
Li.

• P je prostor funkćı p : K → Rd takových, že Σ je P-unisolventńı. Tzn. pro
každou N-tici α1...αN existuje právě jedna funkce p z P , že Li(p) = αi.

Ukázky nejjednodušš́ıch konečných prvk̊u jsou znázorněny na následuj́ıćıch obrázćıch
3.2, 3.3, 3.4 a 3.5. Mimo ně existuj́ı i daľśı složitěǰśı prvky, kdy jsou bud’ využity
složitěǰśı geometrické útvary nebo je za množinu Σ volena množina daná hodnotami
nejen funkce, ale i jej́ıch derivaćı ve zvolených bodech.
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Obrázek 3.2: Langrangeovský lineárńı trojúhelńıkový prvek.

Obrázek 3.3: Langrangeovský kvadratický trojúhelńıkový prvek.

Obrázek 3.4: Kubický konečný prvek.

Obrázek 3.5: Obdélńıkový př́ıklad konečného pvrku.
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Obrázek 3.6: Volba bázových funkćı - na levé straně je vyšrafován nosič bázové
funkce od vrcholu Xj, napravo graf jej́ıho pr̊uběhu na nosiči.

3.4.3 Volba bázových funkćı

V numerickém schématu jsme oblast Ω ⊂ R2 pokryli trojúhelńıky a za konečné
prvky jsme zvolili Langrangeovské lineárńı trojúhelńıky. Prostor testovaćıch funkćı
źıskáme z prostoru Hh, tvořeného po částech lineárńımi funkcemi. Tj. Hh = {ϕ ∈
C(Ω)| ϕ|K ∈ P1(K), ∀K ∈ τh}, kde Pk(K) budeme značit prostor polynomů ma-
ximálně k-tého stupně nad množinou K. Funkce z prostoru Hh jsou pak jedno-
značně určeny hodnotami ve vrcholech, kterých je Nh. Bázové funkce potom na
těchto trojúhelńıćıch maj́ı tvar

∀i = 1, . . . , Nh je ϕi(xj) = δij, (3.15)

kde xj je j-tý vrchol. V ostatńıch bodech trojúhelńıku K klesá daná bázová funkce
ϕi lineárně až k nule, kterou nabývá na protilehlé straně j-tého vrcholu. Mimo
trojúhelńıky obsahuj́ıćı j-tý bod je bázová funkce ϕj nulová, jak je znázorněno na
obrázku 3.6. Prostor testovaćıch funkćı Vh dostaneme jako podprostor Vh ⊂ Hh,
jehož bázové funkce v bodech na hranici oblasti Ω jsou nulové.

Protože volba Vh je d̊uležitá nejen z praktického pohledu zahrnuj́ıćım implementaci
a složitost výpočtu, ale též kv̊uli teoretickému pozad́ı umocněného otázkou konver-
gence, je třeba vźıt v úvahu následuj́ıćı body:

• Volba lokálńıho prostoru C1(K) - prostory polynomů jsou praktické pro im-
plementaci a maj́ı vypracovánu teorii konvergence.

• Spojitost konečných prvk̊u Vh ⊂ W 1,2
0 (Ω) - je zaručena volbou bázových funkćı.

• Volba prostoru bázových funkćı z prostoru Vh s malým nosičem - podstatné
pro sestaveńı matice a jej́ı ř́ıdkou strukturu.

• Volba afinně ekvivalentńıch prvk̊u - výhodné pro snadnou implementaci. Potřeb-
né vztahy lze pak źıskat transformaćı z referenčńıho prvku na libovolný konečný
prvek, viz dále.
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Obrázek 3.7: Afinńı zobrazeńı trojúhelńıka K̂ na K.

Daľśı odstavce se věnuj́ı odvozeńım potřebných vztah̊u pro následnou implementaci.

3.5 Práce se zvolenými bázovými funkcemi

3.5.1 Transformace referenčńıho trojúhelńıku

Referenčńım trojúhelńıkem nazveme trojúhelńık K̂ s vrcholy Â, B̂, Ĉ z obrázku 3.7.
Nyńı můžeme libovolný trojúhelńık triangulace τh źıskat jako obraz referenčńıho
trojúhelńıku K̂ pomoćı afinńıho zobrazeńı. Toto zobrazeńı lze definovat předpisem:

FK : K̂ 7→ K, FK(x̂) = BKx̂ + cK , (3.16)

kde BK je regulárńı matice a cK je konstantńı vektor.

Nyńı odvod́ıme hodnotu prvk̊u matice BK pro libovolně zvolený trojúhelńık K s
vrcholy A = [a1, a2], B = [b1, b2], C = [c1, c2]. Má-li se vrchol Â = [0, 0] zobrazit na
vrchol A, pak (

a1

a2

)
= cK + BK

(
0
0

)
a tud́ı̌z muśı být cK =

(
a1

a2

)
. (3.17)

Pro vrchol B muśı platit, že je obrazem vrcholu B̂:

(
b1

b2

)
=

(
a1

a2

)
+BK

(
1
0

)
. Odtud

je pak prvńı sloupec matice roven BK1,· =

(
b1 − a1

b2 − a2

)
. Zopakováńım stejné podmı́nky

pro vrchol C dostaneme již hodnotu všech prvk̊u matice BK

BK =

(
b1 − a1 c1 − a1

b2 − a2 c2 − a2

)
. (3.18)
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Poznámka. Z matice BK je patrné, že splývaj́ı-li dva body nebo lež́ı-li všechny tři
body na jedné př́ımce (a tedy vektor ~AC je násobkem vektoru ~AB), pak je matice
BK singulárńı a naopak.

3.5.2 Výpočet obsahu trojúhelńıku

Zde dokážeme, že obsah trojúhelńıku K je roven 1
2

detBK . Obsah trojúhelńıku K
spoč́ıtáme jako SK =

∫∫
K

1dxdy s pomoćı věty o substituci. Tu zvoĺıme jako

FK : K̂ 7→ K :

(
x̂
ŷ

)
7→
(
x
y

)
= cK + BK

(
x̂
ŷ

)
. (3.19)

Pak je jakobián zobrazeńı

|F ′K | =

∣∣∣∣∣∂(a1+bK11x̂+bK12ŷ)
∂x̂

∂(a1+bK11x̂+bK12ŷ)
∂ŷ

∂(a2+bK21x̂+bK22ŷ)
∂x̂

∂(a2+bK11x̂+bK22ŷ)
∂ŷ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣bK11 bK12

bK21 bK22

∣∣∣∣ = detBK . (3.20)

Po dosazeńı tedy źıskáme

SK =

∫∫
K

1dxdy =

∫∫
K̂

detBKdx̂dŷ = detBK
∫∫
K̂

1dx̂dŷ =
detBK

2
. (3.21)

3.5.3 Odvozeńı gradientu bázových funkćı

Za bázové funkce jsme zvolili lineárńı polynomy dvou proměnných. Jedna bázová
funkce př́ıslušej́ıćı vybranému vrcholu je nenulová na všech trojúhelńıćıch, kde lež́ı
daný vrchol. V tomto vrcholu je rovna jedné a lineárně klesá až ke zbylým dvěma
vrchol̊um, kde je již nulová. Necht’ tedy máme vybraný trojúhelńık K a bázová
funkce př́ıslušná vrcholu A na něm nabývá hodnoty jedna a lineárně klesá, až na-
byde hodnoty nula ve vrcholech B, C. Analogický tvar požadujeme i na referenčńım
trojúhelńıku K̂. Proto muśı platit ϕ̂A(x̂, ŷ) = 1− x̂− ŷ. Protože je ale

ϕA(x, y) = ϕ̂A(x̂, ŷ), kde

(
x
y

)
= FK

(
x̂
ŷ

)
,

a proto
ϕA(x(x̂, ŷ), y(x̂, ŷ)) = ϕ̂A(x̂, ŷ).

Ze znalosti ∂xϕ̂A, ∂yϕ̂A lze pak vyjádřit i ∂xϕA, ∂yϕA. Tedy

∂ϕ̂A
∂x̂

=
∂ϕA
∂x

∂x

∂x̂
+
∂ϕA
∂y

∂y

∂x̂
(3.22)

∂ϕ̂A
∂ŷ

=
∂ϕA
∂x

∂x

∂ŷ
+
∂ϕA
∂y

∂y

∂ŷ
.
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Ale protože je (
∂x
∂x̂

∂y
∂x̂

∂x
∂ŷ

∂y
∂ŷ

)
=

(
bK11 bK21

bK12 bK22

)
= BTK . (3.23)

Celkem pak

BTK
(
∂xϕA
∂yϕA

)
=

(
∂x̂ϕA
∂ŷϕA

)
. (3.24)

A nakonec(
∂xϕA
∂yϕA

)
=
(
BTK
)−1
(
∂x̂ϕA
∂ŷϕA

)
=

1

detBK

(
bK22 −bK21

−bK12 bK11

)(
∂x̂ϕA
∂ŷϕA

)
. (3.25)

Stejný vztah plat́ı i pro bázové funkce pro vrcholy B a C trojúhelńıku K.

Poznámka. Protože jsme za bázové funkce zvolili prostor polynomů prvńıho stupně,
jsou jejich derivace konstantńı funkce. Proto se lze při sestavováńı matice tuhosti
vyhnout numerické integraci a jednotlivé prvky spoč́ıtat přesně.

3.6 Konvergence metody konečných prvk̊u

Základem vět o konvergenci metody konečných prvk̊u je Céovo lemma.

Lemma 1 (Ceo). Necht’ u je přesné řešeńı Galerkinova/Ritzova problému1 a uh je
jeho diskrétńı řešeńı. Pak

‖u− uh‖V ≤
K

α
‖u− vh‖V pro všechny vh ∈ Vh, (3.26)

kde K, resp. α je koeficient omezenosti, resp. koercivity z Lax - Milgramovy věty.

Důkaz: viz [4]

Pokud se nyńı omeźıme na polygonálńı oblast Ω ⊂ R2, a necht’ je dále K trojúhelńık,
Σ určena hodnotami ve vrcholech a P polynomy prvńıho stupně. Pak lze pro kon-
vergenci dokázat následuj́ıćı větu a odhad:

Věta: 7. Necht’ systém triangulaćı (τh) je regulárńı, Vh je definován jako podprostor
Vh ⊂ V po částech spojitých funkćı P na triangulaci τh a necht’ známe řešeńı u ∈
V 2(Ω). Pak existuje konstanta C > 0, že pro přiblǐzné řešeńı Galerkinova/Ritzova
problému uh plat́ı odhad chyby v normě prostoru V :

‖u− uh‖1,2 ≤ Ch|u|2,2 (3.27)

Poznámka. Za předpokladu u ∈ V k+1 plat́ı pro volbu polynomů k-tého stupně -
tj. Pk odhad ‖u− uh‖1,2 ≤ Chk|u|k+1,2.

1bude vysvětleno v navazuj́ıćı kapitole, zde to lze chápat jako slabé řešeńı problému z (3.4)
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Důsledek. Pro volbu Langrangeovských lineárńıch trojúhelńık̊u pak je konvergence
‖u− uh‖1,2 ≈ O(h).

Poznámka. Použit́ım Aubin - Nietscheho triku a za dodatečného předpokladu re-
gularity duálńı úlohy, viz [10], lze pro polynomy prvńıho stupně ukázat

‖u− uh‖L2 ≤ Ch2|u|2,2 (3.28)

Důsledek. Pak při splněńı tohoto předpokladu dostáváme odhad konvergence ‖u−
uh‖0,2 ≈ O(h2).
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Kapitola 4

Variačńı princip úlohy rovinné
pružnosti

Dále budeme řešit dvourozměrný př́ıpad, tj. u : Ω 7→ R2. V prvńı kapitole jsme z
teorie pružnosti źıskali Lamého rovnice popisuj́ıćı statickou rovnováhu vyšetřovaného
tělesa. Z Hookeova zákona máme implicitně zadánu funkci u pomoćı funkce τij(u)
a ekl(u). Nav́ıc předpokládejme, že plat́ı fi ∈ C(Ω) a že máme zadány okrajové
podmı́nky smı́̌seného typu, kdy plat́ı, že funkce uDir ∈ [C(ΓDir)]

2, qi ∈ C(ΓNeu). O
omezené oblasti Ω ⊂ R2 předpokládáme, že má lipschitzovsky spojitou hranici ∂Ω s
neprázdnou část́ı ΓDir.

Řeš́ıme tedy okrajovou úlohu

−∂τij
∂xj

= fi v Ω (4.1)

u|ΓDir
= uDir (4.1b)

τij · nj|ΓNeu
= qi (4.1c)

Za klasické řešeńı rovnic (4.1), (4.1b) a (4.1c) považujeme funkci u = (u1, u2),
kde u1, u2 ∈ C(2)(Ω) ∩ C(1)(Ω) splňuj́ıćı rovnici (4.1) spolu s podmı́nkami (4.1b, c)
v každém bodě.

Poznámka. Požadavek uDir ∈ [C(ΓDir)]
2 lze nahradit požadavkem uDir ∈ [W 1,2(Ω)]2,

kdy předpokládáme, že okrajovou podmı́nku lze rozš́ı̌rit na celou oblast Ω tak, že
výsledná funkce bude z [W 1,2(Ω)]2.

4.1 Slabé řešeńı

Pro metodu konečných prvk̊u budeme formulovat problém (4.1) ve slabém smyslu.
Mluv́ıme o tzv. slabém řešeńı.

Nejdř́ıve vynásob́ıme rovnici (4.1) funkćı v = (v1, v2) ∈ V, kde v1, v2 ∈ V a zinte-
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grujeme přes celou oblast Ω

−
∫
Ω

∂τij
∂xj

vi dx =

∫
Ω

fi vi dx. (4.2)

Použijeme Greenovu větu a źıskáme

−
∫
Ω

∂τij
∂xj

vi dx =

∫
Ω

τij
∂vi
∂xj

dx−
∫
∂Ω

τij nj vi dx.

Z definice prostoru V a z okrajových podmı́nek (4.1c) dostáváme∫
∂Ω

τij nj vi dx =

∫
ΓDir

τij nj vi dx

︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫

ΓNeu

qi vi dx.

Zároveň můžeme využ́ıt symetrie tenzoru τij a dále uprav́ıme
∫
Ω

τij(
∂vi
∂xj

) dx

∫
Ω

τij(
∂vi
∂xj

) dx =

∫
Ω

1

2
(τij

∂vi
∂xj

+ τij
∂vj
∂xi

) dx =

∫
Ω

τijeij(v) dx. (4.3)

S použit́ım Hookeova zákona rozeṕı̌seme τij∫
Ω

τijeij(v) dx =

∫
Ω

Cijklekl(u)eij(v) dx. (4.4)

Nyńı převedeme výraz s Neumannovou okrajovou podmı́nkou na pravou stranu rov-
nice a uprav́ıme do konečné podoby∫

Ω

Cijklekl(u)eij(v) dx =

∫
Ω

fi vi dx+

∫
ΓNeu

qi vi dx. (4.5)

T́ımto postupem jsme převedli rovnici do integrálńı podoby, č́ım jsme i oslabili
potřebné počátečńı předpoklady. Nyńı postačuje ke korektnosti rovnice výše, aby
Cijkl ∈ L∞(Ω), fi ∈ L2(Ω) a qi ∈ L2(∂Ω).

Slabým řešeńım nyńı nazveme takovou funkci u ∈ [W(Ω)1,2]2, pro kterou plat́ı:

• u = w + z

• w|ΓDir = uDir,w ∈ [W(Ω)1,2]2 a z ∈ V.

• funkce u splňuje rovnost (4.5) pro všechna v ∈ V.

Tvrzeńı: 1. Klasické řešeńı rovnice (4.1) je také slabým řešeńım (a tedy splňuje
(4.5)).
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Důkaz: Je-li splněna rovnice (4.1), prováděńım výše uvedených úprav z̊ustává za-
chována rovnost až do konečného tvaru (4.5). c.b.d.

Poznámka. Z posledńıch úprav je vidět, že došlo k oslabeńı předpoklad̊u kladených
na funkce f ,qNeu. Nyńı stač́ı pouze f ∈ L2(Ω),qNeu ∈ L2(ΓNeu).

4.2 Variačńı princip

Na prostoru funkćı [W 1,2(Ω)]2 definujeme bilineárńı formu a(·, ·) předpisem

a(u,v) =

∫
Ω

Cijklekl(u)eij(v) dx. (4.6)

O této bilineárńı formě nejprve ukážeme, že je omezená na prostoru V:

Lemma 2. Necht’ existuje konstanta K > 0 taková, že (∀i, j, k, l)(|Cijkl| < K).
Pak pro všechna u,v ∈ V je výraz

∫
Ω

Cijklekl(u)eij(v) dx omezený.

Důkaz:
Zvětšeńım absolutńı hodnoty a použit́ım konstanty K dostaneme∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

Cijklekl(u)eij(v)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

|Cijkleij(u)ekl(v)| dx ≤
∑
i,j,k,l

K

∫
Ω

|eij(u)||ekl(v)|dx.

Nyńı na tento součin použijeme Schwartzovu nerovnost a źıskáme

∑
i,j,k,l

K

∫
Ω

|eij(u)||ekl(v)|dx ≤
∑
i,j,k,l

K

∫
Ω

|eij(u)|2dx

 1
2
∫

Ω

|ekl(v)|2dx

 1
2

. (4.7)

Vı́cenásobným použit́ım aritmicko - geometrické nerovnosti dostaneme platnost
nerovnosti

∑
i,j,k,l

K

∫
Ω

|eij(u)|2 dx

 1
2
∫

Ω

|ekl(v)|2 dx

 1
2

(4.8)

≤ KL

∑
i,j

∫
Ω

|eij(u)|2 dx

 1
2
∑

k,l

∫
Ω

|ekl(v)|2 dx

 1
2

,

kde L ≥ 2 je jistá kladná konstanta. Celkem pak po odhadnut́ı obou výraz̊u
v absolutńı hodnotě normou prostoru V dostáváme∣∣∣∣∣∣

∫
Ω

Cijklekl(u)eij(v) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ KL‖u‖1,2‖v‖1,2. (4.9)

c.b.d.
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Budeme-li nyńı uvažovat homogenńı a izotropńı těleso, bude mı́t tenzoru čtvrtého
řádu Cijkl speciálńı tvar. Pro něj dokážeme následuj́ıćı lemma:

Lemma 3. Necht’ pro i = j je Cijklekl(u) = λθ + 2µeii(u), a pak pro i 6= j necht’

Cijklekl(u) = µeij(u), kde θ = e11(u) + e22(u), a λ, µ jsou kladné konstanty. Pro
všechna u ∈ V je pak forma a(·, ·) koercivitńı, tj. (∃K > 0), že (

∫
Ω

Cijklekl(u)eij(u)dx

≥ K‖u‖2
1,2).

Důkaz:
Vyjádř́ıme nejprve výraz a odhadneme

Cijklekl(u)eij(u) = λ(e11(u) + e22(u))2 + 2µ(e11(u)2 + e22(u)2) + µ(e12(u)2 + e21(u)2)

≥ B
∑
i,j

eij(u)2, B = min{λ, µ}. (4.10)

Dále použijeme Kornovu nerovnost. Tu použ́ıt můžeme, nebot’ máme na části hranice
∂Ω předepsánu Dirichletovu okrajovou podmı́nku, a proto podprostor posunut́ı a
rotaćı PV = ∅. Pak obdrž́ıme∫

Ω

Cijklekl(u)eij(u) dx ≥ BCK

∫
Ω

∑
i,j

(
∂ui
∂xj

)2

dx, (4.11)

kde CK je kladná konstanta z Kornovy nerovnosti. K takto odhadnuté pravé straně
nyńı přičteme integrál BCK

∫
ΓDir

u2dS. Ten je rovný nule, nebot’ integrujeme přes část

hranice ΓDir s kladnou mı́rou, kde plat́ı Dirichletova podmı́nka a testovaćı funkce
u ∈ V jsou zde nulové. Pak můžeme použ́ıt Friedrichsovo lemma a źıskáme konečný
odhad

BCK

∫
Ω

∑
i,j

(
∂ui
∂xj

)2

dx+

∫
ΓDir

u2dS

 ≥ K‖u‖2
1,2, (4.12)

kde K = BCK
CF

a CF je konstanta z daného lemmatu. c.b.d.

Poznámka. Při této speciálńı volbě Cijkl je forma a(·, ·) též symetrická.

Dále zavedeme lineárńı funkcionál L(·) na prostoru V jako

L(v) =

∫
Ω

fi vi dx+

∫
ΓNeu

qi vi dx. (4.13)

Je zřejmé, že se jedná o funkcionál. Dokážeme, že je i omezený:

|L(v)| ≤

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

fi vi dx

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫

ΓNeu

qi vi dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)+‖qNeu‖L2(ΓNeu)‖v‖L2(ΓNeu),

(4.14)
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kde jsme využili Schwartzovu nerovnost na prostoru L2(Ω) a L2(ΓNeu). Pro funkce
z prostoru V plat́ı ‖v‖L2(Ω) ≤ ‖v‖1,2. Z věty o stopách můžeme dále odhadnout
omezený operátor stop konstantou CT a tedy

‖v‖L2(ΓNeu) ≤ ‖v‖L2(∂Ω) ≤ CT‖v‖1,2. (4.15)

Nav́ıc, protože je qNeu ∈ C2(ΓNeu) a f ∈ C2(Ω), existuj́ı konstanty Cq, Cf > 0
takové, že ‖qNeu‖L2(ΓNeu) ≤ Cq a ‖f‖L2(Ω) ≤ Cf . Pak můžeme psát

‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + ‖qNeu‖L2(ΓNeu)‖v‖L2(ΓNeu) ≤ Cf‖v‖1,2 + CqCT‖v‖1,2 (4.16)

= (Cf + CqCT )‖v‖1,2.

c.b.d.

Galerkinovou formulaćı pak nazýváme problém (4.1) přepsaný ve slabém smyslu
pomoćı (4.6) a (4.13) takto: Hledáme takovou funkci u ∈ V, že u = w + z,
w|ΓDir = uDir ∈ [W(Ω)1,2]2 a z ∈ V, aby

a(u,v) = L(v) pro ∀v ∈ V. (4.17)

Problém (4.17) lze alternativně formulovat pomoćı minimalizace funkcionálu F .
Poznatek, že řešeńı (4.1) minimalizuje funkcionál F , je variačńı princip úlohy rovinné
pružnosti.

Hledáme tedy takovou funkci u = w+z, w|ΓDir = uDir ∈ [W(Ω)1,2]2, že funkce z ∈ V
je minimem funkcionálu F (z) = 1

2
a(z, z)− L(z) + a(w, z). Ritzovou formulaćı pak

nazýváme hledáńı takového z se stejně zadanými podmı́nkami jako výše, pro které
plat́ı

F (z) ≤ F (v) pro všechny v z prostoru V, (4.18)

Poznámka. Podmı́nka F (z) ≤ F (v) ∀v ∈ V je ekvivalentńı s podmı́nkou, že funkce
u minimalizuje funkcionál na lineárńı varietě, tj. F (u) ≤ F (v) ∀v ∈ uDir + V.

Řešeńı obou problémů jsou ekvivalentńı, jak popisuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 2. Funkce u řeš́ı Galerkin̊uv problém právě tehdy, když řeš́ı i Ritz̊uv
problém.
Důkaz podle [10]:

1. Necht’ u řeš́ı Galerkin̊uv problém. Pak plat́ı a(z,v) = L(v) − a(w,v) pro
libovolné v z V. Vezměme tedy libovolné y ∈ V a položme jej y = z + v. Pak

F (y) = F (z + v) =
1

2
a(z + v, z + v)− L(z + v) + a(w, z + v) =

=
1

2
a(z, z)− L(z) + a(w, z) + a(z,v)− L(v) + a(w,v) +

1

2
a(v,v) =

(4.19)

= F (z) + a(z,v)− L(v) + a(w,v)︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2
a(v,v) ≥ F (z).
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2. Necht’ u řeš́ı Ritz̊uv problém. Pak plat́ı F (z) ≤ F (v) pro všechny v. Zavedeme
reálnou funkci ϕ(t) vztahem ϕ(t) = F (z + tv). Potom můžeme psát

ϕ(t) = F (z + tv) =
1

2
a(z + tv, z + tv)− L(z + tv) + a(w, z + tv) =

=
1

2
a(z, z)− L(z) + a(w, z) + ta(z,v)− tL(v) + ta(w,v) +

1

2
t2a(v,v) =

(4.20)

= F (z) + t(a(z,v)− L(v) + a(w,v)) +
1

2
t2a(v,v).

Kvadratická funkce ϕ(t) nabývá svého minima v bodě t = 0, nebot’ z definice
má funkcionál F mininum na funkci z. Proto muśı být i jej́ı prvńı derivace
rovna v bodě 0 nule:

ϕ′(0) = ϕ′(t)|t=0 = a(z,v)− L(v) + a(w,v) + ta(v,v)|t=0 =

= a(z,v)− L(v) + a(w,v) = 0 (4.21)

T́ım jsme ukázali, že funkce u řeš́ı Galerkin̊uv problém. c.b.d.

4.3 Existence a jednoznačnost řešeńı

Existenci a jednoznačnost úlohy (4.1) ve slabé formulaci pro speciálńı tvar tenzoru,
jak byl zvolen v lemmatu 3, a tedy i Galerkinova a Ritzova problému, je zaručena
Lax - Milgramovovou větou. Protože jsme již ověřili předpoklady této věty v předcho-
źıch lemmatech, v́ıme, že existuje právě jedno řešeńı u, které řeš́ı problém (4.17) a
tedy i (4.18).
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Kapitola 5

Implementace

Tato kapitola obsahuje čtyři části. Nejprve představ́ıme program pro triangulaci plo-
chy. Pak poṕı̌seme strukturu vyvinutého programu včetně popisu datových struktur
a funkćı jednotlivých část́ı. Následně uvedeme př́ıklad programu vhodného pro vizu-
alizaci výsledk̊u. Na závěr jsou ještě diskutovány rozd́ıly v implementaci pro úlohu
rovinné pružnosti.

5.1 Triangulace

Triangulaci oblasti Ω vygenerujeme v programu Gmsh. Tento program je dostupný
v licenci GNU General Public License, lze ho źıskat např́ıklad z internetové adresy
geuz.org [5] i s potřebnou dokumentaćı. Má interaktivńı prostřed́ı, např. viz obrázek
5.1, podporuje vytvářeńı śıt́ı ve 2D i ve 3D a obsahuje zabudovaný CAD engine pro
vytvářeńı složitěǰśıch geometrických útvar̊u a těles.

Zkoumaný objekt je možno sestavit pomoćı myši př́ımo v editoru nebo napsat
ve formátu .geo do poznámkového bloku a ten pak nač́ıst, viz např́ıklad obrázek
5.2. Během editace můžeme označit jednotlivé geometrické útvary. Toto označeńı je
pak zachováno i ve výstupńım souboru. Toho využijeme pro odlǐseńı r̊uzných hran.
Následně můžeme na každé předepsat jinou okrajovou podmı́nku. Před vlastńı tri-
angulaćı lze nastavit i parametr velikosti śıtě každému objektu zvlášt’, přitom je
zajǐstěna návaznost triangulaćı mezi jednotlivými soused́ıćımi oblastmi. Program
vygeneruje triangulaci s požadavanou hustotou a ulož́ı ji ve formátu .msh. Ukázka
formátu .msh je popsána např́ıklad na obrázku 5.3. Před daľśımi kroky je vhodné
ještě v programu ověřit správnou orientaci všech vygenerovaných trojúhelńık̊u.

Tento program řeš́ı velkou část praktické aplikace metody konečných prvk̊u, která
je jinak velmi pracná.
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Obrázek 5.1: Gmsh: Zobrazeńı vygenerované śıtě a kontrola orientace jednotlivých
trojúhelńık̊u.

Obrázek 5.2: Ukázka formátu .geo.

Obrázek 5.3: Ukázka formátu .msh.
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5.2 Vyvinutý program

Program řeš́ıćı odvozené numerické schéma pro modelovou úlohu je napsán v pro-
gramovaćım jazyku C. Vytvořený program umı́ nač́ıst śıt’ ze souboru ve formátu
.msh, vyplnit ř́ıdkou matici tuhosti a vektor pravé strany, vzniklou soustavu vyřešit
a řešeńı uložit do souboru ve formátu .vtk. V daľśım jsou jednotlivé části programu
popsány podrobněji.

5.2.1 Načteńı triangulace

Základńı datová struktura, do které načteme triangulaci, vypadá takto:

typedef struct {

long NPoints; /* počet bodů */

long NTriangles; /* počet trojúhelnı́ků */

long NBoundarySides; /* počet okrajových hran */

double *x, *y; /* souřadnice bodů */

short *PointMark; /* index oznamujı́cı́ polohu bodu na hranici */

long *SideA, *SideB; /* body, tvořı́cı́ úsečku */

short *SideMark; /* index označujı́cı́ typ hranice */

long *ElementA, *ElementB, *ElementC; /*vrcholy tvořı́cı́ trojúhelnı́k*/

short *ElementMark; /* index oblasti, kde se trojúhelnı́k nacházı́ */

} mesh2D;

Načteńı prob́ıhá ve třech kroćıch:

• Procedura ReadNumbGEO(const char *fname, mesh2D *P) načte z př́ısluš-
ných řádek vstupńıho souboru počet bod̊u. Počet trojúhelńık̊u a okrajových
hran zjist́ı projit́ım seznamu objekt̊u a údaje zaṕı̌se do mesh2D. Vhodné je
zkontrolovat, že součet počtu hraničńıch stěn a trojnásobku počtu trojúhelńık̊u
je dělitelný dvěma.

• Ve druhém kroku procedura AllocateGEO(mesh2D *P) naalokuje pole o potřeb-
ných velikostech zbylých proměnných struktury mesh2D a zkontroluje, že k
jejich alokaci došlo (a nepřetekla operačńı pamět’).

• Nakonec procedura ReadGEO(const char *fname, mesh2D *P) načte souřad-
nice bod̊u a ulož́ı je do dynamicky alokovaných proměnných x, y. Mı́sto toho,
abychom si ukládali do daľśı proměnné pořad́ı bod̊u, stač́ı nám k tomu využ́ıt
př́ıstupový index pole, na který se budeme přes daľśı proměnné odvolávat. Do
proměnné PointMark ulož́ıme index bodu z .msh, který znač́ı, zda daný bod
lež́ı na hranici oblasti Ω nebo ne.

Pak vyplńıme pole ElementA, ElementB, ElementC a SideA, SideB, kam pod
i -tý index označuj́ıćı i -tý trojúhelńık, resp. okrajovou hranu, zaṕı̌seme, které
body je tvoř́ı. Při tom využ́ıváme oč́ıslováńı vrchol̊u pomoćı index̊u.

30



Do proměnných ElementMark a SideMark ulož́ıme index, který označuje,
v jakých oblastech nebo stěnách se daný trojúhelńık, resp. okrajová hrana
nacháźı. To je kromě rozlǐseńı okrajových podmı́nek výhodné i pro př́ıpad,
kdy je těleso nehomogenńı a jeho jednotlivé oblasti se odlǐsuj́ı fyzikálńımi
konstantami (např́ıklad vystupuj́ıćımi v Hookeově zákoně).

Po úspěšném načteńı triangulace dané oblasti je vhodné jednak zkontrolovat správnou
orientaci trojúhelńık̊u danou pořad́ım jejich bod̊u a jednak pro ověřeńı spoč́ıtat cel-
kovou plochu oblasti a porovnat jej́ı shodu se součtem ploch všech trojúhelńık̊u
provedené triangulace. K tomu lze využ́ıt funkci SpoctiObsah(mesh2D *P), kde v
cyklu přes trojúhelńıky poč́ıtame jejich obsah jako polovinu determinantu jejich
přidruženého afinńıho zobrazeńı.

Poznámka. Dynamické alokováńı má výhodu vyvarováńı se na jedné straně použit́ı
př́ılǐs mnoho nepotřebné operačńı paměti a na straně druhé odstraňuje nezbezpeč́ı
práce s nedostatečně velkými strukturami a př́ıpadnou hrozbu jejich přetečeńı při
nastaveńı pevných rozměr̊u použitých poĺı.

5.2.2 Daľśı datové struktury

Protože numerické řešeńı hledáme ve všech bodech triangulace dané oblasti, použije-
me pro jeho reprezentaci alokované pole PStrana, kde se budeme opět přes indexy
odvolávat na pořad́ı bod̊u. Toto pole vytvoř́ıme v proceduře AllocPStrana(PStrana
*B, mesh2D *P). Datová struktura řešeńı a pravé strany je následuj́ıćı:

typedef struct{

double *VAL; /* pole hodnot */

} PStrana;

Do stejné datové struktury ulož́ıme i vektor pravých stran. Opět je alokujeme pomoćı
procedury AllocPStrana(PStrana *B, mesh2D *P) a vyplńıme v proceduře
VyplnPStrana(PStrana *B, mesh2D *P).

Složky pravé strany odpov́ıdaj́ıćı prvńı část́ı výrazu∫
Ω

f ϕn dx+

∫
ΓNeu

q ϕn dx

postupně vyplňujeme v cyklu přes všechny trojúhelńıky a na nich nenulové bázové
funkce. Složky pravé strany poč́ıtáme pomoćı numerické integrace. Jako dostatečně
přesná aproximace pro náš př́ıpad se osvědčil pr̊uměr hodnot dané funkce ve vrcho-
lech trojúhelńıku ∫

K

f ϕn dx ≈ 1

3
|K|(f(A) + f(B) + f(C)),

kde |K| je obsah trojúhelńıku K.
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Druhou část tvoř́ı př́ıspěvěk od bod̊u na hranici s Neumannovou podmı́nkou. Proto
tuto část spoč́ıtáme v cyklu přes všechny body s testem na podmı́nku, zda se bod
nacháźı na dané části hranice. To zjist́ıme z uloženého indexu PointMark. Pak jed-
notlivé př́ıspěvky vyjádř́ıme pomoćı podobné numerické integrace takto∫

SNeu

q ϕn dx ≈ 1

2
|S|(q(A) + q(B)),

kde |S| znač́ıme délku okrajové hrany. Výsledek pak přičteme k dané složce vektoru.

Posledńı datovou strukturu, kterou využijeme pro reprezentaci ř́ıdké matice tuhosti,
nazveme Triplet:

typedef struct{

long nz; /* počet přı́spěvků */

long *I, *J; /* indexy přı́spěvku */

double *VAL; /* hodnota přı́spěvku */

} triplet;

Nenulové prvky ř́ıdké matice do Tripletu ulož́ıme tak, že zaṕı̌seme jejich indexy do I,
J a hodnotu daného prvku do alokovaného seznamu VAL. Tento formát se označuje
CCS (Compressed Column Storage). Do proměnné nz si ulož́ıme počet platných
záznamů v Tripletu. V proceduře AllocTriplet(triplet *M, mesh2D *P) aloku-
jeme mnohem v́ıce paměti, protože t́ım zjednoduš́ıme následné vyplněńı matice tu-
hosti, jak bude vysvětleno dále.

5.2.3 Vyplněńı matice tuhosti

Matici sestav́ıme v proceduře VYPLNtriplet(triplet *M, mesh2D *P, PStrana

*B). Jak v́ıme z teoretické části, jednotlivé prvky matice spoč́ıtáme jako∫
Ω

∇ϕm∇ϕn dx.

Přednost́ı konečných prvk̊u obecně je, že bázové funkce jsou nenulové pouze na
několika trojúhelńıćıch. Pak stač́ı prvky matice tuhosti vypoč́ıtat v cyklu přes všechny
trojúhelńıky, podrobnosti dále.

Daľśı výhodou při volbě lineárńıch Langrangeovských prvk̊u je, že jejich gradient
je roven konstantńı funkci. Potom lze tento integrál spoč́ıtat přesně (nebereme-
li v potaz nepřesnost poč́ıtačové aritmetiky). Dı́ky větě o substituci a dř́ıvěǰśımu
odvozeńı je integrál roven∫

K

∇ϕm∇ϕn dx = ∇ϕm∇ϕn
∫
K̂

det BKdx̂ =
1

2
det BK∇ϕm∇ϕn,

kde posledńı výraz je součinu tř́ı reálných č́ısel určených z geometrie úlohy a zvo-
lených bázových funkćı z kapitoly 3.5.

32



Nenulový prvek matice tuhosti vznikne součtem v́ıce př́ıspěvk̊u integrace přes trojúhel-
ńıky, a proto by bylo velmi neefektivńı částečně vyplněný seznam nenulových prvk̊u
procházet a hledat, obsahuje-li již daný prvek či nikoliv. Proto budeme zapisovat
všechny vypoč́ıtané př́ıspěvky od Tripletu a až dodatečně seznam setř́ıd́ıme. Na to
potřebujeme dostatečně velkou strukturu Triplet, tj. za každý trojúhelńık naalo-
kujeme devět mı́st a za každou okrajovou hranu dvě mı́sta Tripletu. Takto máme
zaručeno, že nedojde k přetečeńı.

Pak postupujeme následovně: v cyklu projdeme všechny trojúhelńıky a spoč́ıtáme
př́ıspěvky od všech jeho kombinaćı bázových funkćı ve vrcholech, zaṕı̌seme je do
Tripletu a zvýš́ıme počitadlo platných záznamů nz.

5.2.4 Zavedeńı Dirichletových okrajových podmı́nek

Daľśıho vylepšeńı programu dosáhneme t́ım, že již během této procedury VYPLNtrip-

let budeme testovat, lež́ı-li prvńı vrchol na hranici s Dirichletovou okrajovou podmı́n-
kou. Tuto informaci máme uloženu v indexu PointMark. Lež́ı-li tam, pak nic neza-
pisujeme, tj. pokládáme ho rovný nule. Lež́ı-li na hranici s Dirichletovou okrajo-
vou podmı́nkou i druhý vrchol, pak též nezapisujeme př́ıspěvek k prvku matice,
ale rovnou odečteme od vektoru pravých stran součin hodnoty Dirichletovy okra-
jové podmı́nky ve druhém vrcholu a vypočtenou, ale nezapsanou hodnotu př́ıspěvku
prvku matice odpov́ıdaj́ıćı součinu gradientu bázových funkćı prvńıho a druhého
vrcholu.

Tomuto postupu odpov́ıdá stav, kdy máme singulárńı matici soustavy s pravou
stranou a nav́ıc máme předepsaný dostatečný počet hodnot řešeńı v několika bo-
dech na to, aby soustava byla regulárńı. Ekvivalentńımi úpravami odeliminujeme
proměnné s danými řešeńımi a vzniklou regulárńı soustavu pak můžeme standardně
vyřešit. Náš postup je takový, že tuto již určenou proměnnou v soustavě necháme
a matici nezmenš́ıme, ale v řádku určeném prvńım vrcholem nevyplňujeme prvky
matice, a až dodatečně polož́ıme diagonálńı prvek roven jedné. Sloupec odpov́ıdaj́ıćı
prvńımu vrcholu pak též nevyplňujeme, ale od pravé strany odečteme jeho násobek
bez diagonálńı složky s hodnotou Dirichletovy okrajové podmı́nky v prvńım bodě.
Následně přeṕı̌seme složku vektoru pravé strany odpov́ıdaj́ıćı prvńımu vrcholu na
hodnotu jeho Dirichletovy okrajové podmı́nky.

Prvńı část vylepšeńı ještě provedeme testováńım podmı́nky na hodnotu PointMarku
v cyklu přes všechny trojúhelńıky v proceduře VYPLNtriplet, zbylé úpravy pak v
proceduře Dirichlet(mesh2D *P, PStrana *B, triplet *M). V této proceduře
tedy procháźıme všechny body a kontrolujeme, zda lež́ı na hranici s Dirichletovou
okrajovou podmı́nkou. V kladném př́ıpadě pak do Tripletu přidáme člen odpov́ıdaj́ıćı
diagonálńımu prvku matice od tohoto bodu a polož́ıme ho rovný jedné. Následně
složku vektoru pravé strany vztahuj́ıćı se k tomuto bodu přeṕı̌seme hodnotou Di-
richletovy podmı́nky v tomto bodě.
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5.2.5 Setř́ıděńı ř́ıdké matice

Po vyplněńı Tripletu je třeba ho dále připravit pro dořešeńı. Jednotlivé př́ıspěvky do
jednoho prvku matice soustavy jsou rozptýleny do v́ıce záznamů seznamu Triplet.
Je třeba je seč́ıst. To je provedeno následovně.

V prvńım kroku v proceduře Quicksort(triplet *M) pomoćı rekurzivńıho algo-
ritmu setř́ıd́ıme seznam př́ıspěvku v Tripletu od nejmenš́ı po největš́ı podle prvńıho
indexu I př́ıspěvku do matice tuhosti. V př́ıpadě rovnosti seřad́ıme př́ıspěvky i podle
druhého indexu J.

Po setř́ıděńı se tedy v seznamu objevuje několik př́ıspěvk̊u stejného prvku matice tu-
hosti za sebou. Proto na takto setř́ıděný Triplet použijeme proceduru Zhusteni(trip-

let *M). Tato procedura postupně procháźı celý Triplet. Použ́ıvá dvě pomocné
proměnné i, j. V proměnné i je zapsána aktuálńı pozice během procházeńı Tripletu
a j označuje daľśı pozici použitou pro srovnáńı s aktuálńı pozićı.

Jsou-li indexy př́ıspěvk̊u na mı́stech i a j v tripletu shodné, přičteme hodnotu VAL
z vyšš́ıho indexu j do pozice na mı́stě i a zvýš́ıme j. Nejsou-li indexy př́ıspěvk̊u
na pozićıch i a j shodné, pak zvýš́ıme i, přeṕı̌seme indexy a hodnotu na mı́stě i
odpov́ıdaj́ıćımi hodnotami z pozice j. Následně zvýš́ıme j. Tento cyklus ukonč́ıme, až
index j dosáhne hodnoty nz udávaj́ıćı počet záznamů v Tripletu. Ten pak uprav́ıme
na aktuálńı pozici i. Takto v Tripletu nejen posč́ıtáme stejné př́ıspěvky do jednoho
prvku matice, ale i přeṕı̌seme nepotřebné pozice a celý Triplet zkrát́ıme.

Mezi jednotlivými procedurami pracuj́ıćımi s Tripletem je vhodné kontrolně seč́ıst
všechny jeho složky. Takto lze zjistit mnoho př́ıpadných chyb odvozené implemen-
tace.

5.2.6 Řešeńı vzniklé soustavy

Nyńı na setř́ıděný a zkrácený Triplet, který představuje soustavu lineárńıch alge-
braických rovnic s pravou stranou, můžeme použ́ıt Gauss-Seidlovu metodu. Toto je
iteračńı metoda, která postupně zmenšuje reziduum. Metoda skonč́ı při zmenšeńı
rezidua pod zadanou hodnotu - parametr epsilon. To jsou spolu s počátečńı aproxi-
maćı řešeńı jediné dva parametry, které je třeba před začátkem procedury nastavit.
Konvergence je zajǐstěna pro symetrické a pozitivně definitńı matice [13]. Jedinou
změnou implementace oproti klasickému algoritmu zde bude práce s reprezentaćı
ř́ıdké matice.

Postupujeme následovně: Začneme procházet řádky matice ve struktuře Triplet -
podle nich byl utř́ıděn procedurou Quicksort. Budeme postupně od pravé strany
odeč́ıtat součin mimodiagonálńıch prvk̊u s př́ıslušnými složkami iteračńıho řešeńı.
Výsledek pak vyděĺıme diagonálńım členem a přeṕı̌seme j́ım p̊uvodńı hodnotu dané
složky iteračńıho řešeńı. Takto projdeme všechny řádky struktury Triplet. Na konci
cyklu pak testujeme, jestli vektor rozd́ılu pravé strany a součinu matice soustavy
s iteračńım řešeńım je ve vhodné normě menš́ı než zadaná hodnota epsilon. Je-li
menš́ı konč́ıme, neńı-li iterujeme dále.
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Obrázek 5.4: Zobrazováńı v programu ParaView

Obrázek 5.5: Ukázka formátu vtk.

5.2.7 Výstupńı soubor

Po vyřešeńı soustavy je potřeba vypsat dané řešeńı do souboru pro daľśı zobrazeńı.
Pro použit́ı programu Paraview byla vytvořena procedura Tisk VTK, která źıskané
řešeńı ulož́ı ve formátu .vtk. Řešeńı tedy vyṕı̌seme v proceduře Tisk VTK(const

char *fname, const char *fname1, mesh2D *P, PStrana *X) do výstupńıho
souboru ve formátu .vtk, jehož př́ıklad je na obrázku 5.5. Ukázky źıskaných vizua-
lizaćı jsou zařazeny v šesté kapitole.

Před koncem programu ještě dealokujeme všechny dynamické datové struktury a
pak ukonč́ıme program.
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5.3 Zobrazeńı výsledk̊u

K zobrazeńı výsledk̊u jsme zvolili program Paraview a formát .vtk. Jedná se o fre-
eware program pro vědecké a interaktivńı vizualizace. Lze ho źıskat např́ıklad z
internetové adresy http://www.paraview.org [9] i s potřebnou dokumentaćı. Byl
navržen pro paralelńı práci se soubory na velkých superpoč́ıtač́ıch, ale lze ho spustit
i na osobńıch poč́ıtač́ıch. Jeho výhodou je, že dokáže pracovat s velmi velkými ob-
jemy dat. Jeho zobrazovaćı režim poskytuje nastaveńı mnoha detail̊u, jak je patrno
z obrázku 5.4.

5.4 Odlǐsnosti implementace pro úlohu rovinné

pružnosti

Předchoźı postup byl formulován sice pro oblast Ω ⊂ R2, ale výstupem byla skalárńı
funkce na této oblasti. Pro popsáńı řešeńı úlohy rovinné pružnosti potřebujeme
výstup jako vektorovou funkci posunut́ı ve směrech x a y definovanou na této oblasti.
To vyžaduje obecně zv́ıcenásobeńı dimenze použitých datových struktur. Vstupńı
triangulace je shodná, protože jde o shodnou oblast. Nicméně je třeba změnit zadáńı
okrajových podmı́nek, tj. skalárńı funkce nahrad́ıme vektorovými, které ale imple-
mentujeme jen př́ıslušným počtem skalárńıch.

Taktéž vektor řešeńı a pravých stran, tj. datovou strukturu PStrana, změńıme tak,
že naalokujeme dvojnásobné pole hodnot. Prvńı polovina bude představovat x-ovou
složku řešeńı a druhá y-ovou.(Pracujeme s veličinami s dvojnásobnými rozměry ve-
lice podobně jako v modelové úloze, jen složky druhé poloviny alokovaného pole
nyńı chápeme jako y složku.) Podobně uprav́ıme i proceduru VyplnPStrana. Zde
vyplńıme prvńı část vektoru s pomoćı x-ové složky funkce na pravé straně, a dru-
hou, která odpov́ıdá y-ové složce pravé strany, pomoćı zadané funkce pro druhou
složku.

Jisté změny si vyžádá i vytvářeńı matice soustavy. Bude nyńı mı́t dvojnásobné
rozměry, tj. v reprezentaci ř́ıdké matice pomoćı Tripletu je třeba čtyřnásobný počet
záznamů oproti modelové úloze. Matice pak źıská strukturu, jaké je zobrazena na
obrázku 5.6.

Dále je potřeba změnit procedury VYPLNtriplet a Dirichlet. Prvńı z nich modi-
fikujeme tak, že ve cyklu přes všechny trojúhelńıky poč́ıtáme př́ıspěvky∫

Ω

Cijkl ekl(ϕm) eij(ϕn) dx,

kde ϕm,ϕn jsou bázové funkce tvaru ϕm = ((ϕx)m(x, y), (ϕy)m(x, y)) : R2 7→ R2.
Zde využijeme toho, že bázové funkce pro tento př́ıpad voĺıme stejně jako pro skalárńı
řešeńı, tj. x- ová i y-ová složka maj́ı stejný pr̊uběh jako v předchoźım př́ıpadě. Ve
výrazech eij(ϕ) vystupuj́ı jen prvńı parciálńı derivace lineárńıch bázových funkćı.
Výraz je pak roven konstantě. Tyto derivace umı́me vyjádřit pomoćı transformace
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Obrázek 5.6: Struktura matice pro úlohu rovinné pružnosti, kde ṕısmeno X znač́ı
část matice odpov́ıdaj́ıćı soustavě rovnic pro x-ovou složku řešeńı, podobně pro Y.
Modrou barvou jsou přibližně znázorněny nenulové pásy v ř́ıdké matici.

na referenčńı trojúhelńık. Tenzor Cijkl je pro úlohu rovinné pružnosti konstatńı pro
celou oblast Ω. Protože však řeš́ıme dvourozměrnou úlohu, dostaneme od jedné kom-
binace bázových funkćı ϕm = ((ϕx)m, (ϕy)m),ϕn = ((ϕx)n, (ϕy)n) na trojúhelńıku
K celkem čtyři př́ıspěvky

XX : |K|((λ+ 2µ)
∂(ϕx)m
∂x

∂(ϕx)n
∂x

+ µ
∂(ϕx)m
∂y

∂(ϕx)n
∂y

)

XY : |K|(λ∂(ϕx)m
∂x

∂(ϕy)n
∂y

+ µ
∂(ϕx)m
∂y

∂(ϕy)n
∂x

)

Y X : |K|(λ∂(ϕy)m
∂y

∂(ϕx)n
∂x

+ µ
∂(ϕy)m
∂x

∂(ϕx)n
∂y

)

Y Y : |K|((λ+ 2µ)
∂(ϕy)m
∂y

∂(ϕx)n
∂y

+ µ
∂(ϕy)m
∂x

∂(ϕx)n
∂x

),

kde |K| znač́ı obsah tortjúhelńıka K a dvojice symbol̊u v levém sloupci před výrazem
znač́ı, do jaké submatice z obrázku 5.6 daný př́ıspěvěk patř́ı.

V proceduře Dirichlet doplńıme jedničku na diagonálu nejen v mı́stě pro x-ovou,
ale i pro y-ovou složku.

Ostatńı procedury z̊ustávaj́ı stejné, muśıme jen dbát na vhodně zvolený datový typ
proměnných, aby nedošlo k přetečeńı, tj. např́ıklad mı́sto integeru volit typ long
integer.
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Kapitola 6

Výsledky numerické simulace

Konvergence odvozeného numerického schématu a funkčnost vyvinutého programu
pro řešeńı úlohy rovinné pružnosti byla ověřena na testovaćıch úlohách.

6.1 Modelová úloha

Jako prvńı př́ıklad k otestováńı správné implementace numerického modelu byla
použita modelová úloha

−∆u = f v Ω (6.1)

u = g na ∂Ω,

kde funkci u hledáme pro dané funkce f, g na rovinné oblasti Ω ⊂ R2.

Tato rovnice např́ıklad popisuje stacionárńı rozvrstveńı tepelného pole v oblasti Ω.
Funkce f představuje tepelné zdroje a okrajová podmı́nka g zadává pevnou teplotu
na okraji. V praxi může j́ıt např́ıklad o přenos tepla a ustáleńı teplotńıho toku v
mı́stnosti, kde máme vevnitř zadanou teplotu kamen a na okraji teplotu studeného
okna.

6.1.1 Řád konvergence

Před konkrétńımi př́ıklady ještě objasńıme pojem řádu konvergence.

Koeficientem EOC (experimental order of convergence) nazveme č́ıslo α dané pod́ılem

En
Em

=

(
hn
hm

)α
, (6.2)

kde hn je parametr triangulace a En je chyba určená v námi vybrané normě.

Poznámka. Koeficient EOC záviśı mimo jiné na dané úloze, na použité triangulaci
a jej́ı jemnosti dané hmax.
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V následuj́ıćıch tabulkách budeme porovnávat chyby ve třech normách:

• maximová norma - tj. ‖u‖max = max
(x,y)∈Ω

{|u1(x, y)|, |u2(x, y)|}

• L2 norma - tj. ‖u‖L2(Ω) =
√
‖u1(x, y)‖2

0,2,Ω + ‖u2(x, y)‖2
0,2,Ω

• seminorma - tj. |u|1,2,Ω =
√
|u1(x, y)|21,2,Ω + |u2(x, y)|21,2,Ω

6.1.2 Řešeńı úlohy a konvergence metody

V tomto testovaćım př́ıpadě byl za oblast Ω zvolen čtverec (0, 1)×(0, 1). Oblast byla
triangulována v programu Gsmh jako nepravidelná śıt’. Na čtverci jsme předepsali
okrajovou podmı́nku a funkci f odpov́ıdaj́ıćı předem zvolenému analytickému řešeńı
tak, abychom mohli ověřit správnost výpočtu. Toto řešeńı jsme postupně porovnávali
s numerickým na r̊uzně hustých triangulaćıch. Přitom jsme zadávali tyto testovaćı
úlohy:

1. uanalyticke(x, y) = sin(πx) sin(πy), odtud pak plyne, že funkce na pravé straně
je rovna f = 2π2 sin(πx) sin(πy) a že pro okrajovou podmı́nku vycháźı g = 0.

2. uanalyticke(x, y) = x(1− x)y(1− y), odtud je pak f = 2(x(1− x) + y(1− y)) a
g = 0.

3. uanalyticke(x, y) = sin(πx) + sin(πy), odtud pak f = π2(sin(πx) + sin(πy)) a
g = sin(πx) + sin(πy).

hmax Emax EOCmax
0, 04275 0, 001582 1,35840
0, 02165 0, 000617 1,96534
0, 01082 0, 000158

Tabulka 6.1: Velikost chyby a řád konvergence pro úlohu 1 pro r̊uzné triangulace.

Obrázek 6.1: Zobrazené vypoč́ıtané řešeńı a chyba numerického řešeńı pro úlohu 1
pro śıt’ s řádově 5000 trojúhelńıky.
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hmax Emax EOCmax
0, 04275 7, 40E − 05 1,16505
0, 02165 3, 30E − 05 1,34395
0, 01082 1, 30E − 05

Tabulka 6.2: Velikost chyby a řád konvergence pro úlohu 2 pro r̊uzné triangulace.

Obrázek 6.2: Zobrazené vypoč́ıtané řešeńı a chyba numerického řešeńı pro úlohu 2
pro śıt’ s řádově 5000 trojúhelńıky.

hmax Emax EOCmax
0, 04275 0, 001425 1,45993
0, 02165 0, 000518 1,95071
0, 01082 0, 000134

Tabulka 6.3: Velikost chyby a řád konvergence pro úlohu 3 pro r̊uzné triangulace.

Obrázek 6.3: Zobrazené vypoč́ıtané řešeńı a chyba numerického řešeńı pro úlohu 3
pro śıt’ s řádově 5000 trojúhelńıky.
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Dı́ky znalosti analytického řešeńı můžeme chybu jednoduše určit jako rozd́ıl našeho
numerického řešeńı a řešeńı přesného. Tento rozd́ıl vytiskneme do výstupńıho sou-
boru ve formátu .vtk a zobraźıme pomoćı programu Paraview. Následuj́ıćı tabulky
6.1 - 6.3 a obrázky 6.1 - 6.3 vpravo zachycuj́ı výsledné rozd́ıly pro výše popsané tes-
tovaćı úlohy 1 - 3 při volbě parametru epsilon = 10−6 a nulové počátečńı aproximaci
v Gauss-Seidlově iteračńı metodě. Obrázky 6.1 - 6.3 vlevo zobrazuj́ı pr̊uběh řešeńı
na dané rovinné oblasti.

Numerické řešeńı modelové úlohy ověřuje, že výsledný algoritmus je dobře naim-
plementován a úloha konverguje, nebot’ s klesaj́ıćım parametrem triangulace hmax
klesá i chyba řešeńı (viz tabulky 6.1 - 6.3). Konvergence je pomaleǰśı, než je teo-
retická předpověd’, ale na hustš́ı śıti se bĺıž́ı předpovězené hodnotě α = 2, jak je
patrné z hodnot EOC v tabulkách 6.1 - 6.3, což odpov́ıdá asymptotickému odhadu
konvergence v kapitole 3.6.

6.2 Úloha rovinné pružnosti

Nyńı přikroč́ıme k hlavńımu ćıli naš́ı práce a to je ověřeńı správnosti vytvořeného
programu na úloze rovinné pružnosti a ověřeńı rychlosti jej́ı konvergence. Řeš́ıme
tedy soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic spolu s okrajovými podmı́nkami

−∂τij(u)

∂xj
= fi v Ω (6.3)

u|ΓDir
= uDir (6.2b)

τij · nj|ΓNeu
= qi, (6.2c)

kde hledáme neznámou funkci posunut́ı u zadanou implicitně Hookeovým zákonem
(1.14) skrze tenzor deformace τij a tenzor malých posunut́ı eij pro rovinnou oblast
Ω. Dále plat́ı ∂Ω = ΓDir ∪ ΓNeu, ΓDir 6= ∅ a nj jsou složky normálového vektoru na
hranici ∂Ω. Zadané funkce fi předepisuj́ı hustotu objemových sil, funkce uDir udávaj́ı
počátečńı posunut́ı a funkce qi zadávaj́ı hustotu plošných sil.

Tyto rovnice popisuj́ı deformaci pružného tělesa představované oblast́ı Ω pod vli-
vem p̊usob́ıćıch sil. Ač tuto úlohu řeš́ıme pouze pro dvojrozměrný př́ıpad, lze z
výsledného řešeńı odhadnout konečný tvar deformace pro mnoho tř́ırozměrných si-
taućı. K úplnému zadáńı úlohy muśıme určit koeficienty tenzoru čtvrtého řádu v
Hookeově zobecněném zákoně. V tomto př́ıpadě z teorie pro izotropńı homegenńı
těleso vyplývá

τij = Cijklekl(u) =

λ+ 2µ λ 0
λ λ+ 2µ 0
0 0 µ

e11(u)
e22(u)
e12(u)

 , (6.4)

kde jsme pro zkráceńı zápisu vynechali člen e21(u), protože tenzor deformace τij
je symetrický. Koeficienty λ, µ jsme určili ze vztahu (1.16), kam jsme za hodnoty
Youngova modulu pružnosti a Poissonovy konstanty dosadili testovaćı hodnoty -
E = 10 000 Pa a bezrozměrnou konstantu σ = 0, 3 (odpov́ıdaj́ıćı přibližně lidské
šlaše).
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V praktickém použit́ı představuje tedy úloha např́ıklad pr̊uhyb nosńıku při zat́ıžeńı
nebo namáháńı stěny trubky při vnitřńım přetlaku. Funkce f zadává hustotu ob-
jemově p̊usob́ıćıch sil. Okrajová Dirichletova podmı́nka popisuje pevné uchyceńı
nosńıku ve zdi, zat́ımco Neumannova podmı́nka reprezentuje účinek plošných sil
p̊usob́ıćıch na povrchu tělesa. Spojeńı všech tř́ı podmı́nek nastává např́ıklad pro
nosńık v homogenńım gravitačńım poli, jednou stranou ukotvený ve zdi a na druhé
straně zat́ıžený závaž́ım. Ale jak již bylo řečeno v prvńı kapitole, tyto rovnice popisuj́ı
pouze relativně malé posunut́ı, na to se nesmı́ zapomenout.

Správnost řešeńı a rychlost konvergence byla testována na čtverci (0, 1) × (0, 1)
jakožto oblasti Ω. Tentokrát jsme zvolili r̊uzné kombinace okrajových podmı́nek
na hranách čtverce a ověřovali numerické řešeńı oproti předepsanému analytickému
řešeńı uanalyticke = (0, xy

10
) na r̊uzně hustých nepravidelných śıt́ıch, źıskaných progra-

mem Gmsh. Při popisu hran čtverce vycháźıme z oč́ıslováńı čtverce na obr. 5.2.

4. Bylo zadáno uanalyticke. Na celé hranici ∂Ω byla dána Dirichletova okrajová
podmı́nka uDir = uanalyticke|∂Ω.

5. Bylo zadáno uanalyticke. Na hraně 2, tj. spojnice bod̊u 2 a 3, byla dána Neuman-
nova podmı́nka odpov́ıdaj́ıćı analytickému řešeńı q|2 = (τ11, τ21) = (λx

10
, µy

10
).

Na zbytku hranice ∂Ω mimo hranu 2 byla předepsána Dirichletova okrajová
podmı́nka stejně jako v předchoźım př́ıpadě.

6. Bylo zadáno uanalyticke. Na hraně 2 a hraně 3 byla dána Neumannova podmı́nka

hrana 2: q|2 = (τ11, τ21) = (λx
10
, µy

10
).

hrana 3: q|3 = (τ12, τ22) = (µy
10
, (λ+2µ)x

10
).

Na zbylé části hranice ∂Ω byla opět předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka.

7. Bylo zadáno jiné analytické řešeńı ujine = (x
2y3

10
, cos(πx) sin(πy)

10
). Na hraně 2

byla dána Neumannova podmı́nka q|2 = (τ11, τ21) = 1
10

((λ + 2µ)2xy3 +
λπ cos(πx) cos(πy), µ(3x2y2 − π sin(πx) sin(πy))). Na zbylé části hranice ∂Ω
byla předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka.

Chybu opět urč́ıme jako rozd́ıl numerického a analytického řešeńı. Tento rozd́ıl vy-
tiskneme do výstupńıho souboru ve formátu .vtk a zobraźıme pomoćı programu Pa-
raview. Pro ověřeńı rychlosti konvergence jsme chybu spoč́ıtali v několika normách
a shrnuli do následuj́ıćıch tabulek 6.4 - 6.7 pro jednotlivé úlohy 4 - 7. Obrázky 6.4
- 6.7 vpravo zachycuj́ı výsledné rozd́ıly pro výše popsané testovaćı úlohy 4 - 7 při
volbě parametru epsilon = 10−6 a nulové počátečńı aproximaci v Gauss-Seidlově
iteračńı metodě. Obrázky 6.4 - 6.7 vlevo zobrazuj́ı pr̊uběh řešeńı na dané rovinné
oblasti.

Numerická řešeńı úlohy rovinné pružnosti ověřuj́ı, že výsledný algoritmus je správně
naimplementován. Úloha také konverguje, nebot’ s klesaj́ıćım parametrem triangu-
lace hmax klesá i chyba řešeńı (viz tabulky 6.4 - 6.7). Konvergence metody postupně
roste pro jemněǰśı śıtě a na hustš́ıch śıt́ıch se již bĺıž́ı předpovězené hodnotě α = 2,
jak je vidět z hodnot EOC v tabulkách 6.4 - 6.7. To je v souladu s asymptotickým
odhadem konvergence v kapitole 3.6.
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hmax EL2 Esemi Emax EOCL2 EOCsemi EOCmax
0, 04275 3, 40150E-06 0, 001856 1, 31611E-05 1,47112 0,94194 1,16880
0, 02165 1, 22692E-06 0, 000978 5, 85391E-06 1,98784 1,00031 1,81776
0, 01082 3, 09325E-07 0, 000488 1, 66052E-06

Tabulka 6.4: Velikost chyby a řád konvergence pro úlohu 4 pro r̊uzné triangulace.

Obrázek 6.4: Zobrazené vypoč́ıtané řešeńı a chyba numerického řešeńı pro úlohu 4
pro śıt’ s řádově 5000 trojúhelńıky.

hmax EL2 Esemi Emax EOCL2 EOCsemi EOCmax
0, 05815 8, 32051E-06 0, 002580 2, 66659E-05 1,85260 1,00230 1,45617
0, 02907 2, 30389E-06 0, 001288 9, 71865E-06 1,92505 1,00124 1,59163
0, 01453 6, 06644E-07 0, 000643 3, 22443E-06

Tabulka 6.5: Velikost chyby a řád konvergence pro úlohu 5 pro r̊uzné triangulace.

Obrázek 6.5: Zobrazené vypoč́ıtané řešeńı a chyba numerického řešeńı pro úlohu 5
pro śıt’ s řádově 5000 trojúhelńıky.
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hmax EL2 Esemi Emax EOCL2 EOCsemi EOCmax
0, 07356 6, 57674E-05 0, 00356 0, 000505 1,96834 1,00203 1,76776
0, 03678 1, 68062E-05 0, 00178 0, 000148 1,98554 1,00067 1,80671
0, 01839 4, 24407E-06 0, 00088 4, 24624E-05 1,98970 0,99870 1,83102
0, 00919 1, 06862E-06 0, 00044 1, 19347E-05

Tabulka 6.6: Velikost chyby a řád konvergence pro úlohu 6 pro r̊uzné triangulace.

Obrázek 6.6: Zobrazené vypoč́ıtané řešeńı a chyba numerického řešeńı pro úlohu 6
pro śıt’ s řádově 5000 trojúhelńıky.

hmax EL2 Esemi Emax EOCL2 EOCsemi EOCmax
0, 05815 9, 51503E-05 0, 010395 0, 000289 1,96337 1,00080 1,50743
0, 02907 2, 43991E-05 0, 005194 0, 000101 1,97399 1,00400 1,61157
0, 01453 6, 21074E-06 0, 002590 3, 3352E-05

Tabulka 6.7: Velikost chyby a řád konvergence pro úlohu 7 pro r̊uzné triangulace.

Obrázek 6.7: Zobrazené vypoč́ıtané řešeńı a chyba numerického řešeńı pro úlohu 7
pro śıt’ s řádově 5000 trojúhelńıky.
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Závěr

V této práci jsme se seznámili s problematikou teorie pružnosti a jej́ım matema-
tickým popisem. Pak jsme za využit́ı variačńıho principu pomoćı metody konečných
prvk̊u odvodili základńı numerické schéma řešeńı úloh rovinné lineárńı pružnosti. Pro
volbu Langrangeovských lineárńıch trojúhelńıkových prvk̊u byly odvozeny všechny
potřebné vztahy a schéma naimplementováno. Pro ověřeńı správné funkčnosti vyvi-
nutého programu byly zvoleny jednoduché testovaćı př́ıklady, kterébyly numericky
řešeny vyvinutým programem. Ač má konvergence asymptotický charakter, již na
poměrně ř́ıdkých śıt́ıch numerické řešeńı uspokojivě konvergovalo a na jemněǰśıch se
řád kovergence bĺıžil teoretické hodnotě.

Na jemněǰśıch śıt́ıch se již projevila časová náročnost této metody. Tuto náročnost
lze sńıžit daľśı optimalizaćı programu, např́ıklad použit́ım superrelaxačńı metody
mı́sto Gauss-Seidlovy pro vyřešeńı źıskané soustavy lineárńıch algebraických rovnic.

Výsledky obsžené v práci ukazuj́ı správnou funkčnost vyvinutého programu.

I když byly řešeny relativně jednoduché př́ıklady, je provedená implementace v pro-
gramu zcela obecná pro řešeńı rovinných úloh, provedená implementace již umožnila
seznámit se s obt́ıžnost́ı obecné implementace při řešeńı praktických úloh.

Řešeńı problémů teorie pružnosti jsou velmi použ́ıvaná v technické praxi. Mezi
př́ıklady aplikaćı nastudovaného tématu a implementovaného programu mohou být
úlohy deformace rovinných útvar̊u, např́ıklad pr̊uhyby nosńık̊u, deformace trubek,
krouceńı prut̊u, deformace membrán, rozložeńı teplotńıho pole, teplotńı deformace
aj.

Daľśı práce v tomto zaj́ımavém tématu by se mohla zaměřit na modálńı analýzu
dané soustavy a do budoucna i vyšetřeńı časového pr̊uběhu řešeńı odpov́ıdaj́ıćıho
dynamického problému.
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stv́ı ČVUT, 2006.
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Př́ıloha

Na přiloženém CD je text bakalářské práce a text abstraktu. V adresáři Program
jsou zdrojové kódy vytvořených programů. Podadresář BC 0 obsahuje zadáńı a
programy modelové úlohy. Podadresář BC X obsahuje zádáńı a programy úlohy
rovinné pružnosti.
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