
�eské vysoké u£ení technické v Praze
Fakulta jaderná a fyzikáln¥ inºenýrská

Katedra matematiky
Obor: Matematické inºenýrství

Zam¥°ení: Matematické modelování

Numerická aproximace vzájemné
interakce proud¥ní a kmitání
elastického t¥lesa metodou

kone£ných prvk·

DIPLOMOVÁ PRÁCE

Vypracoval: Jan Valá²ek

Vedoucí práce: Doc. RNDr. Petr Svá£ek, Ph.D.

Rok: 2014



P°ed svázáním místo téhle stránky vloºíte zadání práce s podpisem d¥kana (bude
to jediný oboustranný list ve Va²í práci) !!!!



Prohlá²ení

Prohla²uji, ºe jsem svou diplomovou práci vypracoval samostatn¥ a pouºil jsem
pouze podklady (literaturu, projekty, SW atd.) uvedené v p°iloºeném seznamu.

V Praze dne ....................
........................................

Jan Valá²ek



Pod¥kování

D¥kuji Doc. RNDr. Petru Svá£kovi, Ph.D. za vedení mé diplomové práce, za laskavé
rady, podn¥tné návrhy a ve²kerý mi v¥novaný £as. Také velmi d¥kuji rodi£·m za
podporu ve studiu, své p°ítelkyni Lucii Samlerové za trp¥livost p°i vytvá°ení této
práce a v neposlední °ad¥ kamarádovi Petru Habáskovi za v¥cné p°ipomínky k textu
této práce.

D¥kuji, ºe tato práce mohla vzniknout za podpory výzkumného grantu £. P101/11/0207
Grantové agentury �eské republiky.

Jan Valá²ek



Název práce:
Numerická aproximace vzájemné interakce proud¥ní a kmitání elastic-
kého t¥lesa metodou kone£ných prvk·
Autor: Jan Valá²ek

Obor: Matematické inºenýrství
Druh práce: Diplomová práce

Vedoucí práce: Doc. RNDr. Petr Svá£ek, Ph.D.
Katedra technické matematiky, Fakulta strojní, �eské vysoké u£ení
technické v Praze

Abstrakt: Tato práce se zabývá odvozením matematického modelu a následnou im-
plementací problému interakce nestla£itelné tekutiny a elastického t¥lesa. Jedná se o
sdruºený problém. Nejprve je celá problematika popsána parciálními diferenciálními
rovnicemi, v£etn¥ podmínek na spole£ném rozhraní. Kv·li neznámému tvaru roz-
hraní je nutno pouºít ALE metodu. Pak je odvozen numerický model pro jednotlivé
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Úvod

Interakce proudící tekutiny s elastickým t¥lesem je komplexní a nejen po mate-
matické stránce velmi zajímavý problém. Má velké vyuºití jak v technické praxi,
nap°íklad p°i modelování obtékání pro�lu k°ídel letadel, tak v oblasti biomechaniky
s medicínskými aplikacemi. Zde jako p°íklad m·ºeme uvést zkoumání proud¥ní krve
v cévách nebo model, na který jsme se orientovali v této práci � simulace tvorby
lidského hlasu, který hraje velmi d·leºitou roli v kvalit¥ lidského ºivota. Simulace
lidského hlasu je d·leºitá kv·li nemoºnosti provád¥t fyzikální m¥°ení in vivo a proto
zde matematické modelování hraje nezastupitelnou roli p°i pochopení tohoto d¥je.
Bohuºel nebyly dosud v²echny detaily tvorby hlasu pln¥ vysv¥tleny.

Tvorba hlasu je sloºitý biologický proces. Proud vzduchu p°ichází z plic, obtéká
hlasivku a svým tlakem ji rozvibruje. Hlasivka pak kmitá na frekvencích blízkým
svým vlastním frekvencím. V hrtanu se nacházejí dal²í dutiny hlasového ústrojí,
které ovliv¬ují tento základní tón. Kone£ná modulace hlasu pak nastává v dutin¥
ústní. V této práci se budeme zabývat jen kmitáním hlasivky pod tlakem proudícího
vzduchu, p°esto se stále jedná o tzv. sdruºený problém, kdy °e²ení obou problém·
na sob¥ vzájemn¥ závisejí.

Uº i tento model je dostate£n¥ komplexní a je t°eba u n¥j skloubit dynamiku te-
kutin, deformaci pruºného t¥lesa a jejich vzájemnou interakci. V na²í práci °e²íme
odd¥len¥ rovnice proudící tekutiny a rovnice popisující vibraci hlasivky. M·ºeme tak
pouºít metody, které jsou více efektivní pro daný typ úlohy. Pro ú£ely na²í práce
jsme se omezili posléze na dvojrozm¥rné modely. Pro n¥ jsme odvodili matematicko-
fyzikální popis obou úloh a jejich vzájemné interakce. Na základ¥ tohoto popisu jsme
odvodili numerická schémata °e²ící jak deformaci elastického t¥lesa, tak i proud¥ní
nestla£itelné tekutiny, a popsali jsme, jak ob¥ schémata skloubit p°i °e²ení vzájemné
interakce. Na základ¥ této £ásti jsme pak implementovali program, který modeluje
dynamickou úlohu lineární elasticity a stacionární i nestacionární problém nestla£i-
telného proud¥ní. Na implementaci vzájemné interakce dále pracujeme.

V první kapitole této práce jsou shrnuty základní pojmy z funkcionální analýzy a
uvedeny n¥které v¥ty, které dále pouºíváme.

Druhá kapitola obsahuje matematický popis deformace elastického t¥lesa pomocí
parciálních diferenciálních rovnic a odvození Navierových-Stokesových rovnic pro
nestla£itelné proud¥ní ze zákon· zachování a jejich p°eformulování pomocí ALE
metody. Ta nám dovoluje modelovat úlohy s £asov¥ prom¥nnou výpo£etní oblastí
a s neznámou polohou rozhraní. Na konci této kapitoly jsou pak uvedeny rovnice
popisující tento sdruºený problém.
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Ve t°etí kapitole jsou odvozena numerická schémata pro oba dva problémy. P·vodní
parciální diferenciální rovnice jsou p°evedeny do slabé formulace, je zaveden pojem
slabého °e²ení a následn¥ je slabá formulace prostorov¥ diskretizována pomocí me-
tody kone£ných prvk·. Pro následnou £asovou diskretizaci elastického t¥lesa byla
pouºita Newmarkova metoda, resp. pro proud¥ní tekutiny zp¥tné Eulerovo schéma.
Dále je zde p°edstaveno n¥kolik moºností, jak linearizovat nelineární soustavu rovnic
a jak vy°e²it vzniklou soustavu lineárních rovnic ve tvaru sedlového bodu. Na konci
této kapitoly je uveden celkový algoritmus numerického °e²ení sdruºeného problému.

Do £tvrté kapitoly jsou za°azeny n¥které aspekty praktické realizace. Je zde i po-
psána modální analýza a spektrální analýza signálu, dv¥ metody, které nám dovolují
získat a porovnat základní vlastní frekvence kmitání elastického t¥lesa. Ve zbylé £ásti
této kapitoly jsou uvedeny získané výsledky numerických experiment·.

Záv¥r obsahuje zhodnocení dosaºených výsledk· v této práci.
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Kapitola 1

Matematický aparát

V této kapitole zavedeme n¥kolik pojm· a v¥t z funkcionální analýzy, na které se bu-
deme v celé práci odvolávat. Pro p°ehlednost budeme v celé práci indexovat veli£iny
spojené s popisem tekutiny pomocí horního indexu f (z angl. �uid), resp. pro popis
elastického t¥lesa budeme pouºívat index s (z angl. structure). Pro elegantn¥j²í zápis
budeme pouºívat Einsteinovu suma£ní konvenci.

1.1 Zavedení pouºitých prostor· a norem

Pro vlastnosti funk£ních prostor·, které budeme de�novat, je d·leºité, nad jakou
oblastí jsou sestrojeny:

De�nice 1 (viz [14]). Nech´ Ω ⊂ Rd, d ∈ N je omezená oblast. �ekneme, ºe hranice
oblasti ∂Ω je lipschitzovsky spojitá, kdyº spl¬uje následující podmínku: Pro libovolné
z ∈ ∂Ω existuje okolí U = U(z) takové, ºe mnoºinu U∩∂Ω lze v n¥jakém kartézském
sou°adnicovém systému (x1, · · · , xd) vyjád°it ve tvaru

xd = F (x1, · · · , xd−1), (1.1)

a mnoºinu U ∩ Ω lze vyjád°it nerovností

xd < F (x1, · · · , xd−1), (1.2)

kde F je lipschitzovsky spojitá funkce.

Poznámka. Oblast s lipschitzovsky spojitou hranicí má de�novaný jednotkový vek-
tor vn¥j²í normály skoro v²ude na ∂Ω.

Pro zjednodu²ení budeme dále pouºívat zna£ení zavedené v následující de�nici.

De�nice 2. Derivací podle multiindexu α = (α1, . . . , αd), kde αi ∈ N0 rozumíme
parciální derivace Dα = ∂|α|

∂
α1
x1
...∂

αd
xd

, kde |α| =
∑d

i=1 αi a d ∈ N.
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Mezi základní prostory funkcí pat°í prostor Lp(Ω), kde 1 ≤ p < ∞. Tyto prostory
jsou de�novány pomocí Lebesqueovy míry a integrálu. Prostor Lp(Ω) obsahuje ta-
kové funkce f : Ω 7→ R, pro které platí∫

Ω

|f |p dx <∞. (1.3)

Prostory Lp(Ω) jsou Banachovy prostory s normou

‖u‖Lp(Ω) = ‖u‖p =

(∫
Ω

|u|p dx
) 1

p

, (1.4)

pro 1 ≤ p <∞. Pro p =∞ je norma volena jako ess supf , viz [1].

Poznámka. Obdobn¥ pracujeme s prostory Lp(∂Ω), kde ∂Ω je hranice oblasti Ω.

Speciáln¥ prostor L2(Ω) je Hilbert·v, nebo´ na n¥m existuje skalární sou£in de�no-
vaný p°edpisem

(u, v)L2
Ω

=

∫
Ω

u v dx. (1.5)

V dal²ím textu budeme ozna£ovat skalární sou£in na L2(Ω) zkrácen¥ jako (·, ·)Ω.Pro
vektorové prostory [L2(Ω)]d, d ∈ N de�nujeme skalární sou£in jako

(f ,g)Ω =
d∑
i=1

(fi, gi)Ω, (1.6)

kde funkce f ,g ∈ [L2(Ω)]d a fi, gi zna£í jejich i-tou sloºku.

Pro k ∈ N a 1 ≤ p ≤ ∞ m·ºeme de�novat Sobolev·v prostor

W k,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω)| ∀α, |α| ≤ k,Dαf ∈ Lp(Ω)}, (1.7)

kde symbolem Dα je ozna£ena derivace podle multiindexu α. Normu na tomto pro-
storu zavádíme jako

‖u‖Wk,p(Ω) = ‖u‖k,p,Ω =
∑
|α|≤k

(∫
Ω

|Dαu|p dx
) 1

p

. (1.8)

Krom¥ normy pracujeme na tomto prostoru také se seminormou

|u|Wk,p(Ω) = |u|k,p,Ω =
∑
|α|=k

(∫
Ω

|Dαu|p dx
) 1

p

. (1.9)

Bude-li z kontextu jasné, p°es jakou oblast integrujeme, budeme tento index Ω vy-
nechávat.

Nejvíce pouºívaný vektorový prostor v této práci [W 1,2(Ω)]2 ozna£íme jako W(Ω).

O hodnot¥ funkce na hranici oblasti Ω ⊂ Rd m·ºeme mluvit pouze v p°ípad¥, kdy je
2k > d a ze Sobolevových v¥t plyne vno°ení W k,p(Ω) do C(Ω̄), viz [4]. V ostatních
p°ípadech pouºíváme v¥tu o stopách, zde uvedenou bez d·kazu:
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V¥ta: 1. Nech´ je oblast Ω ⊂ Rd s lipschitzovsky spojitou hranicí. Pak existuje práv¥
jeden omezený lineární operátor T : W k,p(Ω) 7→ L2(∂Ω) takový, ºe ∀u ∈ C∞(Ω)
platí, ºe Tu = u|∂Ω.

Zn¥ní a d·kaz viz [17].

Nyní, kdy jiº má smysl mluvit o hodnot¥ funkce f ∈ W k,p(Ω) na hranici, m·ºeme
zavést prostor V , který pouºijeme p°i slabé formulaci problému elasticity, takto

V = {f ∈ W 1,2(Ωs)|f = 0 na ΓsDir ve smyslu stop} ⊂ W 1,2(Ωs). (1.10)

Prostor V má stejnou normu jako prostor W 1,2(Ω).

Pokud budeme poºadovat integrovatelnost i vy²²ích derivací, lze tento prostor je²t¥
zobecnit na

V (k) = {f ∈ W k,2(Ωs)|f = 0 na ΓsDir} ⊂ W k,2(Ωs). (1.11)

Prostor v²ech omezených lineárních funkcionál· de�novaných na prostoru V ozna-
£íme jako V ∗, mluvíme pak o tzv. duálním prostoru. Na tomto prostoru de�nujme
normu pro F ∈ V ∗ vztahem

‖F‖∗ = max
u∈V

|F (u)|
‖u‖V

. (1.12)

Pro °e²ení úlohy rovinné pruºnosti zavedeme zna£ení kartézského sou£inu Sobole-
vových prostor· jako V = V × V = [{f ∈ W 1,2(Ωs)|f = 0 na ΓsDir}]2. Na tomto
prostoru de�nujeme normu vztahem

‖u‖V =
√
‖u1‖2

Ωs,1,2 + ‖u2‖2
Ωs,1,2. (1.13)

Z teorie Sobolevových prostor· vyuºijeme i prostor funkcí s kompaktním nosi£em,
W 1,2

0 (Ω) = C∞0 (Ω)
‖·‖V , tj. uzáv¥r nekone£n¥ hladkých funkcí s kompaktním nosi£em

na oblasti Ω v norm¥ prostoru V , viz nap°. [20]. Pro jednoduchost pak zna£íme
W0(Ω) = [W 1,2

0 (Ω)]2.

1.2 D·leºité vztahy

Dále budeme pouºívat následující vztahy.

V¥ta: 2 (o substituci). Nech´ P,R ⊂ Rd a f je prosté spojité regulární zobrazení
otev°ené mnoºiny P na R, které má nenulový Jacobián |f ′(x̂)|. Nech´ M ⊂ R. Pak
pro libovolnou m¥°itelnou funkci g platí∫

M

g(x)dx =

∫
f−1(M)

g(f(x̂))|f ′(x̂)|dx̂. (1.14)
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Zn¥ní a d·kaz viz [10].

V¥ta: 3 (Greenova v¥ta). Nech´ Ω ⊂ Rd je oblast s lipschitzovskou hranicí ∂Ω a
nech´ funkce f, g ∈ W 1,2(Ω). Pak platí∫

Ω

∂f

∂xi
gdx =

∫
∂Ω

fgnidS −
∫
Ω

f
∂g

∂xi
dx, (1.15)

kde ni je i-tá sou°adnice jednotkového vektoru vn¥j²í normály.

Zn¥ní a d·kaz viz [14].

V¥ta: 4 (Friedrichsova nerovnost). Nech´ Ω ⊂ Rn je oblast s lipschitzovskou hra-
nicí ∂Ω a Γ ⊂ ∂Ω je její £ást s kladnou Lebesgueovou mírou. Pak existuje kladná
konstanta CF závislá jen na Ω a Γ taková, ºe pro kaºdou funkci u ∈ W 1,2(Ω) platí

‖u‖2
1,2 ≤ CF

∫
Γ

u2dx+
d∑
i=1

∫
Ω

(
∂u

∂xi

)2

dx

 (1.16)

Zn¥ní a d·kaz viz [17].

V¥ta: 5 (Kornova nerovnost). Nech´ V je uzav°ený podprostor W(Ωs), kde W0(Ωs) ⊂
V ⊂W(Ωs). Nech´ PV = P ∩V a QV je ortogonální dopln¥k mnoºiny PV v prostoru
V, tedy V = PV ⊕QV . Pak existuje kladná konstanta CK > 0, ºe platí

∑
i,j

esij(u)2 ≥ CK
∑
i,j

(
∂ui
∂xj

)2

∀u ∈ QV , (1.17)

kde eij je tenzor malých deformací1 a P je podprostor rotací2 v prostoru W(Ωs).

Zn¥ní a d·kaz viz [14].

V¥ta: 6 (Lax - Milgram). Nech´ V je Hilbert·v prostor, a(·, ·) je bilineární forma
na V a nech´ L je lineární omezený funkcionál na V. Nech´ dále platí

1. na V omezená, tj. (∃K > 0), ºe (|a(u,v)| ≤ K‖u‖1,2‖v‖1,2 ∀u,v ∈ V )

2. na V koercivní, nebo-li (∃α > 0, ) ºe (∀v ∈ V )(|a(v,v)| ≥ α‖v‖2
1,2)

Pak existuje práv¥ jedna funkce u ∈ V taková, ºe L(v) = a(u,v) ∀v ∈ V . Navíc
platí ‖u‖ ≤ 1

α
‖L‖∗.

Zn¥ní a d·kaz viz [17].

1esij je de�nován vztahem (2.7) ve druhé kapitole
2To jsou takové funkce v ∈W(Ωs), ºe v = a + b× v a tudíº je pro n¥ eij(v) = 0, více v [14].
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Kapitola 2

Matematický popis modelu

V této kapitole odvodíme rovnice popisující nejprve elastické t¥leso a pak proudící
tekutinu. V obou p°ípadech zanedbáme reálnou strukturu látek a budeme p°edpoklá-
dat, ºe látky mají spojitou konzistenci. Nahradíme je tedy modelem matematického
kontinua, více viz [2]. P°edpokládáme-li, ºe vy²et°ované veli£iny jsou dostate£n¥
hladké, lze fyzikální zákony formulovat matematicky pomocí diferenciálních rovnic.

Problém deformace elastického t¥lesa budeme °e²it na referen£ní oblasti Ωs = Ωs
ref ⊂

R3, kde budeme vycházet z Langrangeova popisu. Proud¥ní tekutiny budeme mode-
lovat na £asov¥ prom¥nné oblasti Ωf

t = Ωf (t) ⊂ R3, t ∈ (0, T ). V p°ípad¥ proud¥ní
bez interakce s elastickým t¥lesem je oblast Ωf

t = Ωf
0 nezávislá na £ase. To odpovídá

Eulerovu popisu, op¥t viz dále. Dále tento popis zobecníme pomocí ALE metody,
která nám dovoluje modelovat proud¥ní na £asov¥ prom¥nné oblasti Ωf

t .

V celé práci p°edpokládáme, ºe ob¥ oblasti Ωs a Ωf
ref jsou disjunktní, tedy Ωs ∩

Ωf
ref = ∅. Zárove¬ ale p°edpokládáme, ºe mají spole£nou neprázdnou hranici roz-

hraní ΓWref
= Ω

s ∩ Ω
f
, jak je znázorn¥no na obrázku (2.1). Pro jednoduchost uva-

ºujeme, ºe Ωf
ref = Ωf

0 je oblast proud¥ní okolo nedeformovaného t¥lesa Ωs. P°i

Obrázek 2.1: Znázorn¥ní modelu hlasivky a výpo£etní oblasti proud¥ní nestla£itelné
tekutiny.

7



modelování z hlediska elastického t¥lesa uvaºujeme toto rozhraní £asov¥ nem¥nné
(ΓWref

), zatímco z pohledu proudící tekutiny bude £asov¥ prom¥nné (ΓWt).

2.1 Elastické t¥leso

V této podkapitole popí²eme matematický model elastického t¥lesa, viz nap°. [2],
[14]. Navazujeme na p°edchozí práci [23], kde je uvedeno podrobn¥j²í odvození. Zde
nejprve uvedeme rovnice popisující statickou rovnováhu poddajného t¥lesa a z nich
následn¥ pomocí D'Alembertova principu odvodíme rovnice popisující dynamický
problém.

2.1.1 Statické rovnice elastického t¥lesa

Nejprve p°edpokládejme ve²keré veli£iny £asov¥ nezávislé a t¥leso modelujme ome-
zenou oblastí Ωs ⊂ R3 s lipschitzovsky spojitou hranicí ∂Ωs. Uvaºujeme p·sobení sil
dvojího druhu, objemové síly s objemovou hustotu ozna£enou f s a síly plo²né. Jejich
p·sobení na plastické t¥leso je popsáno pomocí vektoru nap¥tí a tenzoru nap¥tí.

Obrázek 2.2: Znázorn¥ní hranic elastického modelu hlasivky a p·sobení plo²ných sil
na objemový element V .

Vektor nap¥tí Ts(~ν) udává vliv plo²ných sil na t¥leso v bod¥ x ∈ ∂V ve sm¥ru
obecného vektoru ~ν, který je obecn¥ nezávislý na sm¥ru vn¥j²í normály ~n, jak je
zobrazeno na obrázku (2.2). Jako Ts(~n) budeme ozna£ovat vektor nap¥tí p·sobící
ve sm¥ru vn¥j²í normály k uvaºovanému povrchu objemu ∂V v bod¥ x. Dále ozna£me

jako
i

Ts vektor nap¥tí p·sobící na plo²ku kolmou k ose xi s normálou shodn¥ ori-
entovanou s touto osou. Tenzor nap¥tí τ sij je de�nován jako pr·m¥t tohoto vektoru

nap¥tí
i

Ts do sm¥r· jednotlivých sou°adných os

i

Ts
j= τ sij (i = 1, 2, 3). (2.1)
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Tenzor τ sij je symetrickým tenzorem druhého °ádu. Pomocí odvození silové rovnováhy
plo²ných sil na in�zitimáln¥ malém £ty°úhelníku � více v [2], lze získat vyjád°ení pro
sloºky obecného vektoru nap¥tí ve form¥

T si (~n) = τ sjinj, (i = 1, 2, 3), (2.2)

kde nj jsou sloºky jednotkové normály k plo²ce S = ∂V , na kterou p·sobí vektor
nap¥tí Ts(~n).

Podmínky rovnováhy

Silová rovnováha kontinua je dána touto integrální rovnicí∫
V

f s dx+

∫
S

Ts(~n)dS = 0, (2.3)

kde první integrál vyjad°uje p·sobení objemových sil na vybraný objem elastického
t¥lesa V a druhý integrál udává plo²né síly p·sobící na plo²e S, která objem V
uzavírá, jak je znázorn¥no na obrázku (2.2). Pouºitím Gaussovy v¥ty, dosazením za
Ts(~n) z (2.1) a (2.2) a uºitím symetrie τij získáme vztah∫

V

(f si +
∂τ sij
∂xj

) dx = 0, (2.4)

který musí platit pro libovolný objem V . Vztah (2.4) m·ºe být spln¥n pro libovolný
objem V jen tehdy, pokud je roven nule integrand. Odvodili jsme tak t°i rovnice
statické rovnováhy pro elastické t¥leso

f si +
∂τ sij
∂xj

= 0, (i = 1, 2, 3) v Ωs. (2.5)

Krom¥ podmínky rovnováhy sil, musí být téº zachována podmínka rovnováhy mo-
ment· sil. Jak je ukázáno nap°. v [2], tato podmínka je ekvivalentní symetrie tenzoru
nap¥tí τ sij.

Deformace t¥lesa

Deformace elastického t¥lesa reprezentovaného oblastí Ωs je popsána vektorovou
funkcí posunutí u = (u1, u2, u3), která udává pr·m¥ty deformace daného bodu x ∈
Ωs do sou°adných os.

Tenzor kone£né deformace zavedený vztahem (viz [2])

εsjk =

(
∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

+
∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

)
, (j, k = 1, 2, 3), (2.6)
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vyjad°uje zm¥nu vzájemné vzdálenosti dvou in�nitizimáln¥ vzdálených bod·. Pro
malé výchylky zanedbáváme £len se smí²enými derivacemi a de�nujeme tenzor ma-
lých deformací

esjk =
1

2

(
∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

)
. (2.7)

Tenzor malých deformací je symetrický tenzor druhého °ádu. Více viz [2].

Hooke·v zákon

Hooke·v zákon popisuje lineární závislost sloºek tenzoru deformace na sloºkách ten-
zoru nap¥tí pomocí tenzoru £tvrtého °ádu Cijkl

τ sij = Cijkl e
s
kl, (2.8)

kde τ sij, e
s
kl jsou tenzory druhého °ádu, k, l s£ítací indexy. Tenzor £tvrtého °ádu Cijkl

je symetrický v indexech i a j, k a l. Veli£iny Cijkl nazýváme elastickými koe�cienty.
Obecn¥ má 15 nezávislých sloºek, ale pro homogenní izotropní t¥leso se jejich po£et
redukuje na dv¥. V této práci se omezíme pouze na tento p°ípad a tenzor Cijkl
budeme popisovat pomocí Lamého konstant λs a µs. Zobecn¥ný Hooke·v zákon
(2.8) pak lze zapsat

τ sij = λsδij θ + 2µsesij, (2.9)

kde invariant θ = esii = es11 + es22 + es33 = div u p°edstavuje kubickou dilataci t¥lesa.
Lamého koe�cienty lze ur£it ze známých materiálových konstant � Youngova modulu
pruºnosti E a Poissonovy konstanty σ, podle vztahu

λs =
Eσ

(1 + σ)(1− 2σ)
, µs =

E

2(1 + σ)
. (2.10)

Dále budeme uvaºovat parametry λs, µs (dle materiálového zastoupení) po £ástech
konstantní.

2.1.2 Dynamické rovnice elastického t¥lesa

Nyní odvodíme z rovnic statické rovnováhy pohybové rovnice. Proto budeme p°ed-
pokládat, ºe funkce ui, τ sij a f

s
i jsou funkcemi nejen sou°adnic x, ale i £asu t.

Pouºitím D'Alembertova principu získáme pohybové rovnice elastického t¥lesa tak,
ºe k p·vodním rovnicím (2.4) vyjad°ujícím rovnováhu sil plo²ných a objemových
p°idáme £len popisující sílu setrva£nou. Z D'Alembertova principu plyne, ºe setr-
va£ná síla t¥lesa se rovná zápornému sou£inu jeho hmoty a zrychlení. Na objemový
element V pak p·sobí setrva£ná síla −

∫
V

ρs ∂
2u
∂t2

dx, kde ρs je hustota t¥lesa. Uváºíme-

li setrva£nou sílu v silové rovnováze dané rovnicí (2.4), získáme dynamické rovnice
elastického t¥lesa

−
∫
V

ρs
∂2ui
∂t2

dx+

∫
V

∂τ sij
∂xj

+ f si dx = 0, (2.11)
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které jsou vztaºeny k libovolnému objemu t¥lesa V ⊂ Ωs. Protoºe rovnice (2.11) musí
platit pro libovolný objem t¥lesa, dostáváme op¥t t°i pohybové rovnice elastického
t¥lesa

−ρs∂
2ui
∂t2

+
∂τ sij
∂xj

+ f si = 0 v Ωs, (i = 1, 2, 3). (2.12)

Ve skute£nosti mechanické systémy ztrácejí energii t°ením. Dopln¥ním rovnic (2.12)
o tlumení získáme rovnice elastického t¥lesa s disipativním £lenem

−ρs∂
2ui
∂t2

+ Cρs
∂ui
∂t

+
∂τ sij
∂xj

+ f si = 0 v Ωs, (i = 1, 2, 3), (2.13)

kde výraz Cρs ∂ui
∂t
, C ≥ 0, p°edstavuje disipativní tlumení systému. Dále nebudeme

tlumení uvaºovat z d·vodu zjednodu²ení zápisu.

Rovinná pruºnost

V této práci budeme °e²it rovinnou deformaci t¥lesa, omezíme se tedy dále jen na
°e²ení v oblasti Ωs ⊂ R2, tj. budeme hledat funkce posunutí u = (u1, u2) v kaº-
dém bod¥ t¥lesa na základ¥ zadaných objemových sil a okrajových a po£áte£ních
podmínek. Tento postup je vhodný pro symetrická t¥lesa nebo t¥lesa s p°evládají-
cími rozm¥ry v ose z. Komplementární problém rovinné pruºnosti, kdy je hledaná
nezmáná funkce nap¥tí, lze získat snadnou úpravou rovnic � [3].

Okrajové a po£áte£ní podmínky

Pro úplnou matematickou formulaci dynamického problému je t°eba rovnici (2.12)
doplnit p°edepsáním okrajových a po£áte£ních podmínek. P°edpokládejme, ºe máme
dv¥ disjunktní, neprázdné £ásti hranice ΓsDir a ΓsNeu referen£ní oblasti Ωs takové, ºe
ΓsDir ∪ΓsNeu = ∂Ωs, jak je znázorn¥no na obrázku (2.2). Dále v této práci ztotoºníme
hranici ΓsNeu s rozhraním ΓWref

= ΓW0 mezi tekutinou a t¥lesem. Podmínky na
rozhraní jsou podrobn¥ popsány na konci této kapitoly.

Rozli²ujeme t°i základní typy zadání okrajových podmínek � Dirichletovy, Neu-
mannovy a smí²ené okrajové podmínky, které uvaºujeme v této práci. V p°ípad¥
Dirichletových okrajových podmínek je na hranici zkoumaného t¥lesa p°edepsána
funkce posunutí

u(x, t) = uDir(x, t) pro x ∈ ΓsDir, t ∈ (0,T), (2.14)

v p°ípad¥ Neumannových okrajových podmínek je na hranici zkoumaného t¥lesa
zadáno p·sobení vn¥j²ích plo²ných sil qs, kdy

τ sij(x, t)n
s
j(x) = qsi (x, t) pro x ∈ ΓsNeu, t ∈ (0,T), (i = 1, 2), (2.15)

a τ sij m·ºeme dále vyjád°it pomocí Hookova zákona, nj jsou sloºky vn¥j²í jednot-
kové normály k hranici ΓsNeu. Tyto plo²né síly qs ale v této práci p°edstavují aero-
dynamické síly, kterými p·sobí obtékající tekutina na t¥leso. Funkce qs není tedy
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p°edepsána, ale bude ur£ena z aerodynamických veli£in. P°edpokládáme, ºe sloºky
(uDir)i jsou z prostoru C(ΓsDir) a τ

s
ij ∈ C(ΓsNeu). Tyto p°edpoklady lze dále zeslabit.

Smí²ené okrajové podmínky p°edstavují kombinaci obou p°edem zmín¥ných.

V £ase t = 0 dále p°edepí²eme po£áte£ní podmínky pro deformaci a rychlost elas-
tického t¥lesa

u(x, 0) = u0(x) pro x ∈ Ωs, (2.16)
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) pro x ∈ Ωs. (2.17)

Jak bylo °e£eno v úvodu, pro jednoduchost p°edpokládáme, ºe u0 = 0, p°ípadn¥ i
u1 = 0. Tento p°edpoklad nám dovoluje zam¥¬ovat Ωs a Ωs

ref , ΓWref
a ΓW0 , a téº Ωf

0

s Ωf
ref .

2.2 Proud¥ní nestla£itelné tekutiny

Pro popis proudící tekutiny existují dva základní p°ístupy � Euler·v a Lagrange·v
popis. Z nich dále vychází tzv. ALE metoda, které se budeme v¥novat pozd¥ji.

Lagrange·v popis � £i téº materiálový popis, je motivován my²lenkou sledovat pohyb
kaºdého jednotlivého bodu kontinua (resp. elementu objemu) dané tekutiny. Pohyb
takového bodu je pak popsán rovnicí

x(t) = x̃(X, t), X ∈ V f
0 , ∀t ∈ (0,T), (2.18)

kde zobrazení x̃ udává trajektorii bodu X z referen£ní mnoºiny V f
0 ⊂ Ωf

ref do nové
kon�gurace v oblasti V f

t . Mnoºina V f
t je tedy tvo°ena stejnými £ásticemi jako V f

0 ,
V f
t = {x| x(t) = x̃(X, t), X ∈ V f

0 }. O zobrazení x̃ budeme dále p°edpokládat:

• x̃(X, 0) = X,

• x̃ je spojit¥ diferencovatelné,

• pro pevné t je X −→ x̃(X, t) bijektivní zobrazení V f
0 na V f

t ,

• Jacobián zobrazení x̃ nech´ je J(X, t) > 0, ∀t > 0, ∀X ∈ V f
0 .

Rychlost hmotného bodu X p°i Langrangeov¥ popisu je dána jako

v̂(X, t) =
∂x̃

∂t
(X, t). (2.19)

Euler·v popis � n¥kdy také nazývaný prostorový popis, zkoumá pohyb jednotlivých
bod· kontinua v p°edem ur£ené pevné oblasti V f ⊂ Ωf . V kaºdém bod¥ x ∈ V f je
pak rychlost dána vztahem

v(x, t) = v̂(X, t) =
∂x̃

∂t
(X, t), (2.20)

kde X je referencí bodu x, tj. platí (2.18).
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2.2.1 Zákony zachování

Zákony zachování formulujeme v Eulerov¥ popisu. Pro jejich odvození pouºijeme
Reynolds·v transportní teorém, více nap°. viz [6] nebo [7].

V¥ta: 7. (Reynolds·v transportní teorém)
Nech´ zobrazení x̃ spl¬uje p°edchozí p°edpoklady a skalární funkce ϕ je spojit¥ dife-
rencovatelná. Pak platí

d

dt

∫
V ft

ϕ(x, t) dx =

∫
V ft

∂ϕ

∂t
(x, t) + div(ϕv)(x, t) dx, (2.21)

kde funkce v(x, t) je dána (2.20) a V f
t ⊂ Ωf

t je omezená oblast s lipschitzovsky
spojitou hranicí.

Zákon zachování hmoty

Pouºijme Reynolds·v transportní teorém (RTT) na bilanci hmoty kontrolního ob-
jemu tekutiny V f

t . Hmotnost tohoto objemu je dána funkcí hustoty ρ(x, t) jako

m(V f
t ) =

∫
V ft

ρf (x, t) dx. (2.22)

Protoºe v²ak v na²em modelu ºádná hmota nevzniká ani nezaniká, je hmotnost
konstantní, a tedy

0 =
d

dt

∫
V ft

ρf (x, t) dx =

∫
V ft

∂ρf

∂t
(x, t) + div (ρfv)(x, t) dx. (2.23)

Rovnice (2.23) platí pro libovolný kontrolní objem tekutiny V f
t , a proto m·ºeme

rovnici (2.23) p°epsat do diferenciální podoby

∂ρf

∂t
+ div (ρfv) = 0 v Ωf

t . (2.24)

Tato rovnice se nazývá rovnicí kontinuity, viz téº [6], [7].

Zákon zachování hybnosti

Aplikujme RTT na zákon zachování hybnosti. Hybnost je dána jako integrál sou£inu
hustoty a rychlosti uzav°ené v objemu V f

t a m·ºe být zm¥n¥na skrze p·sobení
objemové gf (x, t) resp. povrchové síly bf (x, t, ~n) na tento objem resp. povrch

d

dt

∫
V ft

(ρfvi)(x, t) dx =

∫
V ft

(ρfgfi )(x, t) dx+

∫
∂V ft

bfi (x, t, ~n) dS. (2.25)
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Pomocí Cauchyho v¥ty, viz nap°. [6], m·ºeme vyjád°it p·sobení vektoru plo²ných sil
bf (x, t, ~n) pomocí tenzoru nap¥tí v tekutin¥ σf se sloºkami σfij, tedy bf (x, t, ~n) =

σf (x, t) · ~n, kde jako ~n ozna£ujeme jednotkovou vn¥j²í normálu k ∂V f
t . Pouºitím

Reynoldsovy v¥ty na levou stranu rovnice (2.25) a Gaussovy v¥ty na pravou stranu
dostaneme t°i rovnice pro i = 1, 2, 3∫

V ft

∂ρfvi
∂t

(x, t) + div (ρfviv)(x, t) dx =

∫
V ft

(ρfgfi +
∂σfji
∂xj

)(x, t) dx. (2.26)

Tyto rovnice lze ekvivalentn¥ vektorov¥ zapsat jako∫
V ft

∂ρfv

∂t
(x, t) + div (ρfv ⊗ v)(x, t) dx =

∫
V ft

(ρfgf + div σf )(x, t) dx, (2.27)

kde ⊗ zna£í tenzorový sou£in, zavedený jako a ⊗ b = abT , viz [2]. Sloºkový zápis
nelineárního £lenu vypadá takto

div (ρfv ⊗ v)(x, t) =
∑
j

∂

∂xj
(ρfvjvi)(x, t). (2.28)

Z rovnic (2.27) analogicky k zákonu zachování hmoty vyplývá diferenciální tvar
zákona zachování hybnosti, tedy

∂ρfv

∂t
+ div (ρfv ⊗ v) = ρfgf + div σf v Ωf

t , (2.29)

nebo´ stejn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ musí rovnice (2.26) platit pro libovolný
kontrolní objem V f

t . Tento tvar se nazývá konzervativní, viz nap°. [7].

Uºitím rovnice kontinuity lze (2.29) p°epsat do ekvivalentního, nekonzervativního
tvaru

ρf
(
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

)
= ρfgf + div σf v Ωf

t . (2.30)

Zde chápeme závorku (ρfv · ∇) jako advek£ní operátor.

Analogicky bychom odvodili zákon zachování momentu hybnosti. Ale jak je
dokázáno nap°. v [7], tento zákon zachování platí práv¥ tehdy, kdyº je tenzor nap¥tí
v tekutin¥ σf symetrický.

Stejným zp·sobem lze odvodit zákon zachování energie. Ten ale není nutné v
této práci uvaºovat, protoºe nep°edpokládáme zm¥ny teploty nebo vnit°ní energie,
více viz [7].

2.2.2 Nestla£itelné proud¥ní

Obecn¥ uvaºujeme tenzor nap¥tí v tekutin¥ ve tvaru

σf = (−p+ λf divv)I + 2µfD(v), (2.31)
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kde p zna£í tlak, I je jednotková matice, µf , λf jsou dynamická a druhá viskozita, viz
[2], D(v) je tenzor rychlosti deformace. První £len rovnice (2.31) vyjad°uje normálová
nap¥tí, druhý £len p°edstavuje smyková nap¥tí v tekutin¥ a stopa tenzoru nap¥tí
má fyzikální význam zm¥ny objemu zkoumané tekutiny.

V této práci budeme p°edpokládat pouze newtonovskou tekutinu, tj. lineární závislost
tenzoru rychlosti deformace na rychlosti ve tvaru D(v)ij = 1

2
( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

). V dal²ím
budeme povaºovat ob¥ viskozity λf , µf za konstantní.

V na²em modelu uvaºujeme pouze nestla£itelné proud¥ní, tedy takové, pro které
je funkce hustoty popisující proudící tekutinu konstantní, nezávislá na £ase t ani
prostorové sou°adnici x. Pak se rovnice kontinuity zjednodu²²í na tvar

div v = 0. (2.32)

Následn¥ m·ºeme upravit i rovnici zachování hybnosti (2.30), kam dosadíme za
tenzor nap¥tí v tekutin¥ σf ze vztahu (2.31). Jeho úpravou dostaneme

ρf
(
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

)
= ρfgf −∇p+ µf∆v + (λf + µf )∇(div v). (2.33)

Díky nestla£itelnosti tekutiny je poslední £len identicky roven nule. Výsledné rovnice

ρf
(
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

)
− µf∆v +∇p = ρfgf (2.34)

se nazývají Navierovy-Stokesovy.

�len ρf
(
∂v
∂t

+ (v · ∇)v
)
má fyzikální význam zm¥ny hybnosti, £len −µf∆v p°edsta-

vuje disipaci kinetické energie, gradient tlaku ∇p je po matematické stránce Lagran-
ge·v multiplikátor problému vázaného extrému, kde vazbu reprezentuje rovnice kon-
tinuity. Zbývající £len ρfgf popisuje hustotu objemových sil.

Rovnici (2.34) budeme dále uvaºovat ve tvaru

∂v

∂t
+ (v · ∇)v − νf∆v +∇p̃ = gf , (2.35)

který získáme vyd¥lením p·vodní rovnice hustotou ρf a zavedením kinematické
viskozity νf jako νf = µf

ρf
a kinematického tlaku p̃ = p

ρf
, který bude dále zna£en bez

horního indexu .̃

2.2.3 Bezrozm¥rný tvar rovnic

Pro pot°eby numerického °e²ení je vhodné p°evést výchozí systém rovnic do bezroz-
m¥rného tvaru. Toho docílíme vztaºením jednotlivých veli£in na vhodné referen£ní
veli£iny, tedy referen£ní délku (nap°. pr·m¥r oblasti L∞) a rychlost (nap°. pr·m¥rná
rychlost vstupního proudu V∞). De�nujme bezrozm¥rné veli£iny

x∗ =
x

L∞
, v∗ =

v

V∞
, t∗ =

V∞
L∞

t, p∗ =
p

ρfV 2
∞
, g∗ =

gfL∞
V 2
∞

.
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Po z°ejmé transformaci jednotlivých £len·, jejich dosazením do obecn¥j²í rovnice
(2.34) a vyd¥lením výrazem ρf V

2
∞
L∞

získáme bezrozm¥rné Navierovy-Stokesovy rovnice

∂t∗v
∗ + (v∗ · ∇x∗)v

∗ = −∇x∗p
∗ +

1

Re
∆x∗v

∗ + g∗, (2.36)

kde jsme zavedli bezrozm¥ný koe�cient Re = ρfL∞V∞
µf

, nazývaný Reynoldsovo £íslo,
viz nap°. [6]. Toto bezrozm¥rné £íslo udává pom¥r mezi setrva£nými silami a vnit°-
ním t°ením tekutiny (viskozitou). Podle velikosti Reynoldsova £ísla rozli²ujeme cha-
rakter proud¥ní. Pro hodnoty do cca 2000 hovo°íme o laminárním proud¥ní, p°i
jeho velikosti do 4000 se jedná o p°echodový charakter proud¥ní mezi laminárním a
turbulentním proud¥ním a pro vy²²í hodnoty je proud¥ní turbulentní.

Rovnice kontinuity má stejný tvar i v bezrozm¥rném p°ípad¥. Dále v této práci bu-
deme uvaºovat stále veli£iny a rovnice s fyzikálními rozm¥ry, a£koliv v numerických
výpo£tech se bezrozm¥rné veli£iny £asto uºívají.

2.2.4 ALE metoda

V p°edchozích odstavcích jsme odvodili rovnice popisující nestla£itelné proud¥ní v
£asov¥ nem¥nné oblasti. Tyto rovnice dále upravíme, aby popisovaly proud¥ní i v
£asov¥ prom¥nné oblasti, jak to vyºaduje problém s neznámým a prom¥nným tvarem
rozhraní mezi elastickým t¥lesem a proudící tekutinou. K této úprav¥ vyuºijeme tzv.
ALE metodu (z anglického arbitrary Lagrangian�Eulerian method). Jedná se o dal²í
zobecn¥ní Eulerova a Langrangeova popisu vy²et°ované oblasti.

P°i ALE metod¥ p°edpokládáme, ºe je dáno difeomorfní zobrazení At, které zobra-
zuje referen£ní oblast Ωf

ref na výpo£etní oblast Ωf
t v kaºdém £ase t ∈ [0,T]. Toto

zobrazení tedy musí spl¬ovat

At : Ω
f

ref −→ Ω
f

t , t.j. X ∈ Ω
f

ref 7−→ x = x̃(X, t) = At(X) ∈ Ω
f

t , (2.37)

kde pouºíváme zna£ení X pro body v oblasti Ω
f

ref a x pro body v Ω
f

t . O tomto
zobrazení dále p°edpokládáme

∂At
∂t
∈ C(Ω

f

ref ), At(∂Ωref ) = ∂Ωf
t , t ∈ [0,T]. (2.38)

Pak toto zobrazení nazýváme ALE zobrazení. Je v²ak t°eba dodat, ºe ALE zobrazení
nepopisuje skute£ný pohyb tekutiny jako p°i Langrangeov¥ popisu, ale pouze mapuje
referen£ní oblast na prom¥nlivou výpo£etní oblast. Situace je zobrazena na obrázku
(2.3).

Nyní m·ºeme de�novat rychlost deformace oblasti wD jako

wD(x, t) = ŵD(A−1
t (x), t), t ∈ (0,T), x ∈ Ωf

t , (2.39)

kde ŵD je veli£ina de�novaná na Ωf
ref a

ŵD(X, t) =
∂

∂t
At(X), t ∈ (0,T), X ∈ Ωf

ref . (2.40)
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Obrázek 2.3: Rozdíly mezi Eulerovým, Lagrangeovým popisem (zde reprezentova-
ným zobrazením Lt) a ALE zobrazením At.

Následn¥ m·ºeme zavést tzv. ALE derivaci funkce f = f(x, t) pro x ∈ Ωf
t a t ∈ (0,T)

jako derivaci vzhledem k pevnému bodu X ∈ Ωf
ref , kde x = At(X), takto

DA

Dt
f(x, t) =

∂f̂

∂t
(X, t), (2.41)

kde f̂(X, t) = f(At(X), t). Pouºitím v¥ty o derivaci sloºené funkce více prom¥nných
získáme následující vyjád°ení ALE derivace

DA

Dt
f(x, t) =

∂f

∂t
(At(x), t) =

∂f

∂t
(x, t) + wD(x, t) · ∇f(x, t), (2.42)

kde wD(x, t) je rychlost deformace oblasti zavedená rovnicí (2.39). Pro podrobn¥j²í
výklad a d·kaz p°edchozí rovnosti odkazujeme nap°. na £lánek [15].

Navierovy-Stokesovy rovnice v ALE tvaru

Nyní m·ºeme p°eformulovat d°íve odvozené rovnice v Eulerov¥ popisu do ALE tvaru.
Vyjdeme z rovnic pro nestla£itelné proud¥ní (2.32) a (2.35). Rovnice kontinuity z·-
stane ve stejném tvaru, protoºe v nestla£itelném p°ípad¥ neobsahuje £asovou de-
rivaci. V Navierových-Stokesových rovnicích odpovídajících zákonu zachování hyb-
nosti pak zam¥níme klasickou £asovou derivaci za ALE derivaci podle vztahu (2.42)

DAv

Dt
−wD · ∇v + (v · ∇)v − νf∆v +∇p = gf , (2.43)

coº m·ºeme p°epsat do kone£ného tvaru

DAv

Dt
+ ((v −wD) · ∇)v − νf∆v +∇p = gf . (2.44)

Toto je Navierova-Stokesova rovnice v ALE popisu.
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Obrázek 2.4: Znázorn¥ní hranic oblasti vypln¥nou proudící tekutinou.

2.2.5 Okrajové a po£áte£ní podmínky

Pro úplnou formulaci úlohy musí být Navierovy-Stokesovy rovnice dopln¥ny o okra-
jové a po£áte£ní podmínky. Rozd¥lení hranic oblasti Ωf

t je znázorn¥no na obrázku
(2.4). Hranice ΓfDir, ΓfIn, ΓfOut uvaºujeme nezávislé na £ase, naopak hranici ΓWt , kte-
rou tvo°í rozhraní mezi tekutinou a hlasivkou, bereme jako £asov¥ prom¥nnou.

Podobn¥ jako v p°ípad¥ elastického t¥lesa uvaºujeme na £ásti hranice oblasti vypl-
n¥né tekutinou Dirichletovy okrajové podmínky ve tvaru

v(x, t) = 0 pro x ∈ ΓfDir, t ∈ (0,T), (2.45a)

v(x, t) = vDir(x, t) pro x ∈ ΓfIn, t ∈ (0,T). (2.45b)

Rovnost v = 0 má fyzikální význam ulpívání vazké tekutiny na hranici oblasti, po-
mocí ní modelujeme podmínky na pevných st¥nách ΓfDir. Okrajová podmínka (2.45b)
je pak její pouhé matematické zobecn¥ní, pomocí kterého p°edepisujeme vstupní
pro�l proud¥ní na hranici ΓfIn.

Pro výstupní £ást hranice pouºíváme tzv. "do-nothing" okrajovou podmínku ve
tvaru

(p(x, t)− pref )~n− νf ∂v

∂~n
(x, t) = 0, pro x ∈ ΓfOut, t ∈ (0,T), (2.46)

kde pref zna£í vhodnou hodnotu referen£ního tlaku a ~n jednotkovou vn¥j²í normálu
k hranici ΓfOut. Tato podmínka p°irozen¥ vyplyne p°i odvození slabé formulace ve
t°etí kapitole.

Okrajové podmínky pro rozhraní ΓWt popí²eme v dal²í podkapitole.

Jako po£áte£ní podmínku m¥jme zadánu po£áte£ní rychlost

v(x, 0) = v0(x), ∀x ∈ Ωf
0 . (2.47)

V dal²ím se omezíme pouze na 2D úlohu proud¥ní nestla£itelné tekutiny, podobn¥
jako p°i °e²ení problému elastického t¥lesa.
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2.3 Sdruºený problém

Uvaºované problémy proud¥ní a deformace elastického t¥lesa nelze °e²it odd¥len¥. Je
t°eba je °e²it dohromady, nebo´ tvar hranice p°edstavuje dal²í neznámou veli£inu,
která zavisí na silách mezi deformavaným elastickým t¥lesem a proudící tekutinou.
Tedy jedno °e²ení závisí na druhém a naopak. Pak mluvíme o tzv. sdruºeném pro-
blému. P°i jeho popisu nejprve vy²et°íme podmínky na rozhraní.

2.3.1 Podmínky na rozhraní

Deformace resp. poloha rozhraní ΓWt v £ase t je závislá na (p°edchozím) p·sobení
aerodynamických a elastických sil. V kaºdém £asovém okamºiku t se ustálí nový
tvar rozhraní v závislosti na nastolení nové silové rovnováhy. Naopak i síly závisejí
na poloze rozhraní ΓWt , na kterou p·sobí. Proto mluvíme o sdruºeném problému.

Výsledkem rovnováhy sil mezi t¥lesem a tekutinou v £ase t je zm¥na tvaru hranice
ΓWt ur£ená funkcí deformace u. Poloha rozhraní je v kaºdém £ase dána jako

ΓWt =
{
x ∈ R2|x = X + u(X, t), X ∈ ΓWref

}
. (2.48)

Z pohledu t¥lesa musí nastat rovnováha plo²ných sil, které p·sobí na spole£nou
hranici mezi t¥lesem a tekutinou. Tekutina tla£í na t¥leso aerodynamickými silami
danými vektorem plo²ných sil bf (x, t, ~n), resp. dále formulovanými pomocí tenzoru
nap¥tí tekutiny z Cauchyho v¥ty a dále vyjád°enými pomocí rovnice (2.31), které se
v p°ípad¥ nestla£itelné tekutiny zjednodu²í na σf = −pI + 2µfD(v). T¥leso klade
odpor silami vystující proti deformaci ve tvaru Ts(~n) a dále p°eformulovanými po-
mocí tenzoru nap¥tí t¥lesa vztahem (2.2). Celkem tedy p°edepisujeme jako okrajovou
podmínku na rozhraní pro elastické t¥leso

2∑
j=1

τ sij(X)nj(X) = −
2∑
j=1

σfij(x)nj(x), i = 1, 2, x ∈ ΓWt , X ∈ ΓWref
, (2.49)

kde nj zna£í sloºky normály k rozhraní ΓWref
sm¥°ující ven z t¥lesa a x je vypo£teno

ze známé deformace vztahem v rovnici (2.48). Podmínky (refeq:rozhran2) p°edepisu-
jeme pouze pro p°ípad lineární elasticity a tedy malých deformací, kdy je vzdálenost
bod· x a X malá. Pak tedy m·ºeme vyjád°it funkci qs, kterou p°edepisujeme jako
Neumannovu okrajovou podmínku, takto

qsi (X, t) = −σfij(x)nj(x), i = 1, 2, x ∈ ΓWt . (2.50)

Dále budeme pouºívat zna£ení pomocí qs z d·vodu elegantn¥j²ího zápisu a mít na
mysli toto vyjád°ení.

Okrajové podmínky p°edepisované pro tekutinu na spole£ném rozhraní jsou jedno-
du²²í. Re�ektují deformaci hranice a p°edepisujeme zde rychlost shodnou s jejím
pohybem pomocí Dirichletových okrajových podmínek

v(x, t) = wD(x, t) pro x ∈ ΓWt , t ∈ (0,T), (2.51)
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kde jako wD jsme ozna£ili rychlost deformace hranice

wD(x, t) =
∂u

∂t
(X, t) pro x ∈ ΓWt , X ∈ ΓWref

t ∈ (0,T), (2.52)

coº koresponduje s p°edchozím zavedením rychlosti deformace oblasti wD rovnicí
(2.39) díky shodnosti ALE zobrazení a deformace v £ase t pro body na rozhraní
ΓWt .

2.3.2 Rovnice sdruºeného problému

Nyní, kdyº jiº víme, jak formulovat okrajové podmínky pro rozhraní, shrneme od-
vozené rovnice, pomocí kterých budeme modelovat sdruºený problém interakce elas-
tického t¥lesa s proudící tekutinou.

Elastické t¥leso

Hledáme neznámou funkci deformace u : Ωs × [0,T] 7→ R2, Ωs ⊂ R2, která spl¬uje
parciální diferenciální rovnice

ρs
∂2u

∂t2
−
∂τ sij(u)

∂xj
= f s v Ωs × (0,T), (2.53a)

spolu s podmínkami

u(x, t) = uDir(x, t) pro x ∈ ΓsDir, t ∈ [0, T ], (2.53b)
τ sij(x, t)nj(x) = qsi (x, t) pro x ∈ ΓsNeu, t ∈ [0, T ], (2.53c)

u(x, 0) = u0(x) pro x ∈ Ω
s
, (2.53d)

∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) pro x ∈ Ω

s
, (2.53e)

kde je τ sij dáno vztahem (2.9), a funkce qsi jsou stanoveny pomocí rovnice (2.50).

Dále p°edpokládáme, ºe platí f si ∈ C(Ω
s × [0,T]), uDir(x, t) ∈ [C(ΓDir × [0,T])]2,

qsi ∈ C(ΓNeu × [0,T]) a u0(x),u1(x) ∈ C(Ω
s
) a ρs je konstantní. Nech´ je oblast

Ωs ⊂ R2 omezená a má lipschitzovsky spojitou hranici ∂Ωs, ΓsDir ∪ ΓsNeu = ∂Ωs,
ΓsDir 6= ∅.

Pak za klasické °e²ení rovnic (2.53a), (2.53b) aº (2.53e) povaºujeme funkci u(x, t) =
(u1, u2), kde u1, u2 ∈ C(2)((Ωs)× (0,T)) ∩ C(1)(Ω

s × (0,T)) spl¬ují rovnice (2.53a)
spolu s podmínkami (2.53b, c, d, e).
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Proud¥ní nestla£itelné tekutiny

Hledáme neznámou funkci rychlosti proud¥ní tekutiny v : Ωf
t ×[0,T] 7→ R2, Ωf

t ⊂ R2

a hodnoty tlaku p : Ωf
t × [0,T] 7→ R, které spl¬ují parciální diferenciální rovnice

DAv

Dt
+ ((v −wD) · ∇)v − νf∆v +∇p = gf v Ωf

t × (0,T), (2.54a)

div v = 0 v Ωf
t × (0,T), (2.54b)

a okrajové podmínky

v(x, t) = vDir(x, t) na ΓfIn, t ∈ [0, T ], (2.54c)

v(x, t) = 0 na ΓfDir, t ∈ [0, T ], (2.54d)

(p(x, t)− pref )~n− νf ∂v(x, t)

∂~n
= 0 na ΓfOut, t ∈ [0,T], (2.54e)

v(x, t) = wD(x, t) na ΓWt , t ∈ [0,T], (2.54f)

a p°edepsanou po£áte£ní podmínku

v(x, 0) = v0(x), ∀x ∈ Ωf
0 , (2.54g)

kde DAv
Dt

zna£í ALE derivaci a rychlost deformace hranice wD je dána rovnicí (2.39).

Dále p°edpokládáme, ºe platí gfi ∈ C(Ω
f × [0,T]), vDir(x, t) ∈ [C(ΓDir × [0,T])]2,

v0(x) ∈ C(Ω
f
), νf je konstantní, oblast Ωf

t ⊂ R2 je omezená a má lipschitzovsky
spojitou hranici ∂Ωf pro ∀t ∈ [0,T], ΓfDir ∪ ΓfIn ∪ ΓfOut ∪ ΓWt = ∂Ωf

t , ΓfDir,Γ
f
In 6= ∅.

Pak za klasické °e²ení rovnic (2.54a), (2.54b), (2.54c) aº (2.54g) povaºujeme dvojici
funkcí v(x, t) = (v1, v2) a p(x, t), kde v1, v2 ∈ C(1)(Ω

f

t × (0,T)), p ∈ C(1)(Ω
f

t × (0,T))
spl¬ují rovnice (2.54a) a (2.54b) spolu s podmínkami (2.54c, d, e, f, g).

Spole£né rozhraní

P°edchozí problémy (2.53a) a (2.54a, b) jsou sdruºeny p°es problém neznámé polohy
rozhraní dané rovnicí (2.48) a pomocí okrajových podmínek (2.49) a (2.51).
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Kapitola 3

Numerický model

V této kapitole je popsán zp·sob odvození numerických schémat, které °e²í ob¥
dv¥ £ásti sdruºeného problému. Numerické schéma pro problém elastického t¥lesa
je zformulováno v první £ásti této kapitoly, druhá £ást je v¥nována op¥t problému
proud¥ní. V obou p°ípadech je prostorová diskretizace provedena pomocí metody
kone£ných prvk·. V podkapitole o proud¥ní je uvedeno n¥kolik moºností, jak li-
nearizovat Navierovy-Stokesovy rovnice, a dále jsou popsány dv¥ metody, jak °e²it
soustavu rovnic sedlového bodu. Na záv¥r je uveden celkový algoritmus °e²ení sdru-
ºeného problému.

3.1 Elastické t¥leso

Nejprve odvodíme slabou formulaci rovnic lineární elasticity. Tu diskretizujeme v
prostoru pomocí metody kone£ných prvk·. Následn¥ pro vzniklou soustavu oby-
£ejných diferenciálních rovnic p°edstavíme vhodnou numerickou metodu k jejich
vy°e²ení.

3.1.1 Prostorová diskretizace

Na konci p°edchozí kapitoly jsme sestavili rovnice (2.53a) v tzv. klasickém smyslu.
Pro pot°eby metody kone£ných prvk· je p°evedeme do slabé formulace.

Slabá formulace

Vyjdeme z rovnice (2.53a), kterou vynásobíme v daném £ase t ∈ (0,T) funkcí Φ =
(φ1, φ2) z prostoru V ⊂W(Ωs) zavedeném v kapitole o matematickém aparátu.

Po integraci po sloºkách p°es celou oblast Ωs získáme rovnost∫
Ωs

ρs
∂2ui
∂t2

φi dx−
∫
Ωs

∂τ sij
∂xj

φi dx =

∫
Ωs

f si φi dx. (3.1)
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Pouºitím Greenovy v¥ty, viz v¥ta 3 v matematickém aparátu, dostáváme

−
∫
Ωs

∂τ sij
∂xj

φi dx =

∫
Ωs

τ sij
∂φi
∂xj

dx−
∫
∂Ωs

τ sij nj φi dS, (3.2)

kde nj jsou sloºky vn¥j²í normály k povrchu ∂Ωs.

Z de�nice prostoru V a z okrajových podmínek (2.53c) plyne∫
∂Ωs

τ sij nj φi dS =

∫
ΓsDir

τ sij nj φi dS

︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫
ΓsNeu

qsi φi dS. (3.3)

Zárove¬ m·ºeme vyuºít symetrie tenzoru τ sij a dále upravit
∫
Ωs
τ sij(

∂φi
∂xj

) dx∫
Ωs

τ sij
∂φi
∂xj

dx =

∫
Ωs

1

2

(
τ sij
∂φi
∂xj

+ τ sij
∂φj
∂xi

)
dx =

∫
Ωs

τ sije
s
ij(Φ) dx. (3.4)

S pomocí Hookeova zákona m·ºeme vyjád°it τ sij∫
Ωs

τ sije
s
ij(Φ) dx =

∫
Ωs

Cijkle
s
kl(u)esij(Φ) dx. (3.5)

Nyní p°evedeme výraz s Neumannovou okrajovou podmínkou na pravou stranu a
rovnice upravíme do výsledné podoby∫

Ωs

ρs
∂2ui
∂t2

φi dx+

∫
Ωs

Cijkle
s
kl(u)esij(Φ) dx =

∫
Ωs

f si φi dx+

∫
ΓsNeu

qsi φi dS. (3.6)

Tímto postupem jsme p°evedli rovnici (2.53a) spolu s okrajovými podmínkami v
libovolném £ase t do integrálního tvaru.

Slabým °e²ením p·vodních rovnic elastického t¥lesa (2.53a) v £ase t nyní nazveme
takovou funkci u : (0,T) 7→W(Ωs), pro kterou platí:

• u(x, t) = z(x, t) + z0(x, t), z ∈W(Ωs), z0 ∈ V,

• z(x, t) = uDir(x, t) ∀x ∈ ΓsDir,

• funkce u spl¬uje rovnost (3.6) pro libovolné Φ ∈ V,

• ∂2u
∂t2
∈ L2(Ωs).

Poznámka. Existence a jednozna£nost slabého °e²ení pro stacionární p°ípad, tj.
∂2u
∂t2

= 0 v rovnici (3.6), plyne z Laxovy-Milgramovy v¥ty, viz v¥ta 6, kde pro ov¥°ení
jejich p°edpoklad· je t°eba uºít Friedrichsovu a Kornovu nerovnost, viz v¥ta 4 a 5.
Podrobn¥j²í odvození je moºno nalézt v mé bakalá°ské práci [23].

Poznámka. Pro dokazování existence slabého °e²ení je £asto slabá formulace pro-
vedena i v £ase, tj. rovnice (3.6) jsou zintegrovány je²t¥ p°es £asový interval [0,T].
�e²ení je pak hledáno v tzv. Bochnerov¥ prostoru, jehoº de�nici je moºno nalézt
nap°. v knize [1]. D·kaz jednozna£nosti a existence slabého °e²ení lze nalézt nap°. v
[14].

23



Diskrétní formulace

Budeme hledat p°ibliºné °e²ení slabé formulace problému (3.6) metodou kone£ných
prvk· v prostoru testovacích funkcí Vh = Vh × Vh, kde prostor Vh je kone£n¥ di-
menzionální, dim Vh = Nh. P°ibliºné °e²ení uh ∈ Vh musí spl¬ovat pro v²echna Φh

z Vh identitu∫
Ωs

ρs
∂2uh
∂t2
·Φh dx+

∫
Ωs

Cijkle
s
kl(uh)e

s
ij(Φh) dx =

∫
Ωs

f s ·Φh dx+

∫
ΓsNeu

qs ·Φh dS. (3.7)

P°i ozna£ení bázových funkcí jako Φ1 . . .Φ2Nh zvolíme bázi bez újmy na obecnosti

v prostoru Vh takto Φi =

(
φi(x)

0

)
, Φi+Nh =

(
0

φi+Nh(x)

)
, φi+Nh = φi, i =

1, . . . , Nh. Potom m·ºeme kaºdou funkci z prostoru Vh a tedy i °e²ení úlohy (3.7)
vyjád°it pomocí lineární kombinace t¥chto bázových funkcí. Uvaºujeme navíc koe�-
cienty lineární kombinace prom¥nné v £ase

uh(x, t) =

2Nh∑
m=1

αm(t)Φm(x) =

Nh∑
m=1

αm(t)

(
φm(x)

0

)
+

2Nh∑
m=Nh+1

αm(t)

(
0

φm(x)

)
, (3.8)

kde p°edpokládáme, ºe αm(t) ∈ C(2)([0,T]). Pak dosazením tohoto vyjád°ení do
rovnice (3.7) získáme∫

Ωs

ρs
2Nh∑
m=1

∂2αm
∂t2

Φm ·Φn dx+

∫
Ωs

2Nh∑
m=1

αmCijkle
s
kl(Φm)esij(Φn) dx = (3.9)

=

∫
Ωs

f s ·Φn dx+

∫
ΓsNeu

qs ·Φn dS,

kdy rovnice (3.9) musí platit pro v²echny bázové funkce Φn ∈ Vh. Ty se nyní budeme
snaºit p°epsat pomocí maticového zápisu. Z rovnic (3.9) zám¥nou sumy a integrace
dostaneme

2Nh∑
m=1

α′′m

∫
Ωs

ρsΦm ·Φn dx

︸ ︷︷ ︸
=mnm

+

2Nh∑
m=1

αm

∫
Ωs

Cijkle
s
kl(Φm)esij(Φn) dx

︸ ︷︷ ︸
=knm

=

(3.10)
=

∫
Ωs

f s ·Φn dx+

∫
ΓsNeu

qs ·Φn dS

︸ ︷︷ ︸
=bn

,

kde jako mnm, knm, bn budeme zna£it prvky matic M,K, resp. sloºky vektoru b(t).
Pak lze rovnice (3.10) zapsat jako

Mα′′ + Kα = b(t), (3.11)
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kde α = (αm)2Nh
m=1 je neznámý vektor koe�cient· a kde jsou jednotlivé prvky soustavy

dány t¥mito vztahy

(M)nm = mnm =

∫
Ωs

ρsΦn ·Φm dx,

(K)nm = knm =

∫
Ωs

Cijkle
s
kl(Φm)esij(Φn) dx, (3.12)

(b(t))n = bn(t) =

∫
Ωs

f s ·Φn dx+

∫
ΓsNeu

qs ·Φn dS,

pro m,n = 1, . . . , 2Nh.

Takto jsme p°evedli p·vodní parciální diferenciální rovnice (2.53a) na systém oby-
£ejných diferenciálních rovnic druhého °ádu s neznámým vektorem koe�cient· α.

Tento systém je²t¥ musí být dopln¥n slabými verzemi po£áte£ních podmínek, které
získáme aplikací stejného postupu

Nh∑
m=1

αm(0)

∫
Ωs

Φm ·Φn dx =

∫
Ωs

u0 ·Φn dx

︸ ︷︷ ︸
=α0

, (3.13a)

Nh∑
m=1

α′m(0)

∫
Ωs

Φm ·Φn dx =

∫
Ωs

u1 ·Φn dx

︸ ︷︷ ︸
=α1

. (3.13b)

Maticov¥ zapsáno

MTα(0) = α0, MTα′(0) = α1. (3.14)

Poznámka. Matice K se £asto nazývá maticí tuhosti a je symetrická a pozitivn¥
de�nitní, tedy i regulární. Matici M se °íká matice hmotnosti a je také symetrická a
pozitivn¥ de�nitní.

Tvrzení 1. Pro Cauchyovu úlohu danou systémem oby£ejných diferenciálních rovnic
druhého °ádu (3.11) a po£áte£ními podmínkami (3.14) existuje práv¥ jedno °e²ení
α(t).

3.1.2 Metoda kone£ných prvk·

Základem metody kone£ných prvk· je práv¥ odvozená prostorová diskretizace s ta-
kovou volbou bázových funkcí Φn prostoru Vh, aby výsledný maticový systém rovnic
(3.11) daný maticemi K aM byl snadno °e²itelný i pro velký po£et neznámých. Toho
dosáhneme volbou bázových funkcí s co nejmen²ím nosi£em, abychom získali °ídké
matice.
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Obrázek 3.1: Lineární Lagrange·v kone£ný prvek

V dal²ím budeme p°edpokládat, ºe oblast Ωs je polygonální. Tento p°edpoklad ne-
musí být v reálných situacích vºdy spln¥n, ale v této práci se tímto problémem
nebudeme zabývat.

Polygonální oblast Ωs ⊂ R2 pokryjeme triangulací τh, kde parametr h charakteri-
zuje velikost trojúhelník·. O vytvo°ené triangulaci budeme dále p°edpokládat, ºe
je p°ípustná, viz [23], tedy speciáln¥, ºe Ω

s
=
⋃
K∈τh K, a dále, ºe systém tringu-

lací parametrizovaný parametrem h je regulární. Dále ozna£íme sh, sNeu
h , sDir

h strany
trojúhelník· z τh, které leºí na hranici ∂Ωs,ΓsNeu,Γ

s
Dir, tedy ΓsNeu =

⋃
S∈sNeu

h
S,ΓsDir =⋃

S∈sDir
h
S.

V této práci zvolíme kone£né prvky jako Lagrangeovské lineární trojúhelníky, viz
obrázek (3.1). Tedy prostor kone£ných prvk· Vh je tvo°en spojitými, po £ástech li-
neárními funkcemi které jsou nulové na hranici ΓsDir. Bázové funkce prostoru Vh jsou
jednozna£n¥ ur£eny hodnotami ve vrcholech, které neleºí na hranici ΓsDir. Ozna£me
Nh po£et vrchol· triangulace uvnit° oblasti Ωs a na hranici ΓsNeu. Sloºky bázových
funkcí Φn(x) jsou funkce φi(x), které spl¬ují

φi(Xj) = δij, (3.15)

kde Xj ozna£uje j-tý vrchol triangulace. Mimo trojúhelníky obsahující j-tý bod je
bázová funkce φj nulová, jak je znázorn¥no na obrázku 3.2.

Obrázek 3.2: Tvar bázových funkcí lineárních Lagrangeových prvk· � na levé stran¥
je vy²rafován nosi£ bázové funkce od vrcholu Xj, napravo graf jejího pr·b¥hu na
nosi£i.
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Tato volba aproxima£ního prostoru Vh nám zaru£uje spojitost funkcí z Vh, °ídkou
strukturu matic K,M, existenci jednoduchých a�nn¥ ekvivalentních prvk· a praktic-
kou implementaci, viz [19]. D·kaz konvergence p°ibliºných °e²ení uh(x, t) pro daný
£as t k °e²ení u(x, t) vzhledem k parametru sít¥ h najdeme ve skriptech [19].

Numerická integrace

Dal²í úpravou vztah· (3.12) a díky aditivnosti intergrálu získáme

mnm =

∫
Ωs

ρsΦn ·Φm dx =
∑
K∈τh

∫
K

ρsΦn ·Φm dx

knm =

∫
Ωs

Cijkle
s
kl(Φm)esij(Φn) dx =

∑
K∈τh

∫
K

Cijkle
s
kl(Φm)esij(Φn) dx (3.16)

bn(t) =

∫
Ωs

f s ·Φn dx+

∫
ΓsNeu

qs ·Φn dS =
∑
K∈τh

∫
K

f s ·Φn dx+
∑
S∈sNeu

h

∫
S

qs ·Φn dS,

pro m,n = 1, . . . , 2Nh.

Pro výpo£et integrálu p°es libovolný prvek K ∈ τh pouºijeme numerickou integraci∫
K

ϕ(x) dx ≈ 1

3
|K|

3∑
i=1

ϕ(Xi), (3.17)

kde |K| zna£í obsah trojúhelníku K a X1, X2, X3 jsou jeho vrcholy.

K vyjád°ení integrálu p°es hranici Γ, resp. hranu trojúhelníku SK vyuºijeme apro-
ximaci ∫

SK

ϕ(x) dS ≈ 1

2
|SK |

2∑
i=1

ϕ(Xi), (3.18)

kde |SK | zna£í délku jedné strany trojúhelníku K a X1, X2 jsou vrcholy ohrani£ující
tuto stranu.

Tyto numerické aproximace jsou p°esné pro polynomy prvního stupn¥, viz [19].

3.1.3 �asová diskretizace

V p°edchozí £ásti jsme p·vodní parciální diferenciální rovnice (2.53a) diskretizovali
v prostoru pomocí metody kone£ných prvk·. Výsledkem je systém oby£ejných di-
ferenciálních rovnic druhého °ádu (3.11) s po£áte£ními podmínkami (3.11). Nyní
budeme hledat p°ibliºné °e²ení vzniklého systému rovnic numericky. Proto zvolme
d¥lení £asového intervalu [0,T] na N ekvidistantních díl·, tedy tn = t0 + n∆t pro
n = 1, . . . , N , kde ∆t = T

N
.
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Newmarkova metoda

Newmarkova metoda, viz nap°. [13], se £asto pouºívá pro °e²ení po£áte£ní úlohy
oby£ejné diferenciální rovnice druhého °ádu ve tvaru

y′′(t) = f(t, y(t), y′(t)) pro t ∈ (0,T),

y(0) = y0, (3.19)
y′(0) = y′0,

kde f : [0,T]× R× R 7→ R je spojitá funkce a y0, y
′
0 ∈ R. Dále p°edpokládejme, ºe

y spl¬uje y ∈ C(4)((0,T)) ∩ C(1)([0,T]).

Vyjád°eme nyní hodnotu funkce y(tn+1) pomocí Taylorova rozvoje v bod¥ tn

y(tn+1) = y(tn) + ∆ty′(tn) +
1

2
∆t2y′′(tn) +

1

6
∆t3y′′′(tn) +O(∆t4). (3.20)

P°i£tením a ode£tením £lenu (βy′′(tn+1) − βy′′(tn))∆t2 od pravé strany rovnice a
jednoduché úprav¥ získáme rovnost

y(tn+1) = y(tn) + ∆ty′(tn) + ∆t2
(
βy′′(tn+1) + (

1

2
− β)y′′(tn)

)
− (3.21)

− (βy′′(tn+1)− βy′′(tn))∆t2 +
1

6
∆t3y′′′(tn) +O(∆t4),

kde β ∈ R je parametr.

Z Taylorova rozvoje plyne také následující vztah

y′′(tn+1)− y′′(tn) = ∆ty′′′(tn) +O(∆t2), (3.22)

jeho dosazením do rovnice (3.21) a následným zahrnutím £lenu (1
6
−β)∆t3y′′′(tn) do

chybu °ádu O(∆t3) dostáváme

y(tn+1) = y(tn) + ∆ty′(tn) + ∆t2
(
βy′′(tn+1) + (

1

2
− β)y′′(tn)

)
+ (3.23)

+

(
1

6
− β

)
∆t3y′′′(tn) +O(∆t4)︸ ︷︷ ︸

=O(∆t3)

.

Pokud nyní vyuºijeme toho, ºe y′′(tn+1) °e²í p·vodní rovnici (3.19), pak obdrºíme

y(tn+1) = y(tn) + ∆ty′(tn)+ (3.24)

+ ∆t2
(
βf(tn+1, y(tn+1), y′(tn+1)) +

(
1

2
− β

)
f(tn, y(tn), y′(tn))

)
+O(∆t3).

Podobn¥ postupujme pro funkci y′(t)

y′(tn+1) = y′(tn) + ∆ty′′(tn) +
1

2
∆t2y′′′(tn) +O(∆t3). (3.25)
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P°i£t¥me a ode£t¥me γ(y′′(tn+1)− y′′(tn))∆t a upravme

y′(tn+1) = y′(tn) + ∆t(γy′′(tn+1) + (1− γ)y′′(tn))− (3.26)

−∆t(γy′′(tn+1)− γy′′(tn)) +
1

2
∆t2y′′′(tn) +O(∆t3),

kde γ ∈ R je parametr.

Nahrazením y′′(tn+1)− y′′(tn) £lenem ∆ty′′′(tn) +O(∆t2) a zahrnutím £lenu
(1

2
− γ)y′′′(tn)∆t2 +O(∆t3) do chyby druhého °ádu O(∆t2) dostaneme

y′(tn+1) = y′(tn) + ∆t(γy′′(tn+1) + (1− γ)y′′(tn)) +O(∆t2). (3.27)

Po dosazení z rovnice (3.19) získá p°edchozí vztah (3.27) kone£nou podobu

y′(tn+1) = y′(tn) + (γf(tn+1, y(tn+1), y′(tn+1)) + (1− γ)f(tn, y(tn), y′(tn)) +O(∆t2).
(3.28)

Pokud zavedeme ozna£ení yn = y(tn), y′n = y′(tn), fn = f(tn, yn, y
′
n), vypadá nume-

rické schéma následovn¥

yn+1 = yn + ∆ty′n + ∆t2
(
βfn+1 + (

1

2
− β)fn

)
, (3.29)

y′n+1 = y′n + ∆t (γfn+1 + (1− γ)fn) . (3.30)

Obecn¥ se pro kaºdé (yn+1, y
′
n+1) jedná o nelineární soustavu, kterou je moºno °e²it

nap°íklad Newtonovou metodou. My v²ak °e²íme systém s konstantními koe�cienty,
tedy v na²em p°ípad¥ je funkce f lineární a soustava (3.29), (3.30) je také lineární,
ale schéma z·stává implicitní. Vytvo°ení itera£ního schématu pro rovnice (3.11) ná-
sleduje v dal²í sekci.

Metoda pro volbu parametr· γ = 1
2
, β = 1

4
dosahuje druhého °ádu p°esnosti a je

nepodmín¥n¥ stabilní, viz [13].

Numerické °e²ení

P°i numerickém °e²ení rovnice (3.11) vyºadujeme její platnost na kaºdé £asové
vrstv¥, tedy

My′′n + Cy′n + Kyn = bn, (3.31)

kde jsme do rovnice (3.31) navíc p°idali £len Cy′n, kterým modelujeme tlumení sys-
tému. Ten je v zmín¥ném p°ípad¥ nulový. Tuto obecn¥j²í formulaci budeme uvaºovat
i v dal²ím odstavci z d·vodu moºnosti dal²ích roz²í°ení. Uºitím vztah· (3.29) a (3.30)
pro vektorovou funkci y′n+1 a yn+1 v rovnici (3.31) pro t = tn+1 dostaneme

My′′n+1 + C
(
y′n + ∆t(1− γ)y′′n + ∆tγy′′n+1

)
+

+ K
(

yn + ∆ty′n +
1− 2β

2
∆t2y′′n + β∆t2y′′n+1

)
= bn+1, (3.32)

29



a p°evedením v²ech neznámých na nové £asové vrstv¥ na levou stranu rovnice do-
stáváme vztah (

M +
∆t

2
C + β(∆t)2K

)
︸ ︷︷ ︸

=A

y′′n+1 = gn+1, (3.33)

kde A je itera£ní matice a jako pravou stranu jsme ozna£ili

gn+1 = bn+1 − Cy′n −
∆t

2
Cy′′n −Kyn −∆tKy′n −

1− 2β

2
(∆t)2Ky′′n.

Postup p°i numerickém °e²ení je potom následující:

Na za£átku máme zadánu po£áte£ní úlohu, tedy známe výchylky y0 a rychlosti y′0
v £ase t0. Pouºitím první rovnice (3.31) dostaneme lineární soustavu rovnic pro
neznámé zrychlení y′′0 , které vy°e²íme nap°íklad pomocí metody konjugovaných gra-
dient·, viz nap°. [24]. P°ipome¬me, ºe matice K, C, M jsou symetrické a pozitivní
de�nitnost. Odtud plynou stejné vlastnosti i pro matici A. Proto bude metoda kon-
jugovaných gradient· konvergovat.

Nyní pro libovolné n = 0, 1, 2, . . . postupujme takto:
Ze známých hodnot yn,y

′
n,y

′′
n a ze soustavy (3.33) vypo£teme op¥t metodou konju-

govaných gradient· zrychlení y′′n+1 na nové £asové vrstv¥. Dosazením ze vzorc· (3.29)
dopo£teme i rychlost y′n+1 a výchylky yn+1 pro tn+1. Tento postup opakujeme aº do
£asu tN .

Eulerova zp¥tná metoda

Dal²í moºností, jak °e²it po£áte£ní úlohu, je p°evést vzniklý systém na soustavu
diferenciálních rovnic prvního °ádu a následn¥ pouºít jedno ze známých schémat,
nap°íklad zp¥tnou Eulerovu metodu. Uvaºujme úlohu

Y ′(t) = F (t, Y ), pro t ∈ (0,T), (3.34)
Y (0) = Y0.

O funkci F p°edpokládáme, ºe je spojitá a lipschitzovská vzhledem k Y na mnoºin¥
[0,T]× R.

Úlohu (3.34) diskretizujeme pomocí zp¥tné Eulerovy metody jako
Yn+1 − Yn

∆t
= F (tn+1, Yn+1). (3.35)

Toto schéma je implicitní, nepodmín¥n¥ stabilní a prvního °ádu p°esnosti, viz [16].

Pouºití Eulerovy metody

Nejprve p°evedeme soustavu (3.11) na úlohu prvního °ádu. Zavedeme nové prom¥nné
η1, η2 jako η1 = y, η2 = y′. Pak má soustava v nových prom¥nných tvar

η′1 = η2, (3.36)
Mη′2 = b− Cη2 −Kη1,
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do kterých jsme op¥t pro v¥t²í obecnost p°idali £len Cη2. Tyto rovnice doplníme
po£áte£ními podmínkami

η1(0) = η0
1 a η2(0) = η0

2, (3.37)

kde horním indexem zna£íme £asovou závislost.

Aplikací numerického schématu zp¥tné Eulerovy metody na rovnice (3.36) dostá-
váme

ηn+1
1 −∆tηn+1

2 = ηn1 , (3.38)
Mηn+1

2 + ∆tKηn+1
1 + ∆tCηn+1

2 = ∆tbn+1 + Mηn2 ,

zapsáno v maticové podob¥(
E −∆tE

∆tK M + ∆tC

)(
ηn+1

1

ηn+1
2

)
=

(
ηn1

Mηn2 + ∆tbn+1

)
, (3.39)

kde E zna£í jednotkovou matici.

P°i numerickém °e²ení tedy ze známých hodnot výchylek η0
1 a rychlostí η0

2 vypo£-
teme ze soustavy lineárních algebraických rovnic (3.39) °e²ení η1, η2 na nové £asové
vrstv¥. Pro °e²ení lze pouºít nap°. Gaussovu-Seidlovu itera£ní metodu, nebo´ se pro
dostate£n¥ malá ∆t jedná o matici ost°e diagonáln¥ dominantní. Takto postupujeme
pro n = 1, 2, . . . , N .

3.2 Proud¥ní

V této podkapitole nejprve odvodíme numerické schéma £asové diskretizace, které
narozdíl od p°edchozí £ásti aº následn¥ diskretizujeme v prostoru pomocí metody
kone£ných prvk·. Pak popí²eme n¥kolik moºností, jak linearizovat nelineární rovnice
a na záv¥r uvedeme, jak °e²it vzniklou soustavu lineárních rovnic.

3.2.1 �asová diskretizace

Nejprve diskretizujeme problém v £ase, vyjdeme p°itom ze stejného ekvidistantního
rozd¥lení £asového intervalu jako v p°ípad¥ elastického t¥lesa, tedy tn = t0 +n∆t pro
n = 1, . . . , N , kde ∆t = T

N
. Hodnoty funkcí na n-té £asové vrstv¥ budeme ozna£ovat

pomocí horního indexu: fn = f(tn). Pro diskretizaci rovnic (2.54a) a (2.54b) jsme
z palety existujících metod vybrali a pouºili zp¥tnou Eulerovu metodu, kterou lze
lehce modi�kovat na metodu Crankovu-Nicolsonové.

Numerické schéma Eulerovy metody

Pln¥ se odkazujeme na p°edchozí odstavec 3.1.3, kde byla zp¥tná Eulerova metoda
vysv¥tlena. Tuto metodu aplikujeme na p°edchozí rovnice (2.54a) a (2.54b). Nejprve
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musíme nahradit ALE derivaci pomocí £asové diference. Z de�nice ALE derivace jako
DAv
Dt

(x, t) = ∂v̂
∂t

(X, t), x = At(X) ∈ Ωf
t a náhrady derivace

∂v̂

∂t
(X, tn+1) ≈ v̂n+1(X)− v̂n(X)

∆t
(3.40)

plyne

DAv

Dt
(xn+1, tn+1) ≈ v̂n+1(X)− v̂n(X)

∆t
=

vn+1(xn+1)− vn(xn)

∆t
, (3.41)

kde xn+1 = Atn+1(X) ∈ Ωf
tn+1

a xn = Atn(X) ∈ Ωf
tn .

Ozna£íme-li vn(xn+1) = vn(xn), tedy vn(xn+1) = vn(Atn(A−1
tn+1

(xn+1))), lze celé
numerické schéma zapsat následovn¥

vn+1 − vn

∆t
+ ((vn+1 −wn+1

D ) · ∇)vn+1 − νf ∆vn+1 +∇pn+1 = gf,n+1 (3.42)

∇ · vn+1 = 0. (3.43)

Schéma doplníme po£áte£ní podmínkou v0(x) = v0(x), ∀x ∈ Ωf
0 .

Crankova-Nicolsonové metoda

Crankova-Nicolsonové metoda se pouºívá pro °e²ení po£áte£ních úloh ve stejném
tvaru jako zp¥tná Eulerova metoda. Její numerické schéma se li²í pravou stranou

Y n+1 − Y n

∆t
=

1

2
(F (tn, Y n) + F (tn+1, Y n+1)). (3.44)

Toto schéma je implicitní, nepodmín¥n¥ stabilní a druhého °ádu p°esnosti za p°ed-
pokladu hladkosti funkce F , viz [24].

Numerické schéma vypadá následovn¥

vn+1 − vn

∆t
+

1

2

(
((vn+1 −wn+1

D ) · ∇)vn+1 − νf ∆vn+1 +∇pn+1
)

+ (3.45)

+
1

2

(
((vn −wn

D) · ∇)vn − νf ∆vn +∇pn
)

=
1

2

(
gf,n+1 + gf,n

)
,

1

2
(∇ · vn+1 +∇ · vn) = 0. (3.46)

Schéma doplníme stejnou po£áte£ní podmínkou v0(x) = v0(x), ∀x ∈ Ωf
0 .

Poznámka. P·vodní Crankovo-Nicolsonové schéma má tvar Y
n+1−Y n

∆t
= F (tn+ 1

2 , Y n+ 1
2 ),

ale pro pravou stranu se b¥ºn¥ pouºívá tato aproximace F (tn+ 1
2 , Y n+ 1

2 ) ≈ 1
2
(F (tn, Y n)+

F (tn+1, Y n+1)).

3.2.2 Prostorová diskretizace

Po £asové diskretizaci rovnic (2.54a), (2.54b) pokra£ujeme jejich slabou formulací.
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Slabá formulace

V této £ásti popí²eme slabou formulaci Navierových-Stokesových rovnic v ALE for-
mulaci v pevném, ale libovolném £asovém okamºiku tn+1 ∈ (0,T). Na slabou formu-
laci pak naváºeme v £ásti v¥nované metod¥ kone£ných prvk·.

Vynásobme rovnici (3.42) v £asovém okamºiku tn+1 funkcí ϕ z prostoru funkcí X =
X ×X, kde

X = {f ∈ W 1,2(Ωf
tn+1

)| f = 0 na ΓfDir ∪ ΓfIn ∪ ΓfWtn+1
ve smyslu stop} ⊂ W 1,2(Ωf

tn+1
).

(3.47)
Dále v tomto odstavci budeme vynechávat spodní index vyzna£ující £asovou závislost
oblasti Ωf

tn+1
, podobn¥ jako horní index u hodnot funkcí vn+1 a pn+1 na n+1-ní £asové

vrstv¥, tj. Ωf = Ωf
tn+1

, v = vn+1 a p = pn+1.

Zintegrujme nyní vzniklou rovnost p°es celou oblast Ωf∫
Ωf

v − vn

∆t
·ϕ+ ((v −wD) · ∇)v ·ϕ− νf ∆v ·ϕ+∇p ·ϕ dx =

∫
Ωf

gf ·ϕ dx.

(3.48)

Na t°etí a £tvrtý £len pouºijeme Greenovu v¥tu (viz v¥ta 3)

−
∫
Ωf

νf∆v ·ϕ dx =

∫
Ωf

νf ∇v · ∇ϕ dx−
∫
∂Ωf

νfϕ · ∂v

∂~n
dS, (3.49)

∫
Ωf

∇p ·ϕ dx = −
∫
Ωf

p div ϕ dx+

∫
∂Ωf

pϕ · ~n dS, (3.50)

a z de�nice prostoru X plyne (nebo´ ϕ = 0 na Ωf\ΓfOut)∫
∂Ωf

νf ϕ · ∂v

∂~n
dS =

∫
ΓfOut

νf ϕ · ∂v

∂~n
dS a

∫
∂Ωf

pϕ · ~n dS =

∫
ΓfOut

pϕ · ~n dS. (3.51)

Uºitím okrajové podmínky (2.46) na hranici ΓfOut, tedy p(x, t)~n−νf ∂v
∂~n

(x, t) = pref ~n,
a p°evedením takto spo£ítaných integrál· na pravou stranu obdrºíme∫

Ωf

v − vn

∆t
·ϕ+ ((v −wD) · ∇)v ·ϕ+ νf ∇v · ∇ϕ− p div ϕ dx = (3.52)

=

∫
Ωf

gf ·ϕ dx−
∫

ΓfOut

pref ϕ · ~n dS,

kde funkce pref je referen£ní hodnota na hranici ΓfOut, která udává st°ední hodnotu
tlaku na této hranici. Ve výpo£tech ji volíme rovnu nule.
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Druhou rovnici 3.43) vynásobíme funkcí q z prostoru M = L2(Ωf ) a dostaneme
rovnici ∫

Ωf

q divv dx = 0. (3.53)

Rovnice (3.52), (3.53) lze zapsat pomocí skalárního sou£inu v L2(Ωf ), resp. [L2(Ωf )]2

(
v − vn

∆t
,ϕ)Ωf + ((v −wD) · ∇)v,ϕ)Ωf + νf (∇v,∇ϕ)Ωf − (p, div ϕ)Ωf = (3.54)

= (gf ,ϕ)Ωf − (pref ,ϕ · ~n)L2(ΓfOut)
,

(q, divv)Ωf = 0. (3.55)

Nyní zavedeme na prostoru W×M trilineární formu a(·, ·, ·) p°i ozna£ení argument·
V = (v, p) ∈W ×M, V ∗ = (v∗, p∗) ∈W ×M, Y = (ϕ, q) ∈ X×M jako

a(V ∗, V, Y ) = (
v

∆t
,ϕ)Ωf + ((v∗ −wD) · ∇)v,ϕ)Ωf + νf (∇v,∇ϕ)Ωf− (3.56)

−(p, div ϕ)Ωf + (q, divv)Ωf .

Trilineární forma a(·, ·, ·) je sou£tem levých stran rovnic (3.54) a (3.55) bez £lenu s
rychlostí vn, který zahrneme do pravé strany.

Na stejném prostoru de�nujeme funkcionál L(·) jako

L(Y ) = (gf ,ϕ)Ωf − (pref ,ϕ · ~n)L2(ΓfOut)
+ (

vn

∆t
,ϕ)Ωf , (3.57)

kde jeho vyjád°ení dostaneme se£tením pravých stran rovnic (3.54) a (3.55) a £lenu
s vn.

Pak slabým °e²ením problému (3.42) v £ase tn+1 nazveme takovou dvojici funkcí
V = (v, p), v : W 7→ R2, p : M 7→ R, pro kterou platí:

• v(x) = z(x) + z0(x), z ∈W(Ωf ), z0 ∈ X,

• z(x) = vDir(x, tn+1) ∀x ∈ ΓfIn, z(x) = wD(x, tn+1) ∀x ∈ ΓWt ,

• dvojice V = (v, p) spl¬uje rovnici a(V, V, Y ) = L(Y ), ∀Y = (ϕ, q) ∈ X×M .

Poznámka. D·kaz existence a jednozna£nosti stacionárního slabého °e²ení pro-
blému proud¥ní bez ALE formulace, tj. ve tvaru ((v · ∇)v,ϕ)Ωf + νf (∇v,∇ϕ)Ωf −
(p, div ϕ)Ωf = (gf ,ϕ)Ωf a (q, div v)Ωf = 0, lze nalézt nap°. v [16]. Tamtéº je
i vysv¥tleno, ºe pro nestacionární p°ípad, tj. pro první rovnici dopln¥nou o £len
(∂v
∂t
,ϕ)Ωf , je obecná otázka existence a jednozna£nosti této úlohy je stále otev°ená,

resp. je dokázána pouze pro speci�cké p°ípady a závisí mimo jiné na dimenzi úlohy
a hodnot¥ viskozity. Podrobn¥j²í výklad lze nalézt v knize [21].
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Diskrétní formulace

Podobn¥ jako v £ásti v¥nované elastickému t¥lesu °e²íme problém proud¥ní na prosto-
rech s kone£nou dimenzí Xh aMh. Pro p°ehlednost zápisu budeme v této sekci vyne-
chávat horní i dolní index zna£ící £asovou závislost, tj. v = vn+1

h , p = pn+1
h , Ωf

tn+1
=

Ωf . Hledáme tedy takovou dvojici funkcí Vh = (vh, ph) ∈ Xh ×Mh, která spl¬uje
následující rovnici

a(Vh, Vh, Yh) = L(Yh) ∀Yh ∈ Xh ×Mh. (3.58)

Nech´ prostory funkcí Xh a Mh mají dimenze 2N vel
h a Np

h . Zvolme v nich báze

ϕ1, . . . ,ϕ2Nvel
h

a q2Nvel
h +1, . . . , q2Nvel

h +Np
h
, kdeϕj =

(
ϕj(x)

0

)
, ϕj+Nvel

h
=

(
0

ϕj+Nvel
h

(x)

)
,

ϕj+Nvel
h

= ϕj, j = 1, . . . , N vel
h . Bázové funkce pro tlak qj indexujeme aº od indexu

2N vel
h +1 z d·vodu pozd¥j²ího p°ehledn¥j²ího maticového zápisu. Pak m·ºeme vyjá-

d°it hledaná °e²ení vh a ph v t¥chto bázích jako lineární kombinace bázových funkcí
s koe�cienty β = (βj)

2Nvel
h

j=1 ,γ = (γj)
2Nvel

h +Np
h

j=2Nvel
h +1

, tedy

vh(x) =

2Nvel
h∑

j=1

βj ϕj(x) =

Nvel
h∑
j=1

βj

(
ϕj(x)

0

)
+

2Nvel
h∑

j=Nvel
h +1

βj

(
0

ϕj(x)

)
, (3.59)

ph(x) =

2Nvel
h +Np

h∑
j=2Nvel

h +1

γj qj(x). (3.60)

Dosa¤me toto vyjád°ení do rovnice (3.58) za druhý argument Vh. Pvní argument
ozna£íme hv¥zdi£kou V ∗h stejn¥ jako p°i de�nici formy a(·, ·, ·) a nebudeme jej roze-
pisovat. T°etí argument zvolme jako Yh = (ϕi,0). Po rozepsání jednotlivých £len·
dostáváme rovnici

2Nvel
h∑

j=1

(
βj ϕj
∆t

,ϕi)Ωf +

2Nvel
h∑

j=1

((v∗h −wD) · ∇)βj ϕj,ϕi)Ωf +

2Nvel
h∑

j=1

νf (∇βj ϕj,∇ϕi)Ωf−

(3.61)

−
2Nvel

h +Np
h∑

j=2Nvel
h +1

(γj qj, div ϕi)Ωf = (gf ,ϕi)Ωf − (pref ,ϕi · ~n)L2(ΓfOut)
+

2Nvel
h∑

j=1

(
βnj ϕj

∆t
,ϕi)Ωf ,

která musí být spln¥ná pro v²echny bázové funkce ϕi ∈ Xh, tedy i = 1, . . . , 2N vel
h .

V této rovnici jsme ozna£ili £asovou závislost na koe�cientu βnj z p°edchozí £asové
vrstvy pomocí horního indexu n.

Nyní dosa¤me do stejné rovnice za t°etí argument Yh = (0,−qi)
2Nvel

h∑
j=1

(−qi, div βjϕj)Ωf = 0. (3.62)

Tato rovnice musí platit pro v²echna qi ∈Mh, odtud i = 2N vel
h + 1, . . . , 2N vel

h +Np
h .
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Kdyº nyní ozna£íme jednotlivé £leny rovnic (3.61) a (3.62) jako

mij = (ϕj,ϕi)Ωf (3.63)

cij = ((v∗h −wD) · ∇)ϕj,ϕi)Ωf (3.64)

dij = νf (∇ϕj,∇ϕi)Ωf (3.65)

bij = (−qj, div ϕi)Ωf (3.66)

gi = (gf ,ϕi)Ωf − (pref ,ϕi · ~n)L2(ΓfOut)
+

2Nvel
h∑

j=1

(
βnj ϕj

∆t
,ϕi)Ωf , (3.67)

lze ob¥ rovnice p°epsat do kompaktní maticové formy s neznámým vektorem koe�-

cient·
(
β
γ

) (
A(vh) B
BT 0

) (
β
γ

)
=

(
g
0

)
, (3.68)

kde jsme ozna£ili A(vh) = 1
∆t
M+C(vh)+D. MaticeM = (mij), C(vh) = (cij), D =

(dij), i, j ∈ {1, . . . , 2N vel
h } jsou dány vztahy (3.63) aº (3.65), matice B = (bij) a

vektor g = (gi), i ∈ {1, . . . , 2N vel
h }, j ∈ {2N vel

h +1, . . . , 2N vel
h +Np

h} pak vztahy (3.66)
a (3.67). Vektor vh je ur£en vyjád°ením (3.59). Tento systém rovnic je nelineární,
nebo´ prvky cji(v∗h) závisí na hledaném °e²ení v∗h = vh. Matice soustavy má rozm¥ry
(2N vel

h +Np
h)× (2N vel

h +Np
h).

Poznámka. MaticeM , resp. D se v literatu°e b¥ºn¥ nazývá maticí hmotnosti, resp.
tuhosti, a ob¥ dv¥ jsou symetrické a pozitivn¥ de�nitní. Matice B je diskrétní aproxi-
mace operátoru divergence. Matice C p°edstavuje nelineární £len a není symetrická.
Odli²nou formulací úlohy lze dosáhnout její antisymetrie.

Poznámka. Na stacionární Stokesovy rovnice, tj. soustavu rovnic (3.68) bez matic
M a C, lze po matematické stránce ekvivalentn¥ pohlíºet jako na úlohu vázaného
extrému, kde γ p°edstavuje Lagrange·v multiplikátor. Více viz nap°. [16]

Poznámka. Pro vysoká Reynoldsova £ísla, resp. malé hodnoty νf , je nutné p°i-
dat do p·vodní formulace problému (2.54a), (2.54b) dodate£né stabiliza£ní £leny,
které zaru£í kovergenci °e²ení i pro tyto p°ípady. Protoºe v²ak v této práci vysoká
Reynoldsova £ísla neuvaºujeme, tímto jsme se nezabývali. Více lze nalézt nap°. v
[16].

3.2.3 Metoda kone£ných prvk·

P°edpokládáme, ºe oblast Ωf
t ⊂ R2, na které °e²íme problém proud¥ní, je v kaºdém

£ase tn ∈ (0,T) polygonální. Tuto oblast pak pokryjeme p°ípustnou triangulací τh,
stejn¥ jako v p°ípad¥ elastického t¥lesa. Dále p°edpokládáme, ºe systém triangulací
τh parametrizovaný h, je regulární.

Metoda kone£ných prvk·, pomocí které diskretizujeme v prostoru problém nestla-
£itelného proud¥ní, vychází ze stejných my²lenek jako v p°ípad¥ elastického t¥lesa.
Op¥t tedy volíme bázové funkce tak, aby m¥ly co nejmen²í nosi£ a aby vzniklá matice
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m¥la co nejmén¥ prvk·. Problém proud¥ní v²ak je rozdílný v tom, ºe prostory Xh,Mh

nem·ºeme zvolit libovolné a na sob¥ nezávislé, ale musejí spl¬ovat tzv. inf-sup pod-
mínku, n¥kdy téº nazývanou po slavném £eském matematikovi Babu²kova-Brezziho
podmínka. Její diskrétní podoba má tvar

inf
qh∈Mh,qh 6=0

sup
vh∈Xh,vh 6=0

‖(qh,∇ · vh)Ωf‖
‖qh‖L2‖vh‖1,2,Ωf

≥ C > 0. (3.69)

Inf-sup podmínka zaru£uje, ºe jádro matice KerBT = {0}, a tím i jednozna£nou
°e²itelnost vzniklé soustavy rovnic (3.68). Pokud by nebyla spln¥na, vede k nestabil-
nímu numerickému schématu, více viz [16]. V této práci jsme z d·vodu nejsnaz²ího
roz²í°ení existujícího programu zvolili za kone£né prvky tzv. P1-crossgrid/P1 prvky,
které spl¬ují inf-sup podmínku, více viz [16].

Obrázek 3.3: Crossgrid kone£ný prvek. Te£ky ve vrcholech zna£í neznámé funkce
tlaku, ²ipky vyzna£ují body, ve kterých jsou dv¥ neznámé funkce rychlosti.
K1, K2, K3 ozna£ují jednotlivé subtrojúhelníky.

Tyto crossgrid prvky, jeº jsou znázorn¥ny na obrázku (3.3), pouºívají pro diskretizaci
tlaku nám jiº známé Lagrangeovy lineární (L1) prvky. Ty byly podrobn¥ popsány
v odstavci (3.1.2). Pro aproximaci rychlosti jsou pouºity téº lineární bázové funkce,
které mají pro vrcholy trojúhelníku stejný tvar jako L1 prvky. K t¥mto bázovým
funkcím doplníme je²t¥ jednu lineární, která p°íslu²í st°edu trojúhelníku S. Tato
funkce má na kaºdém subtrojúhelníku daném dv¥ma vrcholy a zmín¥ným st°edem S
lineární pr·b¥h, na hran¥ velkého trojúhelníku je nulová a ve st°edu S rovna jedné.
Tuto bázovou funkci p°íslu²nou st°edu trojúhelníku je moºno analyticky vyjád°it
pomocí t°í bázových funkcí

ϕS = 3ϕA na K2,

= 3ϕB na K3, (3.70)
= 3ϕC na K1,

kde ϕA je bázová funkce p°íslu²ející vrcholu A atd.
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Volba crossgrid kone£ných prvk· zaji²´uje spojitost funkcí z daného aproxima£-
ního prostoru, °ídkou strukturu matic soustavy (3.68), existenci jednoduchých a�nn¥
ekvivalentních prvk· i relativn¥ jednoduchou implementaci.

Poznámka. V literatu°e se £asto ozna£uje metoda, kdy jsou neznámé funkce hle-
dány na odli²ných funk£ních prostorech, jako smí²ená. Více o tomto tématu lze
nalézt nap°íklad v knize [9].

Numerická integrace

P°i výpo£tu jednotlivých prvk· globání matice (3.68) jednotlivé integrály díky adi-
tivnosti m·ºeme op¥t po£ítat po jednotlivých trojúhelnících z triangulace τh. Pro
výpo£et lokálních p°ísp¥vk· do globálních matic pak vyuºíváme numerickou inte-
graci ∫

K

ϕ(x) dx ≈ ω|K|
N∑
i=1

ϕ(Xi), (3.71)

kde volíme po£et kvadraturních uzl· N = 9 a váhu ω = 1
9
. Uzly Xi, ve kterých funkci

vy£íslujeme, volíme, jak je znázorn¥no na obrázku (3.4), tj. vyuºíváme st°ed· stran
velkého trojúhelníku i subtrojúhelník·. Celkem vy£íslujeme hodnotu integrované
funkce v devíti bodech, resp. ²esti r·zných bodech. Tato numerická kvadratura je
p°esná pro polynomy druhého stupn¥ na velkém trojúhelníku.

Obrázek 3.4: �tverce ve st°edech stran p°edstavují kvadraturní uzly. Na spojni-
cích mezi vrcholy trojúhelníku a st°edem S je téº volíme ve st°edu. Uvaºujeme zde
hodnotu funkce dvakrát, jednou jako limitní hodnotu z jednoho subtrojúhelníku,
podruhé z druhého.

3.2.4 Nelineární problém a jeho linearizace

Existuje n¥kolik zp·sob·, jak linearizovat nelineární £len (v · ∇)v v £ase tn+1. Zde
uvádíme nejpouºívan¥j²í
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1. Explicitní schéma
a) (v · ∇)v|t=tn+1 ≈ (vn · ∇)vn je °ádu O(∆t)

2. Semi-implicitní schéma
a) (v · ∇)v|t=tn+1 ≈ (vn · ∇)vn+1 je °ádu O(∆t)

b) (v · ∇)v|t=tn+1 ≈ ((2vn − vn−1) · ∇)vn+1 je °ádu O(∆t2)

3. Pln¥ implicitní schéma
a) (v · ∇)v|t=tn+1 ≈ (vn+1,m · ∇)vn+1,m+1, postupn¥ pro m = 0, 1, . . . opaku-
jeme, dokud není rozdíl |vn+1−vn| dostate£n¥ malý, pak pokra£ujeme dal²ím
£asovým krokem n+ 2, atd.

Explicitní schéma má výhodu v tom, ºe nelineární £len z·stává p°i £asové diskretizaci
na pravé stran¥ a pak je matice A symetrická. Nevýhodou je podmín¥ná stabilita a
men²í p°esnost °e²ení. Semi-implicitní schémata jsou stejn¥ jako explicitní pom¥rn¥
jednoduchá na implementaci a jejich algoritmus je rychlej²í oproti pln¥ implicitním.
Jejich nevýhodou je op¥t jen podmín¥ná stabilita. Pro vy²²í p°esnost výpo£tu a také
z d·vodu stability je proto vhodné vzlá²t¥ pro vy²²í Reynoldsova £ísla implementovat
pln¥ implicitní schémata. My v této práci pouºíváme linearizaci pomocí metody 2a),
n¥kdy téº nazývanou Oseenova linearizace.

3.2.5 Soustava lineárních rovnic

Po provedené linearizaci m·ºeme p°istoupit k °e²ení soustavy lineárních rovnic ve
tvaru sedlového bodu. V¥t²ina základních metod jako Gaussova-Seidelova, SOR nebo
metoda konjugovaných gradient· není schopná soustavu rovnic v tomto tvaru vy-
°e²it, protoºe není spln¥na podmínka pozitivní de�nitnosti a celý diagonální blok
globální matice je nulový. Proto je t°eba pouºít jiné metody ur£ené pro tento tvar
rovnic. V této práci jsme pro jejich vy°e²ení implementovali dva °e²i£e.

Vank·v zhlazova£

Vank·v zhlazova£ je iterativní °e²i£, který existuje v n¥kolika verzích. Základní al-
goritmus je ale vºdy stejný � postupné procházení celé oblasti po jednotlivých ele-
mentech, sestavení lokální soustavy a po jejím vy°e²ení následná oprava tlaku. Práv¥
velikostí a p°esnými rozm¥ry této soustavy se li²í jednotlivé postupy. Vºdy se ale
jedná o soustavu ve tvaru sedlového bodu(

A B
BT 0

) (
β
γ

)
=

(
g
0

)
, (3.72)

Tu °e²íme následovn¥. Vynásobíme první °ádek maticí BTA−1 zleva a ode£teme od
n¥j druhý. Dostaneme

BTA−1Bγ = BTA−1g. (3.73)

39



Z této soustavy pak získáme novou hodnotu tlaku. Matice BTA−1B se nazývá Schu-
r·v dopln¥k. Je-li matice A pozitivn¥ de�nitní a má-li matice B plnou hodnost
(KerB = {0}), jedná se o pozitivn¥ de�nitní matici. Proto m·ºeme pouºít obvyklé
metody pro vy°e²ení nové hodnoty tlaku z této soustavy.

Tímto postupem opravíme hodnoty tlak· ve v²ech uzlech sít¥. Rozli²ujeme dv¥ verze,
jak je znázorn¥no na obrázku (3.5):

• uzlová � aktualizaci hodnoty tlaku v jednom vrcholu vypo£teme z lokální sou-
stavy rovnic, která se skládá ze v²ech soused· tohoto vrcholu a zvoleného
vrcholu. Od toho vrcholu vybereme v²echny prvky do lokální matice, u sou-
sedních vrchol· jen prvky odpovídající rychlostem v t¥chto bodech. Bohuºel
na obecn¥ nestrukturované síti se jedná o soustavu s dop°edu neznámými roz-
m¥ry. Výhodou ale je, ºe ji pot°ebujeme vy°e²it jenom v·£i jedné neznámé �
tlaku ve zvoleném vrcholu. Ozna£íme Alok, Blok p°íslu²né prvky matice A,B,
rezulok, rez

p
lok lokální rezidua odpovídající zvoleným stup¬·m volnosti a opravy

ve stupních volnosti ∆βlok,∆γ lok, jak je rozepsáno dále v rovnici (3.74).

• prvková � opravu hodnot tlaku provádíme po celých kone£ných prvcích, tj.
na kaºdém trojúhelníku. Taková soustava má pak pevné rozm¥ry 11 × 11,
kde jsou 3 neznámé pro tlak a 2 × 4 pro rychlost, tj. v²echny neznámé na
jednom crossgrid elementu. Tato soustava má téº tvar sedlového bodu. Po
úprav¥ (3.73) je t°eba vy°e²it ale jen soustavu 3 × 3 pro neznámé hodnoty
tlaku, coº je velmi snadné na implementaci. Tento p°ístup je v²ak vhodný
pro odli²nou volbu prvk·, tzv. Rannacher-Turkovy prvky, viz [22], proto jeho
implementace nekonvergovala p°i volb¥ crossgrid prvk·.

V obou zmín¥ných p°ípadech °e²íme soustavu rovnic pro lokální stupn¥ volnosti
βlok,γ lok ve tvaru (

Alok Blok

BT
lok 0

) (
∆βlok
∆γ lok

)
=

(
rezulok
rezplok

)
. (3.74)

Tyto dv¥ popsané metody lze je²t¥ dále modi�kovat tak, ºe místo lokální matice
budeme °e²it pouze její aproximaci, nap°íklad z matice Alok budeme uvaºovat jen
diagonální prvky. Získané °e²ení lokální soustavy sice nebude tak p°esné, ale uspo-
°ený výpo£etní £as nám dovolí provést více iterací. Získané °e²ení ∆γ lok pak p°i£teme
k lokálním uzl·m volnosti

γ lok = γ lok + ωp∆γ lok, (3.75)

kde ωp p°edstavuje relaxa£ní koe�cient.

Po oprav¥ tlaku ve v²ech vrcholech je t°eba i aktualizovat hodnoty neznámých rych-
lostí. Pro tento ú£el uvaºujeme p·vodní soustavu (3.72) ve tvaru

A∆β = g −Bγ, (3.76)

kde tlak γ jiº známe. Protoºe se jedná o soustavu s pozitivn¥ de�nitní maticí, °e²íme
ji pomocí Gaussovy-Seidlovy nebo SOR metody, viz nap° [24] nebo [23]. Získanou
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Obrázek 3.5: Vy²rafovaná oblast zobrazuje prvky, z jejichº prom¥nných se skládá lo-
kální matice. Vlevo je znázorn¥na prvková varianta a vpravo uzlová varianta Vankova
zhlazova£e.

opravu °e²ení rychlosti pak op¥t p°i£teme k p·vodní hodnot¥

β = β + ωv∆β, (3.77)

kde ωv je op¥t relaxa£ní koe�cient.

Vank·v zhlazova£ se v¥t²inou nepouºívá jako p°ímý °e²i£, ale v rámci multigridu. V
této práci byl pouºit pouze na Stokes·v problém, a to v implementaci plné prvkové
a aproxima£ní uzlové variant¥. Prvn¥ jmenovaná varianta nekonvergovala, konver-
grence druhé siln¥ závisela na volb¥ relaxa£ního parametru ωp.

P°ímý °e²i£ � UMFPACK

Jako alternativu lze pouºít voln¥ dostupnou matematickou knihovnu UMFPACK,
[5]. Ta je zaloºena na LU rozkladu matice, nejprve symbolickém a následn¥ numeric-
kém. V dal²ím kroku je vypo£teno p°ímé °e²ení. Pro rychlý výpo£et p°ímého °e²ení
je doporu£ené pouºívat správn¥ p°ilinkovanou, voln¥ dostupnou matematickou kni-
hovnu BLAS. Ta je velmi výkonná v °e²ení lineárních soustav.

A£koliv v programu pracujeme s jiným formátem matice, UMFPACK obsahuje
funkce na p°evedení seznamu hodnot prvk· matice do CCF (Compressed Column
Format) formátu, který je pracovní formát UMFPACKU. Následné vy°e²ení sou-
stavy bylo pro na²e jednoduché p°íklady °ádov¥ rychlej²í neº implementace Vankova
zhlazova£e, nicmén¥ uºití p°ímých °e²i£· je omezeno pam¥tí. Pam¥´ová náro£nost
p°ímých °e²i£· je o n¥co men²í neº O(n2) a výpo£etní sloºitost °ádov¥ O(n3), coº
pro reálné proud¥ní nebo roz²í°ení úlohy do 3D znamená omezenou pouºitelnost.

41



3.3 Celkový algoritmus °e²ení sdruºeného problému

Nyní, kdyº jiº máme p°ipravené °e²i£e obou dvou oblastí sdruºeného problému,
popí²eme, jak je skloubit v jeden algoritmus. Obecn¥ existuje více p°ístup·, my zde
uvádíme dva základní.

• Semi-implicitní schéma: Vyjdeme ze známých hodnot v0, p0,u0,q
s
0, At0 ,Ω

f
t0 .

Pak pro n = 0, 1, . . . provádíme

1. Na základ¥ odvozeného schématu pro problém deformace (3.33) získáme
nové °e²ení un+1 na n+1-ní £asové vrstv¥, kde qsn+1 extrapolujeme z qsn.

2. Nyní máme stanovenou novou polohu rozhraní v £ase ΓWtn+1
ze známé

deformace un+1 vztahem (2.48), a tím i tvar výpo£etní oblasti Ωf
tn+1

.
Z de�nice (2.37) m·ºeme ur£it i ALE zobrazení Atn+1 , a na jeho základ¥
dopo£ítat rychlost deformace oblasti wn+1

D aproximované jako ŵn+1
D (X) ≈

Atn+1 (X)−Atn (X)

∆t
, tedy wn+1

D (x) = ŵn+1
D (A−1

t (x)) pro kaºdý bod x ∈ Ωf
tn+1

.

3. Pak provedeme výpo£et problému proud¥ní na výpo£etní oblasti Ωf
tn+1

z
rovnic (3.68). Získáme tak °e²ení pro rychlost a tlak na n+1-ní £asové
vrstv¥ vn+1, pn+1.

4. Ze známého °e²ení vn+1, pn+1 dopo£ítáme p·sobení aerodynamických sil
na rozhraní a tedy i hodnoty Neumannovy okrajové podmínky qsn+1 ze
vztahu (2.50) v £ase tn+1. Takto máme pln¥ zadán problém lineární elas-
ticity.

5. Poloºíme n := n+ 1 a jdeme op¥t na první krok.

• Pln¥ implicitní schéma � schéma je velmi podobné, li²í se pouze £tvrtým a
pátým krokem

4. Jako p°edtím ze známých hodnot rychlosti a tlaku vn+1, pn+1 dopo£í-
táme p·sobení aerodynamických sil na rozhraní ze vztahu (2.50), které
ale ozna£íme q̃sn+1.

5. Ov¥°íme, jestli je spln¥na podmínka |qsn+1 − q̃sn+1| < ε, kde ε je vhodn¥
zvolená konstanta.

• Pokud ano, poloºíme n := n+ 1 a pokra£ujeme prvním krokem.
• Pokud ne, poloºíme qsn+1 := q̃sn+1 a pokra£ujeme prvním krokem, tj.
iterujeme ve vnit°ním cyklu, dokud není tato podmínka spln¥na.

Výhodou semi-implicitního schématu je v¥t²í rychlost výpo£tu a jednodu²²í imple-
mentace, naopak nevýhodou je podmín¥ná stabilita a dostate£ná p°esnost °e²ení jen
pro relativn¥ malé rychlosti a deformace. Pro vy²²í rychlosti je nutno implementovat
pln¥ implicitní schéma.
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Kapitola 4

Výsledky numerické simulace

Tato kapitola obsahuje t°i £ásti. Nejprve p°edstavíme obecné aspekty provedené
implementace. V druhé £ásti pak popí²eme dv¥ metody, pomocí kterých lze získat
základní charakteristické frekvence kmitání elastických t¥les. Na záv¥r jsou p°edsta-
veny výsledky numerických experiment·.

4.1 Technické aspekty implementace

Program °e²ící odvozená numerická schémata je napsán v programovacím jazyku
C. Vytvo°ený program umí na£íst sí´ ze souboru ve formátu .msh, vyplnit °ídkou
matici tuhosti a vektor pravé strany, vzniklou soustavu vy°e²it a °e²ení uloºit do
souboru ve formátu .vtk. V následujících odstavcích popí²eme jeho základní celky,
podrobn¥j²í popis pak lze nalézt v [23].

4.1.1 Triangulace

Triangulaci oblasti Ω vygenerujeme v programu Gmsh. Tento program je voln¥ do-
stupný, viz [8], má interaktivní prost°edí, podporuje vytvá°ení nestrukturovaných
sítí ve 2D i ve 3D a obsahuje zabudovaný CAD engine pro vytvá°ení sloºit¥j²ích
geometrických útvar· a t¥les.

Popis modelované oblasti, resp. t¥lesa na£teme ze souboru ve formátu .geo. Výhodou
je moºnost ozna£it v²echny moºné element· sít¥ pomocí speciálního indexu pro
odli²ení r·zných okrajových podmínek nebo parametr· oblastí. Program vygeneruje
triangulaci s poºadavanou velikostí sít¥ a uloºí ji ve formátu .msh.

4.1.2 Implementovaný program

Vyvinutý program nejprve na£te sí´ ze vstupního souboru .msh a uloºí pot°ebná
data do p°ipravených struktur. Pak naalokuje pot°ebné mnoºství pam¥ti pro sesta-
vení °ídkých matic. Jako pracovní formát °ídkých matic program pouºívá maticový
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seznam hodnot, n¥kdy nazývaný jako Triplet. Ten dovoluje rychlý výpo£et v²ech
p°ísp¥vk· do globální matice v jednom pr·chodu p°es v²echny trojúhelníky. Toto
provádí procedura FILLtriplet(), která je jádrem programu. Ta spo£ítá ve²keré
p°ísp¥vky °ídkých matic a vyplní vektor pravé strany. P°i výpo£tu pouºívá k vy£ís-
lení integrál· numerickou integraci. Výsledkem této procedury je seznam p°ísp¥vk·
od jednotlivých stup¬· volnosti, který musí být následn¥ set°ízen. Tento seznam
set°ídíme pomocí algoritmu Quicksort a se£teme p°ísp¥vky se stejnými indexy do
jednoho. Pro pot°eby modální analýzy jsou vypsány °ídké matice popisující elas-
tické t¥leso do textového souboru. Ten je pak na£ten a zpracován matematickým
programem Matlab, viz [12].

Poté vy°e²íme takto sestavený systém rovnic. Pro elastické t¥leso pouºíváme Gaussovu-
Seidelovu itera£ní metodu, pro nestla£itelné proud¥ní pak vybíráme mezi implemen-
tovaným Vankovým zhlazova£em a °e²i£em z matematické knihovny UMFPACK.
Pokud °e²íme stacionární p°ípad, vypí²eme získané °e²ení do výstupního souboru ve
formátu .vtk pro dal²í zobrazení, dealokujeme v²echny dynamické datové struktury
a skon£íme. Je-li implementován nestacionární p°ípad, po vy°e²ení soustavy a vý-
pisu °e²ení do vtk souboru nebo textového souboru pokra£ujeme na novou £asovu
hladinu. Tento algoritmus opakujeme, dokud není dosaºeno kone£ného £asu T .

4.1.3 Zobrazení výsledk·

K zobrazení výsledk· pouºíváme program Paraview a formát dat .vtk. Jedná se
o freeware program pro v¥decké a interaktivní vizualizace, viz [18], kde lze nalézt
i pot°ebnou dokumentaci. Byl navrºen pro paralelní práci se soubory na velkých
superpo£íta£ích, ale lze ho spustit i na osobních po£íta£ích. Jeho výhodou je, ºe
dokáºe pracovat s velmi velkými objemy dat a vytvá°et animace. Jeho zobrazovací
reºim poskytuje nastavení mnoha detail·.

4.2 Ur£ení charakteristických frekvencí kmitajících
t¥les

Ze sestavených rovnic elastického t¥lesa (3.11) lze pomocí modální analýzy získat
základní charakteristické frekvence kmitání. Tyto charakteristické frekvence p°edsta-
vují pro technickou praxi velmi d·leºité hodnoty, které udávájí, p°i jakých frekven-
cích dochází k rezonanci kmitání, a tedy které frekvence jsou vhodné pro zamý²lené
vybuzení kmitání, resp. které frekvence jsou nebezpe£né p°i nezamý²leném buzení
jako nap°íklad u stavebních konstrukcí. Pro ov¥°ení získaných výsledk· jsme imple-
mentovali i spektrální analýzu signálu, která vyuºívá Fourierovu transformaci.

4.2.1 Modální analýza

V p°edchozí £ásti práce jsme odvodili a implementovali pro rovnici (2.53a) pro-
storovou diskretizaci pomocí metody kone£ných prvk·. Nyní spo£ítáme aproximaci

44



vlastní frekvence kmitání elastického t¥lesa. Vyjdeme z rovnice (3.11) popisující kmi-
tající soustavu bez tlumení a bez buzení

Mu′′ + Ku = 0, (4.1)

kde M je matice hmotnosti a K je matice tuhosti, které jsou dány vzorci (3.12).

Obecné °e²ení této soustavy je dáno superpozicí kmitání s jednotlivými frekvencemi

u =
N∑
j=1

ei ωjtuj, (4.2)

kde uj jsou v tomto p°ípad¥ jednotlivá °e²ení.

Nyní budeme p°edpokládat °e²ení ve u = ei ωjtuj, tj. soustava bude kmitat pouze s
jedinou frekvencí ωj. Toto °e²ení dosadíme do rovnice (4.1)

ei ωjt(−ω2
j Muj + Kuj) = 0, (4.3)

odkud plyne

(K− ω2
j M)uj = 0. (4.4)

Tato rovnice p°edstavuje tzv. problém zobecn¥ných vlastních £ísel. Je to homogenní
soustava lineárních algebraických rovnic pro neznámé sloºky vektoru uj. Tato sou-
stava má netriviální °e²ení práv¥ tehdy, je-li její determinant nulový

det(K− ω2
j M) = 0. (4.5)

Rovnici (4.5) se °íká charakteristická rovnice soustavy (4.1), její ko°eny nazýváme
zobecn¥ná vlastní £ísla λj = ω2

j , která jsou nezáporná díky pozitivní de�nitnost a
symetrii matic K a M. Pro ωj platí ωj =

√
λj. �ísla ωj nazýváme vlastní frekvence

a je jich stejn¥ jako po£et stup¬· volnosti soustavy, tedy N . Jejich dosazením do
soustavy rovnic (4.4) získáme singulární soustavu, jejichº °e²ení jsou vlastní vektory
uj. Jednotlivé vlastní vektory reprezentují vlastní kmity t¥lesa, ve fyzice se jim °íká
módy t¥lesa.

Z fyzikálního hlediska je nejd·leºit¥j²í ur£ení nejniº²í frekvence daného t¥lesa, pro-
toºe vy²²í frekvence jsou jejími násobky. Frekvence ve fyzikálním rozm¥ru Hz do-
stáváme jako

fj =
ωj
2π
. (4.6)

P°i implementaci pro °e²ení problému nejmen²ích vlastních £ísel pouºijeme program
Matlab. Do n¥j exportujeme z na²eho programu ob¥ °ídké matice a najdeme nejmen²í
vlastní £ísla tohoto problému pomocí funkce eigs().
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4.2.2 Fourierova transformace

V následující £ásti bude uºite£né bude uºite£né zobrazit spektrální analýzu zvole-
ného signálu, nap°. výchylky ur£itého bodu v £ase. K tomu pouºíváme diskrétní
Fourierovu transformaci, coº je zobrazení mezi dv¥ma obecn¥ komplexními posloup-
nostmi {uj}Nj=0 a {yk}Nk=0 dané vztahem

yk =
N∑
j=0

uje
− 2π
N+1

ijk, (4.7)

kde i je komplexní jednotka. Fourierovu transformaci lze chápat jako rozvoj posloup-
nosti do báze tvo°ené funkcemi sin(k 2π

N+1
xj) a cos(k 2π

N+1
xj), k = 0, 1, . . . , N .Tedy

tato transfromace p°evádí výchylky na frekvence, kde nejv¥t²í sloºky nového vektoru
ur£ují dominantní zastoupení jednotlivých frekvencí. Takto m·ºeme ur£it nejvýzna-
m¥j²í frekvence kmitání dané koe�cienty uj.

P°i implementaci op¥t vyuºijeme program Matlab. Do n¥j na£teme vyexportovaný
textový soubor z hlavního programu s diskrétními hodnotami £asového výchylek
p°edem zvolených bod· elastického t¥lesa. Na posloupnost t¥chto výchylek pak apli-
kujeme funkci fft() a z výsledku ode£teme dominantní frekvence kmitání. Ty pak
m·ºeme porovnat s výsledky získanými modální analýzou.

Poznámka. Abychom mohli rozpoznat danou frekvenci pomocí Fourierovy trans-
formace, doporu£uje se volit £asový krok b¥hem °e²ení £asové úlohy asi 30 − 40x
men²í neº je délka jedné periody o£ekávané frekvence.

Poznámka. Vy²²í p°esnost Fourierovy transformace dosahujeme pro del²í £asové
intervaly. Pro ú£ely na²í práce je vhodná p°esnost minimáln¥ 10 Hz.

4.3 Výsledky numerických experiment·

Tato £ást obsahuje výsledky implementovaného programu pouºitého na modelové
p°íklady elastického t¥lesa a proud¥ní nestla£itelné tekutiny.

4.3.1 Elastické t¥leso

Jak jsme jiº uvedli v úvodu, jako demostra£ní p°íklad elastického t¥lesa v této práci
pouºíváme model lidské hlasivky. Ten je popsán rovnicemi (2.53a), geometrická po-
doba modelu je znázorn¥na na obrázku (4.1).

V °e²eném p°ípad¥ byly okrajové podmínky byly zvoleny tak, ºe na hran¥ ur£ené
sou°adnicí y = −0, 35 (na obr. (4.1) leºící na m¥°ítku osy x) a na krátké hran¥ rov-
nob¥ºné s osou y, tj. mající sou°adnici x = 0, 3, jsou zadané nulové Dirichletovy pod-
mínky. Na zbývající £ásti hranice jsou p°edepsány nulové Neumannovy podmínky.
Parametry úlohy jsme volili následovn¥: Pro £ervenou oblast jsme zvolili Young·v
modul pruºnosti E = 100000 Pa, pro zelenou E = 12000 Pa, pro ºlutou E = 8000
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Obrázek 4.1: Model hlasivky. Barvy jsou pouºity pro odli²ení oblastí s rozdílnými
parametry. Rozm¥ry jsou v [cm].

Pa. Poissonovu konstantu σ = 0, 4 a hustotu ρ = 1040 kg/m3 jsme uvaºovali stejnou
pro celý model hlasivky.

Na obr. (4.2) jsou zobrazeny vlastní tvary modelu hlasivky získané pomocí modální
analýzy. Ze zobecn¥ných vlastních £ísel získaných z modální analýzy dané vzorcem
(4.4) jsme p°e²kálováním pomocí vztahu (4.6) získali deset nejniº²ích vlastních frek-
vencí. Tyto frekvence jsme porovnali s výsledky práce [11], jak je znázorn¥no v
tabulce 4.1. Výsledné frekvence v této tabulce jsou trochu odli²né, coº m·ºe být
zp·sobeno volbou mírn¥ odli²ných parametr· a jinou triangulací oblasti. �ádov¥ si
ale frekvence odpovídají.

Dále jsme modelovali £asový vývoj kmitání hlasivky pro zadané po£áte£ní podmínky
ve tvaru

u1 = 0, u0 =

(
−(0, 35−Xi)

2/5
(−0, 3− Yi)2/10

)
, (4.8)

kde [Xi, Yi] jsou sou°adnice i-tého vrcholu triangulace leºící v oblasti Ωs a speciáln¥
je tato po£áte£ní podmínka rovna nule na Dirichletov¥ £ásti hranice ΓsDir. Takto
zadanou úlohu jsme °e²ili Newmarkovou metodou s parametry β = 0, 25 a γ =
0, 5. Dále jsme zvolili bod o sou°adnicích [0, 656,−0, 189], dále ozna£ovaný jako
bod A. Pro n¥j jsme zaznamenávali výchylky s £asovým krokem 1/500 s. Na obr.
(4.3) a (4.4) jsou zobrazeny jeho výchylky ve sm¥ry osy x, resp. osy y, a provedena
Fourierova transformace. Na obr. (4.5) jsou pak výchylky bodu A v obou osách pro
znázorn¥ní proloºeny dominantní frekvencí. V tab. (4.2) je pak ur£eno prvních p¥t
dominantních frekvencí ze spektrální analýzy výchylek bodu A (zobrazenými téº na
pravých £ástech obr. (4.3) a (4.4)). Porovnáním zjistíme, ºe tyto frekvence velmi
dob°e korespondují s frekvencemi získanými modální analýzou v tab. (4.1).
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Obrázek 4.2: Prvních 8 mód· kmitání hlasivky.

Frekvence [Hz] Na²e výsledky Výsledky A. Kosíka
f1 264, 1 192, 5
f2 389, 9 337, 88
f3 496, 9 366, 45
f4 634, 8 507, 39
f5 656, 5 538, 96
f6 771, 2 674, 99
f7 868, 8 675, 84
f8 904, 1 680, 34
f9 959, 6 762, 75
f10 1057, 9 795, 25

Tabulka 4.1: Srovnání nejniº²ích vlastních frekvencí kmitající hlasivky získané po-
mocí modální analýzy s prací A. Kosíka.
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Frekvence [Hz] x-ové výchylky y-ové výchylky
f1 260 770
f2 1290 260
f3 1540 390
f4 660 1180
f5 770 660

Tabulka 4.2: Vlastní frekvence získané pomocí spektrální analýzy výchylek zvoleného
bodu hlasivky s p°esností na desítky Hz. Se°azeno podle významnosti.

Obrázek 4.3: Vlevo jsou vyneseny výchylky ve sm¥ru osy x bodu A hlasivky, vpravo
pak jeho Fourierova transformace.

Obrázek 4.4: Vlevo jsou vyneseny výchylky ve sm¥ru osy y bodu A hlasivky, vpravo
pak jeho Fourierova transformace.

Obrázek 4.5: Porovnání výchylek a dominantní frekvence, vlevo pro výchylky bodu
A ve sm¥ru x, vpravo ve sm¥ru y, kde je pr·b¥h výchylek proloºen sou£tem dvou
dominantních frekvencí.
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4.3.2 Proud¥ní nestla£itelné tekutiny

Vyvinutý program jsme vyzkou²eli na dvou modelech � proud¥ní tekutiny v roz²i-
°ujícím se potrubí a obtékání pro�lu hlasivky.

Proud¥ní tekutiny v potrubí

Jako modelový p°ípad proud¥ní jsme vybrali proud¥ní nestla£itelné tekutiny v po-
trubí, které je popsané rovnicemi (2.54a) a (2.54b), kde je z d·vodu nem¥nné vý-
po£etní oblasti Ωf

t = Ωf
0 za ALE zobrazení dosazeno identické zobrazení a tedy

wD = 0. Geometrie tohoto modelu je zobrazenou na obrázku (4.6).

Obrázek 4.6: Ukázka triangulace modelu trubky. Rozm¥ry jsou v [m].

Pro stacionární i nestacionární p°ípad jsme volili stejné okrajové podmínky. Na levé
hranici zúºené trubky rovnob¥ºné s osou y a s x-ovou sou°adnicí rovné nule byl
p°edepsán vstupní parabolický pro�l proud¥ní ve tvaru

vDir =

(
−1.5(y − 2)(y − 1)/25

0

)
. (4.9)

Na pravé hranici rovnob¥ºné s osou y a x-ovou sou°adnicí rovné osmi byla zadána do-
nothing podmínka, viz (2.46), pomocí které modelujeme výstupní £ást proud¥ní. Na
zbylých £ástech hranice pak byly zvoleny nulové Dirichletovy podmínky. Koe�cient
viskozity jsme nastavili jako νf = 1m2/s.

Na prvním obrázku (4.7) je zachyceno °e²ení stacionárního problému proud¥ní Sto-
kesovy úlohy, které jsme získali pomocí Vankova zhlazova£e p°i volb¥ relaxa£ních
parametr· ωv = 0, 3, ωp = 0, 2. Jak je z obrázku vid¥t, v tomto p°ípad¥ y-ová sloºka
rychlosti nezkonvergovala.

Na druhém obrázku (4.8) je zobrazeno °e²ení stacionárního problému proud¥ní
Navierovy-Stokesovy úlohy, které jsme získali pomocí °e²i£e z knihovny UMFPACK.

P°i modelování nestacionárního proud¥ní jsme pouºili nulové po£áte£ní podmínky.
�e²ení tohoto problému je zobrazeno na obrázku (4.9).
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Obrázek 4.7: �e²ení Stokesova problému pro p°íklad proud¥ní v trubce, rovnice
vy°e²eny pomocí Vankova zhlazova£e. Naho°e je zobrazena x-ová sloºka rychlosti,
dole vlevo y-ová sloºka rychlosti a vpravo hodnoty tlaku.

Obrázek 4.8: �e²ení Navierových-Stokesových rovnic nestla£itelného proud¥ní v
trubce. Naho°e je zobrazena x-ová sloºka rychlosti, dole vlevo y-ová sloºka rych-
losti a vpravo hodnoty tlaku.
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Obrázek 4.9: Ukázka nestacionárního proud¥ní v modelu roz²i°ující se trubky, zob-
razeny x-ové sloºky rychlosti. Obrázky jsou °azeny zleva doprava, £asový krok
∆t = 0, 1s.
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Obtékání pro�lu hlasivky

Jedna z motivací na²í práce byla simulace obtékání pro�lu hlasivky. Toto proud¥ní
je popsané rovnicemi (2.54a) a (2.54b), kde je ALE zobrazení z d·vodu nem¥n-
nosti výpo£etní oblasti rovno identit¥ a tedy wD = 0. Geometrie tohoto modelu je
zobrazenou na obrázku (4.10).

Obrázek 4.10: Ukázka triangulace oblasti Ωf
0 , ve které modelujeme obtékání lidské

hlasivky. Rozm¥ry jsou v [cm].

Pro stacionární i nestacionární proud¥ní p°edepisujeme stejné okrajové podmínky.
Na levé hranici oblasti Ωf

0 rovnob¥ºné s osou y a s x-ovou sou°adnicí x = −0, 5 bylo
p°edepsáno vstupní proud¥ní ve tvaru

vDir =

(
−0, 25(y + 0, 3)(y − 0, 3)/2, 25

0

)
. (4.10)

Na pravé hranici rovnob¥ºné s osou y a x-ovou sou°adnicí x = 2, 5 pak implementu-
jeme do-nothing podmínku modelující výstupní £ást proud¥ní, viz (2.46). Na zbylých
£ástech hranice pak byly zvoleny nulové Dirichletovy podmínky. Koe�cient viskozity
jsme poloºili νf = 1m2/s.

Na prvním obrázku (4.11) je zachyceno °e²ení stacionárního problému proud¥ní
Navierovy-Stokesovy úlohy. Pro vy°e²ení vzniklé soustavy lineárních rovnic pou-
ºíváme °e²i£ z knihovny UMFPACK.

P°i modelování nestacionárního proud¥ní jsme zadali nulové po£áte£ní podmínky.
Na obr. (4.12) je pak zachycen £asový pr·b¥h tohoto proud¥ní.
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Obrázek 4.11: Ukázka stacionárního proud¥ní nad pro�lem hlasivky, zobrazena x-ová
sloºka rychlosti.

Obrázek 4.12: Ukázka £asového vývoje obtékání modelu hlasivky, zobrazeny x-ové
sloºky rychlosti. Obrázky jsou °azeny zleva doprava, £asový krok ∆t = 0, 15s.
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Záv¥r

V této práci jsme se seznámili s problematikou proud¥ní nestla£itelné tekutiny a
její interakce s elastickým t¥lesem. Na základ¥ studia literatury jsme tyto problémy
matematicky popsali pomocí parciálních diferenciálních rovnic. Speciáln¥ Navierovy-
Stokesovy rovnice jsme p°eformulovali pomocí tzv. ALE metody, která nám dovolu-
jeme modelovat proud¥ní na £asov¥ prom¥nné výpo£etní oblasti.

P°i odvozování numerického schématu jsme pro £asovou diskretizaci rovnic elastic-
kého t¥lesa pouºili Newmarkovu metodu a pro p°ípad proud¥ní Eulerovu zp¥tnou
metodu. V prostoru byly oba problémy diskretizovány pomocí metody kone£ných
prvk·, kde pro aproximaci proud¥ní byl pouºit tzv. crossgrid lineární prvek, resp.
lineární Lagrange·v prvek pro problém lineární elasticity. Crossgrid prvky spl¬ují
inf-sup podmínku, která nám zaru£uje numerickou stabilitu. Dále je v této práci
zmín¥no n¥kolik zp·sob· linearizace obecn¥ nelineárních Navierových-Stokesových
rovnic. Uvedeny jsou i dv¥ metody, které °e²í vzniklou soustavu lineárních rovnic
ve tvaru sedlového bodu. Na konci t°etí kapitoly je popsán algoritmus, jak °e²it
sdruºený problém vzájemné interakce.

Následn¥ jsme implementovali program °e²ící dynamický problém deformace elastic-
kého t¥lesa, stacionárního proud¥ní nestla£itelné tekutiny i jeho nestacionární verzi.
Na propojení obou oblastí pracujeme. Implementované metody jsme ov¥°ili na n¥-
kolika modelových p°íkladech. I kdyº byly °e²eny relativn¥ jednoduché p°íklady, je
provedená implementace zcela obecná pro °e²ení jak kmitání rovinných úloh, tak i
pro proud¥ní nestla£itelné tekutiny. Proto ji lze aplikovat v celé °ad¥ nejen technic-
kých problém·.
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P°íloha

Na p°iloºeném DVD je text diplomové práce a text abstraktu. V adresá°i Program
jsou zdrojové kódy a skripty vytvo°ených program· rozt°íd¥né do odpovídajích slo-
ºek. Dále podadresá°e adresá°e Program obsahují vygenerované triangulace pouºité
p°i numerických experimentech a n¥které výsledky simulací ve formátu vtk.
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