lteratni metody v linedrni algebre

Karel Vacek, Jan Valasek

October 23, 2026

Karel Vacek, Jan Valddek Itera&ni metody v linedrni algeb¥e October 23, 2026



Uvod

Motivace

Redeni soustav Ax = b

Uvod do Fidkych matic + ndsobeni vektoru s matici
Prakticka &ast

(Demoverze GMRES)
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Motivace pro lteraéni Resice

e Traditni Linearni Resite:

@ Gausova eliminace, LU rozklad, Cholezkeho rozklad

o lteraéni Resice:

o Gauss-Seidel, Jacobi, Successive Over-Relaxation (SOR), Conjugate
Gradient (CG), Generalized Minimal RESidual (GMRES),
BiConjugate Gradient Stabilized (BiCGStab), Preconditioned
Conjugate Gradient (PCG), Orthomin(m) (MINRES),

Vyhody Iterativnich Solvert:
o Efektivita Paméti
o Pouzitelnost pro Velké a Ridké Systémy
o Jednoducha Paralelizace
Nevyhody Iterativnich Solvert:
o Citlivost na Konvergenéni Rychlost
@ Zavislost na Po&ateénim Odhadu
e Omezena Poutzitelnost (Symetrické Pozitivn& Definitni Matice)
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Format Seznamu Sou¥adnic (COO)

Popis: Format Seznamu Sou¥adnic je dal¥i zplsob, jak reprezentovat ¥idké

matice. Uklddd hodnoty nenul a jejich ¥adkové a sloupcové indexy.
UloZeni:

@ fadek: Pole obsahujici Fadkové indexy nenulovych prvki.
@ sloupec: Pole obsahujici sloupcové indexy nenulovych prvki.
@ data: Pole obsahujici odpovidajici nenulové hodnoty.

2 50 0
013 0
A= 001 O
0 00 -3

Format Seznamu Soutadnic (COO):

| pole: [1,1,2,2,3,4]
Jpole: [1,2,2,3,3,4]
VAL pole: [2,5,1,3,1, 3]
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The Compressed Sparse Row (CSR)

Popis: Format The Compressed Sparse Row je populdrni metoda pro
ukladani ¥idkych matic. Uklada hodnoty nenul, sloupcové indexy a
ukazatele na ¥adky zvldst. UloZeni:

@ PIl: Pole obsahujici indexy ¥adkd, kde za¢ind kazdy fadek v polich J a
VAL.

@ J: Pole obsahujici sloupcové indexy odpovidajicich hodnot v poli VAL.

@ VAL: Pole obsahujici nenulové hodnoty matice.
Format CSR:

Pl pole: [1,3,5,6,7] (posledni prvek uvadi nnz+1)
Jpole: [1,2,2,3,3,4]
VAL pole: [2,5,1,3,1, 3]

DileZité umét vyndsobit matici a vektor - rozcvitka.
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Nasobeni matice a vektoru v CSR formatu

@ CSR (Compressed Sparse Row) formét efektivné uklada ¥idké matice
pomoci t¥ poli:
e VAL =data — nenulové prvky matice (v ¥adcich),
e J =indices — sloupce odpovidajici prvkiim v data,
e PI =indptr — indexy zaéatkd jednotlivych ¥adkl v data.

@ Nasobeni matice A ve formatu CSR a vektoru x:
y =Ax
se provadi po F¥adcich:

A.indptr[i+1]—1

yi = Z A.datalj] - x[A.indices]j]]
Jj=A.indptr|[i]
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Konvergence

Dnes implementace:

@ Gauss-Seidelova metoda
@ Successive over-relaxation (SOR) metoda
e Konjugovane gradienty (CG)

V tabulce niZe jsou vlastnosti matice, které zaru€uji konvergenci dané
metody

‘GMRES SOR Gauss-Seidel Jacobi CG

Symetrie Ne Ne Ne Ne Ano
Diagondlni Dominance Ne Ano Ano Ano Ne
SPD Ne Ano Ano (N&kdy) Ano
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Metoda Jacobiho lterace

Popis: Metoda Jacobiho iterace je iterativni algoritmus pro feSeni
linedrnich soustav rovnic.

Algoritmus: Pro i =1,2,...,n

(k+1) _ 1 (k)
T bi = Z WG]
J#i

to Ize pFepsat jako

1

(k+1)

b; —Zau ()
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Gaussova-Seidelova metoda

Popis: Metoda Gauss-Seidel je iterativni algoritmus, ktery vylep3uje
Jacobiho metodu pouZitim aktualizovanych hodnot ve stejné iteraci.
Algoritmus: Pro i =1,2,...,n:

k1) _ 1 (k1) (R
XN o b= apg =D ax" |,
j<i J>i

to Ize pFepsat jako

1
o4 e )
J

ajj

kde
\ {Xjk“ pro j < i,

pro j > i.
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Metoda SOR

Popis: Metoda Successive Over-Relaxation (SOR) je iterativni algoritmus,
ktery urychluje konvergenci metody Gauss-Seidel.
Algoritmus: Pro i =1,2,...,n:

(k+1) _ (k) w L Lkt (k)
X; =1-w)x '+ a bi Z<: ajjx; z; ajjX; ,
j<i J>i

to Ize pFepsat jako

(k+1) (k) w . § : LUk
X; = X; + - b, - aIJX_j )
a” _[

kde

k+1 .
o — X prO_j. < I.,
X; pro j > I.

Karel Vacek, Jan Valasek

Iteraéni metody v linedrni algebte

October 23, 2026



Metoda SOR

Volba w:

M2
wopt = ]. —+ T S <1,2>,

kde 1 je spektrdlni polomé&r pivodni itera&ni matice p(C acobi).
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Metoda Konjugovanych Gradientd (CG)

Cil: Minimalizovat funkci f(x) = 2xT Ax — bx + c,
kterd ma gradient Vf = Ax — b, (SPD A zna&i 1 lok.=>gl. extrém).

Smér r = b— Axg = —Vf(x0) tedy ukazuje nejvétsi pokles funkce.
Algoritmus graficky:
Gradient descent vs. Steepest descent

vs. Conjugate gradient

see: mattlanders.net/conjugate-gradient-method
kde volime délku kroku: a) fixn&, b) optimaln&, c) upravime i smér (OG v
ramci SS danému matici A).
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Metoda Konjugovanych Gradientd (CG)

Popis: Metoda konjugovanych gradientii (CG) je iterativni algoritmus
pouZivany k FeSeni systémi linedrnich rovnic.

Algoritmus:

Pro danou symetrickou pozitivn& definitni matici A a odpovidajici vektor
pravé strany b algoritmus CG hleda ¥eSeni x, které minimalizuje
kvadratickou formu 3x7 Ax — b7 x.

© Vyberte polatetni odhad xp.
@ Vypolitejte reziduum ryp = b — Axp.
© Nastavte pocatedni smér pro vyhledavani pg = rg.
Q@ Prok=0,1,2,...:

@ Vypoltéte velikost kroku ay =

rkTrk

o Py Api”

@ Aktualizujte ¥eSeni: xx41 = Xk + Qi Pk-

@ Aktualizujte reziduum: rgi 1 = ry — aApk.

,
VX NV N 7 7 7 r ry
@ Vypottéte dalsi smé&r pro vyhleddvani: By, = X 3

r,;rrk
Pk+1 = kg1 + Bry1Pk-
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Podminénost Matice a Konvergence lterativnich ReSici

o Podminénost Matice A:
o ME&Fi citlivost matice na zmé&ny ve vstupnich datech.
o Vy%&i podmingnost (k(A)) zna&i v&tsi citlivost matice.
@ Souvislost s Konvergenci:
o Vys8i podminénost miize ztizit konvergenci iterativnich ¥esSici.
o Metody jako CG nebo GMRES mohou byt citlivé na $patné podminéné
matice.

e P¥edpodminéni (nap¥., Jacobiho nebo Gauss-Seidelovo) se pouZiva k
zlep3eni konvergence iterativnich metod.

Definice Cisla Podminénosti x(A):

K(A) = || Al - [|IA7Y
nebo u SPD matice
)\max(A)
Amin(A)

kde Amax(A) @ Amin(A) jsou nejvétsi a nejmensi vlastni &isla matice A.
Karel Vacek, Jan Valasek
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Pfedpodminéni v lteraénich Metodach

o Predpodminéni:
e PYedstavuje modifikaci matice nebo systému rovnic k zlepeni
konvergence iterativnich metod.
o Cilem je sniZit ¢islo podminénosti celkové matice soustavy, které
mohou branit rychlé konvergenci.
o Idedlni je A™1, ale kviili vypotetni cen& se voli levnd nihrada.

o Jacobiho Pfedpodminéni:
e PYedpodminéni pomoci inverze hlavni diagonaly matice.
o Algoritmus: /\/IJ_le = l\/lj_lb
@ Gauss-Seidel Predpodminéni:
e PYedpodminéni pomoci &asti matice pod hlavni diagonélou.
o Algoritmus: McdAx = Mib
@ A jiné ..., napt. ILU.
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Metoda GMRES

Popis:

Metoda Generalized Minimal Residual (GMRES) je iterativni algoritmus
pouzivany k Yeeni velkych, Fidkych, nesymetrickych systéma linedrnich
rovnic.

Algoritmus:

Najdéte x, které minimalizuje ||b — Ax||2 ve Krylovové podprostoru
’Cm(A, ro).
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Metoda GMRES

GMRES Algorithm:

@ Initialize: Choose initial guess xg, set rp = b — Axp, and normalize
vi = ro/||rol|2.
@ For k = 1 to max_iter:

e Arnoldi process: Generate k + 1-dimensional Krylov subspace using
Arnoldi orthogonalization.

o Solve least squares problem: Find yx minimizing ||Hxy — Bei||2, where
Hy is the upper Hessenberg matrix.

o Update approximation: xx = xp + Viy«, where Vj is the matrix
containing Arnoldi basis vectors.

o Update residual: ry = b — Ax.

o Check convergence: If ||rk|2 < €, exit.
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