CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr J. Valasek

Matematika I — prednaska 9

Shrnuti co bylo minule

Zékladni pojmy diferencidlniho poctu. Posloupnosti realnych Cisel.

Co bude dnes

Limita funkce.

Tyto slidy jsou na adrese

http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php
(pro osobni potteby a nenahrazuje skripta ani pfednisku).
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CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 9

Limita funkce

Motivace. Def ni¢nim oborem funkce f(X) = sSinx/X je mnozina R — {0}. Tabulka
hodnot této funkce v nékterych bodech X:
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éVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020

T. Neustupa

Limita funkce

Matematika I — prednaska 9

Motivace. Definicnim oborem funkce f(z) = sinz/z je mnozina R — {0}. Tabulka
hodnot této funkce v nékterych bodech z :
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0.84147
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Z tabulky lze usuzovat, Ze pro x ,blizici se” k nule se f(z) ,,blizi” k jedné. Toto lze

presnym zplisobem vyjadfit uzZitim pojmu ,,limita funkce”.
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Def nice (limita funkce). Pfedpoklddejme, ze Xo € R* a Ze def ni¢ni obor funkce
f obsahuje nékteré prstencové okoli P (Xg) bodu Xg. Plati-li pro kazdou posloupnost
{Xn} v P(Xo) implikace

limx, =% = Ilimf(x,) =a,

pak fikdme, Ze funkce f ma v bodé Xg limitu rovnou a. PiSeme: lim f(x) = a.
X Xo
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Definice (limita funkce). Pfedpoklddejme, Ze Xo € R* a Ze definiéni obor funkce
f obsahuje nékteré prstencové okoli P (X) bodu Xq. Plati-li pro kazdou posloupnost
{X%:} v P (x%) implikace

limx,=x == Ilimf(x) =a,

pak fikdme, Ze funkce f ma v bodé Xg limifurovnou a. PiSeme: lim f(x) = a.
X=X

Poznamka. Existence a hodnota limity funkce f v bod€ Xg jsou urceny v yhradné
chovanim funkce f v okoli bodu Xg, nikoliv v bod€ Xp samém.

a € R ... vlastni limita

a = ®oo . .. nevlastni limita

Xo € R ... limita ve vlastnim bodé
Xg = *oo ... limita v nevlastnim bodé
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Véta. Funkce f miuiZe mit v jakémkoliv bodé xy € R* nejvyse jednu limitu.

Limita funkce f v bodé z( miiZe, ale nemusi existovat.

Priklad. Funkce f(x) = sgnx nemd v bodé 0 limitu.

A

Proc¢? y

Yy =sgnzw

M1 T.Neustupa



Véta. Funkce f miuiZe mit v jakémkoliv bodé xy € R* nejvyse jednu limitu.

Limita funkce f v bodé z( miiZe, ale nemusi existovat.

Priklad. Funkce f(x) = sgnx nemd v bodé 0 limitu.

A

Zvolme z,, = (—1)"/n. Pak z,, — 0. Yy

Plat: f(z,) = sgn[(—1)"/n] = (=1)". 1

Limita lim (—1)" vSak neexistuje.

Yy =sgnzw

Funkce f m4 ale limitu

v jakémkoliv jiném bodé.
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Véta. Funkce f miZze mit v jakémkoliv bodé Xg € R* nejvyse jednu limitu.

Limita funkce f v bodé Xo muZe, ale nemus{ existovat.

Priklad. Funkce f (X) = sgnx nemé v bodé O limitu.

2%
1b
Yy =sSgnX
i
0
Funkce f m4 ale limitu
-1 v jakémkoliv jiném bods.
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Poznamka. SkuteCnost, Ze lim x,, = x(, se nékdy také zkracené zapisuje: =, — .
Podobné, misto lim f(x,) = a miZeme kratce psat: f(z,) — a. UZijeme-li toto
znaceni, miZeme implikaci v definici limty funkce psat takto:

Ty — 9 = f(z,) — a.

Pri vypoctu hodnot konkrétnich limit je dalezita tato véta:

Véta (o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkci). Nechi lim f(x) =a a
T—X0

lim g(z) =b. Pak plati:

a) lim [f(z) +g(z)] = a+b
b) lim [f(z) —g(z)] = a=b,
¢) lim [f(z)-g(z)] = a-b
g lm L&) _ @

za0 g(x) b

pokud vyrazy na pravych strandch maji smysl.
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2
. oxc—1
Priklady: 1) Xllm )
1

2 _
2) lim
) x-»2 X+4
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I1.3. Limita funkce



2 -1
5 .o xe=1 . X=X © -0
Priklady: 1) lim ——— = lim =7 5 = 559 = %

2) lim -1 _2-1_3_
x>2 X+4  2+4 6

NI =

Pozndmka. Lze ukazat, Ze je-li XIIrD f(x) >0 Xllrp g(x) =0 a g(x) > 0 v néjakém
= Xo = Xo

prstencovém okoli P (Xg), pak
. f(x
||m Q =
x>xo g(X)

Rozmyslete si sami piipady, kdy lim f(x) <O, lim g(x) =0 a g(x) s 0 v néjakém
X Xo

X Xo
prstencovém okoli P (Xg).
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2 -1
5 . oxe=1 . X=X © -0
Priklady: 1) lim ——— = lm =7 5 = 559 = %

2) lim -1 _2-1_3_
x>2 X+4  2+4 6

NI =

Pozndmka. Lze ukazat, Ze je-li XIIrQ f(x) >0 Xllr)rg g(x) =0 a g(x) > 0 v néjakém
= Xo = Xo

prstencovém okoli P (Xg), pak

0
im0 =

Rozmyslete si sami piipady, kdy lim f(x) <0, lim g(x) =0 a g(x) s 0 v né&jakém
X Xo X Xo

prstencovém okoli P (Xg).

Priklady. 1) lim %
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2 -1
5 .o xe=1 . X=X © -0
Priklady: 1) lim ——— = lim =7 5 = 559 = %

2) lim -1 _2-1_3_
x>2 X+4  2+4 6

NI =

Pozndmka. Lze ukazat, Ze je-li XIIrD f(x) >0 Xllrp g(x) =0 a g(x) > 0 v néjakém
= Xo = Xo

prstencovém okoli P (Xg), pak
. f(x
||m Q =
x>xo g(X)

Rozmyslete si sami piipady, kdy lim f(x) <O, lim g(x) =0 a g(x) s 0 v néjakém
X Xo

X Xo
prstencovém okoli P (Xg).

5 . X+3 , 5x—4
Priklady. ) lim =5 =« 2) lim =~
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Def nice (limita zprava). Predpoklddejme, Ze Xo € R a Ze def ni¢ni obor funkce f
obsahuje nékteré pravé okoli P4(Xg) bodu Xg. Jestlize pro kazdou posloupnost {Xn}
v P4+(Xo) plati implikace

limx, =X = Ilimf(x,) =a,

pak fikdme, Ze funkce f ma v bodé Xg limitu zprava rovnou a.

Piseme: |lim f(x) =a.
X— Xo+
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Definice (limita zprava). Predpokldadejme, Ze xy € R a ze defini¢ni obor funkce f
obsahuje nékteré pravé okoli P, (xg) bodu z. Jestlize pro kazdou posloupnost {z,, }
v P, (xg) plati implikace

[lim z, = z9] = [lim f(z,) = al,
pak fikame, Ze funkce f ma v bod¢€ x limitu zprava rovnou a.

PiSeme: ngh f(x) = a.

Analogicky miZeme definovat limitu zleva funkce f v bodé (. PiSeme: lim f(x) = a.
T—To—

Véta. Funkce f mdv bodé xy € R limitu rovnou a prdavé kdy? md v bodé x limitu
zprava i limitu zleva a obé jsou rovné a.

M1 T.Neustupa




Velmi uZitecné jsou také nésledujici véty o limitach sloZzenych funkci:

Véta (1. véta o limité sloZzené funkce). Necht Xllrp g(x) = A, A €R anechi funkce
—>Xo
f je spojitd vbodé A. Pak plati: XIIr)T(I f(g(x)) =1 (A).
= Xo
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Velmi uZitecné jsou také nésledujici véty o limitach sloZzenych funkci:

Véta (1. véta o limité sloZzené funkce). Nechf lim g(x) = A, A €R a nechf funkce

X—= Xo

f je spojitd v bodé A. Pak plati: XIIr)T(I f(a(x)) =f(A).
= Xo

Véta (2. véta o limité sloZzené funkce). Necht Xllrp g(Xx) = x
= Xo
(respektive — ). Necht y|im f(y) = L (respektive ylir_n f(y) = L). Pak plati:
lim f(g(x)) =L.
X=Xo
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