CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 11

Shrnuti co bylo minule

Spojitost realnych funkci jedné realné proménné.

Co bude dnes

Derivace funkce.

Tyto slidy jsou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching
(pro osobni potfeby, nenahrazuje prednasku ani skripta).
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CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

IL.5. Derivace funkce

Matematika I — prednaska 11

(nejdiilezitéjsi pojem celého diferencidlniho poctu)

Motivace: Jak charakterizovat rist nebo pokles funkce f v libovolném bodé x ?

Zo
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Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646—-1716), Sir Isaac Newton (1642-1727) a dalsi:

Charakterizujme rast nebo pokles funkce f v bodé x(, smérnici tecny ke grafu funkce f
v bod¢ dotyku [xg, f(xg)]-

Pripomindme: smérnice teCny je tangens uhlu, ktery te¢na svira s kladnou Casti osy .

%0
Otazka: Jak vyjadrit smérnici teny (tj. tangens thlu «)?
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Odpovéd’: UvaZzujme seCnu, protinajici graf funkce f v bodech [z, f(xg)] a
[x0 + Az, f(xg+ Ax)].

Zo

f(@o + Az) — f(x0)
Az

V tomto malém pravotihlém trojihelniku plati: tga’ =

Hodnotu tg a ziskdme, uvazujeme-li limitu pro Az — 0.
(V tomto piipadé se¢na prechdzi v te¢nu a dhel o pfechdzi v a.)
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Hodnotu tg o nazyvame derivaci funkce f v bodé x. Pfesnd definice zni:

Definice. Derivaci funkce f v bodé x, nazgvame C&islo, které oznaCujeme f'(xg) a
které definujeme rovnici

f (o + Ax) — f(20)
Az—0 Ax ’

pokud limita vpravo existuje a je koneCna.

Poznamka. K pojmu derivace 1ze kromé geometrické tivahy o smérnici teCny ke grafu
funkce dospét i fadou fyzikalnich dvah. Naptiklad:

Predpokladejme, Ze po pfimce se pohybuje bod. Driha, kterou bod urazil v Case ¢, je
s(t). Primérna rychlost pohybu v ¢asovém intervalu (ty,t + At) je
s(to + At) — s(to)
At '
OkamZitou rychlosti pohybujiciho se bodu v Case ty nazveme limitu tohoto zlomku pro
At — 0 (pokud limita existuje a je kone¢nd), neboli derivaci s'(t).
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Te¢na ke grafu funkce — analytické vyjadieni. Ma-1i funkce f“derivaci  (Xg) v bodé
Xo, pak recnou ke grafu funkce f vbodé [Xp,Wol (kde Yo = f(X o)), je piimka dana

rovnici

V= yo=f" (%) - (x —x;)

Normala ke grafu funkce ar ["""Jv]
t: (/alg’(xoa)

W ',‘o ) e ‘
e (1)

S a— /
T {'{xa) (-, /W%/kp)qgg
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Tecna ke grafu funkce — analytické vyjadreni. Ma-li funkce f derivaci f’(z() v bodé
xo, pak recnou ke grafu funkce f v bodé [z¢,yo] (kde yo = f(z0)), je pfimka dana
rovnici

y—1yo = f'(0) - (¥ — x9).

Definice (derivace zleva a zprava). Existuje-li vlastni jednostrannd limita
Azx) — Azg) —
lim f(@o + Ax) = f(ao) (respektive lim f(wo + Az) = f(xo) ),

Az—0— Ax Az—0+ Az

pak hodnotu této limity nazyvame derivaci funkce f zleva (ptipadné zprava) v bodé x
a oznacujeme ji f’ (x¢) (ptipadné f’ (o))

Definice (derivace jakozZto funkce). Funkci, kterd kazdému bodu = € D(f) pfitazuje
derivaci f’'(z) (pokud v bodé = derivace existuje), nazyvame derivaci funkce [ a
oznacujeme ji f’. Pro defini¢ni obor funkce f’ plati: D(f") C D(f).

df d o dy

@7 @fu v, aa atd.

Jina znaceni derivace:
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Véta. Md-li funkce f v bodé x derivaci, je v bodé x spojitd.

Dukaz: viz TABULE

Stejna tvrzeni plati, priddme-li k vyroku o derivaci i o spojitosti slovo ,,zprava” (pfipadné
,,zleva’™):

Ma-li funkce f derivaci zprava v bodé x, je v tomto bodé spojitd zprava.

Md-li funkce f derivaci zleva v bodé x, je v tomto bodé spojitd zleva.

Dusledek. Nechi I je interval s krajnimi body a, b (kde a < b). Md-li funkce f derivaci

ve v§ech bodech x € (a,b), derivaci zprava v bodé a (pokud a € I) a derivaci zleva v
bodé b (pokud b € I), pak funkce f je spojitd v intervalu 1.

Pocitat derivaci konkrétni funkce (dané néjakym konkrétnim vzorcem) podle definice by

bylo velmi zdlouhavé a t€Zkopadné. Nasledujici véty a vzorce umozZni rychly vypocet
derivaci riznych funkci.
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Véta. Nechi funkce u a v maji derivace v bodé x a necht k € R. Pak také funkce ku,
U+ v, u —vau-vmajiderivace v bodé x a plati:

1) [ku](x) = kd/(x), 2) [ut+v]'(z) =v(x)+ v'(x),
3) [u—v](z) =u(x) — v (x), 4) [u-v](x) =u(x)- v(x)+ulz)- v'(x).

Je-li navic v(x) # 0, md i podil u/v derivaci v bodé x a plati:

5) [E]'(x) _ ¥(2) -v(z) —u(z) - v'(z)

v (x)

Vzorce se 1épe pamatuji v jednodussSim tvaru:

(ku) =k (u4v) =u + Naucte se je
(u . v)/ — u/ o U/ (uv)/ _ u’v + uv, nazpaméf !

uN' v — Priklady odvozeni:
(E) I TABULE
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Derivace nékterych elementarnich funkci:

a) (k) =0 (k je konstantn{ funkce) b) (z) =a- -2t (¢ €R, a #0)
¢) (sinz) = cosz d) (cosz) = —sinx
1
tgx) = ) (cotgz) = —
¢ (tgz) cos? x ) (cotg ) sin’ x
g) (em)/ — el‘

KaZzdy z vySe uvedenych vzorcti plati pro ta x, pro kterd ma prava strana smysl.
Priklady odvozeni (véetné vzorce pro (e*)’): viz TABULE

Priklady wvziti: viz TABULE
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Piiklad: Ve kterém z bodl x; = —2, 29 = 0, 23 = 2, x4 = 3 funkce y = 323 — 522 +
2z — 4 nejstrméji roste, pripadné klesa? Napiste rovnici teCny a normdly ke grafu této
funkce v bod€ z3.

ReSeni: viz TABULE

Véta (o derivaci sloZené funkce). Ve vsech bodech x takovych, Ze ¢'(x) existuje a
f'(g(z)) existuje, md sloZend funkce f(g(x)) derivaci:

[f(g(x)] = f'(g(x)) - g'(z).

Priklady: viz TABULE

Zobecnéniz [ f(g(h()))] = f(g(h(x))) - ¢'(h(x)) - '(x)

d df d
Vzorce se uvadéji i v jinych tvarech: I (fxg) = d_ch ﬁ,
d df dg dh
— B = L 24
o Sroh) =30 @
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