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Matematika I – přednáška 11

Shrnut́ı co bylo minule

Spojitost reálných funkcı́ jedné reálné proměnné.

Co bude dnes

Derivace funkce.

Tyto slidy jsou na adrese

(pro osobnı́ potřeby, nenahrazuje přednášku ani skripta).
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Matematika I – přednáška 11

II.5. Derivace funkce (nejdůležitějšı́ pojem celého diferenciálnı́ho počtu)

Motivace: Jak charakterizovat růst nebo pokles funkce f v libovolném bodě x0 ?
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Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646–1716), Sir Isaac Newton (1642–1727) a dalšı́:

Charakterizujme růst nebo pokles funkce f v bodě x0 směrnicı́ tečny ke grafu funkce f
v bodě dotyku [x0, f(x0)].

Připomı́náme: směrnice tečny je tangens úhlu, který tečna svı́rá s kladnou částı́ osy x.

-
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6y

x0

f(x0)
fq[x0, f(x0)]

α

tečna

Otázka: Jak vyjádřit směrnici tečny (tj. tangens úhlu α)?
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Odpověd’: Uvažujme sečnu, protı́najı́cı́ graf funkce f v bodech [x0, f(x0)] a
[x0 + ∆x, f(x0 + ∆x)].
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V tomto malém pravoúhlém trojúhelnı́ku platı́: tgα′ =
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
Hodnotu tgα zı́skáme, uvažujeme-li limitu pro ∆x→ 0.
(V tomto přı́padě sečna přecházı́ v tečnu a úhel α′ přecházı́ v α.)
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Hodnotu tgα nazýváme derivacı́ funkce f v bodě x0. Přesná definice znı́:

Definice. Derivacı́ funkce f v bodě x0 nazýváme čı́slo, které označujeme f ′(x0) a
které definujeme rovnicı́

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
,

pokud limita vpravo existuje a je konečná.

Poznámka. K pojmu derivace lze kromě geometrické úvahy o směrnici tečny ke grafu
funkce dospět i řadou fyzikálnı́ch úvah. Napřı́klad:

Předpokládejme, že po přı́mce se pohybuje bod. Dráha, kterou bod urazil v čase t, je
s(t). Průměrná rychlost pohybu v časovém intervalu 〈t0, t+ ∆t〉 je

s(t0 + ∆t)− s(t0)
∆t

.

Okamžitou rychlostı́ pohybujı́cı́ho se bodu v čase t0 nazveme limitu tohoto zlomku pro
∆t→ 0 (pokud limita existuje a je konečná), neboli derivaci s′(t0).
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Těcna ke grafu funkce – analyticḱe vyj́aďreńı.Má-li funkcef derivaci (x0) v boďe
x0, pak těcnou ke grafu funkce f v boďe[x0 ,y0] (kdey0 = f(x 0)),je p̌ŕımka dańa
rovnićı

y − y0= f‘ (x0) · (x −x
0
).
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Tečna ke grafu funkce – analytické vyjádřenı́. Má-li funkce f derivaci f ′(x0) v bodě
x0, pak tečnou ke grafu funkce f v bodě [x0, y0 ] (kde y0 = f(x0)), je přı́mka daná
rovnicı́

y − y0 = f ′(x0) · (x− x0).

Definice (derivace zleva a zprava). Existuje-li vlastnı́ jednostranná limita

lim
∆x→0−

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x

(
respektive lim

∆x→0+

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x

)
,

pak hodnotu této limity nazýváme derivacı́ funkce f zleva (přı́padně zprava) v bodě x0

a označujeme ji f ′−(x0) (přı́padně f ′+(x0)).

Definice (derivace jakožto funkce). Funkci, která každému bodu x ∈ D(f) přiřazuje
derivaci f ′(x) (pokud v bodě x derivace existuje), nazýváme derivacı́ funkce f a
označujeme ji f ′. Pro definičnı́ obor funkce f ′ platı́: D(f ′) ⊂ D(f).

Jiná značenı́ derivace:
df

dx
,

d

dx
f, y′,

dy

dx
, atd.
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Věta. Má-li funkce f v bodě x0 derivaci, je v bodě x0 spojitá.

Důkaz: viz TABULE

Stejná tvrzenı́ platı́, přidáme-li k výroku o derivaci i o spojitosti slovo ,,zprava” (přı́padně
,,zleva”):

Má-li funkce f derivaci zprava v bodě x0, je v tomto bodě spojitá zprava.

Má-li funkce f derivaci zleva v bodě x0, je v tomto bodě spojitá zleva.

Důsledek. Necht’ I je interval s krajnı́mi body a, b (kde a < b). Má-li funkce f derivaci
ve všech bodech x ∈ (a, b), derivaci zprava v bodě a (pokud a ∈ I) a derivaci zleva v
bodě b (pokud b ∈ I), pak funkce f je spojitá v intervalu I .

Počı́tat derivaci konkrétnı́ funkce (dané nějakým konkrétnı́m vzorcem) podle definice by
bylo velmi zdlouhavé a těžkopádné. Následujı́cı́ věty a vzorce umožnı́ rychlý výpočet
derivacı́ různých funkcı́.
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Věta. Necht’ funkce u a v majı́ derivace v bodě x a necht’ k ∈ R. Pak také funkce ku,
u+ v, u− v a u · v majı́ derivace v bodě x a platı́:

1) [ku]′(x) = k u′(x), 2) [u+ v ]′(x) = u′(x) + v′(x),

3) [u− v ]′(x) = u′(x)− v′(x), 4) [u · v ]′(x) = u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x).

Je-li navı́c v(x) 6= 0, má i podı́l u/v derivaci v bodě x a platı́:

5)
[
u

v

]′
(x) =

u′(x) · v(x)− u(x) · v′(x)

v2(x)
.

Vzorce se lépe pamatujı́ v jednoduššı́m tvaru:

1) (ku)′ = k u′ 2) (u+ v)′ = u′ + v′

3) (u− v)′ = u′ − v′ 4) (uv)′ = u′v + uv′

5)
(u
v

)′
=
u′v − uv′

v2

Naučte se je
nazpamět’ !

Přı́klady odvozenı́:
TABULE
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Derivace některých elementárnı́ch funkcı́:

a) (k)′ = 0 (k je konstantnı́ funkce) b) (xα)′ = α · xα−1 (α ∈ R, α 6= 0)

c) (sinx)′ = cosx d) (cosx)′ = − sinx

e) (tg x)′ =
1

cos2 x
f) (cotg x)′ = − 1

sin2 x

g) (ex)′ = ex

Každý z výše uvedených vzorců platı́ pro ta x, pro která má pravá strana smysl.

Přı́klady odvozenı́ (včetně vzorce pro (ex)′): viz TABULE

Přı́klady užitı́: viz TABULE
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Přı́klad: Ve kterém z bodů x1 = −2, x2 = 0, x3 = 2, x4 = 3 funkce y = 3x3 − 5x2 +
2x − 4 nejstrměji roste, přı́padně klesá? Napište rovnici tečny a normály ke grafu této
funkce v bodě x3.

Řešenı́: viz TABULE

Věta (o derivaci složené funkce). Ve všech bodech x takových, že g′(x) existuje a
f ′(g(x)) existuje, má složená funkce f(g(x)) derivaci:

[f(g(x))]′ = f ′(g(x)) · g′(x).

Přı́klady: viz TABULE

Zobecněnı́: [ f(g(h(x))) ]′ = f ′(g(h(x))) · g′(h(x)) · h′(x)

Vzorce se uvádějı́ i v jiných tvarech:
d

dx
(f ∗ g) =

df

dg

dg

dx
,

d

dx
(f ∗ g ∗ h) =

df

dg

dg

dh

dh

dx
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