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Matematika I – přednáška 13

Shrnut́ı co bylo minule

Derivace funkce. Diferenciál funkce. Derivace vyššı́ch řádů, L’Hospitalovo pravidlo.

Co bude dnes

Užitı́ derivace, intervaly monotónie, konvexńı a konkávnı́ funkce.

Tyto slidy jsou na adrese

(pro osobnı́ potřeby, nenahrazuje přednášku ani skripta).
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II.7. Užitı́ derivace: intervaly monotónie, konvexnı́ a konkávnı́ funkce

(tj. intervaly, ve kterých je funkce rostoucı́ nebo klesajı́cı́, přı́padně neklesajı́cı́ nebo ne-
rostoucı́ – nalezenı́ pomocı́ derivace)

Je-li I interval v R, pak množinu všech vnitřnı́ch bodů tohoto intervalu nazýváme vnitřek
intervalu I a značı́me ji I◦.

Napřı́klad: I = (a, b〉 . . . I◦ = (a, b),

I = 〈0, 1〉 . . . I◦ = (0, 1), apod.
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Věta. Necht’ f je spojitá funkce v intervalu I . Pak platı́ implikace

a) f ′ > 0 v I◦ =⇒ f je v intervalu I rostoucı́,

b) f ′ < 0 v I◦ =⇒ f je v intervalu I klesajı́cı́.

Princip důkazu: viz TABULE

Přı́klady užitı́: viz TABULE
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Poznámka. Podobná tvrzenı́ lze odvodit v přı́padech, že f ′ ≥ 0 v I◦, f ′ ≤ 0 v I◦,
přı́padně f ′ = 0 v I◦: Necht’ f je spojitá funkce v intervalu I. Pak platı́ implikace

c) f ′ ≥ 0 v I◦ =⇒ f je v intervalu I neklesajı́cı́,

d) f ′ ≤ 0 v I◦ =⇒ f je v intervalu I nerostoucı́,

e) f ′ = 0 v I◦ =⇒ f je v intervalu I konstantnı́.

Konvexnı́ a konkávnı́ funkce. (Vyšetřenı́ pomocı́ druhé derivace)

Motivace:

Funkce f má v intervalu I vlastnost:

Pro libovolné tři body x1 < x2 < x3
v intervalu I bod Q2 = [x2, f(x2)] ležı́
pod nebo na sečně, procházejı́cı́ body
Q1 = [x1, f(x1)] a Q3 = [x3, f(x3)].
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Definice (konvexnı́ funkce). Funkci f nazýváme konvexnı́ v intervalu I , je-li I ⊂
D(f) a jestliže pro každé tři body x1, x2, x3 ∈ I takové, že x1 < x2 < x3, platı́:
Bod Q2 = [x2, f(x2)] ležı́ pod nebo na sečně Q1Q3, kde Q1 = [x1, f(x1)] a Q3 =
[x3, f(x3)].

Poznámka. Konvexnı́ funkci f v inter-
valu I lze charakterizovat tı́mto výrokem:
množina bodů nad grafem funkce f v in-
tervalu I (tj. množina

G := {[x, y]; x ∈ I, y > f(x)})
je konvexnı́.

Připomı́náme, že množinu G nazýváme
konvexnı́, je-li množné každé dva body
v G spojit úsečkou, která ležı́ celá v G.
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Definice (konkávnı́ funkce). Funkci f nazýváme konkávnı́ v intervalu I , je-li I ⊂
D(f ) a jestli že pro ka ždé t ři body x1, x2, x3 ∈ I takové, že x1 < x2 < x3, platı́:
Bod Q2 = [x2, f (x2)] ležı́ nad nebo na se čně Q1Q3, kde Q1 = [x1, f (x1)] a Q3 =
[x3, f (x3)].

Poznámka. Konkávnı́ funkci f v intervalu lze charakterizovat výrokem: množina bodů
pod grafem funkce f v intervalu I (tj. množina G := {[x, y];x ∈ I, y < f (x)}) je
konvexńı.
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Definice (konkávnı́ funkce). Funkci f nazýváme konkávnı́ v intervalu I , je-li I ⊂
D(f) a jestliže pro každé tři body x1, x2, x3 ∈ I takové, že x1 < x2 < x3, platı́:
Bod Q2 = [x2, f(x2)] ležı́ nad nebo na sečně Q1Q3, kde Q1 = [x1, f(x1)] a Q3 =
[x3, f(x3)].

Poznámka. Konkávnı́ funkci f v intervalu lze charakterizovat výrokem: množina bodů
pod grafem funkce f v intervalu I (tj. množina G := {[x, y]; x ∈ I, y < f(x)}) je
konvexnı́.

Obrázky: viz TABULE

Věta. Předpokládejme, že funkce f je spojitá v intervalu I . Pak platı́ implikace

1) f ′′ ≥ 0 v I◦ =⇒ f je v intervalu I konvexnı́,

2) f ′′ ≤ 0 v I◦ =⇒ f je v intervalu I konkávnı́,

Přı́klad užitı́: viz TABULE
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Funkce ryze konvexńı a ryze konkávnı́

Nahradı́me-li v definici konvexńı funkce slova ,,pod nebo na” slovem ,,pod”, zı́skáme
definici funkce ryze konvexńı v intervalu I .

Nahradı́me-li v definici konkávnı́ funkce slova ,,nad nebo na” slovem ,,nad”, zı́skáme
definici funkce ryze konkávnı́ v intervalu I .

Obrázky: viz TABULE
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Funkce ryze konvexnı́ a ryze konkávnı́

Nahradı́me-li v definici konvexnı́ funkce slova ,,pod nebo na” slovem ,,pod”, zı́skáme
definici funkce ryze konvexnı́ v intervalu I .

Nahradı́me-li v definici konkávnı́ funkce slova ,,nad nebo na” slovem ,,nad”, zı́skáme
definici funkce ryze konkávnı́ v intervalu I .

Obrázky: viz TABULE

Poznámka. Ryze konvexnı́ funkce je speciálnı́m přı́padem konvexnı́ funkce a ryze konkávnı́
funkce je speciálnı́m přı́padem konkávnı́ funkce.

Poznámka. Poslednı́ větu lze modifikovat v tom smyslu, že za stejného předpokladu
(tj. spojitosti funkce f v intervalu I) platı́ implikace:

a) f ′′ > 0 v I◦ =⇒ f je v intervalu I ryze konvexnı́,

b) f ′′ < 0 v I◦ =⇒ f je v intervalu I ryze konkávnı́.

Úkol. Rozmyslete si sami, co lze řı́ci o funkci f , pokud f ′′ = 0 v I◦.
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Poznámka. V definici konvexnı́ a konkávnı́ funkce se vyskytujı́ výroky

,,bod Q2 ležı́ pod nebo na sečně Q1Q3”

a ,,bod Q2 ležı́ nad nebo na sečně Q1Q3”,

kde Q1 = [x1, f(x1)], Q2 = [x2, f(x2)] a Q3 = [x3, f(x3)].

Rozmyslete si sami, že napřı́klad prvnı́ výrok, tj. ,,bod Q2 ležı́ pod nebo na sečně Q1Q3”,
lze přesně vyjádřit nerovnicı́

f(x2) ≤ f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
· (x2 − x1).
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Inflexnı́ body
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Definice (inflexnı́ bod). Předpokládej-
me, že funkce f má v bodě x0 deri-
vaci. (Tudı́ž v bodě [x0, f(x0)] existuje
tečna ke grafu funkce f .) Tečna dělı́ ro-
vinu xy na dvě poloroviny. Přecházı́-li
v bodě [x0, f(x0)] graf f z jedné polo-
roviny do druhé, nazýváme x0 inflexnı́m
bodem funkce f .
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Věta (nutná podmı́nka pro inflexnı́ bod). Je-li x0 inflexnı́m bodem funkce f a
existuje-li f ′′(x0), je f ′′(x0) = 0.

Poznámka. Rovnost f ′′(x0) = 0 nenı́ podmı́nkou postačujı́cı́ pro to, aby x0 byl inflexnı́m
bodem funkce f . Přı́klad: f(x) = x4, x0 = 0.

Důsledek. Najdeme-li body, kde f ′′(x0) = 0, pak máme pouze ,,kandidáty” na inflexnı́
body. Jak ale zjistı́me, který z těchto ,,kandidátů” je opravdu inflexnı́m bodem?

Věta (postačujı́cı́ podmı́nky pro inflexnı́ bod). Je-li f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) 6= 0, pak
x0 je inflexnı́m bodem funkce f .

Poznámka: Je-li f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) = 0, pak o tom, zda x0 je inflexnı́m bodem funkce
f , nemůžeme (bez dalšı́ch informacı́) usoudit vůbec nic. Přı́klady: viz TABULE

Poznámka. Pokud zjistı́me, že f ′′(x0) = 0 a ze znaménka f ′′ usoudı́me, že funkce f je
konvexnı́ v nějakém pravém okolı́ bodu x0 a konkávnı́ v nějakém levém okolı́ x0 (nebo
naopak), pak x0 je inflexnı́m bodem funkce f . (V tomto přı́padě nemusı́me počı́tat f ′′′.)

Přı́klad: viz TABULE
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