CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020

T. Neustupa

Matematika I — prednaska 14

Shrnuti co bylo minule

Uziti derivace, intervaly monotdnie, konvexni a konkavni funkce.

Co bude dnes

VySetfeni lokalnich a globdlnich extrémad.

Tyto slidy jsou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching
(pro osobni potteby, nenahrazuje prednasku ani skripta).
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I1.7. Uziti derivace: vySetfeni lokalnich a globalnich extrému

Definice (lokalni maximum a minimum). Rikdme, Ze funkce f md v bod& z, lokdini
maximum, existuje-li r > 0 takové, ze U, (z) C D(f) a pro vSechna x € P,(z) plati:
fz) < f(zo).

Rikdme, 7e funkce f ma v bod& z lokdini minimum, existuje-li r > 0 takové, Ze
Uy(xo) C D(f) aprovsechna z € P.(z) plati: f(z) > f(xo).

Uzijeme-li vyrok ,,pro vSechna x € P,(x) plati: f(x) < f(z¢)”, ziskame definici
ostrého lokdlntho maxima.

Uzijeme-li vyrok ,,pro vSechna x € P,(x¢) plati: f(z) > f(xy)”, ziskdme definici
ostrého lokdlntho minima.
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lokalni maximum

o e e lokalni extrémy
lokalni minimum

ostré lokalni maximum . o .
5 A BB T ostré lokalni extrémy
ostré lokalni minimum

Poznamka. Abychom odlisili maximum funkce f na celém definicnim oboru (nebo na
néjaké mnoziné M C D(f)) od lokdlniho maxima, nazyvame je Casto globdlnim maxi-
mem nebo absolutnim maximem.

Podobné, minimum funkce f na celém defini¢nim oboru (nebo na mnoziné M C
D(f)) Casto nazyvame globdlnim minimem nebo absolutnim minimem.
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Véta (nutna podminka pro lokalni extrém). Md-Ii funkce f v bodé Xg lokdlIni extrém
a existuje-1i £ (Xo), pak f'(xo) = 0

Poznamka. Rovnost f(Xg) =
extrému v bodé Xg. Piiklad: f (x

O neni podminkou postaujici pro existenci lokalniho
) =x3, xo =0.
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Véta (nutna podminka pro lokalni extrém). Md-Ii funkce f v bodé X lokdIni extrém
a existuje-1i f (Xo), pak f (Xo) = 0

Poznamka. Rovnost f(Xg) =
extrému v bodé Xo. Pifiklad: f (x

O neni podminkou postacujici pro existenci lokalniho
) =x3, xo =0.

Dusledek véty. Funkce miZe nabyvat lokdlnich extrémi v bodech dvou typu:

a) v bodech, kde derivace = 0,

b) v bodech, kde derivace neexistuje.

VySetieni lokalnich extrému zadané funkce

I. Najdeme vSechny ,,podezielé body”, coz jsou vnitini body defini¢niho oboru funkce
f, ve kterych derivace bud je rovna nule nebo neexistuje.

II. Ke zjiSténi, zda v ,,podeAelych bodech” funkcef skute¢né ma lokdlni extrém, miZeme
pouzit nékterou z nasledujicich dvou vét.
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Véta. Predpoklddejme, Ze funkce f je spojitd v bodé x.

Je-li [ rostouci av néjakém levém okoli bodu x a klesajici v néjakém pravém okoltl
bodu x, pak f md v bodé x ostré lokdlni maximum.

Je-li f klesajici v néjakém levém okoli bodu x a rostouci v néjakém pravém okoli
bodu x, pak f md v bodé x ostré lokalni minimum.

Veéta. Je-li f'(zg) = 0a f"(xg) > 0, md funkce f v bodé x ostré lokdlni minimum.

Je-li f'(xg) =0a f"(xy) <0, md funkce [ v bodé x ostré lokdlnt maximum.

Poznamka: Je-li f'(x9) = 0 a f"(xy) = 0, pak o lokdlnim extrému nelze (bez dalSich
informaci) usoudit nic.
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Tri pratelé geograf, fyzik a matematik si pri vyletu ve
Vysokych Tatrach vSimli kamzika na hrebenu protéjSich skal.
Geograf na to reaguje vyrokem: "V Tatrach ziji hnédi kamzici,
rikal jsem vam to!" "Pane kolego, budme ve svych soudech
opatrni" opravuje jej fyzik, "mizZeme pouze konstatovat, Ze v
Tatrach zije alespon jeden hnédy kamzik." Nespokojeny
matematik to vSak jeSté upresnuje: "Je zrejmé, Ze v Tatrach
existuje alespon jeden kamzik, ktery je alespon z jedné strany
hnédy."



VySetreni globalnich (= absolutnich) extrému zadané funkce f (v intervalu /)

® K potvrzeni existence extrémil miZeme pouZzit

a) bud’ jiZz zndmou vétu, kterd ¥ika: je-li | uzavieny a omezeny interval a funkce f je

spojitd v I, pak extrémy max f a min f existuji, nebo
/ /

b) néjakou jinou uvahu.

e Absolutnich extrému v intervalu / muze funkce f nabyvat pouze

1) ve vnitinich bodech intervalu / , ve kterych ma f derivaci rovnou nule, nebo
2) ve vnitinich bodech intervalu / , ve kterych derivace funkce f neexistuje, nebo

3) v krajnich bodech intervalu / (pokud do intervalu | patii).

Najdeme tedy body vSech kategorii 1), 2) a 3). Vypocitdme hodnoty funkce f ve vSech

nalezenych bodech. Nejvétsi z nich je max f a nejmensi z nich je min f.
I I

Priklady: viz TABULE
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