CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 15

Shrnuti co bylo minule

Vysetieni lokdlnich a globdlnich extrémd..

Co bude dnes

Asymptoty, pribéh funkce, oskulacni kruznice.

Tyto slidy jsou na adrese
http : / /marian. f sik.cout.cz /" neustupa/M1_Neu_prednaskals.pdf
(pro osobni potteby, nenahrazuje prednasku ani skripta).
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CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 15

Asymptoty grafu funkce

Motivace: Na nésledujicich obrazcich vidite pfimky, ke kterym se graf funkce ,,pfimyka”
pro x — oo (Sikma pfimka) nebo pro x — xy— (svisld pfimka).

svisla
Mmé asymptota f

asymptota

y =k +q — ]
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Definice (Sikma asymptota). Piimku y = kx + ¢ nazyvame Sikmou asymptotou
grafu funkce f pro x — oo, jestlize lim [ f(z) — kz — q] = 0.

T—r00
Podobné, piimku y = kx + g nazyvame sikmou asymptotou grafu funkce f pro
r — —o0, jestlize lim [f(z) — kx —¢] = 0.

T——00

I1.8. Asymptoty, prubéh funkce oskulacni kruZnice M1 T.Neustupa 3/ 19




Véta (nutné a postacujici podminky pro Sikmou asymptotu). Pfimka y = kx + q
je Sikmou asymptotou grafu funkce f pro x — oo prdvé kdyz
lim M:k a lim [f(z) — kx] = q.

T—00 €T T—00

Princip dikazu: viz TABULE

VySetreni Sikmé asymptoty pro x — oo:

Vypocitame uvedené limity. Pokud obé existuji a jejich hodnoty & a g jsou konecné, pak
piimka y = kz + ¢ je Sikmou asymptotou funkce f pro x — oo. Jestlize nékterd z obou
limit neexistuje nebo je nekonecnd, Sikma asymptota funkce f pro x — oo neexistuje.

Poznamka. Vétu Ize stejné pouzit i k vySetfeni Sikmé asymptoty pro x — —oo. Staci
pouze vSude zaménit oo za —oo.

Priklad: viz TABULE
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Definice (svisla asymptota). Pfimku = = xy nazyvame svislou asymptotou grafu
funkce f v bod€ xy, jestlize alespon jedna jednostrannd limita funkce f v bodé z je
nevlastni (tj. nekonecna).

VySetreni svislé asymptoty pro x — x( zprava nebo zleva:

Pokud v jakémkoliv kone¢ném bodé€ xy vychazi

wl_l)g;_ f(z) = £oo nebo x1—1>§3+ f(x) = £o0,

pak pfimka x = xg je svislou asymptotou funkce f.

Priklad: viz TABULE
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IL.9. Prubéh funkce = (Vysetfeni pomoci derivaci)

I. Co lze primo ziskat z analytického vyjadreni funkce f:
e Urcime defini¢ni obor f (neni-li jiZ zadédn).
e Zjistime, zda funkce f je sud4, licha, periodicka.

e Uréime, kde je funkce f spojitd a vypocitdme jednostranné limity v krajnich bo-
dech intervalt které tvori defini¢ni obor f, pfipadné€ téZ v bodech nespojitosti.

e Stanovime praseciky grafu f s osami souradného systému a najdeme intervaly,
v nichz je funkce kladna, respektive zaporna.
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II.

I11.

IV.

Co lze ziskat z prvni derivace funkce f:
e Vypocitame [’ (nezapomeneme na defini¢ni obor f”).

e Pomoci znaménka f’ najdeme maximalni intervaly, ve kterych je funkce f ros-
touci nebo klesajici.

e Najdeme lokdlni extrémy funkce f.

Co lIze ziskat ze druhé derivace funkce f:
e Vypocitame f” (nezapomeneme na defini¢ni obor ).

e Pomoci znaménka f” najdeme maximalni intervaly, v nichz je f konvexni nebo
konkavni.

e Najdeme inflexni body funkce f.

Na zavér:
e Najdeme a nacrtneme asymptoty grafu funkce f.

e Nacrtneme graf funkce f.
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Piiklad. Vysetiete pribéh funkce f(z) = 2%/ — .

ReSeni:
L e f(z)= (=2 ... D(f)=(—00,00)
e Funkce f neni sudé, ani lich4, ani periodicka.
e Funkce f je spojitd v intervalu (—oo,00), protoze a) (z'/3)? je spojitd funkce
v (—00, 00) (jakoZto sloZena funkce, pfi¢emz vnitini funkce z'/? je spojita v (—oo, 00)

a vn&jsi funkce druhd mocnina je rovnéz spojita funkce v (—oo, 00)) a b) —x je také
spojita funkce v (—o0, 00).

T f(r) = lm 2% —a] = 00— (~o0) = = ox.
lim f(z) = lim [22? —2] = lim 22?1 —2'?] = 0o [1 — 0] = —o0.
T—00 T—00 T—00
o Priise¢ik grafu f s osou x: fe§ime rovnici %% —2 =0 ... 2?3[1—23] =0 ...
r1 =0, x5 = 1. Dosazenim do f(z) ovéfime, Ze odpovidajici funkéni hodnoty jsou
Y1 = 0, Yo = 0.
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Prisecik grafu f s osou y: x = 0, dopocitame y = 0.

Kde je funkce f kladna: ... fe$ime nerovnici 2?3 —xz >0 ... 2*?[1—2'3] >0
crx#0al—aP>0 ... 2#0a Yr<l ... 2 (—00,0)U(0,1)

Kde je funkce f zdporna: ... fesfme nerovnici 2?3 —z <0 ... 2?3 [1—2'3] <0
Lrx#0al—aP<0... 2#0aYz>1 ... v (1,00)

IL e f/(z) =227 —1 pro x # 0. Tudiz: D(f") = (—00,0) U (0,00).
e Kde je funkce f rostouci: v D(f’) feSime nerovnici 227 1/3—-1>0 ... 22713 > 1
.z >0as> /3 nebo b) x < 0asz< 3 . xe (0,5) (zmoZnosti a)).
JelikoZ funkce f je spojitd na (0, ), dospivame k zav&ru: f je rostouci v (0, 5=).
Kde je funkce f klesajici: v D(f’) fe§{me nerovnici 227 1/3—-1<0 ... 22713 <1
ca)z>0a2 <23 nebo byz<0a?>z'? .. 2e (£ o00) (zmoznost
a)) a r € (—00,0) (z moznosti b)). Jelikoz funkce f je spojita na (
(—00,0), dospivame k zavéru: f je klesajici v intervalech (—o0,0) a (
kazdém z nich).

,00) 1 na

5=, 00) (1. v
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I1I.

e Lokalni extrémy funkce f: ,,podezielé body” jsou x3 = 0 (zde derivace neexistuje)

a x4 = 5 (zde je derivace = 0).

O bodu z3 = 0 lze Fici: f je klesajici v (—o0, 0) a rostouci v (0, 5-). V bodé& x5 = 0
ma tudiz funkce f ostré lokdlni minimum f(z3) = f(0) = 0.

Obodu z4 = 5 lzefici: f jerostouci v (0, 5-) aklesajici v (3,00). V bod& x4 =
8) _ 4

ma tudiz funkce f ostré lokdlni maximum f(z4) = f(55) = 3.

f"(x) = =223 pro x # 0. Tudiz: D(f") = (—o0,0) U (0, 00).

Kde je funkce f ryze konvexni: v D(f") fe$ime nerovnici —227%3 > 0
™43 <0 ... neplati pro zadnd x € D(f").

Kde je funkce f ryze konkdvnf: v D(f") fe$fme nerovnici —22~%% < 0 ...
743 >0 ... plati pro vechna z € D(f"), tj. x € (—o0,0) az € (0, 00). Jelikoz
funkce f je spojita v (—oo,0) i v (0, c0), dospivame k zavéru: f je ryze konkavni
v intervalech (—o0,0) a (0, 00) (tj. v kazdém z nich).

Jelikoz D(f") = D(f") = (—00,0) U (0, 00), tak inflexnim bodem muze byt jediné
bod 2 € (—00,0) U (0,00), kde f”(x) = 0. Zadny takovy bod viak neexistuje.
Funkce f tudiZ nemé zZadny inflexni bod.
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IV. Vysetieni Sikmé asymptoty grafu funkce f pro z — oc:

2/3 _ 1
R e il [——1] _—
=00 T T—00 €T T—00 5[;1/3
¢ = lim [f(z) —ka] = lim [¢*? —2z+42] = lim 2*® = .
T—00 T—r00 T—r00
Sikmé asymptota pro x — oo tudiZ neexistuje.
VySetfeni Sikmé asymptoty grafu funkce f pro x — —oc:
2/3 _ 1
Ee tm 2% - ogm T g [——1} _—
r——00 I T——00 T z—o00 Lyl/3
¢ = lim [f(z)—kz] = lim [2??—2+2] = lim 2?? = .
T—r—00 T—r—00 T——00

Sikmd4 asymptota pro x — —oo tudiZ také neexistuje.

Vysetieni svislé asymptoty grafu funkce f: V Zadném bodé xy € (—oco, 00) neplati

lim f(x) = £oo. Graf funkce f proto nema zZadnou svislou asymptotu.
T—X0
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Priklad: Vysetiete pribéh funkce f(x) =e .

ReSeni:
I o f(z) =exp(—2?) ... D(f)=(—00,0)
e Funkce [ je sud4, neni periodicka.

e Funkce f je spojitd v intervalu (—oo, 0o), protoZe vnéjsi funkce exp je spojitd v (—oo, 00)
a vnitini funkce (—z?) je také spojitd v (—oo, 00).
limity v krajnich bodech D(f): lim e =0, lim ¢ =0.

T——00 T—00

72

e Prisecik grafu f s osou x: rovnice e * = ( nemd Zadné feSeni v R, graf f tudiz

neprotind osu .
Prisecik grafu f s osou y: x = 0, dopolitame y = 1.

Funkce f je kladna v celém D( f), protoZe vnéjsi funkce exp nabyva pouze kladnych
hodnot.
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IL.

I11.

o fl(x)=e" (=2x) pro z € (—00,00).

e Kde je funkce f rostouci: fe§ime nerovnici e (—2z) > 0 ... z € (—o0,0).
Jelikoz f je spojita az do bodu 0, dospivame k zavéru: f je rostouci v (—oo, 0).

Kde je funkce f klesajici: fe§ime nerovnici e (—2z) < 0 ... x € (0,00).
JelikoZ f je spojita az do bodu 0, dospivame k zavéru: [ je klesajici v (0, co).

e Lokdlni extrémy funkce f: jedinym ,,podezielym bodem” je xy = 0, kde derivace
= 0. O bodu xy = 0 lze fici: f je rostouci v (—oo, 0) a klesajici v (0, 00). V bodé
xo = 0 m4 tudiz funkce f ostré lokdlni maximum f(zy) = e’ = 1.

o f(x) =e" (422 —2) pro z € (—o0, 0).
e Kde je funkce f ryze konvexni: fe§ime nerovnici e (422 —2) >0 ... 422> 2
. & € (—00,—v2/2) U (v/2/2,0). Jelikoz funkce f je spojitd az do krajnich
bodi —v/2 /2 a V2 /2, dostavame tvrzeni: funkce f je ryze konvexni na intervalu
(=00, —v/2/2) a na intervalu (v/2/2, 00).
Kde je funkce f ryze konkdvni: fe§ime nerovnici e (422 —2) <0 ... 4z? <2
. x € (—/2/2,4/2/2). Jelikoz funkce f je spojita az do krajnich boddi —/2/2 a
V2 /2, dostavame tvrzeni: funkce f je ryze konavni na intervalu (—\/§ /2,7/2/ 2).
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e Inflexni body: fe§ime rovnici e (42 —2) =0 ... x; = —/2/2, zo = V/2/2.

O bodu #; = —/2/2 lze fici: f je ryze konvexni v levém okoli z; (konkrétng v
(—o00, z1)) a ryze konkavni v pravém okoli x; (konkrétné v (z1, x2). Proto
21 je inflerxnim bodem.

O bodu zy = /2/2 lze fici: f je ryze konkdvni v levém okoli x5 (konkrétné v
(71, x2)) aryze konvexni v pravém okoli zo (konkrétné v (s, 00). Proto
T je inflerxnim bodem.

IV. VySetteni Sikmé asymptoty grafu funkce f pro z — oo:

k:limmzlime 22:0, g = lim [f(z) — ka] = lim ¢ =0.

r—oo I r—00 I o0 T—00 T—00
Sikmou asymptotou pro x — oo je tudiz pfimka y = 0 (= osa x).

Podobné zjistime:
Sikmou asymptotou pro x — —oo je také pfimka y = 0 (= osa z).
VySetfeni svislé asymptoty grafu funkce f: V zadném bodé xy € (—o0, 00) neplati

lim f(z) = £oo. Graf funkce f proto nema Zadnou svislou asymptotu.
T—X0
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Vite co udela matematik, kdyz ho pozadate, aby uvaril vodu?
Prijde k rychlovarné konvici, podiva se, jestli je prazdna,
natoCl do ni vodu a da ji varit. Pokud prazdna neni, tak vodu
vyleje a tim tento ukol prevede na predchozi pripad.



Oskulacni kruznice, kiivost Predpoklddejme, Ze f"(z() # 0. Oznalme
yo = f(@o), ¥y = ['(z0) a yg = f" (o).

Problém: Hledejme kruZnici, kterd se ze vSech kruZnic nejvice primyka ke grafu funkce
f v okoli bodu [z, f(x()]. Hledana kruZnice ma rovnici

(z =2+ (y—ys)* = r*, (D
kde x,, y, (soufadnice stfedu kruznice) a r (polomér) jsou zatim neznamé. Kruznice bude
jednoznacné urCena hodnotami téchto neznamych.

y O ... oskulaéni kruZnice
"‘ r ... polomér kiivosti
r=1... kfivost

S = [xs, Ys] ... stied kfivosti

Yol N D = [z, f(x¢)] ... bod dotyku

Zo X
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Jak vypocitame souradnice stredu krivosti a polomér krivosti?

Neznamé v rovnici (1) jsou tfi, na kruznici tudiz mizeme klast tfi podminky:
1) Kruznice prochdzi bodem [xg, yo).

2) Kruznice ma v bodé€ [z, yo| stejny sklon jako graf funkce f.

3) Kruznice je v bodé€ [z, yo] stejné zakiivena, jako graf funkce f.

Uzijeme-li vhodné tyto tfi podminky, obdrzime vzorce:

:cszsco—yE)H,iyé?, ys:yo+1+,,yé2, rzw
Yo Yo Yo
Priklady: viz TABULE
Princip odvozeni vySe uvedenych vzorcu:
1) Kruznice prochdzi bodem [z, yo):
(w0 — 25)° + (yo — ys)* = 17 2)
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2) Kruznice ma v bodé [z, yo| stejny sklon jako graf funkce f. Povazujeme-li kruznici
v okoli bodu [z, yo] za graf funkce y(x), pak y(x) vyhovuje rovnici (1). Tuto rovnici

derivujeme podle z:
Jemep 2(x —x5) + 2 (y(z) —ys) y'(x) = 0.

Dosadime x = xy a y(xg) = yo. Podminka stejného sklonu kruznice a grafu funkce f
znamend: y'(xg) = y,. Takto dostaneme:

2(zo—xs) + 2 (yo—ys) ¥y = O. 3)
3) Kruznice je v bodé [z, 1] stejné zakfivena, jako graf funkce f. Rovnici (1) derivujeme
dvakrat podle z:
P 2+ 29/ ()7 + 2 (y() — ) y"(x) = 0.

Dosadime = =z, ¥ = 3o a y'(zo9) = y;. Podminka stejného zakfiveni znamena:
y"(zo) = y;. Takto dostaneme:

2+ 295" +2 (yo — ys) yil = 0. 4)

Vypocitame-li x4, ys a r ze soustavy rovnic (2), (3), (4), obdrzime vzorce pro xg, ys a 7.
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