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Matematika I – přednáška 19

Integrace racionálnı́ch funkcı́

Racionálnı́ funkce:

funkce typu
P (x)

Q(x)
, kde P , Q jsou polynomy a stupeň polynomu Q je ≥ 1.

Naučı́me se integrovat racionálnı́ funkce, které majı́ ve jmenovateli polynom stupně
nejvýše tři.

Stupeň polynomu P (přı́padněQ) značı́me degP (přı́padně degQ). Zkratka pocházı́ z an-
glického slova ,,degree” (= stupeň).

Přı́klady racionálnı́ch funkcı́:
5

2x+ 2
,

x2 + 4x− 2

x2 − 3x+ 1
,

3x2 + 4x− 2

x− 1
,

4x2 − 2x+ 4

(x− 1)(x+ 3)(x− 2)
.
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Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že degP < degQ .

V opačném přı́padě použijeme tzv. částečné dělenı́ – viz následujı́cı́ přı́klad.

Přı́klad. Máme-li integrovat racionálnı́ funkci
5x3 + 2x2 − 4x+ 2

x2 − 3x+ 2
, tak nejprve

použijeme částečné dělenı́ a zjistı́me, že

(5x3 + 2x2 − 4x+ 2) : (x2 − 3x+ 2) = 5x+ 17,

zbytek = 37x− 32.

To znamená, že

5x3 + 2x2 − 4x+ 2

x2 − 3x+ 2
= 5x+ 17 +

37x− 32

x2 − 3x+ 2
.

Prvnı́ část výrazu vpravo, tj. 5x+ 17, již integrovat umı́me. Zbývajı́cı́ část, tj. zlomek

37x− 32

x2 − 3x+ 2
,

je racionálnı́ funkce s polynomem v čitateli stupně menšı́ho, než je stupeň polynomu ve
jmenovateli.
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Budeme tedy integrovat racionálnı́ funkce typu P (x)/Q(x), kde P a Q jsou
polynomy, přičemž 1 ≤ degQ ≤ 3 a degP < degQ.

Krok 1: rozklad polynomu Q

Rozklad polynomuQ na součin lineárnı́ch polynomů (tzv. kořenových činitelů) a přı́padně
též kvadratických polynomů je prvnı́m krokem integrace.

Je-li degQ = 1, pak Q je lineárnı́m polynomem a nenı́ třeba jej dále rozkládat.
Dále se tedy budeme zabývat přı́pady, kdy

I. degQ = 2

nebo

II. degQ = 3.
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I. degQ = 2 : Q(x) = q0 x
2 + q1x+ q2 (kde q0 6= 0)

Jsou tři možnosti (grafy Q – viz TABULE):

I a) Q nemá v reálném oboru žádný kořen a v reálném oboru jej tedy nelze rozložit.
(Diskriminant je < 0.)

I b) Q má v reálném oboru jediný (dvojnásobný) kořen α. (Diskriminant je = 0.)
Pak Q lze rozložit takto:

Q(x) = q0 (x− α)2.

I c) Q má v reálném oboru dva různé (jednoduché) kořeny α, β. (Diskriminant je > 0.)
Pak Q lze rozložit takto:

Q(x) = q0 (x− α) (x− β).

Přı́klady. Rozložme v reálném oboru polynomy

a) Q(x) = x2 − 3x+ 3 b) Q(x) = 2x2 − 12x+ 18 c) Q(x) = 3x2 − 3x− 18

(je-li to možné). Řešenı́: viz TABULE
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II. degQ = 3 : Q(x) = q0 x
3 + q1x

2 + q2 x+ q3 (kde q0 6= 0)

Jsou čtyři možnosti: (grafy Q – viz TABULE):

II a) Q má jediný reálný kořen α, který je jednoduchý. Pak Q lze rozložit takto:

Q(x) = q0 (x− α) (x2 + rx+ s),

přičemž kvadratický polynom (x2 + rx+ s) v reálném oboru rozložit nelze (jeho
diskriminant je záporný).

II b) Q má jediný reálný kořen α, který je trojnásobný. Pak Q lze rozložit takto:

Q(x) = q0 (x− α)3.

II c) Q má v reálném oboru jeden jednoduchý kořen α a jeden dvojnásobný kořen β.
Pak Q je možné rozložit takto:

Q(x) = q0 (x− α) (x− β)2.

II d) Q má v reálném oboru tři různé kořeny α, β, γ. Pak Q lze rozložit takto:

Q(x) = q0 (x− α) (x− β) (x− γ).
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Poznámka. Kořeny polynomu 3. stupně lze vyjádřit pomocı́ tzv. Cardanových vzorců. Je-
likož tyto vzorce jsou poměrně složité, tak se při rozkladu polynomuQ stupně 3 omezı́me
na přı́pady, kdy minimálně jeden kořen lze uhodnout.

Přı́klad. Rozložme v reálném oboru polynom Q(x) = x3 − 3x2 − 18x+ 40.

Snažı́me se uhodnout jeden kořen. Proto za x postupně dosazujeme čı́sla 0, −1, 1, −2, 2,
atd. a testujeme, zda Q(x) = 0:

Q(0) = 40 Q(−1) = 54 Q(1) = 20

Q(−2) = 56 Q(2) = 0 . . .
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likož tyto vzorce jsou poměrně složité, tak se při rozkladu polynomuQ stupně 3 omezı́me
na přı́pady, kdy minimálně jeden kořen lze uhodnout.

Přı́klad. Rozložme v reálném oboru polynom Q(x) = x3 − 3x2 − 18x+ 40.

Snažı́me se uhodnout jeden kořen. Proto za x postupně dosazujeme čı́sla 0, −1, 1, −2, 2,
atd. a testujeme, zda Q(x) = 0:

Q(0) = 40 Q(−1) = 54 Q(1) = 20

Q(−2) = 56 Q(2) = 0 . . . máme to

Čı́slo α = 2 je kořenem polynomu Q. Polynom Q je tedy beze zbytku dělitelný
kořenovým činitelem (x− 2). Dělenı́m obdržı́me:

(x3 − 3x2 − 18x+ 40) : (x− 2) = x2 − x− 20.

Kvadratický polynom již umı́me rozložit: x2 − x− 20 = (x− 5)(x+ 4).

Celkově tedy máme: x3 − 3x2 + x+ 2 = (x− 2)(x− 5)(x+ 4).
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Krok 2: rozklad racionálnı́ funkce P (x)/Q(x)

Rozklad racionálnı́ funkce P (x)/Q(x) na součet tzv. parciálnı́ch (= částečných) zlomků
je druhým krokem integrace. Postup závisı́ na tom, jak je rozložen polynom Q.

Připomeňme, že předpokládáme degP < degQ.

Bez újmy na obecnosti můžeme dále předpokládat, že polynomy P a Q nemajı́ žádného
společného dělitele, jı́mž by byl polynom stupně ≥ 1. V opačném přı́padě zlomek
P (x)/Q(x) společným dělitelem krátı́me.

Nynı́ postupně projdeme všechny uvažované přı́pady I a) – II d) a ukážeme, zda a jak lze
P (x)/Q(x) rozložit.
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I. degQ = 2

I a) P (x)/Q(x) nelze v reálném oboru rozložit – je to již parciálnı́ zlomek

I b) Q(x) = q0 (x− α)2

V tomto přı́padě
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α)2
=

A

x− α
+

B

(x− α)2

I c) Q(x) = q0 (x− α)(x− β) (α 6= β)

V tomto přı́padě
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α)(x− β)
=

A

x− α
+

B

x− β

Výpočet čı́sel A a B – ukážeme na konkrétnı́ch přı́kladech.

Přı́klady: viz TABULE
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II. degQ = 3

II a) Q(x) = q0 (x− α)(x2 + rx+ s)

V tomto přı́padě
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α)(x2 + rx+ s)
=

A

x− α
+

Bx+D

x2 + rx+ s

II b) Q(x) = q0 (x− α)3

V tomto přı́padě
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α)3
=

A

x− α
+

B

(x− α)2
+

D

(x− α)3

II c) Q(x) = q0 (x− α)(x− β)2

V tomto přı́padě
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α)(x− β)2
=

A

x− α
+

B

x− β
+

D

(x− β)2
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II d) Q(x) = q0 (x− α)(x− β)(x− γ)

V tomto přı́padě
P (x)

Q(x)
=

P (x)

q0 (x− α)(x− β)(x− γ)
=

A

x− α
+

B

x− β
+

D

x− γ

Přı́klady: viz TABULE

Krok 3: integrace jednotlivých parciálnı́ch zlomků

1)
∫

dx

(x− α)k
=



ln |x− α|+ C (k = 1)

− 1

x− α
+ C (k = 2)

− 1

2 (x− α)2
+ C (k = 3)

pro x ∈ (−∞, α) a x ∈ (α,∞) (užitı́m substituce u = x− α)
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2)
∫

P (x)

x2 + rx+ s
dx, kde degP ≤ 1 (tj. P (x) = ax+ b)

a polynom x2 + rx+ s nenı́ rozložitelný v reálném oboru
(což znamená, že nemá reálné kořeny, neboli diskr. < 0)

Nejprve provedeme rozklad

ax+ b

x2 + rx+ s
= A

2x+ r

x2 + rx+ s
+

B

x2 + rx+ s
.

(Na přı́kladu ukážeme, jak najı́t koeficienty A a B – viz TABULE.)

Prvnı́ zlomek vpravo má tu vlastnost, že čitatel je roven derivaci jmenovatele.
Integrál tohoto zlomku vypočı́táme pomocı́ substituce u = x2 + rx+ s:∫

2x+ r

x2 + rx+ s
dx =

∫
du

u
= ln |u|+ C

= ln |x2 + rx+ s|+ C

pro x ∈ (−∞,∞).
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3) Nakonec zbývá integrál
∫

dx

x2 + rx+ s
.

Označme D = r2 − 4s. Připomeňme, že D < 0.

Můžete si bud’ pamatovat vzorec∫
dx

x2 + rx+ s
=

2√
−D

arctg
2x+ r√
−D

+ C pro x ∈ (−∞,∞)

nebo postup, kterým se integrál vypočı́tá, a který si ukážeme na konkrétnı́m přı́kladu.

Přı́klad: viz TABULE
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