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Matematika I – přednáška 14

Shrnut́ı co bylo minule

Užitı́ derivace, intervaly monotónie, konvexńı a konkávnı́ funkce.

Co bude dnes

Vyšetřenı́ lokálnı́ch a globálnı́ch extrémů.

Tyto slidy jsou na adrese

(pro osobnı́ potřeby, nenahrazuje přednášku ani skripta).
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II.7. Užitı́ derivace: vyšetřenı́ lokálnı́ch a globálnı́ch extrémů

Definice (lokálnı́ maximum a minimum). Řı́káme, že funkce f má v bodě x0 lokálnı́
maximum, existuje-li r > 0 takové, že Ur(x0) ⊂ D(f) a pro všechna x ∈ Pr(x0) platı́:
f(x) ≤ f(x0).

Řı́káme, že funkce f má v bodě x0 lokálnı́ minimum, existuje-li r > 0 takové, že
Ur(x0) ⊂ D(f) a pro všechna x ∈ Pr(x0) platı́: f(x) ≥ f(x0).

Užijeme-li výrok ,,pro všechna x ∈ Pr(x0) platı́: f(x) < f(x0)”, zı́skáme definici
ostrého lokálnı́ho maxima.

Užijeme-li výrok ,,pro všechna x ∈ Pr(x0) platı́: f(x) > f(x0)”, zı́skáme definici
ostrého lokálnı́ho minima.
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Obrázky: viz TABULE

Poznámka. Abychom odlišili maximum funkce f na celém definičnı́m oboru (nebo na
nějaké množině M ⊂ D(f)) od lokálnı́ho maxima, nazýváme je často globálnı́m maxi-
mem nebo absolutnı́m maximem.

Podobně, minimum funkce f na celém definičnı́m oboru (nebo na množině M ⊂
D(f)) často nazýváme globálnı́m minimem nebo absolutnı́m minimem.
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Věta (nutná podmı́nka pro lokálnı́ extrém). Má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ extrém
a existuje-li f ′(x0), pak f ′(x0) = 0.

Poznámka. Rovnost f ′(x0) = 0 nenı́ podmı́nkou postačujı́cı́ pro existenci lokálnı́ho
extrému v bodě x0. Přı́klad: f(x) = x3, x0 = 0.

Dalšı́ přı́klady: viz TABULE

Důsledek věty. Funkce může nabývat lokálnı́ch extrémů v bodech dvou typů:

a) v bodech, kde derivace = 0,

b) v bodech, kde derivace neexistuje.

Vyšetřenı́ lokálnı́ch extrémů zadané funkce f

I. Najdeme všechny ,,podezřelé body”, což jsou vnitřnı́ body definičnı́ho oboru funkce
f , ve kterých derivace bud’ je rovna nule nebo neexistuje.
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II. Ke zjištěnı́, zda v ,,podezřelých bodech” funkce f skutečně má lokálnı́ extrém, můžeme
použı́t některou z následujı́cı́ch dvou vět.

Věta. Předpokládejme, že funkce f je spojitá v bodě x0.

Je-li f rostoucı́ a v nějakém levém okolı́ bodu x0 a klesajı́cı́ v nějakém pravém okolı́
bodu x0, pak f má v bodě x0 ostré lokálnı́ maximum.

Je-li f klesajı́cı́ v nějakém levém okolı́ bodu x0 a rostoucı́ v nějakém pravém okolı́
bodu x0, pak f má v bodě x0 ostré lokálnı́ minimum.

Věta. Je-li f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) > 0, má funkce f v bodě x0 ostré lokálnı́ minimum.

Je-li f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) < 0, má funkce f v bodě x0 ostré lokálnı́ maximum.

Poznámka: Je-li f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) = 0, pak o lokálnı́m extrému nelze (bez dalšı́ch
informacı́) usoudit nic.

Přı́klady: viz TABULE
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Vyšetřenı́ globálnı́ch (= absolutnı́ch) extrémů zadané funkce f (v intervalu I)

I. K potvrzenı́ existence extrémů můžeme použı́t

a) bud’ již známou větu, která řı́ká: je-li I uzavřený a omezený interval a funkce f je
spojitá v I, pak extrémy maxI f a minI f existujı́, nebo

b) nějakou jinou úvahu.

II. Absolutnı́ch extrémů v intervalu I může funkce f nabývat pouze

α) ve vnitřnı́ch bodech intervalu I , ve kterých má f derivaci rovnou nule, nebo

β) ve vnitřnı́ch bodech intervalu I , ve kterých derivace funkce f neexistuje, nebo

γ) v krajnı́ch bodech intervalu I (pokud do intervalu I patřı́).

Najdeme tedy body všech kategoriı́ α), β) a γ). Vypočı́táme hodnoty funkce f ve všech
nalezených bodech. Největšı́ z nich je maxI f a nejmenšı́ z nich je minI f .

Přı́klady: viz TABULE
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