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3. Brozikova, Kittlerova: Diferencidlni pocet funkci jedné proménné

4. na webu zkouskové testy a Opakovact kurs stredoskolské matematiky (F.Mraz)

Tyto slidy budou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php
(pouze pro osobni potifeby a nenahrazuji icast na prednasce).



Zakladni informace

e Je tieba abyste sledovali web fakultz a web Ustavu technické matematiky a téz web
mat.nipax.cz vénovany specidlné Matematice I.

e Je nutné sledovat fakultni mailovou adresu.
e Kontrolujte pribézné udaje ve vasem KOSu.

e Dalsi informace (cvieni (Moodle), zkousky typu A a B (sdileni termint, vyhody ..),
stipendium (odmitnuti vysledku zkouSky), seminar).

e Plin prednések (1.-3. tyden Linearni Algebra, 4.-8.tyden Zdklady diferencidlniho poctu
funkci jedné proménné, 9.-13.tyden Zaklady integralniho poctu funkci jedné proménné,
14.tyden opakovani,zaloha).



Piedpokladame znalost stfedo$kolské matematiky. To se tykd i zakladi matematické
logiky. Jedna se zejména o pojem vyroku a o operace s vyroky:

e negace vyroku X OznacCujeme ji non X nebo — X.

e konjunkce vyroka X a Y Znacime ji X AY a Cteme ji jako
,,oba vyroky X a Y plati”
,,oba vyroky X a Y jsou pravdivé”
nebo pouze kratce ,, X a Y.

e alternativa vyroka X a Y Znacime ji X VY alteme ,, X nebo V7.



e implikace OznacCujeme ji X = Y a Cteme
»Z X plyne Y7 ., 1mplikuje Y
,plati-li X, pak plati také Y ,,X ]je postacujici podminka pro Y
,,Pfedpokladejme, ze plati X. Pak plati Y.” .Y je nutnd podminka pro X"
.Y plati za predpokladu, Ze plati X atd.

e ekvivalence Oznacujeme ji X <= Y a ¢teme ji napriklad:
,,»X plati tehdy a jen tehdy, plati-li Y
,»X je ekvivalentni Y
,,X je nutnd a postacujici podminka pro Y”

,,Y je nutnd a postacujici podminka pro X, atd.
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Vyrok muze byt bud’

pravdivy ... znaéime +, 1, ,,pravda”, ,true”, atd.

nebo
nepravdivy ... zna¢ime —, 0, ,,nepravda”, ,false”, atd.
Pravdivostni hodnoty vSech vyrokiinon X, X AY, ..., X <= Y v zavislosti na pravdi-

vostnich hodnotach vyrokt X a Y jsou patrné z néasledujici tabulky.

Promyslete si sami vyznam a dlivod hodnot v jednotlivych polickach.

X | Y | nonX | XAY | XVY | X—=VY | X <=V
+ |+ E - - - -
+ | - - - - - -
- |+ - - - + —




Casto budeme pouzivat tzv. kvantifikdtory:

e universalni kvantifikator je oznacovan symbolem V a lze jej pouZit napiiklad
ve spojeni: Vo €I : V(x) — Cteme to:
,,pro kazdé = € [ plati vyrok V' (z)”
nebo ,.kazdé = € [ ma vlastnost V' (x)”

Konkrétni priklad:

,, VSechna auta v této ulici jsou Cervend.”

e existen¢ni kvantifikator je znaCen 3 a pouziva se napfiklad ve vétach tohoto typu:
Jdx el : V(zr) - ¢teme to takto:

,.existuje = € I takové, Ze pro né plati vyrok V' (x)”,
,existuje = € I, pro néz plati V' (x)”, apod.

Konkrétni priklad:
,,EXistuje auto v této ulici, které je Cervené.”

neboli ,,Alespoii jedno auto v této ulici je Cervené.”
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I. Linearni algebra

I.1. Vektorové prostory

Prostory R" a [£,. MnoZinu vSech usporadanych n—tic redlnych ¢isel oznaCujeme R".

Prvky R" nazyvame body v R" nebo n—clennymi aritmetickymi vektory.

Zapis bodt v R" : [1,2], [x1,22], apod. je-lin =2,
[2,0,5], [x1,%2, 23], apod. je-lin = 3,
[z1,29,...,2,], apod. pro obecné n.
Pfijmeme-li dohodu, Ze za vzddlenost dvou libovolnych bodi X = [z1,29,...,2,] a
Y =[vy1,v2,...,yn]| vIR" budeme povazovat Cislo

d(X7 Y) - \/(xl - y1)2 + (5132 - 92)2 + .t (xn - yn)27
stava se z R" tzv. n—rozmérny Euklidiiv prostor, oznaCovany jako E,,.

[E; silze predstavit jako pfimku, [ jako rovinu, apod.



Aritmeticky n-rozmérny prostor. Definujme pro libovolné dva aritmetické vektory

(21,29, ..., xn ], [Y1,Y2, - - -, Yn ] jejich soucet pfedpisem

[$1,I‘2,...,£En] + [y17y27"'7yN] - [$1+y1,$2+y2,

a pro libovolné realné ¢islo A a libovolny aritmeticky vektor [ 21, x, . .

predpisem
A [z, e, x| = [Axg, Az, . ATy,

e T+ Yn |

., Ty | jejich soucin

R™ s takto zavedenymi operacemi nazyvame aritmetickym n—rozmérnym prostorem.

Vektory v [£,. Omezime se na tzv. volné vektory. Kazdy volny vektor I1ze reprezentovat

orientovanou useckou, vychézejici z pocatku.
Pridavné jméno “volny” dale vynechavame.
MnozZinu vSech vektort v E; budeme znacit V ().
Vektory budeme oznacCovat napriklad u, v, apod.

Kazdému vektoru miZeme jednoznacné pfiradit jeho souradnice. S

oufadnice vektorud za-

pisujeme v kulatych zavorkach, napt. u = (—2, 1), x = (x1, x2), apod.



Pro u = (uy,us) av = (v1,v2) z V(Ey) a A € R definujeme:
soucet vektoru u a v: u + v = (u1 + vy, us + vg),

ndsobek vektoru u a &isla \: A-u = (Aug, Aug).
Snadno ovérime, Ze:

(a) Pro libovolné vektory u, v € V(E;) alibovolné redlné ¢islo A\ patii soucet u+ v
i souéin \-u opétdo V(E,). Této vlastnosti se fika ,,uzavienost V() vii¢i obéma
operacim” (tj. vici ,,sCitani vektor” a vici ,,nasobeni vektort redlnymi Cisly”).

(b) Pro libovolné vektory u, v, w € V([E,) a libovolna redlna ¢isla «, 3 plati:

(bl) u+v=v-+4+u,

(b2) (u+v)+w=u+ (v+w),
(b3) l-u = u,

(b4) a-(f-u) = (a-p)-u,
(b5) a-(u+v)=a-u+a-v,
(b6) (a+pf)-u=a-u+ p- u



(c) Existuje tzv. nulovy vektor o = (0,0) s tou vlastnosti, Ze pro libovolny vektor u €
V(E,) plati
u+ o = u

(d) Ke kazdému vektoru u € V(E,) existuje vektor —u € V(E,) (tzv. opacny vektor
k vektoru u) tak, ze plati
u + (—u) = o.

Analogicky lze definovat i V(E3) a operace s¢itani vektort a nasobeni vektort redlnymi
Cisly v V(E;). Tyto operace maji i ve V (E;3) vlastnosti (a) — (d).

Neprazdné mnozZiny, ve kterych jsou definovany operace sCitani prvki a ndsobeni prvki
realnymi Cisly (s vlastnostmi (a) — (d)), se v matematice vyskytuji velmi Casto.

Definice (vektorovy prostor). KaZdou neprazdnou mnozinu, ve které jsou defi-
novany operace sc¢itani prvkil a nasobeni prvka redlnymi Cisly s vlastnostmi (a) —
(d), nazyvame vektorovym prostorem.

Piiklady. V(E,), V(E;), a dal¥f — viz TABULE | T1.1




Déle se budeme zabyvat obecnym vektorovym prostorem V.

Prvky V budeme nazyvat vektory a budeme je znacit stejné jako prvky V (EE,), tj. malymi
tuénymi pismeny. Nulovy vektor bude opét znacen o. (Na tabuli ale piSeme u, v, 0, apod.)

Véta (o jednoznacnosti nulového prvku). Ve vektorovém prostoru 'V existuje jediny
nulovy prvek.

Dukaz: viz TABULE |T1.2

Véta (o jednoznacnosti opacného prvku). Opacny vektor (—u) k libovolnému vek-
toru u ve vektorovém prostoru V je urcen jednoznacné.

Dukaz: viz TABULE |T1.3

Poznamka. Pfipomenme, Ze nulovy prvek o ma tu vlastnost, Ze pro kazdé u € V plati
u+ o = u. Nésledujici lemma fik4, ze pro jakékoliv vektory u, v € V rovnostu+v = u
nemiuiZe platit v jiném pripad¢€, neZ Ze v = o:



Lemma. Nechf pro vektory u, v ve vektorovém prostoru V plati u + v = u. Pak
vV = o.

Dukaz: viz TABULE |T1.4

Véta. Je-li V vektorovy prostor, u € V a «a je redlné Cislo, pak

1) 0-u = o, 2) (—1)-u=—u, 3) a-0 = o.

Dilkaz: 1) Plati: u+0-u=1-u+0-u=(140)-u=1-u = u. Zrovnosti
u+0-u=u azvysSe uvedeného lemmatu vidime, ze 0-u = o.

2) Plati: u+(—1)-u=1-u+(-1)-u=[14+(-1)]-u=0-u=o. Odtud vidime,
ze (—1) - u je opanym vektorem k u.

3) Plati: aro=a-(0-u)=(a-0)-u=0-u=o.




Definice (linearni kombinace). Je-li uy, us,..., u, skupina vektorii ve vekto-

rovém prostoru V a «q, as, ..., o, jsou redlna Cisla, pak vektor
aru; + asuas + ... + a,uy, (ktery je rovnéz vektorem ve V)
nazyvame linedrni kombinaci vektorii uy, us, ..., U,.

Piiklady: viz TABULE

Definice (linearni zavislost a nezavislost vektoru). Skupinu vektori uj, us, ...,
u,, nazyvame linedrné zdavislou (kratce piSeme LZ), jestlize existuji redlna Cisla
a1, o, ..., ap (znichZ alespon jedno je rizné od nuly) tak, Ze

aru; + aouwe + ... + a1, = O.

Skupinu vektorti, kterd neni linearné zavisla, nazyvame linedrné nezdvislou (kratce
piSeme LN).

Dulezita otazka: Jak poznat, je-li dand konkrétni skupina vektord LZ nebo LN?



Véta. Je-li jednim ze skupiny vektorii uy, o, ... , U, z vektorového prostoru V nu-
lovy vektor, pak tato skupina je LZ.

Dukaz: viz TABULE |TI1.6

Obecnéji plati:

Véta. Skupina vektorii uy, o, ... , u, (kde n > 1) z vektorového prostoru V je LZ
pravé tehdy, je-li moZné alesporil jeden z vektorii této skupiny vyjddrit jako linedrni
kombinaci ostatnich vektorii skupiny.

Princip dakazu: viz TABULE|T1.7

Dusledek. Obsahuje-li skupina vektorii uy, o, . .. , u, z vektorového prostoru V ale-
spori dva stejné vektory, pak tato skupina je LZ.



