
ČVUT, Fakulta strojnı́, zimnı́ semestr 2021 Jan Valášek

Matematika I – přednáška 2

Shrnutı́ co bylo minule

Vektory a vektorový prostor.

Lineárnı́ kombinace, lineárnı́ závislost a nezávislost.

Co bude dnes

Lineárnı́ závislost a nezávislost, Dimenze a Báze vektorového prostoru, podprostory.

Tyto slidy jsou na adrese

http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php
(pro osobnı́ potřeby a nenahrazuje účast na přednášce).
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Věta. Skupina vektorů u1, u2, . . . , un z vektorového prostoru V je lineárně nezávislá
právě tehdy, má-li vektorová rovnice

α1u1 + α2u2 + . . . + αnun = o

(pro neznámé α1, α2, . . . , αn) pouze nulové řešenı́ α1 = 0, α2 = 0, . . . , αn = 0.

Věta je jednoduchým důsledkem definice lineárnı́ závislosti a nezávislosti vektorů.

Přı́klad. Rozhodněte, zda skupina vektorů (1,2,0), (0,2,4) a (3,2,3) ve V(E3) je LZ nebo
LN.

Řešenı́ – viz TABULE T2.1
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Rozhodněte, zda skupina vektorů (5,2,1), (1,2,3), (3,0,0) a (0,1,2) vePř ı́klad. V (E3) je
LZ nebo LN.

Řešenı́ – viz TABULE T2.2

Př ı́klad. Rozhodněte, zda skupina vektorů (3,2,1,5), (1,0,1,4) a (1,0,−1,−3) ve

V (E4) je LZ nebo LN.

Řešenı́ – viz TABULE T2.3

Poznámka. Dva vektory jsou LZ právě když ležı́ na stejné přı́mce (procházejı́cı́ počátkem).
Tři vektory jsou LZ právě když všechny ležı́ ve stejné rovině (procházejı́cı́ počátkem).

Věta. Necht’ V je vektorový prostor a u1, u2, . . . , un je skupina vektorů z V
která je lineárně závislá. Pak každá (většı́) skupina vektorů z V , obsahujı́cı́ vektory
u1, u2, . . . , un, je rovněž lineárně závislá.

Pr incip důkazu: viz TABULE T2.4
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Definice (dimenze vektorového prostoru). Necht’ n je přirozené čı́slo. O vektorovém
prostoru V řekneme, že je n–rozměrný (neboli že má dimenzi rovnou n – použı́váme
zápis dimV = n), jestliže

a) v prostoru V existuje skupina n vektorů, která je lineárně nezávislá,

b) každá skupina vı́ce než n vektorů ve V je lineárně závislá.

Jinými slovy: dimenze vektorového prostoru V je rovna maximálnı́mu počtu lineárně
nezávislých vektorů, které lze ve V nalézt.

Definice (báze vektorového prostoru). Necht’ V je n–rozměrný vektorový prostor.
Každou lineárně nezávislou skupinu n vektorů z V nazýváme bázı́ prostoru V.

Poznámka. Počet vektorů v jakékoliv bázi V je stejný a je roven dimenzi V.

Věta. Je-li u1, u2, . . . , un báze vektorového prostoru V, pak každý vektor z V lze
vyjádřit jediným způsobem způsobem jako lineárnı́ kombinaci vektorů této báze.
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Přı́klad. Vektory i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1) tvořı́ bázi prostoru V(E3).

Přı́klad. Aritmetické vektory e1 = [1, 0, ..., 0], e2 = [0, 1, ..., 0], . . . , en = [0, 0, ..., 1]
tvořı́ bázi prostoru Rn.

Důležitá poznámka. Báze vektorového prostoru nenı́ určena jednoznačně !

Definice (podprostor vektorového prostoru). Necht’ V je vektorový prostor a necht’
W je podmnožina prostoru V. Je-li W vektorovým prostorem (se stejně definovanými
operacemi sčı́tánı́ a násobenı́ vektorů reálnými čı́sly jako v prostoru V), nazýváme W
podprostorem vektorového prostoru V.

Jak poznat podprostor. Necht’ V je vektorový prostor a W ⊂ V. Chceme zjistit, zda
W je podprostor V.

Operace sčı́tánı́ vektorů a násobenı́ vektorů reálnými čı́sly jsou ve W definovány, protože
tyto operace jsou definovány ve V a W ⊂ V.

K tomu, abychom zjistili zda W je samostatným vektorovým prostorem (a tudı́ž podpro-
storem V), stačı́ ověřit uzavřenost W vůči oběma operacı́m.
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Přı́klad. V = R3, W =
{
[α, β, 0] ∈ R3; α, β ∈ R

}
.

Zjistěte, zda W je podprostorem V.

Řešenı́ – viz TABULE T2.5

Přı́klad. V = V(E3), W =
{
(2α, 5α,−3α) ∈ V(E3); α ∈ R

}
.

Zjistěte, zda W je podprostorem V.

Řešenı́ – viz TABULE T2.6

Přı́klad. V = V(E3), W =
{
(2α, 5α,−3α + 5) ∈ V(E3); α ∈ R

}
.

Zjistěte, zda W je podprostorem V.

Řešenı́ – viz TABULE T2.7

Přı́klad. V = V(E4), W =
{
(α, β, γ, δ) ∈ V(E4); α, β, γ, δ ∈ R, δ > 0

}
.

Zjistěte, zda W je podprostorem V.

Řešenı́ – viz TABULE T2.8
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Přı́klad. Je-li V vektorový prostor a je-li u1, . . . ,uk skupina vektorů z V, pak množina
všech možných lineárnı́ch kombinacı́ vektorů u1, . . . ,uk tvořı́ podprostor prostoru V.
(Tento podprostor je nazýván lineárnı́ obal skupiny vektorů u1, . . . ,uk.)

Poznámka. Je–li skupina vektorů u1, . . . ,uk lineárně nezávislá, pak zároveň tvořı́ bázi
svého lineárnı́ho obalu a dimenze lineárnı́ho obalu je rovna k.
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