CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr Jan Valasek

Matematika I — prednaska 20

Shrnuti co bylo minule

Integrace raciondlnich funkci.

Co bude dnes

Integrace funkci typu R(z, /(az + b)/(cx + d)). Shrnuti metod integrace.

Tyto slidy jsou na adrese
https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek

(pro osobni potteby, nenahrazuje prednasku ani skripta).


https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek
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Matematika I — prednaska 20

(pouze ke zkousSce trovné o)

. aerb)

Integrace funkci typu R (x,
cr +d

Racionalni funkce dvou proménnych: podil dvou polynomt dvou proménnych

P(u,v)
R(u,v) = ’
)= Q)
Priklady racionalnich funkci dvou proménnych:
uv +v3 — 1 2 u—+v
= - = . y — N td.
R(u,v) 21 R(u,v) Sy R(u,v) p— a
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, b
Integraly typu / R (x, /0T ) dzx.
cr +d
Predpokladejme, Ze ad — bc # 0.

Tato nerovnost zarucuje, Ze polynomy ax + b a cx + d jsou nesoudélné (tj. ani jeden
z nich neni ¢iselnym nasobkem druhého).

v 2 “. o Llaxr +b
Je mozné pouZit substituci ¢t = )
cr +d

Odtud vyjadiime x a dx. Timto zptusobem integral prevedeme na integral racionalni
funkce proménné .
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N

1 —
Priklad. Vypocitejme integral / T dz.
14+

Integrovana funkce je definovanad a spojitd na intervalech (—oo, —1) a (—1, 1). Na kazdém
z téchto intervall tudiz existuje primitivni funkce i neurcity integral.

UZijeme substituci t = /1 — z. Odtud plyne: x =1 — > a dz = —2t dt.
Dosazenim do integralu dostivame

V1—=x t 12
— "  (_9 — 9
/ 1z @ /1+(1—t2)( t) dt /t2—2dt

Toto je integral raciondlni funkce, ktery jiz umime vypocitat.

Vypocitejte si tento integral sami.
Do vysledku nakonec dosadime t = /1 — z.
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Dalsi priklady: Vypocitejte integraly

vao+1 x4+ 1
dz, dx.
T r—1

Postup reseni: viz TABULE
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Dalsi specialni integraly

1) Typ [ R(x,Vax?+bx+¢) dz, kdea,b,c € R

a) a <0 anavic
kvadraticky polynom az?+4 bz +c¢ mél dva riizné redlné kofeny «a, 3.

Pak 53—, aviz pfedchozi substituce.

r—o

b) a>0 V tomto pfipadé miZeme pouzit tzv. Eulerovu substituci

var? +br+c¢ = t + \Jaz.

Integrace speciélnich f-ci M1



Dalsi specialni integraly

2) Typ [ R(sinz,cosz) dx

Pomocl univerzalni goniometrické substituce

T
t=1g(3)
prevedeme na parcialni zlomky.

Jak? ;
sin®(z/2) = 1 — cos’(z/2) =

Zz T e . S R
cos™(2/2) = 1+ tg?(z/2)°

1— tg?(z/2 1-¢

cosz = cos’(z/2) — sin’*(z/2) = 1+t:2gj2; BEEE

sinz = 2 sin(z/2) - cos (z/2) = 1.2{-135;‘4‘?3)2) = 13—2?‘

wDiferencovanim” rovnice tg(z/2) =1t dale obdrzime:

tg(z/2)

1+ tg%(z/2)’

1
= 4dt, tji. 3[1+tgi(z/2)]dz = dt.

2 cos?(z/2) gee

Integrace speciélnich f-ci
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Integraly bez elementarnich vysledku
Znamé integraly, jejichZz primitivni funkce se nedaji vyjadrit
pomoci konecného poctu funkci.
1) Binomicke integraly
f ot (n — b:;r:”)p dz, kdea,beR, m,n.,pe Q

pokud m—+1

m-+1 s 1.2
p, ——, p+—— neni celé

2) Elipticke integraly

f ¥ de
0 4/1— msin®#@
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Integraly bez elementarnich vysledku

3) Fresnelovy integraly

S(z) :/ sin(tzj}dt, (T’[:::-::]:f Eﬂﬁ(tz)dfi.
0 0

Atd, viz napr.:
https://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_1_7.pdf
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Priklady fesSeni integrald, shrnuti:
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