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Shrnuti co bylo minule

Integrace funkci.

Co bude dnes

Urcity integral.

Tyto slidy jsou na adrese

https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek
(pro osobni potieby, nenahrazuje prednasku ani skripta).


https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek
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Matematika I — prednaska 21

Urcity integral: motivace a historicky pristup

Geometricka motivace: Jak definovat a vypocitat obsah obrazce O?
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Historicky pristup k reseni: I. Newton a G. W. Leibniz (17. stoleti)
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Predstavme si, Ze interval (a, b) miZeme rozdglit na nekone¢né mnoho ,,nekone¢né malych”
intervald o délce dx, kde dx je ,,nekonecné malé” kladné Cislo.

dP ... obsah ,,nekoneéné tenkého” obdélniku nad intervalem (x, z+dz): dP = f(z) dx

P ... obsah obrazce O = soucet vSech nekonecné mnoha ,,nekone¢né malych” ¢lenti
f(x) dz pro x ménici se od a do b

b
znaCeni tohoto soudtu: / f(x) de, nazev: urcity integral funkce f od a do b
a

Ackoliv tato ,,definice” je z dneSniho pohledu nepfesnd a ne zcela jasnd, Newton i Leibniz
prisli na to, jak integral presné vypocitat. (Uvidime pozdéji.)
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Fyzikalni motivace: (jedna z mnoha)

Ty¢ o délce [, pokryvajici interval (a, b) na ose x, ma proménnou délkovou hustotu p(z).
(Délkova hustota je hmotnost, vztazena k jednotce délky.)

Jaka je celkova hmotnost tyce?

Y —
S

Predstavme si opét, Ze interval (a, b) muzeme rozdélit na nekone¢né mnoho ,,nekone¢né
malych” intervald o délce dx, kde dx je ,,nekonecné malé” kladné Cislo.

dm ... hmotnost ,,nekone¢né kratkého” useku tyCe v intervalu (x, z-+dx): dm = p(z) dz

m ... hmotnost celé tyCe = soucet vSech nekone¢né mnoha ,,nekone¢né malych” ¢lent
p(x) dx pro x ménici se od a do b

Toto je soucet stejného typu, jako kdyZ jsme se zabyvali obsahem obrazce O.

b
Opét tedy dospivame k urCitému integrélu, tentokrat k / p(x) dx.
a

M1 T.Neustupa



Riemannova definice urcitého integralu — Riemannuv integral | (19. stoleti)

Predpokladejme, Ze —0co < a < b < oo a f je omezena funkce v intervalu (a, b).

Déleni intervalu (a, b). Systém bodd ¢, x1, ... , x, v (a, b) takovych, Ze
a = x90 < 11 < ... <xp = Db
se nazyva délent intervalu (a, b).
Nazveme-li toto déleni D, pak piSeme:
D: a=xy<n1<...<xp1<zy=0>0.
Normou déleni D nazyvame Cislo

|D|| := max Az,
i=1,....n

kde A[El = (.ZC, — mi—l) = délka intervalu <£EZ’_1, ZE,)
| D|| je délka nejdelsiho ze sub—interval (g, x1), (T1,%2), . . ., (Tp_1, Tn)-

| D|| poskytuje informaci o tom, jak ,,jemné” je déleni D.
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Riemannuv soucet. Necht D : a =19 <21 < ... < T,1 <z, = bje déleni intervalu
(a,b). Zvolme v kazdém z intervall (x;_1, z;) bod &;. Ozna¢me V' systém zvolenych bod:

Vi & e (zo,x1), &€ (@,22), .., & € (Tuor, T).

Riemannovym souctem funkce f na intervalu (a, b), odpovidajicim déleni D a systému V/,
nazyvame soucet

s(f,D,V) ==Y f(&)- A
=1
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Limita Riemannovych souéti. Rikdme, Ze &islo S je limitou Riemannovych soucti
s(f,D,V) pro |D|| — 0+, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro
kazdé déleni D intervalu (a, b) a jakykoliv systém V' bodu &; € (x;_1, x;) plati implikace

ID <6 = |s(f,D,V) =S| <e.

PiSeme: lim s(f,D,V) = 6.
|D[|—0+

Definice (Riemannuyv integral). Necht HD1|i|mO s(f,D,V) = S. Pak o funkci f
—0+

fikdme, Ze je integrovatelnd v intervalu (a, b). Cislo S nazyvame Riemanniiv integrdl
funkce f v intervalu (a, b). Integral oznacujeme

b b
/f(:z;) dz nebo jenom /fdx.

@ ... dolnimez, ©o...horni mez, f ... integrand

Misto toho, Ze ,,funkce f je integrovatelna v intervalu (a, b)” také fikdme, Ze ,,Riemanniv
integral fab f(z) dx existuje”.
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Geometricky vyznam Riemannova integralu: obsah obrazce mezi grafem funkce f a
osou .

Je-li f nezdporna integrovatelna funkce v intervalu (a,b), pak obsahem obrazce mezi
grafem funkce f a osou x nazyvame cislo, jehoz hodnota je rovna integralu f; f(x)de.

Analogicky, pokud funkce f je nekladnd a integrovatelna v (a, b), pak obsahem obrazce
mezi grafem funkce f a osou x nazyvame Cislo — f; f(x) de.

V obecném piipadé, kdy f nabyva v intervalu (a,b) kladnych i zapornych hodnot, vy-
jadfuje integrél fab f(z)dx soulet obsaht vSech obrazci mezi grafem funkce f a osou
x, prispévky od Casti pod osou x jsou vSak v souctu brany se zapornym znaménkem.

y = f(z) i
IO
/
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Stiredni hodnota funkce f. Necht f je integrovatelna funkce v intervalu {(a, b). Pak &islo

b
po= bia/ flz) dx

nazyvame stiedni hodnotou funkce f v intervalu (a, b).

; y=flx) "
I /
: / \\

/ o \‘a_/

Obdélnik o strandch b — a a p ma stejny obsah, jako obrazec O mezi grafem funkce f a
osou .
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Poznamka. Pokud existuje maximum a minimum funkce f v intervalu (a, b), pak

/ f(z) de < max f(a)

xe(a,b)

min fl2) s p=+—

Obecnéji, je-lim < f(x) < M v intervalu {a, b), pak

m_'u:b—a/f

Odtud plyne: m-(b—a) < / flx)de < M- (b—a).

Rozsiteni definice Riemannova integralu. Je-li funkce f integrovatelnd v intervalu

{a,b), pak pokladame )
[ @ o= [ s a
b a
Specidlné také definujeme / f(x) dz = 0.
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Vybrané vlastnosti a vypocet Riemannova integralu

Véta (o existenci Riemannova integralu). Nech! funkce | je spojitd v intervalu
(a,b). Pak f je integrovatelnd v (a, b).

Obecnéji: Nechi funkce [ je omezend a po Cdstech spojitd v intervalu {(a,b). Pak f
je integrovatelnd v {(a, b).

(Funkce f se nazyva po cdstech spojitd v intervalu (a, b), jestlize (a, b) 1ze rozdélit na
kone¢né€ mnoho sub—intervali, pficemz funkce f je spojitd ve vnitiku kazdého z nich.)

Poznamka. Je-li f integrovatelna funkce v intervalu (a, b) a lisi-li se funkce g od f pouze
v kone¢né mnoha bodech, pak ¢ je také integrovatelnou funkci v (a, b) a

/abg(:c) dz = /abf(a:) dz. =~

(Existence ani hodnota integralu f; f dx nezavisi na hodnotach f v kone¢né mnoha
bodech. Funkce f ani nemusi byt definovana v kone¢né mnoha bodech intervalu (a, b).)
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Dulezité formule: (platné napiiklad za predpokladu, Ze existuji integraly vpravo)

b linearita urcéitého
/a laf(z) + Bg(x / f(x dx—l—ﬁ/ integralu

/b f(z) dz = /cf(;g) A + /bf(x) A aditivita urc¢itého integralu

vzhledem k intervalu
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Véta (Leibniz, Newton). Je-li f spojitd funkce v intervalu {(a,b) a F je primitivni
funkce k f v (a,b), pak

/ f@)dz = F(b) — Fla) |.

Tento vzorec se nazyva Leibnizova—Newtonova formule. (Pochazi ze 17. stoleti.)
Rozdil F(b) — F(a) je Casto zapisovan krat$im zptisobem:

F(b) = F(a) = [F]g,
nebo také F(b) — F(a) = [F(x)]*=b.

V anglicky psané literatufe se tato véta nazyva Fundamental theorem of calculus.

Priklady: viz TABULE
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