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Matematika I — prednaska 23

Shrnuti co bylo minule

Vybrané vlastnosti a vypocet Riemannova integrélu.

Co bude dnes

Nékteré dalsi aplikace urcitého integralu.

Tyto slidy jsou na adrese
https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek

(pro osobni potfeby, nenahrazuje prednasku ani skripta).


https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek
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Jiz zndme tyto aplikace urcitého integrélu:
— vypocet obsahu plochy mezi grafem zadané funkce a osou =,
— vypocet hmotnosti tyCe pfi zadané (obecné proménné) délkové hustoté.
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Nékteré dalsi aplikace urcitého integralu

Délka krivKky (grafu funkce).

¢né

ho ,,nekone

¢né€ mno

v

lit na nekone

dé

muzeme 1oz

Opét si predstavme, Ze interval (a, b)

v 7

drobnéji na ¢ast grafu mezi body Y a Z.

kratkych” tisekl o délce dx. Podivejme se po
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&ast grafu funkce JelikoZ usek mezi body x a dz je ,,nekonecné

y = f(z) mezi kratky”, mizeme Cast grafu funkce y = f(x)
body zaz+de A Z za tomt/o ufekll povazovat 7 usecku. Oznaczne
A élku této usecky dl/. Pomoci Pythagorovy véty
i~ ' dy dostdvame:
-~ 1
5
i SR g dl = /(dz)? + (dy)*
dx :

: | dy vyjadiime: dy =tgadr = f'(z) dz
T r+dx Dostavame:

dl = /(dz)? + [f'(z) dz]? = /1 + f'(z)? du.

Délku celého grafu funkce y = f(x) na dseku od a do b obdrzime sectenim vSech hodnot
dl pro x bézici od a do b, tj. integraci d/ od a do b:

b
|- / VI F(@) da.

Priklad: viz TABULE
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Objem rotacniho télesa.

Chceme definovat a vypocitat y = f(z)

objem rotaCniho télesa, jehoz . T—
plastem je plocha vznikla rotaci
grafu funkce f (v useku od x =

\

a do x = b) okolo osy .

Opét si predstavme, Ze inter-
val (a,b) miZeme rozdélit na
nekonecné mnoho ,,nekonecné Tl T
kratkych” usek o délce dz.

. ;,_9_‘;\

/

!

Podivejme se podrobnéji na dsek mezi = a x 4 dx. Cést rotacniho télesa na tseku od «
do x + dz muzeme povazovat za ,,nekonec¢né tenky” vilec o poloméru f(x) a vySce dz.

jeho objem je
dV = 7 f(z)* dz.

b
Objem celého télesa pakje V = =7 / f(z)? de. P¥iklady: viz TABULE
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Hmotnost, staticky moment, téziSté a moment setrvacnosti rotacniho télesa.

Oznaéme B rotalni t&leso ome- y = f(z)
zené plochou, vzniklou rotaci
grafu funkce f okolo osy =z

Predpokladejme, Ze téleso je z
homogenniho materidlu, takze
jeho objemova hustota p je kon- Ay
stantni. ' T *

(v Gseku od z = a do z = b). r
N

Hmotnost télesa pak ziejmé je
b
M = pV = Wp/ f(z)? da.

Komentar k nekonstatni hustoté.
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Anglicka terminologie

momentum = hybnost

moment = staticky moment
center of mass = tézisté

moment of inertia = moment setrvacnosti
flywheel = setrvacnik




Staticky moment télesa B (vzhledem k roviné kolmé k ose x a protinajici ji v bodé x):
Ozna¢me zminénou rovinu o, .

Znovu si predstavme, Ze interval (a, b) mtizeme rozdélit na nekone¢né mnoho ,,nekone¢né
kratkych” usekd o délce dz. Cast télesa B na tiseku od x do x + dz opét povazujeme za
,,nekone¢né tenky” vélec o poloméru f(z) a vySce dz. Jeho hmotnost je

dM = 7p f(x)? da.
Jeho staticky moment vzhledem k roviné o, je
dM,, = (x — o) -dM = (z —z0) - 7p f(x)? du.

Celkovy staticky moment vzhledem k roviné o, je

b
M,, = / (z — x0) - 7p f(2)? da.
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Tézisté télesa B: nachazi se v tom bodé z na ose x, kde staticky moment télesa B
vzhledem k roviné o,,,. je nulovy. To znamen4, ze

b
0 = /(LE—SIZT)-Wpf(iU)2dSU

Odtud plyne:

b b
xT-Wp/ f(z)? do = / z-7p f(r)* dao

To znamena:

/b /@) /
IT = z f(x
f(x
MO/

staticky moment vzhledem k roviné o
T = —
g M hmotnost télesa B
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Moment setrvacnosti télesa B (vzhledem k ose z):

Moment setrvacnosti jiZ zminéného nekonecné tenkého valce, ktery je Casti télesa B na

useku od x do x + dzx,, vzhledem k ose x je
1 1
dJ = 5 (dM) f(z)* = §7Tpf(x)4 dz.

Celkovy moment setrvacnosti télesa B vzhledem k ose z je

b
J = %ﬂ'p/a f(z)* da.

Hollow
Cylinder

1 2 2
I=—M(a +b"
2 (a h")
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