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Nevlastni Riemanniv integral

. . . . /7 b Vv pd pd v
V definici Riemannova integralu fa f dx predpokladame, Ze
(i) (a,b) je omezeny interval a
(ii) funkce f je v tomto intervalu omezend.
Definici Riemannova integralu lze rozsifit na piipady, kdy je bud integracni obor (inter-

val), nebo integrand (funkce), nebo oboji neomezené. PrisluSny integral se pak nazyva
nevlastnim integrdlem.

1
Priklad. Riemanntv integral / — dz neexistuje, protoze integrovana funkce 1/x
0o &

1
neni omezend v intervalu (0, 1). (Md v bodé¢ 0 limitu zprava rovnou co.) Integral / —dx
¢

(pro t > 0) vSak jiZ existuje a je roven [In xE — —Int. Limita tohoto vysledku pro
t — 0+ také existuje a je rovna +-o00. Je tedy prirozené polozit

1 1

1 1

/ —dz := lim —dt = lim (—Int) = +oc.
0 T =0+ J, @ =0+
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Pfipomindme, Ze Cisla a a b se nazyvaji meze integralu fa f dz. (a je dolni mez a b je
horni mez.)

Ta z obou mezi, kterd je nekonecna nebo funkce f neni omezend v jejim okoli, se nazyva
singuldrni mezi.

Integral fol 1/x dx z posledniho piikladu je tedy integralem se singularni dolni mezi.
Tento priklad je motivaci k definici:

Definice (Nevlastni Riemannuv integral se singularni dolni mezi).
Predpokladejme, ze alespon jedna z podminek (i) a (ii) neni splnéna, ale Rie-
mannuv integrdl funkce f existuje v kazdém intervalu typu (¢,b) (pro a < t < b).
Jestlize existuje limita

lim /t ' fa) do,

t—a+

pak jeji hodnotu nazyvame nevlastnim Riemannovym integrdlem se singuldrni dolni
mezi.

Znaceni: stejné, jako u ,,béZného” Riemannova integralu, tj. fab f(x)dz.
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b
Mizeme tedy psat: / f(z)dz = lim f(z) de.

Nevlastni Riemanntv integral se singuldrni horni mezi 1ze definovat analogicky:

b s
/ f(x)dz = lim / f(z) dz  (pokud limita vpravo existuje).

s—b—

Poznamka. Narozdil od ,,béZného” Riemannova integralu, hodnota nevlastniho Rieman-
nova integralu mize byt i nekone¢nd. Pokud je nevlastni integral kone¢ny, pak fikame, Ze
integrdl konverguje. Pokud je nevlastni integral nekone¢ny, pak fikdme, ze diverguje.
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Definice (Nevlastni Riemannuv integral s obéma mezemi singularnimi).
Predpoklddejme, Ze ¢ € (a,b) a oba integrly [ fdz a fcb fdx existuji (prvni
jako nevlastni integrdl se singularni dolni mezi a a druhy jako nevlastni integral se
singularni horni mezi b). Jestlize soucet obou integrali ma smysl, pak pokladame

/abf(x) dr = /acf(:v) dx+/cbf(x) dz.

7/ b . e hd / v b4 * / /. .
Integral fa f dx je pak nevlastnim integrdlem s obéma mezemi singuldrnimi.
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Vypocet nevlastniho Riemannova integralu. Predpokladejme, Ze funkce f je spojita
v intervalu (a, b) a F' je primitivni funkci k f v (a, b). Riemannuv integral (vlastni nebo
nevlastni) funkce f v intervalu (a, b) existuje a plati

b
/ f(z)dz = lim F(z)— lim F(x),

T—b— r—a+

pokud vyraz na pravé stran€é ma smysl (tj. pokud obé limity existuji a rozdil jejich hodnot
ma smysl).

Priklady. Vypocitejme nevlastni Riemannovy integraly:

“1dx 0 dz
a)/ 4+x2 ) /_Ooﬁ 2 /_OOF
d)/ x2—1 e)/0 rxe ¥ dx f)/—dx

Navod k reseni: viz TABULE
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