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Matematika I – přednáška 24

Shrnut́ı co bylo minule

Aplikace Riemannova integrálu.

Co bude dnes

Nevlastnı́ Riemannův integrál.

Tyto slidy jsou na adrese

(pro osobnı́ potřeby, nenahrazuje přednášku ani skripta).
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Nevlastnı́ Riemannův integrál

V definici Riemannova integrálu
∫ b

a f dx předpokládáme, že

(i) 〈a, b〉 je omezený interval a

(ii) funkce f je v tomto intervalu omezená.

Definici Riemannova integrálu lze rozšı́řit na přı́pady, kdy je bud’ integračnı́ obor (inter-
val), nebo integrand (funkce), nebo obojı́ neomezené. Přı́slušný integrál se pak nazývá
nevlastnı́m integrálem.

Přı́klad. Riemannův integrál
∫ 1

0

1

x
dx neexistuje, protože integrovaná funkce 1/x

nenı́ omezená v intervalu (0, 1). (Má v bodě 0 limitu zprava rovnou∞.) Integrál
∫ 1

t

1

x
dx

(pro t > 0) však již existuje a je roven
[
lnx
]1
t
= − ln t. Limita tohoto výsledku pro

t→ 0+ také existuje a je rovna +∞. Je tedy přirozené položit∫ 1

0

1

x
dx := lim

t→0+

∫ 1

t

1

x
dt = lim

t→0+
(− ln t) = +∞.
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Připomı́náme, že čı́sla a a b se nazývajı́ meze integrálu
∫ b

a f dx. (a je dolnı́ mez a b je
hornı́ mez.)

Ta z obou mezı́, která je nekonečná nebo funkce f nenı́ omezená v jejı́m okolı́, se nazývá
singulárnı́ mezı́.
Integrál

∫ 1

0 1/x dx z poslednı́ho přı́kladu je tedy integrálem se singulárnı́ dolnı́ mezı́.
Tento přı́klad je motivacı́ k definici:

Definice (Nevlastnı́ Riemannův integrál se singulárnı́ dolnı́ mezı́).
Předpokládejme, že alespoň jedna z podmı́nek (i) a (ii) nenı́ splněna, ale Rie-
mannův integrál funkce f existuje v každém intervalu typu (t, b〉 (pro a < t < b).
Jestliže existuje limita

lim
t→a+

∫ b

t

f(x) dx,

pak jejı́ hodnotu nazýváme nevlastnı́m Riemannovým integrálem se singulárnı́ dolnı́
mezı́.

Značenı́: stejné, jako u ,,běžného” Riemannova integrálu, tj.
∫ b

a f(x) dx.
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Můžeme tedy psát:
∫ b

a

f(x) dx := lim
t→a+

∫ b

t

f(x) dx.

Nevlastnı́ Riemannův integrál se singulárnı́ hornı́ mezı́ lze definovat analogicky:∫ b

a

f(x) dx := lim
s→b−

∫ s

a

f(x) dx (pokud limita vpravo existuje).

Poznámka. Na rozdı́l od ,,běžného” Riemannova integrálu, hodnota nevlastnı́ho Rieman-
nova integrálu může být i nekonečná. Pokud je nevlastnı́ integrál konečný, pak řı́káme, že
integrál konverguje. Pokud je nevlastnı́ integrál nekonečný, pak řı́káme, že diverguje.
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Definice (Nevlastnı́ Riemannův integrál s oběma mezemi singulárnı́mi).
Předpokládejme, že c ∈ (a, b) a oba integrály

∫ c

a f dx a
∫ b

c f dx existujı́ (prvnı́
jako nevlastnı́ integrál se singulárnı́ dolnı́ mezı́ a a druhý jako nevlastnı́ integrál se
singulárnı́ hornı́ mezı́ b). Jestliže součet obou integrálů má smysl, pak pokládáme∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

Integrál
∫ b

a f dx je pak nevlastnı́m integrálem s oběma mezemi singulárnı́mi.

Nevlastnı́ Riemannův integrál M1 T.Neustupa 5 / 6



Výpočet nevlastnı́ho Riemannova integrálu. Předpokládejme, že funkce f je spojitá
v intervalu (a, b) a F je primitivnı́ funkcı́ k f v (a, b). Riemannův integrál (vlastnı́ nebo
nevlastnı́) funkce f v intervalu (a, b) existuje a platı́∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x),

pokud výraz na pravé straně má smysl (tj. pokud obě limity existujı́ a rozdı́l jejich hodnot
má smysl).

Přı́klady. Vypočı́tejme nevlastnı́ Riemannovy integrály:

a)
∫ ∞
−∞

dx

4 + x2
b)
∫ −1
−∞

dx

x2
c)
∫ 0

−∞

dx

x2

d)
∫ ∞
2

dx

x2 − 1
e)
∫ ∞
0

x e−x
2

dx f)
∫ 5

0

1√
x
dx

Návod k řešenı́: viz TABULE
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