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Matematika I — prednaska 4

Shrnuti co bylo minule

Matice, hodnost matice, Gaussliv algoritmus.

Co bude dnes

Determinant, regularni a singuldrni matice. Inverzni matice.

Tyto slidy jsou na adrese
https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek
(pro osobni potieby a nenahrazuje skripta ani prednasku).


https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek

Matematika I — prednaska 4

Zabyvame se otazkou, jak urcit hodnost obecné matice.

Na minulé prednasce byly vysvétleny tzv. ekvivalentni tpravy matice, které neméni hod-
nost matice.

Pomoci ekvivalentnich uprav pfevedeme jakoukoliv matici na horni trojihelnikovou ma-
tici s nenulovymi prvky na hlavni diagondle. Hodnost takové matice jiz umime urcit.
(Hodnost je rovna minimu z poc¢tu fadka a sloupcti, coz je stejné Cislo jako pocet nenu-
lovych fadk.)

Postup, jak pomoci ekvivalentnich uprav prevést libovolnou matici na horni trojihelnikovou
matici (s nenulovymi prvky na hlavni diagondle), se nazyva Gaussuv algoritmus.

Vysvétleni a priklady: viz TABULE



Definice (determinant). Nechf A je tvercovd matice. Determinantem matice A
nazyvame Cislo, které oznacujeme det A a které lze matici A priradit podle téchto
pravidel:

a) Je-li A = (a) ¢tvercova matice typu 1 x 1, pak det A = a.
b) Je-li A = (a;;) ¢tvercova matice typu n x n (pro n > 1), vybereme libovolny
radek matice A (oznacime jej jako i—ty) a poloZime
det A = aj Aj + ap A + ... + ain A,
kde A;; je tzv. doplnék prvku a;; v matici A. Tento doplnék je roven (=1)"*. A

kde A}; je determinant Ctvercové matice typu (n — 1) x (n — 1), kterd vznikne

z matice A vynechanim i—tého radku a j—tého sloupce.
Takze mame:
det A = a1 (—1)i+1 A;kl + ;2 (—1)i+2 A:(Q + ...+ (077 (_1)z+n A;kn

Tomuto souctu fikame rozvoj determinantu podle i—tého radku.
Priklad: viz TABULE |T4.2




Snadno ovéFime, Ze pro ¢tvercovou matici A = (a;;) typu 2 X 2 plati:

det A = ail - 22 — A12 * A91.

Rozvojem determinantu podle nékterého fadku nebo sloupce prevedeme otazku vypoctu
determinantu matice typu n X n na otazku vypoctu n determinantii matic typu (n — 1) X
(n — 1). Takto lze pokraCovat, az se dostaneme k maticim typu 2 x 2.

Determinant matice A = (a;;) Casto zapisujeme podobné jako matici A, pouze misto
kulatych zavorek pouzivame svislé Cary.

Nezalezi na tom, podle kterého fadku determinant rozvijime, vZdy dospéjeme ke stejnému
vysledku.

Determinant 1ze dokonce rozvijet 1 podle libovolného sloupce, vysledek je opét stejny.

Priklad: viz TABULE|T4.3




Sarussovo pravidlo. Pfi vypoctu determinanti matic typu 3 x 3 1ze kromé rozvoje podle
nékterého fadku ¢i sloupce pouzit jesté tzv. Sarussovo pravidlo:

det A = aj1-a9-ass + as - ag - a3 + as; - ajo - asy —

— Q13- A22 - A31 — A11 * Q32 * A23 — Q21 * A12 * A33.

Vzorec si miZete zapamatovat pomoci tohoto schématu:

aii, CLZ,/GI{
a1, a2, a

Priklad: viz TABULE |T4.4




Geometricky vyznam determinantu ¢tvercové matice A typu n X n.

a) n = 2: Radky matice A ... vektory aj, a,. Dopliime v rovin& E, oba vektory na
rovnobéznik. Pak plo$ny obsah rovnobézniku je roven | det A|.

b) n = 3: Radky matice A ... vektory a;, as, as. Dopliime v E; tyto vektory na rov-
nobéznostén. Pak objem tohoto rovnobéznosténu je roven | det A.

¢) Obecnén € N: Radky matice A ... vektory ay, ..., a,. Dopliime v E,, tyto vektory
na n-rozmérny rovnobéznostén. Pak n—-rozmérny objem tohoto rovnobéZnosténu je
roven | det A|.

Tvrzeni a), b), ¢) ziistavaji v platnosti, pracujeme-li se sloupci matice A misto s fadky.

Poznamka. Determinant jednotkové matice typu n X n (pro libovolné n € N) je roven 1.

Obecné&ji: Determinant Ctvercové matice, kterd md bud pod hlavni diagondlou nebo nad
ni samé nuly je roven soucinu prvkii na hlavni diagondle.

Priklad: viz TABULE | T4.5




Dulezité vlastnosti determinantu (Ctvercové matice A typu n x n, kde n > 1):

a)
b)
c)

d)

g)

h)

Obsahuje-li néktery fddek (nebo sloupec) matice A samé nuly, je det A = 0.
det A = det AT

Vyménime-li v matici A navzdjem dva fddky (nebo sloupce), pak determinant
zméni znaménko (tj. determinant nové matice roven — det A).

Jsou-li dva rddky (nebo sloupce) v matici A stejné, je det A = 0.

Vyndsobime-li néktery rddek (nebo sloupec) matice A Cislem )\, je determinant
nové matice roven \ - det A.

Je-li néktery rddek (respektive sloupec) matice A ndsobkem jiného vdadku (respek-
tive sloupce), je det A = 0.

Je-li néktery rdadek (respektive sloupec) matice A linedrni kombinaci ostatnich
rddkii (respektive sloupcit), je det A = 0.

Determinant se nezmeéni, pricteme-li k libovolnému rddku (respektive sloupci)
linedrni kombinaci ostatnich rddkii (respektive sloupcii).

Jsou-li A a B ¢tvercové matice stejného typu, je det(A - B) = det A - det B.




Definice (regularni a singularni matice). Ctvercovou matici typu n X n, kterd ma
maximalni moznou hodnost (tj. n) nazyvame reguldrni matici.

Ctvercovou matici, kterd neni regularni, nazyvame singuldrni matict.

Definice (inverzni matice). Predpokladejme, ze A a F jsou Ctvercové matice typu
n X n, pri¢emz F je jednotkovd matice. Ctvercovou matici A~! typu n x n nazyvdme
inverzni matici k matici A, jestlize plati

A- A1t =E.

Priklad: Ovéite, zda ( B é ) je inverzni matici k matici < 0 2 ) —viz TABULE

.5 2, 1

T4.6

Poznamka. Inverzni matice A~! nemusi existovat! P¥iklad: viz TABULE|T4.7




Pomoci nasledujici véty 1ze mimo jiné zjistit, zda inverzni matice k matici A existuje i
nikoliv.

Véta. Necht A je ¢tvercovd matice. Pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:
a) Matice A je reguldrni.
b) det A # 0.

c) Inverzni matice A~' k matici A existuje.

Poznamka. Ekvivalentni jsou i negace vyroki a), b), ¢):
non a) Matice A je singuldrni.
nonb) det A =0.

non ¢) Inverzni matice A~' k matici A neexistuje.

Priklad: viz TABULE | T4.8




Vypocet inverzni matice (pokud existuje). 1) Lze uZzit vzorec

A A\
1 '117 cee 1n

= A . : 9
det A?”Ll) SRR Ann

A—l

kde A;; jsou dopliiky prvki a;; v matici A.
Priklad: viz TABULE|T4.9

2) Pro vétsi matice je uziti vySe uvedeného vzorce velmi pracné, vzhledem k pracnosti
vypoctd hodnot A;1, Aps, .... K vypodtu inverzni matice A~! k reguldrni &tvercové
matici A lze ale pouZit i jinou, méné¢ pracnou metodu, zaloZenou na podobném postupu
jako je Gaussuv algoritmus. Tuto metodu vysvétlime na prikladu:



Bud A= . Napftiklad uZitim Sarussova pravidla vypocitdme det A = —1.

JelikoZ determinant je nenulovy, inverzni matice A~! existuje. Tuto inverzni matici je
mozné vypocitat takto:

NapiSeme matici A a vedle ni napiSeme jednotkovou matici stejného typu:
3,1, 0] 1, 0, 0O
1, 0, 110, 1, O
9 3, 1|0, 0, 1
S fadky takto rozsifené matice provadime upravy, které jiz zname z vySetfovani hodnosti
matice. Jedna se zejména o
e zménu poradi rddki,
e vyndsobeni nékterého radku nenulovym Cislem,
e pricteni ndsobku néjakého rdadku k jinému rddku.
Cilem je ziskat vlevo od svislé ¢ary jednotkovou matici. To, co ndm vyjde vpravo od svislé
¢ary, bude inverzni matice A~

Konkrétni vypocet: viz TABULE | T4.10




Vektorovy soucin vektoru v E;.

Definice (Vektorovy soucin). Nechi u = (uy,uz,u3) a v = (v1,v9,v3) jsou vek-
tory v E3. Vektorovym soucinem vektoru u, v (v tomto poradi) nazyvame vektor, ktery
znaCime u X v a pro ktery plati:

i, J, k
uUXv=|uy, u usg| = (ugvg —usve)i + (ugvy —uiv3)j + (u1ve — ugvy) k.
U1, V2, U3

I1.1.8. Veta. Jsou-li u a v nenulové vektory v E5 a je-li ¢ uhel, ktery tyto vektory sviraji,
pak

a) Vektor u x v je kolmy k obema vektorum u, v.

b) Jlux |l = [ful[ v sine.



Dalsi dilezité véty o regularnich a inverznich maticich:

Véta. Jsou-li A a B reguldrni matice tého? typu, je matice A - B rovnéZ reguldrni.

Plati: (A-B)'=B"1.A"L

Dukaz: viz TABULE

T4.11

Véta. Je-li A reguldrni matice, pak A~! je také reguldrni matice a plati:

a) (A H1 =4,

b) A-At=A"1.A=F

Dukaz: viz TABULE

T4.12

Véta (o jednoznacnosti inverzni matice). Pokud ke ¢tvercové matici
verzni matice A~', pak tato je uréena jednoznacné.

A existuje in-

Dukaz: viz TABULE

T4.13




