CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr J. Valasek

Matematika I — prednaska 5

Shrnuti co bylo minule

Determinant matice, regularni a singuldrni matice, inverzni matice.

Co bude dnes

Soustavy linearnich algebraickych rovnic (Frobeniova véta, Gaussova eliminace, Crame-
rovo pravidlo).

Tyto slidy jsou na adrese

https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek
(pro osobni potieby a nenahrazuje skripta ani prednasku).


https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek

LI.3. Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Obecny tvar soustavy m linearnich algebraickych rovnic pro n» neznamych:

anxry + apre + ... + apr, = b
ao1 X1 + a9o29 T2 4+ ... 4+ Aon Ty, = b2 (51)
A1 T1 + Q22 + ...+ appT, = by
aiy, a2, -.., Qmp s
zadana realna cCisla
b17 b27 SR bm
ri1, L9, ..., T, — neznamé

Pti aplikacich matematiky je Casto nutné feSit soustavy mnoha set (nebo tisic) linearnich
algebraickych rovnic pro mnoho set (nebo tisic) neznamych.
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Oznaceni:

ar, @iz, ..., Qip b1 T
as1, Qa92, ... a9 by )
A — ) ) ' Y n : B — ’ X —
am1l, Am2, ---, Gmn b Ln
A ... matice soustavy (= matice typu m X n)
B ... sloupec pravych stran (= matice typu m X 1)
X ... sloupec nezndamych (= matice typun x 1)

Pomoci matic A, B, X miZeme soustavu (5.1) zapsat podstatné dspornéjSim zpiisobem:

A-X = B. (5.1)
Resent soustavy (5.1): kazda usporadana n—tice redlnych Cisel x4, o, ... , x,, kterd sou-
stavé vyhovuje.
Jsou-li vSechna ¢isla by, bo, ... , b, rovna nule, nazyvame soustavu homogenni. V opaéném

pripad€ nazyvame soustavu nehomogenni.
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Homogenni soustavu miiZeme uspornym zpisobem zapsat:

A-X = O, (5.2)

kde O je nulova matice typu m x 1.

Dulezité otazky:

1) Ma soustava (5.1) (nebo specidlné homogenni soustava (5.2)) vzdy néjaké feSeni,
nebo se miiZe stat, Ze neexistuje ani jedno feseni?

2) Pokud soustava ma feSeni, kolik jich je? Jakou ma mnoZzina vSech feSeni strukturu?
(Jinymi slovy: je v mnoZiné vSech feSeni néjaky rad? Jaky rad?)

3) Jak Ize vSechna feSeni soustavy (5.1) (nebo specidlné homogenni soustavy (5.2))
nalézt?

Zacnéme homogenni soustavou (5.2).

1) Jednoduché poznatky: Homogenni soustava md vidy alespori jedno resent, totiZ FeSeni
nulové xr1 =0, ©o=0, ..., x, =0 (= tzv. trividlni Feseni).
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Nékteré homogenni soustavy jiz zddné dalsi feSeni nemaji (tj. nulové feSeni je je-
dinym feSenim), naopak nékteré jiné homogenni soustavy maji nekonecné mnoho
reSeni (mezi nimiZ je jedno trividlni feSeni a ostatni jsou netrividlni feseni).

Priklady: viz TABULE |T5.1

2) Obecny poznatek:

Véta. MnoZina vSech reseni homogenni soustavy (5.2) je podprostorem n—rozmérného
aritmetického prostoru R". Dimenze tohoto podprostoru je n — h(A).

Dukaz prvni ¢asti véty: viz TABULE | T5.2

3) Jak nalézt vSechna reseni homogenni soustavy (5.2)?

Miuzeme pouzit tzv. Gaussovu elimina¢ni metodu.

Vysvétleni a priklady: viz TABULE | T5.3
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Nyni se zabyvejme obecnou soustavou (5.1), ktera miuize byt i nehomogenni.
K otazkdm 1) — 3):

1) Jednoduché poznatky: Soustava nemusi mit Zddné reSeni, miiZe mit jediné reSeni,
miiZe mit nekonecné mnoho reseni. Ptiklady: viz TABULE | T5.4

2) V obecném piipadé€ informaci o poctu feseni poskytuje tzv. Frobeniova véta. OznaCme

ar, a2, ..., Qip bl
a1, A2, .., G | Do IS .

(A|B) = tzv. rozsifend matice soustavy
am1l, Am2, ---, Gmn bm

Véta (Frobeniova).
I. Soustava linedrnich algebraickych rovnic (5.1) (pro n nezndmych) md fesSent
pravé tehdy, je-li h(A) = h(A|B).
II. Je-li h(A) = h(A|B) =n, md soustava (5.1) jediné resent.
Je-li h(A) = h(A|B) < n, md soustava (5.1) nekonecné mnoho resent.
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Vyhodou Frobeniovy véty je, Ze poskytuje informaci o poctu feSeni soustavy (5.1),
aniZ soustavu fesime.

Priklad: Vysettete, kolik feSeni ma v zdvislosti na parametru a soustava

ary + w2 + w3 =1
rK + axy + Ty — 1
rT1 + T2 + axz = 1

ReSeni: SoubéZné vysetiime hodnost matice soustavy a rozsifené matice soustavy.

a 1,1 |1 1, a 1|1 1, a, 1 |
I, a, 1 |1 ~fa 1,111 ]~%10 1-a* 1-a |1-a
1, 1, a |1 1, 1, a |1 0, 1—a, a—1 0

Y Y Y

*) 1. fadek nasobime (—a) a pri¢teme ke 2. fadku. Poté 1. fadek odecteme od 3. fadku.

1, a, 1 1 1, a, 1 1
~ 10 1—a, a-—1 0 ~ 10 1—a, a-1 0
0, 1—a* 1—a |1—a 0, 0, 2—a—a®|1—a

**) 2.fadek nasobime 1 4 a a odeéteme od 3. fadku.
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3)

Nyni vidime, Ze

a)Je-lia #1aa# —2,pakrovnéZz1 —a # 0a2 — a — a® # 0. Hodnost matice
soustavy 1 hodnost matice rozsitené jsou obé€ stejné a rovnaji se 3, coz je stejné jako
pocet neznamych. Soustava ma tudiZ jediné fesSeni.

b) Je-li a = 1, tak hodnost matice soustavy i hodnost matice rozsitené jsou ob¢ stejné
a rovnaji se 1, coz je mensi, neZ je pocet nezndmych. Soustava m4 tudizZ nekonecné
mnoho feseni.

c)Jelia = —2,tak 1 —a # 0a2—a— a? = 0. Hodnost matice soustavy je 2 a
hodnost rozsifené matice je 3. Jelikoz tyto hodnosti jsou rizné, soustava nema zZadné
reSeni.

Jak nalézt vSechna reSeni soustavy (5.1)?

Opét miZeme pouzit Gaussovu eliminacni metodu.

Priklad: viz TABULE|T5.5
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V ptipadé, kdy soustava (5.1) je soustavou n rovnic pro n nezndmych a matice soustavy
A je regularni, existuje jediné feSeni. (Toto jednoduché tvrzeni snadno odvodime po-
moci Frobeniovy véty.) V tomto specidlnim pripadé lze k vyjadreni feSeni pouzit i tzv.
Cramerovo pravidlo:

kde A = det A a A, je determinant ¢tvercové matice, kterd vznikne z matice A po
nahrazeni 1—t€ho sloupce sloupcem pravych stran.

Priklad: viz TABULE|T5.6
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