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Shrnut́ı co bylo minule

Soustavy rovnic, Frobeniova věta, Gaussova eliminace, Cramerovo pravidlo.

Co bude dnes

Vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ vektory matic.

Tyto slidy jsou na adrese

(pro osobnı́ potřeby a nenahrazuje skripta ani přednášku).
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I.4. Vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ vektory čtvercových matic

Motivace. Předpokládejme, že A je čtvercová matice typu n × n. V této kapitole je
výhodné vektorem rozumět matici typu n× 1, jejı́ž složky mohou být i komplexnı́ čı́sla.

V matematice i jejı́ch aplikacı́ch se často setkáváme s otázkou, zda existuje nenulový
vektor X takový, že součin A ·X je vektorem, ležı́cı́m na stejné přı́mce jako X .

Definice (vlastnı́ čı́slo, vlastnı́ vektor). Komplexnı́ čı́slo λ nazýváme vlastnı́m čı́slem
čtvercové matice A existuje-li nenulový vektor X takový, že

A ·X = λX .

Vektor X se nazývá vlastnı́m vektorem matice A odpovı́dajı́cı́m vlastnı́mu čı́slu λ.
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Poznámka. Vlastnı́ vektor nenı́ určen jednoznačně, vždy je jich nekonečně mnoho.
(Je–li X vlastnı́ vektor, pak násobek X libovolným nenulovým čı́slem je také vlastnı́
vektor.)

Jak vypočı́táme vlastnı́ čı́sla matice A?

A ·X = λX ⇐⇒ A ·X − λE ·X = O ⇐⇒ (A− λE) ·X = O

Na maticovou rovnici (A − λE) · X = O lze hledět jako na homogennı́ soustavu line-
árnı́ch algebraických rovnic pro neznámé složky vektoru X . Nenulové řešenı́ X existuje
právě když matice A− λE je singulárnı́. Toto je splněno tehdy a jen tehdy, je-li

det(A− λE) = 0.

Tato rovnice pro neznámou λ je tzv. charakteristická rovnice matice A. Jejı́m řešenı́m
zı́skáme vlastnı́ čı́sla matice A.

Přı́klad: viz TABULE T6.1
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Jak vypočı́táme vlastnı́ vektory matice A?
Vlastnı́ vektory, odpovı́dajı́cı́ vlastnı́mu čı́slu λ, najdeme řešenı́m homogennı́ soustavy
lineárnı́ch algebraických rovnic

(A− λE) ·X = O
pro neznámé x1, . . . , xn, což jsou složky
vektoru X .

Přı́klad: viz TABULE T6.2
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Dalšı́ vlastnosti vlastnı́ch čı́sel a vlastnı́ch vektorů:

a ) Vlastnı́ vektory X1, X2 matice A, odpovı́dajı́cı́ různým vlastnı́m čı́slům λ1, λ2,
jsou lineárně nezávislé.

b) Matice A má vlastnı́ čı́slo 0 právě když je singulárnı́.

c) Je-li λ vlastnı́m čı́slem matice A a X je přı́slušný vlastnı́ vektor, pak λ je také
vlastnı́m čı́slem matice A a X je přı́slušným vlastnı́m vektorem.

d) Je-li λ vlastnı́m čı́slem maticeA aX je přı́slušný vlastnı́ vektor, pak λ2 je vlastnı́m
čı́slem matice A2 a X je opět přı́slušným vlastnı́m vektorem.

e) Existuje-li inverznı́ matice A−1, je λ vlastnı́m čı́slem matice A právě když 1/λ
je vlastnı́m čı́slem matice A−1. Odpovı́dajı́cı́ vlastnı́ vektory jsou v tomto přı́padě
stejné.

∗f) Je-li A symetrická čtvercová matice, pak všechna jejı́ vlastnı́ čı́sla jsou reálná.
Vlastnı́ vektory, odpovı́dajı́cı́ různým vlastnı́m čı́slům, jsou v tomto přı́padě kolmé.
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Závěrečná poznámka Předpokládejme, žeA je čtvercová matice typu
n×n. Pak následujı́cı́ výroky jsou ekvivalentnı́:

1. Matice A je regulárnı́.

2. detA 6= 0.

3. Inverznı́ matice A−1 existuje.

4. Matice A má hodnost n.

5. Řádky matice A jsou lineárně nezávislé.

6. Sloupce matice A jsou lineárně nezávislé.

7. Homogennı́ soustava lineárnı́ch algebraických rovnic A ·X = O má jediné (a to
nulové) řešenı́.

8. Obecná (tj. homogennı́ nebo nehomogennı́) soustava lineárnı́ch algebraických rov-
nic A ·X = B má jediné řešenı́.

9. 0 nenı́ vlastnı́m čı́slem matice A.

Závěrečná poznámka 6 / 6


