CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr J. Valasek

Matematika I — prednaska 7

Shrnuti co bylo minule

Vlastni ¢isla a vlastni vektory matic. (Konec prvni ¢asti (Linearni Algebra))

Co bude dnes

Zékladny redlnych funkci jedné redlné proménné.

Tyto slidy jsou na adrese

https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek
(pro osobni potieby a nenahrazuje skripta ani prednasku).


https://users.fs.cvut.cz/jan.valasek

I1.1. Funkce — zakladni pojmy

Definice (funkce). Je-li M C R, pak zobrazeni f mnoziny M do R nazyvame

redlnou funkci jedné redlné proménné (kratce pouze funkci). Mnozinu M nazyvame
defini¢nim oborem funkce f, zna¢ime D(f).

Funkce oznacujeme i jinymi pismeny. Naptiklad: g, h, ¢, ¥, F, G, atd.
Nékdy funkce popisujeme rovnici y = f(x), y = g(z), apod.

V tomto pfipad€ nazyvame x nezdvisle promeénnou a y zdavisle proménnou.
(Pochopiteln€, miiZzeme pouZivat i jind pismena nez x a y.)

Obor hodnot funkce f: znacime H(f)
Graf funkce f: mnozina G(f) := { [z, f(z)] € R?; = € D(f) }.
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Jak zapisujeme konkrétni funkce? Napiiklad
a) f: y=>5r>+3x—2 pro x € (—4,4),
b) f(x) =52?+3x —2 pro x € (—4,4), apod.

Poznamka. Je-li funkce zadana pouze vzorcem, bez blizsi specifikace defini¢niho oboru,
pak jejim definicnim oborem automaticky rozumime maximdlni mnozinu téch x € R, pro
ktera ma vzorec smysl.

Napftiklad, definujeme-li funkci f pouze vzorcem f(x) = v/1 — 2, pak jejim defini¢nim
oborem automaticky rozumime mnoZzinu viech = € R, pro které plati 1 — 22 > 0 (coZ je
interval (—1, 1)).

Souctem funkci f a g nazyvame funkci h takovou, ze h(x) = f(x) + g(x) pro = €
D(f) N D(g). Pouzivame zapis: h = f + g.

Analogicky definujeme i rozdil, soucin a podil funkci f a g. Defini¢nim oborem podilu
je vSak mnozina [ D(f) N D(g)] ~ {x € D(g); g(z) = 0}.

Absolutni hodnotou funkce f nazyvame funkci h takovou, ze h(x) = |f(x)| pro x €
D(f). Piseme: h = |f].
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Definice (restrikce funkce). Je-li f funkce a A C D(f), pak funkci, definovanou
pouze na A, kterd kazdému x € A pfifazuje tutéZ hodnotu jako funkce f (tj. f(x)),
nazyvame restrikci funkce f na mnozinu A aznalime ji f|4.

Obor hodnot funkce f|4 znacime: H(f|4) nebo f(A).

Obecny priklad: Konkrétni priklad:
f(x) = 2% prox € (—00,00),
\ A=(=2,1)
Y
fla
/\ \_J;
| L z
A
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Definice (slozena funkce). Jsou-li f a g funkce pro které plati H(g) C D(f), lze
definovat funkci h ptedpisem h(x) = f(g(x)) pro = € D(g). Funkci h nazyvame
sloZenou funkct.

Znaceni: h = fog neboh = f* g nebo h(z) = f(g(x)).

f ... vnéjst funkce
g ... vnitini funkce
Priklady:
) y=05Ba2+3x-2)2 ... y= f(g(x)),
kde f(z) = 2% je vn&jii funkce a
z = g(x) = 52% + 3x — 2 je vnitini funkce
2) y=2%"2 oy = flg9(@)),
kde f(z) = 2* je vn&jsi funkce a
z = g(x) = 3x + 2 je vnitini funkce
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Definice (omezena funkce). Nechf A C D(f). O funkci f fikdme, Ze je shora

omezend na mnoziné A, existuje-li K € R takové, Ze pro vSechna x € A plati:
flz) < K.

Analogicky, o funkci f tfikdme, Ze je zdola omezend na mnoZiné A, existuje-li L € R
takové, Ze pro vSechna x € A plati: f(x) > L.

Funkci f nazyvame omezenou na mnoziné A, je-li f na mnoziné A zaroven shora i
zdola omezena.

Je-li A = D(f), pak r€eni ,,na mnoziné¢ A” vynechdvame a fikdme, Ze funkce f je shora
omezend, nebo zdola omezend, nebo omezend.

Priklad:

Funkce f je shora omezena na mnoZziné
A, neni vSak shora omezena na celém
svém defini¢nim oboru.

Dalsi priklady: viz TABULE
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Definice (maximum funkce na mnoziné). Predpoklidejme, e A C D(f). Rikdme,
Ze funkce f nabyvavbodé zy € A svého maxima na mnoZiné A, jestlize pro vSechna
x € A plati: f(z) < f(zo). PiSeme: f(zy) = maxy f.

Dalsi pouzivana ozna¢eni maxima funkce f na mnoziné¢ A jsou: max f, max f(z).
xe

Podobné 1ze definovat i minimum funkce f na mnozZiné A. Pouzivame pro né oznaceni:
miny f, min f nebo min f(x).
A €A

Je-li A = D(f), pak réeni ,,na mnoziné¢ A” vynechdvame a mluvime pouze o maximu
nebo minimu funkce f.

Maximum a minimum funkce f nazyvame souhrnné extrémy funkce f.

Poznamka. Extrémy funkce na dané mnozin€ nebo na celém definicnim oboru mohou,
ale také nemusi existovat.

Priklady: viz TABULE
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Definice (funkce rostouci a klesajici). Nechf f je funkce a A C D(f). Funkci f
nazyvame

— rostouci na mnoziné A, jestlize Vx1, o € A: x1 < x93 = f(x1) < f(29),

— klesajici na mnoziné A, jestlize ¥ x1, x2 € A: 11 < 19 = f(x1) > f(22).

Je-li A = D(f), pak réeni ,,na mnoziné A” vynechavame, a mluvime pouze o funkci
rostouci nebo klesajict, apod.

Priklady: viz TABULE
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Definice (funkce neklesajici a nerostouci). Necht f je funkcea A C D(f). Funkci
f nazyvame
— neklesajici na mnoZiné A, jestlize V1, x2o € A: x1 < 9 = f(x1)

f(z2),
f(x2) .

<
— nerostouci na mnoziné A, jestlize V1, xo € A: 11 <29 = f(11) >

Priklady: viz TABULE

funkce rostouci

o funkce ryze monotonni
funkce klesajici } "

funkce neklesajici

j } funkce monotonni
funkce nerostouci
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Motivace k pojmu inverzni funkce

Zobrazeni F' z mnoziny A do mnoziny B nazyvame prosté, jestlize pro V x1, xo € D(F)

plati implikace:

T 7£ Ty — F(ZIZl) 75 F(l’g)

(Prosté zobrazeni pfifazuje riznym prvkim mnoziny A rizné hodnoty v mnoziné B.)

Priklad: prosté zobrazeni F:

O 0000 00
y = F(r)

X

Inverzni zobrazeni F'_;:

N / o= Fal

X

Priklad: toto zobrazeni neni prosté:

N

Inverzni zobrazeni? NE!

N

II.1. Funkce — zakladni poymy
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Funkci f nazyvame prostou, jestlize pro V x1, x5 € D(f) plati implikace:

r1 # 1y = f(21) # f(22).

(Prosta funkce nabyva v riznych bodech rtiznych hodnot.)

Priklady: viz TABULE

Definice (inverzni funkce). Predpokladejme, ze funkce f je prosta. Inverzni funkce
k funkci f je funkce, oznatovand f i, pro kterou plati

Ve e D(f): y=f(z) &= 2= f1(y).

defini¢ni obor inverzni funkce: D(f_1) = H(f)
obor hodnot inverzni funkce: H(f_1) = D(f)

Poznamka: f (f(x))=x proxz € D(f), [f(f-1(x)) =2 prox € D(f_1)

Tvar inverzni funkce ziskdme takto: z rovnice y = f(x) vypolitime x (pokud to jde).
Obdrzime: © = f_1(y). Poté zaménime x a y (nebof nezdvisle promé&nnou obvykle
znacime x a zavisle proménnou y). Dostaneme: y = f_;(x). Priklad: TABULE
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Poznamka. Grafy funkci f a f_; jsou soumérné podle osy 1. a 3. kvadrantu.

Vysvétleni: viz TABULE
Priklad: grafy funkci f(z) = 23 a f_1(z)

Y

Véta. Je-li [ rostouct funkce, je inverzni funkce f_1 také rostouct.

Stejna véta plati 1 pro funkce klesajici.
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Definice (funkce suda a licha). Funkci f nazyvame sudou, jestlize pro kazdé x €
D(f) patii —x rovnézdo D(f) a f(—x) = f(x).
Funkci f nazyvame lichou, jestlize pro kazdé x € D(f) patfi —x rovnéz do D(f)

a f(=z) = —f(z).

Poznamka. Graf funkce sudé je soumérny podle osy y a graf funkce liché je soumérny
podle pocatku.

Priklady: viz TABULE

Definice (funkce periodicka). Funkci f nazyvame periodickou s periodou w, jestlize
pro kazdé = € D(f) plati: x + w patfirovnézdo D(f) a f(x +w) = f(z).

Priklady: viz TABULE
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Vybrané konkrétni funkce

Elementarni funkce (znamé ze stfedni skoly):

a) konstantni funkce: f(x) =c (kde ¢ € R)

b) linedrni funkce: f(x) =kxr+q (kde k, g e R a k#0)

¢) kvadratickd funkce: f(x) = ax®+bx +c (kde a,b,c€ R a a#0)
d) mocninnd funkce: f(x) = x* (kde a € R)

e) funkce sinus: f(x)=sinx

f) funkce kosinus: f(x) = cosx

g) funkce tangens: f(x) =tgx

h) funkce kotangens: f(x) = cotgx

i) exponencidlni funkce o zdkladu a (kde a > 0): f(z)=a"

j) logaritmickd funkce o zdkladu a (kde a >0, a #1): f(z) =log, x

Zopakujte si sami, jak vypadaji defini¢ni obory téchto funkci, obory hodnot, grafy, atd.
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Polynomy

Polynom stupné€ n ma obecny tvar

Pu(z) = ap2™ + ap 12"+ ap 22" 2 + ...+ ayx + ap,
kde a,, a,_1, ..., ag jsouredlna Cisla a a,, # 0.
Specialné:
n=0: P(x)=ag konstantni funkce  graf: pfimka rvnobézna
$ 0SOU I
n=1: P(x)=az+ag linedrni funkce graf: piimka
n=2: Pyr)=ayw®+ar+a kvadratickd funkce graf: parabola

n=3: Py(r)=asr®+ ayx® +ax+ag kubickd funkce

Priiseciky grafu s osou x ... koreny polynomu.

graf: kubicka parabola

Vybrané konkrétni funkce
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Piiklady exponencialnich funkci a” pro ruzna a > 1

2$

1$
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Piiklady exponencialnich funkci a” pro ruzna a > 1

3.73‘ 2$

1$
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Piiklady exponencialnich funkci a” pro ruzna a > 1

3.73 2$

—
A
()
I
—~
N
~—
]

defini¢ni obory: (—o00, c0)
obory hodnot: (0,00) (s vyjimkou 1%)

1$

Grafy se protinaji v bodé [0, 1].
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Priklady exponencialnich funkci * pro razna a € (0, 1)

A

Y

defini¢ni obory: (—o0,c0)
obory hodnot: (0,00) (s vyjimkou 1%)

1$

Grafy se protinaji v bodé [0, 1].
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Exponencialni funkce 2* a 3" s tecnami v bodé [0, 1]

Tecny v bodé [0, 1] sviraji s osou x rizné dhly.
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Eulerovo ¢islo e, exponencialni funkce e’

Ze vSech exponencidlnich
funkce e, kde e je tzv.
Eulerovo cislo. Toto &islo je
vybréno tak, Ze teCna ke grafu
funkce e” v bodé [0, 1] svird
s osou z tdhel 45°. Cislo e je
iraciondlni a jeho hodnota je
2,71828 .. ..

Misto e’ se Casto piSe exp .

V minulosti byla odvozena fada vzorcu, kterymi 1ze e vyjadrit. Napiiklad:

~ dim (141) b _t ryr 1
¢ = A0 n Nevo e =T T Ty
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Prirozeny logaritmus: inverzni funkce k funkci e”

Misto log, x se pouzivéd oznaceni log z nebo Inz.
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Mocninna funkce

Obecnd mocninnd funkce x* je definovand vzorcem

« In x¢ alnx

¢ = e = e (prox > 0aa € R).
Jeji defini¢ni obor tudiz je: D(z®) = (0, c0).

Pro nékteré specidlni exponenty « vSak lze funkci ¢ pfirozenym zptisobem rozsifit na
interval (0, co) nebo na mnozinu (—oo, 0) U (0, 0o) nebo dokonce na interval (—oo, 00).

Priklady:

a) a=2 ... 2% =2 D(2?) = (—00, 00)

by a=1 ... 2*=2"2=/z, D(y/z) = (0,00) (inverzni funkce k 27{( ~))
©) a=1% ... 2=z = ¥z, D(\/x) = (—00,00)  (inverzni funkce k z%)
d a=2 ... %= 2?3 = (Y32, D(22?) = (—00,0)

e) a=—1 ... xa:xlzé, D(z71) = (=00, 0) U (0, c0)
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Cyklometricka funkce arcsin = (arkussinus). Funkce sinus neni prosta. Inverzni funkce
k sinu tudiZ neexistuje. Restrikce funkce sinus na interval (—m /2, 7/2) vSak prostd jiZ je.

w

3

o
N e
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Inverzni funkci k restrikci funkce Yy

sinus na interval (—m /2, 7/2) I ARRRSEEEREN
nazyvame arkussinus a oznacujeme :
ji arcsin. Lo : :
2 : Lo
: 0 T
2

Yy = arcsinx

Pro x € (—7/2,7/2) a y € (—1,1) tedy plati:

D(arcsinz) = (—1,1)
H(arcsinz) = (—m/2,7/2)

Yy =SINT <= T = arcsiny.
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Cyklometricka funkce arccos = (arkuskosinus). Podobné, inverzni funkce k funkci ko-
sinus neexistuje, protoze kosinus neni prosta funkce. Restrikce kosinu na interval (0, 7)
jiz ale prosta je.

Inverzni funkci k restrikci funkce kosinus na interval (0, 7) nazyvame arkuskosinus a
oznacujeme ji arccos. Jejim defini¢nim oborem je interval (—1,1) a oborem hodnot je
interval (0, 7). Nakreslete si sami jeji graf’!
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Cyklometricka funkce arctg = (arkustangens). Inverzni funkce k funkci tangens nee-
xistuje, protoZe tangens neni prosta funkce. Restrikce funkce tangens na interval (—, 2, 7/2)
jiz ale prosta je.

Y
g: f: : ;: |
i I [ [ !
[ I | \ |
i [ \ \ /
: /! : : |
\ \ \ \
\ \ \ \
\ \ \ \
1 1 1 1
\ \ \ \
—2m ,‘L - J\ J\ ™ L 2T x;
i = o T i
Tg 2 2 9
1 1 1 1
\ \ \ \
\ \ \ \
| | | [ y=tga
| I I I I
! ] 1 ] |
5 1 l | |
| \‘5 | L "
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Inverzni funkci k restrikci funkce tangens na interval (—n /2, 7/2) nazyvame arkustan-
gens a oznacujeme ji arctg.

Yy _ i
l Y= (8 2)]
| |
| |
\ \ P
l l .
| T |
L2 e
7777777777777777 I—— =¥ A - - - - ——-——==
\ L7
_T .
I 3
| 7, 0 \I
Ik 12
,,,,,,,,,,,,,,, v ,,‘,,7?,,1,,,,,,,,,,,”,,,
y = arctgx | -3 |
7 [ \
7 | |
4 | |
l l
| |
| | D(arctgx) = (—o0, 00)

H(arctgx) = (—m/2,7/2)
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Cyklometricka funkce arccotg x (arkuskotangens). Inverzni funkce k funkci kotan-
gens neexistuje, protoze kotangens neni prosta funkce. Restrikce funkce kotangens na
interval (0, ) jiZ ale prosta je. u

—2m -

3m T 0o 7 3m
T 9 2 2 9
y = cotgx \

Inverzni funkci k restrikci funkce kotangens na interval (0, 7) nazyvame arkuskotangens
a oznacujeme ji arccotg. Jejim defini¢nim oborem je interval (—oo, 00) a oborem hodnot
je interval (0, 7). NaKkreslete si sami jeji graf!
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