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T. Neustupa

Limita funkce

Matematika I — prednaska 9

Motivace. Definicnim oborem funkce f(z) = sinz/z je mnozina R — {0}. Tabulka
hodnot této funkce v nékterych bodech z :
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Z tabulky lze usuzovat, Ze pro x ,blizici se” k nule se f(z) ,,blizi” k jedné. Toto lze

presnym zplisobem vyjadfit uzZitim pojmu ,,limita funkce”.
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Definice (limita funkce). Ptredpokladejme, Ze zy € R* a Ze defini¢ni obor funkce

f obsahuje né€které prstencové okoli P(xj) bodu z. Plati-li pro kazdou posloupnost
{z,} v P(xy) implikace

[lim z, = z9] = [lim f(z,) = al,

pak fikame, Ze funkce f ma v bodé x( limitu rovnou a. PiSeme: lim f(x) = a.
T—TQ

a€R ... vlastni limita

a = £oo ... nevlastni limita

xo € R ... limita ve vlastnim bodé
ro = oo ... limita v nevlastnim bodé

Poznamka. Existence a hodnota limity funkce f v bodé x; jsou urCeny vyhradné
chovanim funkce f v okoli bodu z, nikoliv v bodé x, samém.
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Véta. Funkce f miuiZe mit v jakémkoliv bodé xy € R* nejvyse jednu limitu.

Limita funkce f v bodé z( miiZe, ale nemusi existovat.

Priklad. Funkce f(x) = sgnx nemd v bodé 0 limitu.

A

Proc¢? y

Yy =sgnzw
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Véta. Funkce f miuiZe mit v jakémkoliv bodé xy € R* nejvyse jednu limitu.

Limita funkce f v bodé z( miiZe, ale nemusi existovat.

Priklad. Funkce f(x) = sgnx nemd v bodé 0 limitu.

A

Zvolme z,, = (—1)"/n. Pak z,, — 0. Yy

Plat: f(z,) = sgn[(—1)"/n] = (=1)". 1

Limita lim (—1)" vSak neexistuje.

Yy =sgnzw

Funkce f m4 ale limitu

v jakémkoliv jiném bodé.
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Poznamka. SkuteCnost, Ze lim x,, = x(, se nékdy také zkracené zapisuje: =, — .
Podobné, misto lim f(x,) = a miZeme kratce psat: f(z,) — a. UZijeme-li toto
znaceni, miZeme implikaci v definici limty funkce psat takto:

Ty — 9 = f(z,) — a.

Pri vypoctu hodnot konkrétnich limit je dalezita tato véta:

Véta (o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkci). Nechi lim f(x) =a a
T—X0

lim g(z) =b. Pak plati:

a) lim [f(z) +g(z)] = a+b
b) lim [f(z) —g(z)] = a=b,
¢) lim [f(z)-g(z)] = a-b
g lm L&) _ @

za0 g(x) b

pokud vyrazy na pravych strandch maji smysl.
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. . | . r—ax ! oo — 0
Priklady: D) Jn = =M 1T ~ 10

21 221 3
2) lim = _ _ 2 _
o2 z+4  2+4 6

1
2
Dalsi priklady: viz TABULE

Poznamka. Lze ukazat, Ze je-li lim f(z) >0, lim g(z) =0 a g(z) > 0 v néjakém
T—X0 T—X0

imM:
A2 g()

prstencovém okoli P(zg), pak

Rozmyslete si sami pfipady, kdy lim f(z) <0, lim g(z) =0 a g(z) < 0 v néjakém
T—To T—To

prstencovém okoli P(x).

. . 2r+3 , br — 4
Priklady. 1) igri m = o0 2) wlgg wr2? —00
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Definice (limita zprava). Predpokldadejme, Ze xy € R a ze defini¢ni obor funkce f
obsahuje nékteré pravé okoli P, (xg) bodu z. Jestlize pro kazdou posloupnost {z,, }
v P, (xg) plati implikace

[lim z, = z9] = [lim f(z,) = al,
pak fikame, Ze funkce f ma v bod¢€ x limitu zprava rovnou a.

PiSeme: ngh f(x) = a.

Analogicky miZeme definovat limitu zleva funkce f v bodé (. PiSeme: lim f(x) = a.
T—To—

Véta. Funkce f mdv bodé xy € R limitu rovnou a prdavé kdy? md v bodé x limitu
zprava i limitu zleva a obé jsou rovné a.
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Velmi uzite¢né jsou také nasledujici véty o limitach slozenych funkci:

Véta (1. véta o limité slozené funkce). Nech! lim g(z) = A\, A € R anechi funkce

T—X0

f je spojitd v bodé ). Pak plati: lim f(g(x)) = f(N).
T—Xo

Priklady: viz TABULE

Véta (2. véta o limité sloZené funkce). Nechf lim g(z) = oo
T—T0

(respektive —oo ). Nechi lim f(y) = L (respektive lim f(y) = L ). Pak plati:
Y—00 Yy——00

ILIII f(g(x)) - L'

T—T0

Priklady: viz TABULE
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