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ČVUT, Fakulta strojnı́, zimnı́ semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I – přednáška 9

Limita funkce

Motivace. Definičnı́m oborem funkce f(x) = sinx/x je množina R − {0}. Tabulka
hodnot této funkce v některých bodech x :

x −1 −0.2 −0.05 −0.01 0.01 0.05 0.2 1

f(x) 0.84147 0.99335 0.99958 0.99998 0.99998 0.99958 0.99335 0.84147

Z tabulky lze usuzovat, že pro x ,,blı́žı́cı́ se” k nule se f(x) ,,blı́žı́” k jedné. Toto lze
přesným způsobem vyjádřit užitı́m pojmu ,,limita funkce”.
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Definice (limita funkce). Předpokládejme, že x0 ∈ R∗ a že definičnı́ obor funkce
f obsahuje některé prstencové okolı́ P (x0) bodu x0. Platı́-li pro každou posloupnost
{xn} v P (x0) implikace[

lim xn = x0
]
=⇒

[
lim f(xn) = a

]
,

pak řı́káme, že funkce f má v bodě x0 limitu rovnou a. Pı́šeme: lim
x→x0

f(x) = a.

a ∈ R . . . vlastnı́ limita
a = ±∞ . . . nevlastnı́ limita

x0 ∈ R . . . limita ve vlastnı́m bodě
x0 = ±∞ . . . limita v nevlastnı́m bodě

Poznámka. Existence a hodnota limity funkce f v bodě x0 jsou určeny výhradně
chovánı́m funkce f v okolı́ bodu x0, nikoliv v bodě x0 samém.
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Věta. Funkce f může mı́t v jakémkoliv bodě x0 ∈ R∗ nejvýše jednu limitu.

Limita funkce f v bodě x0 může, ale nemusı́ existovat.

Přı́klad. Funkce f(x) = sgn x nemá v bodě 0 limitu.
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Proč?
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Zvolme xn = (−1)n/n. Pak xn → 0.

Platı́: f(xn) = sgn[(−1)n/n] = (−1)n.

Limita lim (−1)n však neexistuje.

Funkce f má ale limitu

v jakémkoliv jiném bodě.
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Poznámka. Skutečnost, že lim xn = x0, se někdy také zkráceně zapisuje: xn → x0.
Podobně, mı́sto lim f(xn) = a můžeme krátce psát: f(xn) → a. Užijeme-li toto
značenı́, můžeme implikaci v definici limty funkce psát takto:

xn → x0 =⇒ f(xn)→ a.

Při výpočtu hodnot konkrétnı́ch limit je důležitá tato věta:

Věta (o limitě součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu funkcı́). Necht’ lim
x→x0

f(x) = a a

lim
x→x0

g(x) = b. Pak platı́:

a) lim
x→x0

[f(x) + g(x)] = a+ b,

b) lim
x→x0

[f(x)− g(x)] = a− b,

c) lim
x→x0

[f(x) · g(x)] = a · b,

d) lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

a

b
,

pokud výrazy na pravých stranách majı́ smysl.
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Přı́klady: 1) lim
x→∞

x2 − 1

x+ 4
= lim

x→∞

x− x−1

1 + 4x−1
=
∞− 0

1 + 0
= ∞

2) lim
x→2

x2 − 1

x+ 4
=

22 − 1

2 + 4
=

3

6
=

1

2

Dalšı́ přı́klady: viz TABULE

Poznámka. Lze ukázat, že je-li lim
x→x0

f(x) > 0, lim
x→x0

g(x) = 0 a g(x) > 0 v nějakém

prstencovém okolı́ P (x0), pak

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= ∞.

Rozmyslete si sami přı́pady, kdy lim
x→x0

f(x) < 0, lim
x→x0

g(x) = 0 a g(x) ≶ 0 v nějakém

prstencovém okolı́ P (x0).

Přı́klady. 1) lim
x→1

2x+ 3

(x− 1)2
= ∞ 2) lim

x→−2

5x− 4

(x+ 2)2
= −∞
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Definice (limita zprava). Předpokládejme, že x0 ∈ R a že definičnı́ obor funkce f
obsahuje některé pravé okolı́ P+(x0) bodu x0. Jestliže pro každou posloupnost {xn}
v P+(x0) platı́ implikace[

lim xn = x0
]
=⇒

[
lim f(xn) = a

]
,

pak řı́káme, že funkce f má v bodě x0 limitu zprava rovnou a.
Pı́šeme: lim

x→x0+
f(x) = a.

Analogicky můžeme definovat limitu zleva funkce f v bodě x0. Pı́šeme: lim
x→x0−

f(x) = a.

Věta. Funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu rovnou a právě když má v bodě x0 limitu
zprava i limitu zleva a obě jsou rovné a.
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Velmi užitečné jsou také následujı́cı́ věty o limitách složených funkcı́:

Věta (1. věta o limitě složené funkce). Necht’ lim
x→x0

g(x) = λ, λ ∈ R a necht’ funkce

f je spojitá v bodě λ. Pak platı́: lim
x→x0

f(g(x)) = f(λ).

Přı́klady: viz TABULE

Věta (2. věta o limitě složené funkce). Necht’ lim
x→x0

g(x) =∞
(respektive −∞ ). Necht’ lim

y→∞
f(y) = L (respektive lim

y→−∞
f(y) = L ). Pak platı́:

lim
x→x0

f(g(x)) = L.

Přı́klady: viz TABULE
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