Matematika Il — prednaska 25

* opakovani minulé prednasky
* Bonusovy obsahu Mat Il: (¢asti teorie vekt. pole)
- Stokesova veta

- solenoidalni vektorové pole
- Helmholtzuv rozklad vektorového pole



Opakovani

* a) Gaussova-Ostrogradského veta

 b) potencialni pole nejen v E,



Gaussova-Ostrogradského véta

Véta (Gaussova-Ostrogradskeého véta.). Predpoklddejme, Ze
a) vektorova funkce f ma spojité parcialni derivace v oblasti D C 3,

b) o je uzaviend po cdstech hladka plocha v D, orientovana smérem vné a takova,
zelnto C D

Pak plati:

//fdp/// divf dxdyd-=.
o Into




Gaussova-Ostrogradského véta

Véta (Gaussova-Ostrogradskeého véta.). Predpoklddejme, Ze

a) vektorova funkce f ma spojité parcialni derivace v oblasti D C 3,

b) o je uzaviend po cdstech hladka plocha v D, orientovana smérem vné a takova,
zelnto C D

Pak plati:

//f-dp:/// divf dxdyd-=.
o Into

Gaussova
plocha




Metoda koneénych objemu

- numerickad metoda
- specializace naseho ustavu

Hlavni mySlenka:

Oblast rozdélim na malé objemy.

Hcf,f'H ; l —a (e

.......

Provedu bilanci mezi vtoky a vytoky na jednotlivych objemech.



Potencialni pole = proc?

Definice (Potenciialni vektoroveé pole.). Vektorové pole f v oblast D C E; (b = 2
nebo b = 3) nazyvime potencidini pole v D, jesthiZe existuje skalarni pole (= skalami
funkce) » v D takoveé, Ze

f = prad

v D). Skalirni funkc o nazyviame porencial vektorového pole f v D,

Véta. Je-li § porencidlnf a spojiré vektorove pole v oblasn D, o je potencigl £ v D
a C' je kfivka v D), pak

f f-ds = p(k.b.C) — p(pb.C).
o

Véta. f je potencidlni vektorové pole v oblasti D+ Kfivkovy integrdl vekiorové

Junkce f nezavisi v D na integracnt cesté.




Potencialni pole v E,

Véta (Potencialni pole v [, — postacujici podminka.). Necht

a) I} je jednoduse souvisli oblast vIE, a

by £ = (U, V) je vektorové pole v D, jehoZ soufadnicové funkee U a V' majf v D
spojité parcidlni derivace a spliwi podminku:
oV ol

0 vb
or Oy Y

Pakf je potencialni pole v 1D,




Potencialni pole v E,

Véta (Potencialni pole v E; — nutna podminka.). Necht je f potencidlni pole v
oblasti D C Ej, které md spojité parcidlni derivace v D. Pak

nakl — 0

v oblasti D.

Definice (Jednoduse souvisla oblast v £5.). Oblast D C 3 nazyvame jednoduse
souvislou, pokud kazdou uzavienou kiivku C' v D mizeme spojit¢ zménit (stahnout)
v bod v D, aniz pritom kdykoliv oblast 1) opustime.

ANO

NE

3




CVUT, Fakulta strojni, letni semestr T. Neustupa

Rotace vektorového pole

Definice (rotace vektorového pole). Nechi f = (U,V, W) je vektorové pole v oblasti
D C Es. Rotaci t nazyvdame vektorové pole, které oznacujeme rot t a které definujeme
rovnict

dy 02’ 9 Oxr Or Oy

(ve vSech bodech |x,y, z| € D, ve kterych md pravd strana smysl).

(81’1” ov. oU oW oV (“)U)
tol I =

Pomoci operatoru nabla lze rotaci vyjadiit:

i, J, k
1, 9, 0

¥ = ¥l = : .
i & Jdr Oy 0z
U, V, W

“Determinant”na pravé neni determinantem piesné v tom smyslu, v jakém jej zname. Je
to vSak uzite¢né schéma, pro vypocet rotace. Piiklady na tabuli.



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2019-20 T. Neustupa

Potencialni pole v F;.

Véta (Potencidilni pole v E; — postacujici podminka.). Nechf

a) D je jednoduse souvisld oblast v [£3

b) ft je vektorové pole v D, které ma v D spojité parcidlni derivace a spliiuje
podminku:

rebt =0 %L,

Pak t je potencialni pole v D.

Potencidlni pole v Ej. 8 /!




Opakovani Greenovy vety

» Krivkovy integral z vekt. f-ce = prace

Greenova véta

Véta (Greenova véta). Predpoklddejme, Ze

a) f = (U,V) je vektorova funkce v oblasti O C E, a soufadnicové funkce U, V
maji v O spojité parcialni derivace,

b) C je kladné orientovand uzaviena kiivka v O takova, Zze Int C' C O.

Pak plati:
T T a7 7T
‘?gf-ds = // (ﬂ —ﬂ) dx dy.
e mtc \ 0 dy




Stokesova véeta

e zobecneéeni Green. vety pro krivky z E,

Véta (Stokesova véta.). Piedpoklidejme, Ze
a) vektorovd funkce f md spojité parcidlni derivace v oblasti D)  [Ey,

bl o je jednoducha po castech hladka plocha v D jejimz okrajem je jednoducha
uzaviend po Cistech hladka kfivka

¢) plochao je se svvm okrajem € souhlasné orientovand.

Pak plati: 7
){ f-ds = ff rot T - dp
' o




Poznamky

* Pravidlo pravé ruky

» Kdyz je f potencialni, tak vysledek
(cirkulace vekt. pole) musi byt nulovy



Poznamky

* Pravidlo pravé ruky
e Kdyz je f potencialni, tak cirkulace vekt. pole je O

s
<79 ' —
B \

gF(t)=§CE-dz=—%ffSB-ds k

* Pouziti?
Faradayuv zakon

Y YSY Y




Poznamky

* Pravidlo pravé ruky

« Kdyz je f potencialni, tak cirkulace vekt. pole je O

* Pouziti - Faradayulv zakon

Amperuv zakon |

§ B-d.-!:// (ﬁnJ+pn£n8—E)+dS 1’1 T’E
C s ot

(a) (b)



Solenoidalni pole
* Viflvé pole = castecne protiklad
potencialniho pole

- muze obsahovat viry (pot. nemuze)
- nemuze mit zfidla (pot. ano)

X, 1 2 P AV
= — f |
d v N N /

+—
? ?



Solenoidalni pole

v.4.1. Solenoidalni vektorové pole v IE,.

Vektorové pole f v oblasti D C [E,
azyvame solenowddlni pole v D, jestlize existuje vektorové pole (= vektorova funkce)
Hledss) g
o takove, ze

(V.4.1) f = rotw

v D. Vektorovou funkci w pak nazyvame vektorom] potencidl pole f v D




Vyznam rotace

[v.5.13. Fyzikélni vyznam rota-
5. predpokladejme, ze vektorovi
funkee f ma spojité parcialni deri-
ﬁcgvﬂblﬂstiﬂc ]E;;,AEDan
je vektor jednotkové délky. Oznaéme
5. kruh se stfedem v bodé A, polo-
mérem r a normalovym vektorem n.
Oznacme dale C, kruznici, kterd je
okrajem plochy o, a ktera je orien-
tovana souhlasné se o,. Pak plati:

tf(A)-
rntﬂf’t}'":m : }n[,/d -

plo.)

r—0+ 7r2

Obr. 29

1
";i/[gr rntf{A}-ndp

_ 1
= rEIE]+ ;r-r—z -/:[J TD[f[I.y.E} . dp

f(r,y,z)-ds.
Ce



V.4.2. Véta. Predpoklddejme, ze f je spojité vektorové pole v oblasti D C IE;.
Pak nasledujici dva vyroky jsou ekvivalentni:

a) f je solenoidalni pole v D.

b) Tok pole £ kazdou uzavienou plochou v D je nulovy.




V.4.2. Véta. Predpoklddejme, ze f je spojité vektorové pole v oblasti D C IE;.
Pak nasledujici dva vyroky jsou ekvivalentni:

a) f je solenoiddlni pole v D.
b) Tok pole £ kazdou uzavienou plochou v D je nulovy.
Dukaz: Implikace a) = b) Je okamzitym dusledkem poznamky IV 5.11:

Predpokladejme, ze pole f je solenoidalnim polem v D a w je jeho vektorovy potencial
Tok pole f uzavienou plochou ¢ v D je roven

o= ffee o
T o

ﬁ : o nArOENeIs je] neuvadime.
D"llka.z opacne il“plikﬂ-ﬂe. t-] b‘} . a}‘ je narocnejsl omto textu jej ne

5 ProcC?
Gauss.-Ostrogr. veta:

ffrut‘w*ffpz /// div rotw dx dy d=z.
a Into \ _J

Y3,




V.4.4. Veta. (Solenoidalni pole - nutnd p
Je solenoidzlng pole v oblasti D C Es, které ma

(V.4.9)

divf =0

v D.




ka.) Piedpoklidejme. ze f

o e { podmin | =y
V.44, Vata. (Solenoidélni pole — nutna po parcidlni derivace v D. Pak

Je solenoidalnf pole v oblasti D C IEs, které ma spojite

V.4.7. Plosné jednoduse souvisla oblast v [E;. Oblast D © [E; nazyvame
plosné jednoduse souunislou, pokud kazdou uzavienou plochu ¢ v D je mozné spojité
zmenit (stahnout) v bod v D, aniz pfitom kdykoliv oblast D opustime

Plosné jednoduse souvislou oblast v [E; by také bylo mozné definovat jako oblast
D s tou vlastnosti, ze vnitrek kazdé uzaviené plochy v D je podmnozinou D.

ANO:

E

3 NE
E.. minus primka -
3 E., minus bod
Vnitrek koule, krychle atd. , . ..
E, minus uzaviena mnozina

=4

Vnejsek krychle, koule atd.



r idejme, ze f
V.44, Veta, (Solenoidalni pole - nutna pﬂdmlllkﬂ-) mi‘;"j!::’f:ﬁ‘?{r
s solenoidalni pole v oblasti D C 3. které ma spojité parc

“{4_2) divf=0 v D.

V.4.7. Plosné jednoduie souvisld oblast v [E,

‘ Oblast D C I[E3 nazyvame
plosné jednoduse souvislou, pokud kazdou uzavienou plochu o v D je mozné spojité

zmenit (stahnout) v bod v D, aniz pfitom kdykoliv oblast D opustime.

Plosné jednoduse souvislou oblast v [E3 by také bylo mozné definovat jako oblast
D s tou vlastnosti, ze vnitrek kazdé uzaviené plochy v D je podmnozinou D

V.4.9. Véta. (Solenoidalni pole — postacujici podminka.) Necht

a) D je plosné jednoduse souvisla oblast v IE3 a

b) £ je vektorové pole v D, které ma v D spojité parcidlni derivace a ktere spliuje
podminku (V.4.2): divf=0 v D.

Pak f je solenoidalni pole v D.




V.4.9. Véta. (Solenoidalni pole — postacujici podminka.) Necht

a) D je plosné jednoduse souvisla oblast v IE3 a

b) f je vektorové pole v D, které ma v D spojité parcidlni derivace a které spliuje
podminku (V.4.2): divf=0 v D.

Pak f je solenoidalni pole v D.

Diikaz: Ukizeme. ze tok vektorového pole f kazdou uzavfenou plochou v D
je nulovy. Z toho jiz vyplyva, ze f je solenoidalni pole v D. (Viz vétu V.4.2.) Bud
tedy o libovolna uzaviena plocha v D. Jelikoz D je plosné jednoduse souvisla oblast.
Into ¢ D. Uzitim Gaussovy-Ostrogradského véty dostavame:

f/f.dp — i/ff divf drdyd:= = 0
fed Inte

(Znaménko “+" plati, je-li plocha o orientovand smerem vne a “—" plati, je-li plocha
o orientovana smérem dovniti. Jelikoz integral na prave strané je ale roven nule.
znaménko neni dulezité. )




Maxwellovy rovnice

g

V.4.12. Priklad - elektrostatické a magnetické pole. Predstavine si, ze oblast
D C IE3 je vyplnéna homogennim prostiedim s permitivitou € a permeabilitou . V D
protéka elektricky proud s hustotou J a elektrické naboje jsou rozlozeny s hustotou
p- Oznacme E intenzitu elektrického pole a B intenzitu magnetického pole v D.
Predpokladejme, ze E ani B nezavisi na ¢ase a jsou tudiz vektorovymi funkcemi
pouze prostorovych promeénnych z, y a z. V takovém piipadé misto “elektrické pole”
caste)i pouzivame oznaceni “elektrostatické pole”. V teorii clektromagnetického pole
se dokazuje, ze vektorovi pole E a B vyhovuji v oblasti D tzv. Mazwellovym rovnicim:
rot E= 0, divE = E,

¢
ot B = uld, divB = 0.



Maxwellovy rovnice

— —

V.4.12. Priklad - elektrostatické a magnetické pole. Predstavine si, ze oblast
D C IE3 je vyplnéna homogennim prostiedim s permitivitou € a permeabilitou . V D
protéka elektricky proud s hustotou J a elektrické ndboje jsou rozlozeny s hustoton
p- Oznacme E intenzitu elektrického pole a B intenzitu magnetického pole v D.
Predpokladejme, Ze E ani B nezavisf na ¢ase a jsou tudiz vektorovymi funkcems
pouze prostorovych promeénnych z, y a z. V takovém piipadé misto “elektrické pole”
caste)i pouzivame oznaceni “elektrostatické pole”. V teorii clektromagnetického pole
se dokazuje, ze vektorovi pole E a B vyhovuji v oblasti D tzv. Mazwellovym rovnicim:

tE =0, divE = £ ' lalni
ro wE==,1 E je potencialni pole

rooB=uJ, divB=0.

B je solenoidalni pole



Helmholtzova véta

- nebo téz Helmholtz(v rozklad

Necht f je dvakrat spojité diferencovatelné
vektoroveé pole definované v celem E,. Dale

necht f klesa rychleji nez 1/r pro r jdouci do +co.
Pak Ize f jednoznacne zapsat jako:

f=-grad @ + rot w.



Priklady pouziti

Deformed
Undefcrm_ed . conﬁguration
configuration Kt( 2;)
Ko(B)
oX. Lokalni deformaci télesa lze popsat:
rotaci a protazeni/smrsténi
e (obrazek popisuje neco trochu jiného)
0]
e I




Priklady pouziti

Deformace télesa

Proudoveé pole Ize rozlozit na:

potencialni proudeni a  vifivé proudeéni
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