CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19

T. Neustupa

Matematika II — prednaska 9

Co bude dneska?

Déleni obdélniku a jeho norma.

Riemanovy soudty a jejich limita.

Dvojny integral na obdélniku a na obecné mnoziné.
Meéfritelna mnozina a Jordanova mira mnoziny.
Ziakladni vlastnosti dvojného integralu. (Fubiniho véta)

Tyto slidy jsou na adrese
http : //marian. f sik.cout.cz /"neustupa/M2_N eu_prednaska09.pdf
(pro osobni potieby).
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Déleni obdélniku a norma déleni

Na tabuli.
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Déleni obdélniku a norma déleni

Na tabuli.

Motivace pro dvojny integral.
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Riemanovy soucty a jejich limita

Necht je f(x,y) funkce omezend na obdélniku O = (a,b) x (c,d) v Es.

Necht D je déleni O na diléi obdélniky O, ..., O,, jejichZ strany maji délky Az, Ay,
ooy Az, Ay,
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Riemanovy soucty a jejich limita

Necht je f(x,y) funkce omezend na obdélniku O = (a,b) x (c,d) v Es.

Necht D je déleni O na diléi obdélniky O, ..., O,, jejichZ strany maji délky Az, Ay,
. Ay, Ay

Nyni vyberme v kazdém z obdélnikii jeden bod a oznatme V systém vybranych bodu
Z; € O; (Z: 1,2,...,’]1).

Pak Riemannovym souctem funkce f na obdélniku O, odpovidajicim déleni D a systému
bodl V, nazyvame



Rikame, Ze &islo S je limitou Riemannovych souctii s(f, P, V) pro | D|| — 0+, jestlize
ke kazdému danému € > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pro kazdé dé€leni D obdélniku O a
pro kazdy zvoleny systém V plati:

IDI <6 — |s(f,D,V) -S| <e
Piseme:

lim s(f,D,V) = S.
| D||—0+



Rikame, Ze &islo S je limitou Riemannovych souctii s(f, P, V) pro | D|| — 0+, jestlize
ke kazdému danému € > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pro kazdé dé€leni D obdélniku O a
pro kazdy zvoleny systém V plati:

IDI <6 — |s(f,D,V) -S| <e
Piseme:

li .D,V) = 8.
ms(f,D,V)

Dvojny integral na obdélniku

JestliZe tato limita existuje, pak ¢islo S nazyvame dvojnym integrdlem funkce f na obdélniku
O. Integrél obvykle zna¢ime

//0 f(z,y) dx dy nebo //Of dx dy.

JestliZe limita existuje, fikdme, Ze “dvojny integral [ |, o | dx dy existuje” nebo ze “funkce
f je integrovatelnd na obdélniku O”.
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Dvojny integral na obecné mnoziné

Na tabuli.
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Méritelna mnozina v F» a jeji Jordanova mira

Omezend mnozina neni dostateCné omezeni. (Pf.) Abychom se tedy omezili jen na “’ro-
zumné’mnoZiny zavadime:

Definice (méritelna mnozina). Predpoklddejme, e M je omezend mnoZina v Eo.
Rikdme, Ze tato mnoZina je méritelnd (v Jordanové smyslu), jestlize dvojny integrdl
konstantni funkce f(x,y) = 1 na M existuje. V tomto pFipadé nazyvdime Cislo

pa(M) = //dedy

dvourozmérnou Jordanovou mirou mnoZiny M.
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Geometrickd interpretace dvourozmérné miry je obsah mnoziny M.

MnozZiny, které maji miru 0.

Véta. a) Sjednoceni konecné mnoha mnoZin miry nula je mnoZina miry nula.

b) Je-li N mnoZina miry nula a M C N, pak M je také mnoZina miry nula.
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Geometrickd interpretace dvourozmérné miry je obsah mnoziny M.

MnozZiny, které maji miru 0.

Véta. a) Sjednoceni konecné mnoha mnoZin miry nula je mnoZina miry nula.

b) Je-li N mnoZina miry nula a M C N, pak M je také mnoZina miry nula.

Véta (Nutna a postacujici podminka pro méritelnost mnoziny v E,). MnoZina
M C E, je méFitelnd (v Jordanové smyslu) pravé tehdy, je-li omezend a pi2(OM) = 0.




Obrazek k vété:
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Existence a vlastnosti dvojného integralu

Véta (Postacujici podminka pro existenci dvojného integralu).
Necht M je méfitelnd mnozZina v Ey a f je omezend a spojitd funkce na M. Pak dvojny
integrdl || v f dx dy existuje.




1
72

Priklad 237. Rozhodnéte, zda dany integral ff —— dr dy existuje, jestlize :
D

ﬂ-j D= {[.-r,y] c Es
b) D = {[z,3] € E;
&), Fhe= {[;r_.y] € E»

Reseni : Budeme vychdazet z toho
pro funkce omezené na omezené mnoziné D a ddle budeme pouzivat vétu o existenci.

r° +y
1
2 (y— 1P < 7k
xt +yt <1
cxt + (y— 1) < 2}

, ze dvojny a trojuy integral (vlastni) je definovan pouze

Mnozina D je méfitelna, tedy D je omezend a jeji

hranice ma miru 0 a f(z,y) = je spojita a

r?+ y2
omezena na D, Integral existuje.

Mnozina D je méfitelnd, ale f(r,y) neni omezend

v D, protoze [0,0) € Da lm —— = oo
[y —[0.0] = + -
Integral neexistuje.

flz,y) opét neni omezena na D ([0,0] € D),
integral neexistuje.
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Existence a vlastnosti dvojného integralu

Véta (Postacujici podminka pro existenci dvojného integralu).
Necht M je méfitelnd mnozZina v Ey a f je omezend a spojitd funkce na M. Pak dvojny
integrdl || v f dx dy existuje.

Nékteré vlastnosti dvojného integralu

Na tabuli.















