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Matematika II – přednáška 12

Co bude dneska?

Dělenı́ kvádru a jeho norma.

Riemanovy součty a jejich limita.

Trojný integrál na kvádru a na obecné množině v E3.

Měřitelná množina a Jordanova mı́ra.

Základnı́ vlastnosti a Fubiniho Věta.

Tyto slidy jsou na adrese
http : //marian.fsik.cvut.cz/˜neustupa/M2 Neu prednaska12.pdf
(pro osobnı́ potřeby).
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Dělenı́ kvádru a jeho norma

Necht’ K = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 × 〈e, f〉 je kvádr v E3 takový, jehož hrany jsou rovnoběžné se
souřadnými osami x, y a z.

Definice (Dělenı́ kvádru a jeho norma.). Kvádr K lze rozdělit sı́tı́ rovin rov-
noběžných s rovinami xy, xz nebo yz na n dı́lčı́ch kvádrů K1, . . . , Kn. Systém těchto
kvádrů nazýváme dělenı́ kvádru K. Pojmenujeme-li popsané dělenı́ D, pak normou
dělenı́ D nazýváme délku nejdelšı́ ze všech hran kvádrů K1, . . . , Kn. Normu dělenı́
D značı́me ‖D‖. Jsou-li délky hran dı́lčı́ch kvádrů K1, . . . , Kn rovny ∆x1, ∆y1, ∆z1,
. . . , ∆xn, ∆yn, ∆zn, můžeme normu ‖D‖ vyjádřit:

‖D‖ = max {∆x1; ∆y1; ∆z1; . . . ; ∆xn; ∆yn; ∆zn}.
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Riemanovy součty a jejich limita

Necht’ je f(x, y, z) omezená funkce na kvádru K = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 × 〈e, f〉. Necht’ je
D zmı́něné dělenı́ kvádru K. Označme ∆x1, ∆y1, ∆z1, . . . , ∆xn, ∆yn, ∆zn délky stran
kvádrů K1, . . . , Kn dělenı́ D. Necht’ V je systém zvolených bodů Zi ∈ Ki (i = 1, . . . , n).
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Definice (Riemanovy součty a jejich limita.). Riemannovým součtem funkce f na
kvádruK, odpovı́dajı́cı́m dělenı́D a systému V vybraných bodů Z1, . . . , Zn, nazýváme
součet

s(f,D,V) =
n∑
i=1

f(Zi) ·∆xi ∆yi ∆zi.

Řı́káme, že čı́slo S je limitou Riemannových součtů s(f,D,V) pro ‖D‖ → 0+, jestliže
ke každému zvolenému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé dělenı́ D kvádru K a
pro každý zvolený systém V platı́:

‖D‖ < δ =⇒ |s(f,D,V)− S| < ε.
a pı́šeme:

lim
‖D‖→0+

s(f,D,V) = S.
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Trojný integrál na kvádru

Definice (trojný integrál na kvádru.). Jestliže předchozı́ limita existuje, pak jejı́ hod-
notu S nazýváme trojným integrálem funkce f na kvádru K. Tento integrál obvykle
značı́me ∫∫∫

K

f(x, y) dx dy dz nebo

∫∫∫
K

f dx dy dz.

Jestliže limita existuje, řı́káme, že “trojný integrál
∫∫∫

K f dx dy dz existuje” nebo že
“funkce f je integrovatelná na kvádru K”.
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Měřitelná množina v E3 a jejı́ Jordanova mı́ra

Definice (Měřitelná množina v E3.). Předpokládejme, že M je omezená množina
v E3. Řı́káme, že množina M je měřitelná (v Jordanově smyslu), jestliže konstantnı́
funkce f(x, y, z) = 1 je integrovatelná na M . V tomto přı́padě nazýváme hodnotu

µ3(M) =

∫∫∫
M

dx dy dz

třı́rozměrnou Jordanovou mı́rou množiny M .

µ3(M) má názorný geometrický význam: Definuje a poskytuje návod jak vypočı́tat objem
množiny M .
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Množiny jejichž trojrozměrná mı́ra je nula (”nemajı́”objem): Množiny konečného počtu
bodů a křivek. Plochy (grafy funkcı́) definované na uzavřených podmnožinách v E3. Jed-
noduché hladké plochy (bude později).

Věta. a) Sjednocenı́ konečně mnoha množin mı́ry nula je množina mı́ry nula.
b) Je-li N množina mı́ry nula a M ⊂ N , pak M je také množina mı́ry nula.

Věta (Nutná a postačujı́cı́ podmı́nka pro to, aby množina v E3 byla měřitelná.).
Množina M ⊂ E3 je měřitelná (v Jordanově smyslu) právě tehdy, je-li omezená a

µ3(∂M) = 0.
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Věta (Postačujı́cı́ podmı́nka pro existenci trojného integrálu.). Necht’ M je
měřitelná množina v E3 a f je omezená a spojitá funkce na M . Pak trojný integrál∫∫∫

M f dx dy dz existuje.
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Některé vlastnosti trojného integrálu

a) Linearita trojného integrálu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na množiněM ⊂
E3 a α ∈ R, pak∫∫∫

M

(f + g) dx dy dz =

∫∫∫
M

f dx dy dz +

∫∫∫
M

g dx dy dz,∫∫∫
M

α · f dx dy dz = α ·
∫∫∫

M

f dx dy dz.
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Některé vlastnosti trojného integrálu

a) Linearita trojného integrálu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na množiněM ⊂
E3 a α ∈ R, pak∫∫∫

M

(f + g) dx dy dz =

∫∫∫
M

f dx dy dz +

∫∫∫
M

g dx dy dz,∫∫∫
M

α · f dx dy dz = α ·
∫∫∫

M

f dx dy dz.

b) Aditivita trojného integrálu vzhledem k oboru integrace. Necht’ jsou M1 a M2

měřitelné množiny v E3, takové, že µ3(M1 ∩M2) = 0, a f je integrovatelnou funkcı́
na M1 i na M2, pak∫∫∫

M1

f dx dy dz +

∫∫∫
M2

f dx dy dz =

∫∫∫
M1∪M2

f dx dy dz.
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Některé vlastnosti trojného integrálu

c) Necht’ f je integrovatelná funkce na množině M ∈ E3 a omezená funkce g se lišı́ od
f nejvýše na množině mı́ry nula v M , pak g je také integrovatelná funkce v M a∫∫∫

M

g dx dy dz =

∫∫∫
M

f dx dy dz.
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Některé vlastnosti trojného integrálu

c) Necht’ f je integrovatelná funkce na množině M ∈ E3 a omezená funkce g se lišı́ od
f nejvýše na množině mı́ry nula v M , pak g je také integrovatelná funkce v M a∫∫∫

M

g dx dy dz =

∫∫∫
M

f dx dy dz.

d) Je-li f omezená funkce na množině M ∈ E3 mı́ry nula, pak f je integrovatelná na
M a ∫∫∫

M

f dx dy dz = 0.
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Některé vlastnosti trojného integrálu

e) Jsou-li f a g integrovatelné funkce na množině M ⊂ E3 takové, že
f(x, y, z) ≥ g(x, y, z) ∀ [x, y, z] ∈M , pak∫∫∫

M

f dx dy dz ≥
∫∫∫

M

g dx dy dz.

Speciálně, je-li f(x, y, z) ≥ 0 ∀ [x, y, z] ∈M , pak∫∫∫
M

f dx dy dz ≥ 0.
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Definice (Elementárnı́ obor integrace v E3.). Necht’ Mxy je měřitelná uzavřená
množina v E2 a z = φ1(x, y) a z = φ2(x, y) jsou spojité funkce na Mxy takové, že
φ1(x, y) ≤ φ2(x, y) pro všechna [x, y] ∈Mxy. Pak množinu

M =
{

[x, y, z] ∈ E3; [x, y] ∈Mxy,

φ1(x, y) ≤ z ≤ φ2(x, y)
}

Fubiniho věta - EOI definice 12 / 14
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Elementárnı́ obor integrace
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Obrázek ze skript M II
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ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr 2018-19 T. Neustupa

Definice (Elementárnı́ obor integrace v E3.). Necht’ Mxy je měřitelná uzavřená
množina v E2 a z = φ1(x, y) a z = φ2(x, y) jsou spojité funkce na Mxy takové, že
φ1(x, y) ≤ φ2(x, y) pro všechna [x, y] ∈Mxy. Pak množinu

M =
{

[x, y, z] ∈ E3; [x, y] ∈Mxy,

φ1(x, y) ≤ z ≤ φ2(x, y)
}

Obdobně by se definovali elementárnı́ obory integrace vzhledem k rovinnám xz a yz.

Myšlenka věty: Obor integrace M rozdělı́me na nekonečně mnoho svislých úseček. Jed-
nou z nich je úsečka PQ. Nejprve integrujeme funkci f na každé z těchto úseček jako
funkci jedné proměnné z – dostáváme F (x, y) =

∫ φ2(x,y)
φ1(x,y)

f(x, y, z) dz. Výsledek závisı́
na x a na y, protože poloha úsečky PQ závisı́ na x a na y. Pak integrujeme F (x, y) jakožto
funkci dvou proměnných x a y na množině Mxy.
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Elementárnı́ obor integrace

6

��
�
��

�
��

�
��

�
��

��*

HH
HHH

HHH
HHH

HHHHj

z

x

y

M

q [x, y] Mxy

qP z = φ1(x, y)

qQ z = φ2(x, y)
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Fubiniho věta pro trojný integrál

Věta (Fubiniho věta pro trojný integrál.). Necht’ M je elementárnı́ obor integrace
vzhledem k rovině xy, definovaný v odstavci II.7.1. Necht’ f(x, y, z) je spojitá funkce
na M . Pak∫∫∫

M

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫
Mxy

(∫ φ2(x,y)

φ1(x,y)

f(x, y, z) dz

)
dx dy.

Obdobně by se formulovala věta pro integraci na elementárnı́m oboru integrace vzhledem
k rovině xz či yz.

Přı́klady.

Fubiniho Věta 14 / 14



  



  



  

W



  

W



  

W



  



  



  



  

Př.: Hmotnost, pokud ρ = xy

Statický moment k rovině xz, pokud ρ = x

Statický moment k rovině yz, pokud ρ = y

( Statický moment k rovině xy, pokud ρ = xy/z  )

( Moment setrvačnosti k ose x, pokud ρ = xy/(y^2 + z^2)  )

Atd.
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Některé fyzikálnı́ a mechanické aplikace trojného integrálu

Mějme těleso ve tvaru měřitelné množiny M . Hustota tělesa budiž dána jako ρ(x, y, z) a
udávaná v kg ·m−3. Pak

hmotnost tělesa . . . . m =

���

M

ρ(x, y, z) dx dy dz [kg],

statický moment

vzhledem k rovině xy mxy =

���

M

z · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m],

vzhledem k rovině xz mxz =

���

M

y · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m],

vzhledem k rovině yz myz =

���

M

x · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m],

souřadnice těžiště . . xT =
myz

m
, yT =

mxz

m
zT =

mxy

m
,
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moment setrvačnosti

vzhledem k rovině xy Jxy =

���

M

z2 · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],

vzhledem k rovině xz Jxz =

���

M

y2 · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],

vzhledem k rovině yz Jyz =

���

M

x2 · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],

vzhledem k ose x . . . Jx =

���

M

(y2 + z2) · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],

vzhledem k ose y . . . . Jy =

���

M

(x2 + z2) · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],

vzhledem k ose z . . . . Jz =

���

M

(x2 + y2) · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],

vzhledem k počátku . J0 =

���

M

(x2 + y2 + z2) · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2].
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