
ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr 2020-21 T. Neustupa

Matematika II – přednáška 16

Co bude dneska?

Křivka zadaná průnikem dvou ploch.

Křivkový integrál skalárnı́ funkce.

Základnı́ vlastnosti křivkového integrálu skal. funkce.

Délka křivky. Vybrané mechanické charakteristiky křivek.

Nějaké přı́klady

Tyto slidy jsou na adrese
http : //marian.fsik.cvut.cz/˜neustupa/M2 Neu prednaska16.pdf
(pro osobnı́ potřeby).

Šestnáctá přednáška 1 / 16
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Shrnutı́ co bylo minule

Jednoduchá hladká křivka.

Parametrizace - definice, vlastnosti, základnı́ typy.

Opakovánı́ - co bylo minule 2 / 16
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Křivka zadaná průnikem dvou ploch v E3

Ukážeme na přı́kladu na tabuli.

Křivka zadaná průnikem dvou ploch 3 / 16



při pohledu shora

PS. 2cos fi - sin fi = - sqrt(5) sin ( fi - fi_0); tj. doopravdy z_0 = 9/4 :)



  

Křivkový integrál ze skaláru

Délka křivky

Váha cívky

Moment setrvačnosti švihadla
Tento příklad použijeme v dále motivaci.
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Křivkový integrál skalárnı́ funkce (KI 1.druhu)

Motivace na tabuli.

Křivkový integrál 1.druhu 4 / 16
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Křivkový integrál skalárnı́ funkce (KI 1.druhu)

Definice (křivkový integrál skalárnı́ funkce na jednoduché hladké křivce). Ne-
cht’ C je jednoduchá hladká křivka v E2 nebo v E3 a P je jejı́ parametrizace, defino-
vaná v intervalu �a, b�. Necht’ f je funkce, která je definovaná a omezená na křivce
C. Existuje-li Riemannův integrál

� b

a f(P (t)) · �Ṗ (t)� dt, pak o funkci f řı́káme, že
je integrovatelná na křivce C. Křivkový integrál skalárnı́ funkce f na křivce C pak
označujeme

�
C f ds a definujeme jej rovnicı́

�

C

f ds =

� b

a

f(P (t)) · �Ṗ (t)� dt.

Řı́káme, že “funkce f je integrovatelná na křivce C” či, že “křivkový integrál funkce f
na C existuje”.

Křivkový integrál 1.druhu - definice 5 / 16
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Křivkový integrál skalárnı́ funkce (KI 1.druhu)

Definice (křivkový integrál skalárnı́ funkce na jednoduché hladké křivce). Ne-
cht’ C je jednoduchá hladká křivka v E2 nebo v E3 a P je jejı́ parametrizace, defino-
vaná v intervalu �a, b�. Necht’ f je funkce, která je definovaná a omezená na křivce
C. Existuje-li Riemannův integrál

� b

a f(P (t)) · �Ṗ (t)� dt, pak o funkci f řı́káme, že
je integrovatelná na křivce C. Křivkový integrál skalárnı́ funkce f na křivce C pak
označujeme

�
C f ds a definujeme jej rovnicı́

�

C

f ds =

� b

a

f(P (t)) · �Ṗ (t)� dt.

Řı́káme, že “funkce f je integrovatelná na křivce C” či, že “křivkový integrál funkce f
na C existuje”.

Poznámka: Existence ani hodnota křivkového integrálu nezávisı́ na zvolené paramatrizaci
křivky C.
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Jednoduchá po částech hladká křivka

Bud’ Ci, i = 1 . . . n, hladká jednoduchá křivka. Bud’ dále C =
�n

i=1. Pak C nazýváme
jednoduchá po částech hladká křivka.
Přı́klady na tabuli.

Definice (křivkový integrál skalárnı́ funkce na jednoduché po částech hladké
křivce). Necht’ C je jednoduchá po částech hladká křivka v E2 nebo v E3, která je
složena z jednoduchých hladkých křivek C1, . . . , Cn. Necht’ f je skalárnı́ funkce, která
je definovaná a omezená na křivce C. Je-li funkce f integrovatelná na každé z křivek
C1, . . . , Cn, pak řı́káme, že je integrovatelná na křivce C. Křivkový integrál skalárnı́
funkce f na křivce C pak definujeme rovnicı́

�

C

f ds =
n�

i=1

�

Ci

f ds.

Jednoduchá po částech hladká křivka 8 / 16
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Délka křivky

Je-li C jednoduchá po částech hladká křivka v E2 nebo v E3, pak integrálem
�
C ds defi-

nujeme délku křivky C. Značı́me ji l(C).

Z předešlých úvah plyne, že ve speciálnı́m přı́padě, kdy C je jednoduchá hladká křivka a
P je jejı́ parametrizace definovaná v intervalu �a, b�, můžeme délku křivky C vyjádřit:

l(C) =

�

C

ds =

� b

a

�Ṗ (t)� dt.

Délka křivky 10 / 16
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Důležité vlastnosti křivkového integrálu skalárnı́ funkce

Křivkový integrál je definován pomocı́ jednorozměrného Riemanova integrálu. Většina
vlastnostı́ obou integrálů je tedy stejná.

a) Postačujı́cı́ podmı́nka pro existenci křivkového integrálu skalárnı́ funkce. Je-
li funkce f spojitá na jednoduché po částech hladké křivce C, pak je na křivce C
integrovatelná (tj. integrál

�
C f ds existuje).

b) Linearita křivkového integrálu. Jsou-li f a g integrovatelné funkce na křivce C a
α ∈ R, pak f + g a αf jsou také integrovatelné funkce na C a

�

C

(f + g) ds =

�

C

f ds +

�

C

g ds,
�

C

α · f ds = α ·
�

C

f ds.

Důležité vlastnosti křivkového integrálu skalárnı́ funkce 11 / 16
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c) Je-li f integrovatelná funkce na křivce C a funkce g se lišı́ od f nejvýše v konečně
mnoha bodech, pak g je také integrovatelná funkce na křivce C a

�

C

g ds =

�

C

f ds.

d) Je-li f integrovatelná funkce na křivce C, pak je také integrovatelnou funkcı́ na
křivce −C a �

−C

f ds =

�

C

f ds.

e) Jsou-li f a g integrovatelné funkce na křivce C takové, že f(X) ≥ g(X) ve všech
bodech X ∈ C, pak �

C

f ds ≥
�

C

g ds.

Speciálně, je-li f(X) ≥ 0 ve všech bodech X ∈ M , pak
�

C

f ds ≥ 0.

Důležité vlastnosti křivkového integrálu skalárnı́ funkce 12 / 16
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Výpočet křivkového integrálu skalárnı́ funkce

Předpokládejme, že P = [φ,ψ,ϑ] je parametrizace jednoduché hladké křivky C, defino-
vaná v intervalu �a, b�.
Integrál počı́táme pomocı́ předchozı́ho vzorce.

a) dosadı́me do funkce f :
x = φ(t), y = ψ(t), z = ϑ(t),

b) dosadı́me do integrálu za ds:

ds = �Ṗ (t)� dt =
���φ̇(t), ψ̇(t), ϑ̇(t)

��� dt =

�
φ̇(t)2 + ψ̇(t)2 + ϑ̇(t)2 dt,

c) integrujeme podle t na intervalu �a, b�.

Přı́klady na tabuli.

Výpočet křivkového integrálu skalárnı́ funkce 13 / 16
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Některé aplikace křivkového integrálu skalárnı́ funkce

Předpokládejme, že drát nebo struna má tvar křivky C v Ek (k = 2 nebo k = 3). Na
křivce je rozložena hmota s délkovou hustotou ρ(x, y) (je-li k = 2) nebo ρ(x, y, z) (je-li
k = 3). (ρ je hmotnost, vztažená k jednotce délky.

I. k = 2

celková hmotnost m =

�

C

ρ(x, y) ds [kg],

statický moment

vzhledem k ose x mx =

�

C

y · ρ(x, y) ds [kg ·m],

vzhledem k ose y . my =

�

C

x · ρ(x, y) ds [kg ·m],

souřadnice těžiště xT =
my

m
, yT =

mx

m
[m],

Některé aplikace křivkového integrálu skalárnı́ funkce 14 / 16
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moment setrvačnosti

vzhledem k ose x . . . Jx =

�

C

y2 · ρ(x, y) ds [kg ·m2],

vzhledem k ose y . . . Jy =

�

C

x2 · ρ(x, y) ds [kg ·m2],

vzhledem k počátku . J0 =

�

C

(x2 + y2) · ρ(x, y) ds [kg ·m2].

Některé aplikace křivkového integrálu skalárnı́ funkce 15 / 16
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II. k = 3

celková hmotnost . . m =

�

C

ρ(x, y, z) ds [kg],

statický moment

vzhledem k rovině xy mxy =

�

C

z · ρ(x, y, z) ds [kg ·m],

vzhledem k rovině xz mxz =

�

C

y · ρ(x, y, z) ds [kg ·m],

vzhledem k rovině yz myz =

�

C

x · ρ(x, y, z) ds [kg ·m],

souřadnice těžiště . . xT =
myz

m
, yT =

mxz

m
zT =

mxy

m
[m],
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moment setrvačnosti

vzhledem k rovině xy Jxy =

�

C

z2 · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k rovině xz Jxz =

�

C

y2 · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k rovině yz Jyz =

�

C

x2 · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k ose x . . . Jx =

�

C

(y2 + z2) · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k ose y . . . . Jy =

�

C

(x2 + z2) · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k ose z . . . . Jz =

�

C

(x2 + y2) · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k počátku . J0 =

�

C

(x2 + y2 + z2) · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2].
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Omlouvam se, vysledny integral je sileny...



Radeji zkuste spocitat:






