CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19

T. Neustupa

Matematika II — prednaska 17

Co bude dneska?

Kiivkovy integrél vektorové funkce.

Z:éakladni vlastnosti kfivkového integralu vektorové funkce.
Fyzikalni vyznam kiivkového integralu vektorové funkce.
Souvislosti mezi kfivkovym integrdlem skalarni a vektorové funkce.
Néjaké priklady

Tyto slidy jsou na adrese
http : //marian. f sik.cout.cz /"neustupa/M2_Neu_prednaskal7.pdf
(pro osobni potieby).
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Shrnuti co bylo minule

Kfivkovy integral skalarni funkce (1.druhu).

Vypocet, vlastnosti, pouZiti.
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Krivkovy integral skalarni funkce (KI 1.druhu) - opakovani

Definice (krivkovy integral skalarni funkce na jednoduché hladké krivce). Ne-
cht C' je jednoduchd hladké kfivka v E; nebo v E3 a P je jeji parametrizace, defino-
vand v intervalu (a, b). Necht f je funkce, kterd je definovand a omezend na kiivce
C'. Existuje-li Riemanntv integral f; f(P(t)) - || P(t)| dt, pak o funkci f fikdme, Ze
je integrovatelnd na kiivce C. Kfivkovy integrdl skalarni funkce f na kiivce C' pak
oznacujeme fo f ds adefinujeme jej rovnici

/cfds - /a f(P(@)) - [[P(t)] dt.

Rikdme, Ze “funkce f je integrovatelnd na kiivce C” ¢i, Ze “kiivkovy integrdl funkce f
na C' existuje”.



Krivkovy integral ze skalaru

Délka kfivky

(b'b'h'b\”ﬂﬁh’ﬁb’ﬁﬂb’h’b}

Vaha civky

oment setrvacnosti Svihadla
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Vektorova funkce

PouZiva se bud pojem vektorova funkce nebo vektorové pole. (viz. obrazek).
Znaceni: Vektorové funkce v [E3 budeme vétSinou zapisovat:

f(z,y,2)
= (U(z,y,2), V(z,y,2), W(z,y,2)) = Ulz,y,2)i+ V(z,y,2)j+ Wz, y,2)k

nebo zkracené f = (U, VW) = Ui+ Vj+ Wk
(U, V a W jsou souradnicové funkce vektorové funkce f.)

V pripadé vektorové funkce v [, je situace stejnd, pouze je zapis o jednu komponentu
kratsi.

Priklad na tabuli.
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Fyzikalni motivace

Na tabuli.
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Krivkovy integral vektorové funkce - definice

Definice (kfivkovy integral vektorové funkce). Nechf C je jednoduchd po éastech
hladka kiivka v E; (kde £ = 2 nebo & = 3) a f je vektorova funkce, ktera je definovana
a omezeni na k¥ivee C. Rikdme, Ze vektorova funkce f je integrovatelnd na ktivce C,
je-li skaldrni funkce f -7 integrovatelnd na C'. Integrél | o [T ds nazyvame krivkovym

integrdlem vektorové funkce f na kiivce C' a oznaCujeme jej kratSim zpisobem | of-
ds.

Misto “kiivkovy integral vektorové funkce” se Casto pouzivd nazev kiivkovy integrdl
2. druhu.

Zakladnim vyznamem je prace kterou vykonad sila f piisobici po draze C.
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Zapisy KI 2.druhu

Z definice vyplyvé, Ze zapisujeme 7T ds = ds.
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Zapisy KI 2.druhu

Z definice vyplyvé, Ze zapisujeme 7T ds = ds.

ds je nekonecné kratky vektor, jehoZ slozky jsou dz, dy a dz. PouZijeme-li toto znacent,
muzeme psat

Tds = ds = (dr,dy,dz) = ide+jdy+kdz.
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Zapisy KI 2.druhu

Z definice vyplyva, Ze zapisujeme 7 ds = ds.

ds je nekonecné kratky vektor, jehoz slozky jsou dz, dy a dz. PouZijeme-li toto znacent,
muzeme psat

Tds = ds = (dx,dy,dz) = ide+jdy+kdz.

f je vektorova funkce, kdyZ ji rozepiseme do slozek jako f = (U, V, W), pak mizeme
skaldrni soucin f - ds vyjadfit jako:

f-ds = (U V,W)-(dzx,dy,dz) = Udz +Vdy+ Wdz
a kfivkovy integral funkce f Ize potom zapsat jako

/f-ds = /(de+de+Wdz).
C c

Priklad na tabuli.
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Dulezité vlastnosti kiivkového integralu vektorové funkce

Kiivkovy integral vektorové funkce je definovan pomoci kiivkového integralu skalarni
funkce, tj. vlastnosti ziistavaji stejné.

Vyjimkou je

Véta. Je-li vektorovd funkce f integrovatelnd na kiivce C, pak je integrovatelnd i na

kiivce —C a
/f-dS:—/f-ds.
G C

Zméni-li se znaménko tecného vektoru tak se téZ zméni znaménko celého integralu.
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Vypocet krivkového integralu vektorové funkce

Necht f = (u,v,w) je vektorova funkce, C' JHK a P je parametrizace kiivky C' defino-
vand na intervalu (a, b).

Diéle predpokladejme, Ze kiivka C' je orientovana souhlasné s parametrizaci P.
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Vypocet krivkového integralu vektorové funkce

Necht f = (u,v,w) je vektorova funkce, C' JHK a P je parametrizace kiivky C' defino-
vand na intervalu (a, b).

Diéle predpokladejme, Ze kiivka C' je orientovana souhlasné s parametrizaci P.

Jednotkovy teény vektor v kazdém bod& P(t) (t € (a, b)) kiivky C' je T = P(t)/| P(t)|
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Vypocet krivkového integralu vektorové funkce

Necht f = (u,v,w) je vektorova funkce, C' JHK a P je parametrizace kiivky C' defino-
vand na intervalu (a, b).

Diéle predpokladejme, Ze kiivka C' je orientovana souhlasné s parametrizaci P.
Jednotkovy te¢ny vektor v kazdém bod& P(t) (t € (a, b)) kiivky C' je T = P(t)/||P(¢)||

Dostavame

P RN
/Cf-ds _ /Cf d /af(P(t)) Ty P01

/Of-ds _ /abf(P(t))-P(t) dt.
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Vypocet krivkového integralu vektorové funkce

Necht f = (u,v,w) je vektorova funkce, C' JHK a P je parametrizace kiivky C' defino-
vand na intervalu (a, b).

Dale predpokladejme, Ze kiivka C' je orientovdna souhlasné s parametrizaci P.
Jednotkovy te¢ny vektor v kazdém bodé P(t) (t € (a, b)) kiivky C je 7 = P(t)/|| P(t)|

Dostavame

e [ PO
/Cf-ds_ /Cf ds — / (PW) - s 1P

/Cf-ds = /abf(P(t))-P(t) dt.

Pozn.: opacné orientovany tecny vektor, vzorec v [Eo, po Castech JHK.

Priklady na tabuli.
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