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Matematika II – přednáška 17

Co bude dneska?

Křivkový integrál vektorové funkce.

Základnı́ vlastnosti křivkového integrálu vektorové funkce.

Fyzikálnı́ význam křivkového integrálu vektorové funkce.

Souvislosti mezi křivkovým integrálem skalárnı́ a vektorové funkce.

Nějaké přı́klady

Tyto slidy jsou na adrese
http : //marian.fsik.cvut.cz/˜neustupa/M2 Neu prednaska17.pdf
(pro osobnı́ potřeby).

Sedmnáctá přednáška 1 / 14
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Shrnutı́ co bylo minule

Křivkový integrál skalárnı́ funkce (1.druhu).

Výpočet, vlastnosti, použitı́.

Opakovánı́ - co bylo minule 2 / 14
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Křivkový integrál skalárnı́ funkce (KI 1.druhu) - opakovánı́

Definice (křivkový integrál skalárnı́ funkce na jednoduché hladké křivce). Ne-
cht’ C je jednoduchá hladká křivka v E2 nebo v E3 a P je jejı́ parametrizace, defino-
vaná v intervalu 〈a, b〉. Necht’ f je funkce, která je definovaná a omezená na křivce
C. Existuje-li Riemannův integrál

∫ b

a f(P (t)) · ‖Ṗ (t)‖ dt, pak o funkci f řı́káme, že
je integrovatelná na křivce C. Křivkový integrál skalárnı́ funkce f na křivce C pak
označujeme

∫
C f ds a definujeme jej rovnicı́∫

C

f ds =

∫ b

a

f(P (t)) · ‖Ṗ (t)‖ dt.

Řı́káme, že “funkce f je integrovatelná na křivce C” či, že “křivkový integrál funkce f

na C existuje”.

Křivkový integrál 1.druhu - definice - opakovánı́ 3 / 14



  

Křivkový integrál ze skaláru

Délka křivky

Váha cívky

Moment setrvačnosti švihadla
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Vektorová funkce

Použı́vá se bud’ pojem vektorová funkce nebo vektorové pole. (viz. obrázek).

Značenı́: Vektorové funkce v E3 budeme většinou zapisovat:

f(x, y, z)

=
(
U(x, y, z), V (x, y, z), W (x, y, z)

)
= U(x, y, z) i+ V (x, y, z) j+W (x, y, z)k

nebo zkráceně f = (U, V,W ) = U i+ V j+W k.

(U , V a W jsou souřadnicové funkce vektorové funkce f .)

V přı́padě vektorové funkce v E2 je situace stejná, pouze je zápis o jednu komponentu
kratšı́.

Přı́klad na tabuli.

Vektorová funkce, připomenutı́, značenı́ 4 / 14
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Fyzikálnı́ motivace

Na tabuli.

KI vektorové funkce - motivace 5 / 14
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Křivkový integrál vektorové funkce - definice

Definice (křivkový integrál vektorové funkce). Necht’ C je jednoduchá po částech
hladká křivka v Ek (kde k = 2 nebo k = 3) a f je vektorová funkce, která je definovaná
a omezená na křivce C. Řı́káme, že vektorová funkce f je integrovatelná na křivce C,
je-li skalárnı́ funkce f ·τ integrovatelná na C. Integrál

∫
C f ·τ ds nazýváme křivkovým

integrálem vektorové funkce f na křivce C a označujeme jej kratšı́m způsobem
∫
C f ·

ds.

Mı́sto “křivkový integrál vektorové funkce” se často použı́vá název křivkový integrál
2. druhu.

Základnı́m významem je práce kterou vykoná sı́la f působı́cı́ po dráze C.

KI vektorové funkce - definice 6 / 14
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Zápisy KI 2.druhu

Z definice vyplývá, že zapisujeme τ ds = ds.

zápisy KI 2.druhu 7 / 14
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Zápisy KI 2.druhu

Z definice vyplývá, že zapisujeme τ ds = ds.

ds je nekonečně krátký vektor, jehož složky jsou dx, dy a dz. Použijeme-li toto značenı́,
můžeme psát

τ ds = ds = (dx, dy, dz) = i dx+ j dy + k dz.

zápisy KI 2.druhu 8 / 14
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Zápisy KI 2.druhu

Z definice vyplývá, že zapisujeme τ ds = ds.

ds je nekonečně krátký vektor, jehož složky jsou dx, dy a dz. Použijeme-li toto značenı́,
můžeme psát

τ ds = ds = (dx, dy, dz) = i dx+ j dy + k dz.

f je vektorová funkce, když ji rozepı́šeme do složek jako f = (U, V,W ), pak můžeme
skalárnı́ součin f · ds vyjádřit jako:

f · ds = (U, V,W ) · (dx, dy, dz) = U dx+ V dy +W dz

a křivkový integrál funkce f lze potom zapsat jako∫
C

f · ds =

∫
C

(
U dx+ V dy +W dz

)
.

Přı́klad na tabuli.

zápisy KI 2.druhu 9 / 14
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Důležité vlastnosti křivkového integrálu vektorové funkce

Křivkový integrál vektorové funkce je definován pomocı́ křivkového integrálu skalárnı́
funkce, tj. vlastnosti zůstávajı́ stejné.

Vyjı́mkou je

Věta. Je-li vektorová funkce f integrovatelná na křivce C, pak je integrovatelná i na
křivce −C a ∫

−C
f · ds = −

∫
C

f · ds.

Změnı́-li se znaménko tečného vektoru tak se též změnı́ znaménko celého integrálu.

Důležité vlastnosti křivkového integrálu vektorové funkce 10 / 14
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Výpočet křivkového integrálu vektorové funkce

Necht’ f = (u, v, w) je vektorová funkce, C JHK a P je parametrizace křivky C defino-
vaná na intervalu 〈a, b〉.

Dále předpokládejme, že křivka C je orientována souhlasně s parametrizacı́ P .

Výpočet křivkového integrálu vektorové funkce 11 / 14
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Výpočet křivkového integrálu vektorové funkce

Necht’ f = (u, v, w) je vektorová funkce, C JHK a P je parametrizace křivky C defino-
vaná na intervalu 〈a, b〉.

Dále předpokládejme, že křivka C je orientována souhlasně s parametrizacı́ P .

Jednotkový tečný vektor v každém bodě P (t) (t ∈ 〈a, b〉) křivky C je τ = Ṗ (t)/‖Ṗ (t)‖

Výpočet křivkového integrálu vektorové funkce 12 / 14
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Výpočet křivkového integrálu vektorové funkce

Necht’ f = (u, v, w) je vektorová funkce, C JHK a P je parametrizace křivky C defino-
vaná na intervalu 〈a, b〉.

Dále předpokládejme, že křivka C je orientována souhlasně s parametrizacı́ P .

Jednotkový tečný vektor v každém bodě P (t) (t ∈ 〈a, b〉) křivky C je τ = Ṗ (t)/‖Ṗ (t)‖

Dostáváme ∫
C

f · ds =

∫
C

f · τ ds =

∫ b

a

f(P (t)) · Ṗ (t)

‖Ṗ (t)‖
‖Ṗ (t)‖ dt,∫

C

f · ds =

∫ b

a

f(P (t)) · Ṗ (t) dt.

Výpočet křivkového integrálu vektorové funkce 13 / 14
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Výpočet křivkového integrálu vektorové funkce

Necht’ f = (u, v, w) je vektorová funkce, C JHK a P je parametrizace křivky C defino-
vaná na intervalu 〈a, b〉.
Dále předpokládejme, že křivka C je orientována souhlasně s parametrizacı́ P .

Jednotkový tečný vektor v každém bodě P (t) (t ∈ 〈a, b〉) křivky C je τ = Ṗ (t)/‖Ṗ (t)‖

Dostáváme ∫
C

f · ds =

∫
C

f · τ ds =

∫ b

a

f(P (t)) · Ṗ (t)

‖Ṗ (t)‖
‖Ṗ (t)‖ dt,∫

C

f · ds =

∫ b

a

f(P (t)) · Ṗ (t) dt.

Pozn.: opačně orientovaný tečný vektor, vzorec v E2, po částech JHK.

Přı́klady na tabuli.

Výpočet křivkového integrálu vektorové funkce 14 / 14



  



  



  



  



  



  



  



  



  


